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ABSTRAKT 

Bakal§Əsk§ pr§ce se zabĩv§ deformaĽnř napřƗovou analĩzou r§mu lisu na v²no. Tento lis je vyroben 

sv®pomoc² a nebyla k nřmu doposud provedena Ĥ§dn§ analĩza tohoto typu. Pr§ce obsahuje jeho 

detailn² reĢerĢi, d§le pak obecnou reĢerĢi o jinĩch modern²ch lisech a reĢerĢi z oblasti PruĤnosti a 

pevnosti. Byl stanoven vĩpoĽtovĩ model a k nřmu provedena deformaĽnř napřƗov§ analĩza 

v r§mci analytick®ho i numerick®ho pƏ²stupu pomoc² programu ANSYS. V r§mci diskuze 

k vĩsledkơm bylo vĢe zhodnoceno, vĽetnř dosaĤen² vĩsledn®ho souĽinitele vơĽi mezn²mu stavu 

pruĤnosti. V cel®m rozsahu bakal§Əsk® pr§ce bylo vyuĤito syst®mov®ho pƏ²stupu. 

KLĊļOVć SLOVA 

r§m, lis, v²no, deformaĽnř napřƗov§ analĩza, ANSYS 

ABSTRACT  

This bachelorõs thesis deals with stress-strain analysis of winepress frame. The press is made of 

self-help. No analysis has been performed for it yet. The thesis contains its detailed research, then 

basic research about other winepresses and research in the Mechanics of Materials. 

A computational model was set and stress-strain analysis was done in an analytical approach and 

numerical approach using the program ANSYS. Everything was evaluated in the discussion of 

the results, including the achievement of the safety factor to limit the state of elasticity. A system 

approach was used in the entire bachelorõs thesis. 
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frame, press, wine, stress-strain analysis, ANSYS 
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đVOD 

Vinnĩ lis slouĤ² k z²sk§n² Ľist® hroznov® ĢƗ§vy ð moĢtu, pƏiĽemĤ zơstane odpad ð ml§to. 

Lis, o kter®m pojedn§v§ tato bakal§Əsk§ pr§ce, slouĤ² pro tzv. ămalovinaƏeò, kteƏ² vřtĢinou 

hospodaƏ² s vinohrady o maxim§ln² rozloze 10 arơ. Lisy malovinaƏơ jsou Ľasto postaveny 

sv®pomoc². VinaƏi s vřtĢ²mi vinohrady vyuĤ²vaj² lisy modernřjĢ², kter® mohou bĩt vyr§břny 

s®riovř. 

ProtoĤe lis je postaven sv®pomoci, nevztahuje se na nřj Ĥ§dn§ bezpeĽnost² norma. Byla 

poloĤena ot§zka, s jakou bezpeĽnost² tento lis pracuje a pr§ce je tak zamřƏena 

na DeformaĽnř NapřƗovou (DN) analĩzu r§mu lisu na v²no. Hlavn²m ¼kolem je aplikace 

z²skanĩch poznatkơ z kurzu Statika [7], PruĤnost a Pevnost I & II [2, 3, 4, 5, 6] a Metody 

koneĽnĩch prvkơ k vyƏeĢen² t®to analĩzy 

V pr§ci je provedena rozs§hl§ reĢerĢe jak z oblasti vinnĩch lisơ, tak i z oblasti PruĤnosti a 

Pevnosti. Tyto poznatky jsou pot® vyuĤity k sestaven² vĩpoĽtovĩch modelơ, kter® jsou 

na rơznĩch ¼rovn²ch rozliĢitelnosti. K ƏeĢen² probl®mu byly zvoleny analytick® a numerick® 

metody. 

Vstupy do vĩpoĽtov®ho modelu jsou uvaĤov§ny jako deterministick®, 

tzn. bez intervalovĩch hodnot. Vĩstupem je tak informace o deformaci (ve smyslu 

posuvy/pƏetvoƏen²) nebo o napřt² pouze jako jedna Ľ²seln§ hodnota.  

 

.  
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1 CĊLE PRćCE 

Z§kladn² c²le bakal§Əsk® pr§ce byly stanoveny vedouc²m pr§ce v n§sleduj²c²m znřn²: 

1. Prov®st deformaĽnř napřƗovou analĩzu r§mu lisu pomoc² analytickĩch metod 

2. Prov®st deformaĽnř napřƗovou analĩzu r§mu lisu za pomoc² programu ANSYS 

3. Porovnat vĩstupy 

4. Kvalitativnř zhodnotit 

Autorem pr§ce byly tyto c²le rozĢ²Əeny o: 

1. Proveden² struĽn® reĢerĢe o vinnĩch lisech a jejich konstrukci 

2. Proveden² reĢerĢe z oblasti PruĤnosti a Pevnosti 

3. Sestaven² vhodn®ho, tj. ¼rovƀovř vyv§Ĥen®ho, vĩpoĽtov®ho modelu 

4. PouĤ²t pro tento vĩpoĽtovĩ model zn§m® analytick® metody k proveden² 

deformaĽnř-napřƗov® analĩzy 

5. PouĤ²t pro proveden² deformaĽnř-napřƗov® analĩzy numerick® metody (dominantnř 

program ANSYS) 

6. Srovnat a diskutovat vĩstupy. 
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2 PROBL£MOVć SITUACE 

R§m lisu je tvoƏen ocelovĩmi profily, kter® jsou pƏi lisov§n² vystaveny vysok®mu zat²Ĥen². 

V dơsledku zat²Ĥen² mơĤe doj²t k pƏekroĽen² mezn²ho stavu. V z§jmu bezpeĽnosti obsluhy je, 

aby k tomu nedoĢlo. 

Je tedy ƏeĢen probl®m stanoven² deformace (posuvy, pƏetvoƏen²) a napřt² v cel®m r§mu a 

posouzen² vĩznamnosti.  

Jedn§ se o tzv. pƏ²mĩ probl®m. Jsou zn§my d²lĽ² vĩpoĽtov® modely geometrie, zat²Ĥen², 

vazeb a materi§lu, nezn§m® jsou naopak vĩstupy ð deformace (pƏetvoƏen², posuv) a t²m vznikl® 

napřt². K ƏeĢen² takov®ho probl®mu se pouĤije analytickĩ a numerickĩ pƏ²stup. 

PƏed samotnĩm ƏeĢen²m je nutn® prov®st struĽnou reĢerĢi z oblasti vinnĩch lisơ a tak® 

z oblasti PruĤnosti a Pevnosti. Na z§kladř t®to reĢerĢe je pak stanoven vĩpoĽtovĩ model a jsou 

urĽeny vĢechny podstatn® veliĽiny, kterĩ vĩpoĽtovĩ model mohou vĩznamnř ovlivƀovat. 

Tento postup je zvolen podle knihy [1]. Autor t®to knihy jednoznaĽnř tvrd², Ĥe pro ƏeĢen² 

probl®mu (tedy takov® situace, kterou nejsme schopni vyƏeĢit pomoc² rutinn²ch postupơ) je 

nutnĩ syst®movĩ pƏ²stup. Je nutn® postupovat od jednoduĢĢ²ho ke sloĤitřjĢ²mu a uvřdomřn² si 

vĢech souvislost². Autor t®to bakal§Əsk® pr§ce souhlas² s t²mto tvrzen²m a vyuĤ²v§ ho.  
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3 REġERġNĊ STUDIE  

3.1 Vinnĩ lis 

DƏ²vřjĢ² lisy na v²no 

Prvn² mechanickĩ vinnĩ lis se v civilizaci objevil pƏed tis²ci lety. Byl vyroben celĩ ze dƏeva. 

Lisov§n² prob²halo ot§Ľen²m Ģroubu pomoc² p§ky. DƏevřnĩ Ģroub byl pozdřji nahrazen 

ocelovĩm. Na obr. 1 je jeden ze zachovalĩch historickĩch vinnĩch lisơ. 

 
Obr. 1: Historickĩ vinnĩ lis [10] 

Modern² lisy na v²no 

NejmodernřjĢ² vinn® lisy jsou vyrobeny z nerezov® oceli. Jejich proveden² je rơzn®. Dřl² se 

na vertik§ln² a horizont§ln². D§le podle typu lisov§n² na ruĽn², hydraulick®, pneumatick® a 

vodn². 

RuĽn² lis 

 Mezi malovinaƏi se vyskytuj² klasick® ruĽn² lisy nejĽastřji. Jsou na trhu volnř dostupn®. 

Jejich funkce je zaloĤena na klasick®m lisov§n² vyvolan®ho z§břrem p§ky na ocelovĩ Ģroub. 

PƏ²klad takov®ho lisu je na obr. 2. 

 
Obr. 2: RuĽn² vertik§ln² lis [11] 



DeformaĽnř napřƗov§ analĩza r§mu lisu na v²no 15 

Miroslav Vaculka  đMTMB FSI VUT 

Vodn² lis  

Lisovac²m m®diem vodn²ho lisu (obr. 3) je tlakov§ voda z vodovodn²ho Ə§du. 

UprostƏed lisu je gumovĩ vak, kterĩ se naplƀuje vodou a t²m doch§z² k jeho rozĢ²Əen² do stran, 

kde se nach§z² ovoce. Jeho ĢƗ§va pak pƏech§z² pƏes lisovac² koĢ.  

 
Obr. 3: Vodn² vertik§ln² lis od firmy Unicom [12] 

Pneumatickĩ lis horizont§ln² 

Pneumatick® lisov§n² ovoce funguje na principu roztahov§n² vnitƏn² textiln² membr§ny 

vlivem stlaĽen®ho vzduchu. Membr§na tlaĽ² na ovoce, kter® se lisuje. Buben lisu je otoĽnĩ 

pro snadnou manipulaci s ovocem (n§syp a vĩsyp). Lis je zobrazen na n§sleduj²c²m obr. 4. 

 
Obr. 4: Horizont§ln² pneumatickĩ lis od firmy Unicom [12] 

Pneumatickĩ lis vertik§ln² 

Lis, kterĩm se zabĩv§ tato pr§ce, a jehoĤ fotografie a model jsou na obr. 5, funguje 

na podobn®m principu jako ruĽn² Ģroubov® lisy, ale ke stlaĽov§n² hroznơ nevyuĤ²v§ s²ly z p§ky 

a Ģroubovit® geometrie, nĩbrĤ ruĽn²ho pneumatick®ho zved§ku (viz kapitola 3.1.2). 
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Obr. 5: a) Fotografie vinn®ho lisu; b) jeho CAD model 

3.1.1 Konstrukce lisu 

Z§kladem lisu je jeho svaƏovan§ obd®ln²kov§ konstrukce (obr. 7) sloĤen§ z ocelovĩch tyĽ² 

Ģ²Əky 80 cm, U-profilu. Je um²střna na dvou podpor§ch (Ľ. 1), zhotoven§ tak® z U-tyĽ², menĢ² 

Ģ²Əky. Na spodn² Ľ§sti r§mu je um²střn pneumatickĩ zved§k (Ľ. 2) o s²le dev²ti tun. Na nřm je 

poloĤenĩ ocelovĩ t§c (Ľ. 3) s vod²c²mi prvky (Ľ. 4), kter® pƏi zved§n² klouĤou po vnitƏn²ch 

střn§ch U-profilu boĽn²ch r§mơ.  Na t§c je um²střna vana (Ľ. 5) z nerezov® oceli s otvorem 

pro odt®k§n² ĢƗ§vy. Do n² lze d§t koĢ (Ľ. 6) sest§vaj²c² z dvou obloukơ tvoƏenĩch dubovĩmi 

deskami, kter® jsou spjat® dvřma zahnutĩmi deskami z nerezov® oceli. Tyto desky jsou spojeny 

z kaĤd® strany dvřma kulatinami (Ľ. 7). Do koĢe se vloĤ² filtraĽn² pytel (Ľ. 8) slouĤ²c² 

k zachycen² slupek, sem²nek a jinĩch neĽistot. Do nřj lze vsypat pomlet® hrozny a tento 

lisovanĩ materi§l se pytlem pƏikryje i shora. Na to se poloĤ² dubovĩ poklop (Ľ. 9) a na nřj se aĤ 

po horn² r§m naskl§daj² dƏevřn® hranoly (Ľ. 10). Tato sestava je zobrazena a pops§na na obr. 6. 

   
Obr. 6: Popis lisu 
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Samotnĩ ocelovĩ r§m je zobrazen na obr. 7. Je svaƏenĩ z ocelovĩch tyĽ² z materi§lu 

S355J2 (1.0577) dle EN  10025-2. 

  
Obr. 7: R§m lisu 

Obr. 8a zobrazuje prơƏez spodn² Ľ§sti r§mu, coĤ jsou ĽtyƏi U-profilov® tyĽe svaƏen® k sobř. 

BoĽn² r§m konstrukce je sloĤen z jedn® tyĽe U80 d®lky 1380 mm. Po vnitƏn²ch stran§ch profilu 

t®to tyĽe jezd² vod²c² prvky t§cu. 

Horn² r§m (obr. 8b) je sloĤen ze dvou tyĽ² stejn®ho prơƏezu svaƏenĩch v horizont§ln² rovinř 

a tvoƏ² obd®ln²kovĩ prơƏez. 

     
Obr. 8: a) PrơƏez spodn²ho r§mu; b) prơƏez horn²ho r§mu 

Mezi r§my jsou pƏivaƏena Ĥebra. Podpory (obr. 9) tvoƏ² tyĽe profilu U80 a U50. Lis je 

mobiln² a nen² potƏeba ho v§zat k podlaze na pevno. 

 
Obr. 9: Podpory 
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3.1.2 Realizace zat²Ĥen² r§mu 

Z§břrem p§ky pneumatickĩ zved§k vertik§lnř zved§ t§c s vanou, koĢem a ovocem 

ve filtraĽn²m pytli. DƏevřnĩ poklop je nehybnĩ, protoĤe se pƏes dƏevřn® hranoly zap²r§ 

do horn²ho r§mu. Tento princip je moĤn® si pƏedstavit na obr§zku obr. 6. Proces zpơsobuje 

tlak na urĽit§ m²sta konstrukce lisu. Jedno pơsoben² je shora na spodn² r§m a druh® zdola 

na horn² r§m. VyuĤ²v§me pneumatick®ho zved§ku, pro kterĩ vĩrobce uv§d² zdvih 9 t, coĤ 

odpov²d§ podle rovnice (1) maxim§ln² s²le 88 290 N. 

 Ὂ άὫ ωπππϽωȟψρ ψψ ςωπ ὔ  (1) 

kde F je s²la vybuzen§ pneumatickĩm zved§kem 

 m je hmotnost uveden§ vĩrobcem pneumatick®ho zved§ku 

 g je t²hov® zrychlen² 

M§lokdy se vĢak takovĩch sil dos§hne. Ze zkuĢenosti se vyplat² lisovat v²cekr§t, neĤ 

vyvozovat v lisu takov®to napřt². Obvykle se z pneumatick®ho zved§ku vyvozuje max. 75% 

jeho pƏedepsan® s²ly, coĤ odpov²d§ celkov® s²le 66 218 N. 

Na spodn² i horn² Ľ§st r§mu by mřla pơsobit polovina celkov® s²ly. S²la pơsob²c² na spodn² 

r§m je vĢak o nřco vřtĢ² a to z dơvodu z§třĤe od komponentơ jako jsou zved§k, t§c, vana, koĢ, 

ml§toé Jejich hmotnost je uvedena v tab. 1. 

Tab. 1: Seznam komponentơ zatřĤuj²c²ch spodn² r§m a jejich hmotnosti. 

POLOģKA 
Hmotnost 

[kg]  

Pneumatickĩ zved§k 8 

T§c 35 

Vana 10 

KoĢ 30 

Poklop 10 

DƏevřn® hranoly 13 

Ml§to max. 60 

Suma 166 

Lis pojme obvykle 200 kg hroznơ. Jeho vĩlisnost se pohybuje okolo 70%. NejvřtĢ²ch sil 

zpơsobenĩch zved§kem se dos§hne aĤ v dobř, kdy je ovoce t®mřƏ vylisov§no. Proto je 

v tabulce uvedena v§ha ml§ta 60 kg. 

Celkov§ v§ha je tedy 166 kg. To odpov²d§ t²hov® s²le (1) 1,628 kN. O tuto hodnotu je s²la 

pơsob²c² na spodn² r§m vyĢĢ², konkr®tnř rovna 34,737 kN. 

Tuto s²lu lze pƏepoĽ²tat na liniov® zat²Ĥen², kter® pơsob² na spodn² Ľ§st r§mu. Vlivem tlaku 

dvou dƏevřnĩch hranolơ na horn² Ľ§st r§mu vznikaj² dvř liniov§ zat²Ĥen². Jejich velikost z§vis² 

na Ģ²Əce dƏevřn®ho hranolu (90 mm) a je uvedena v tabulce tab. 2. Zat²Ĥen² spodn²ho r§mu je 

ilustrativnř zobrazeno na obr. 10, vypoĽ²t§no v rovnici (2) a je tak® uvedeno v tab. 2. 

 
ή ὴὬ

ὊὬ

Ὓ

ὊὬ

ὰὬ

Ὂ

ὰ

στχσχ

ρφπ
ςρχȟρπχ ὔάά  

(2) 

Kde q1 je liniov® zat²Ĥen² pơsob²c² na spodn² r§m  

 p je tlak pơsob²c² na spodn² r§m 

 F je s²la pơsob²c² na spodn² r§m 

 S je plocha, na n²Ĥ je rozvinut tlak pơsob²c² na spodn² r§m 

 l je d®lka podstavce pneumatick®ho zved§ku 

 h je Ģ²Əka, po kter® je rozvinut tlak pơsob²c² na spodn² r§m 
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Obr. 10: Tlakov® pơsoben² na spodn² r§m 

Tab. 2: Hodnoty liniovĩch zat²Ĥen² pơsob²c² na r§m. 

Zat²Ĥen² D®lka pơsoben² [mm] Velikost [Nmm -1] 

q1 90 150,494 

q2 135 217,107 

Mezera mezi horn²mi dƏevenĩmi hranoly (Ľ. 10, str. 16) bĩv§ odliĢn§. Pro model 

zat²Ĥen² (kapitola 5.2) je urĽena parametrem c a je nulov§. Parametr je vhodnĩ pro zjiĢtřn² 

ide§ln² mezery mezi hranoly (ƏeĢeno v kapitole 5.7 na str. 46). 

3.2 VyuĤit² prost® pruĤnosti prutơ 

3.2.1 Prut v pruĤnosti a pevnosti 

Z§kladn²m ¼kolem PP je ƏeĢit probl®my spojen® s napjatost², deformac² a poruĢov§n²m 

souĽ§st² technickĩch objektơ. Tyto objekty jsou vĢak t®mřƏ vĤdy tvarovř sloĤit®. Analytick® 

ƏeĢen² vybranĩch třles bylo a st§le je moĤn® pouze pƏi pouĤit² urĽitĩch omezuj²c²ch 

pƏedpokladơ. 

Prut je nejjednoduĢĢ²m teoretickĩm modelem re§ln®ho třlesa, kter® splƀuje jist® 

geometrick®, vazbov®, zatřĤovac², deformaĽn² a napjatostn² pƏedpoklady (oznaĽujeme je jako 

prutov® pƏedpoklady). 

3.2.2 Prutov® pƏedpoklady 

Pr§ce se zamřƏuje na praktickou uk§zku třchto pƏedpokladơ [2] a k demonstraci nřkterĩch 

je vyuĤita metoda koneĽnĩch prvkơ. Zn§me: 

PƏedpoklady geometrick® 

ăPrut je urĽen kƏivkou ǡ, tzv. stƏednic², a v kaĤd®m bodř stƏednice pƏ²Ľnĩm prơƏezem Ƕ,ò 

viz obr. 11. ăStƏednice je spojit§ a hladk§ kƏivka koneĽn® d®lky.ò 

 
Obr. 11: Geometrickĩ prutovĩ pƏedpoklad 
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ăPƏ²Ľnĩ prơƏez je spojit§ jedno nebo v²cen§sobnř souvisl§ oblast, ohraniĽen§ obrysem a 

charakterizovan§ charakteristikami pƏ²Ľn®ho prơƏezu.ò 

ăD®lka stƏednice je Ə§dovř minim§lnř stejnř velk§ jako nejvřtĢ² rozmřr pƏ²Ľn®ho prơƏezu.ò 

PƏedpoklady vazbov® a zatřĤovac² 

ăVazby omezuj² posuvy a ¼hly natoĽen² stƏednice.ò  

ăZat²Ĥen² je soustƏedřno na stƏednici prutu. Projevuje se jako osamřl§ s²la, liniov® zat²Ĥen² 

Ľi silov§ dvojice na stƏednici.ò 

Vznik§ zde omezen² plynouc² ze Saint Venantova principu (3.2.3). 

Praktickĩ pƏ²klad zat²Ĥen² soustƏeŎuj²c² se pouze na stƏednici: 

V programu ANSYS Workbench1 byly vytvoƏeny dva pƏ²pady zat²Ĥen² zleva vetknut®ho 

nosn²ku obd®ln²kov®ho prơƏezu. V prvn²m (obr. 12a) je nosn²k zat²Ĥen silou F, vyosenou 

o excentricitu e. V druh®m pƏ²padř (obr. 12b) je prut zat²Ĥen silou F pơsob²c² v ose a 

ohybovĩm momentem, kterĩ se rovn§ hodnotř FŁe. 

  
Obr. 12: Praktickĩ pƏ²klad zat²Ĥen² soustƏeŎuj²c² se pouze na stƏednici a) Zat²Ĥen² nosn²ku vyosenou 

silou F o excentricitu e (e = 10 mm); 
b) zat²Ĥen² nosn²ku stejnř velkou silou v ose a ohybovĩm momentem FŁe. 

N§slednř byla vypoĽ²t§na hodnota redukovan®ho napřt² (obr. 13). Ta pro oba pƏ²pady 

zat²Ĥen² vyĢla stejn§. 

 
Obr. 13: Redukovan® napřt² pro oba pƏ²pady zat²Ĥen² podle obr. 12. 

                                                      
1 Program ANSYS Workbench, verze 14.5; ANSYS Inc. 
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PƏedpoklady deformaĽn² 

ăStƏednice prutu zơst§v§ v procesu zatřĤov§n² spojit§ a hladk§.ò 

 PrơƏezy v tomto procesu jsou rovinn® a kolm® na stƏednici. To je oznaĽov§no jako Euler ð 

Bernoulliho teorie. Tato teorie jednoznaĽnř plat², kdyĤ jsou mal§ pƏetvoƏen² (ǣ < 0,01) a to i 

tehdy, pokud jsou velk® posuvy. Pokud jsou naopak pƏetvoƏen² velk§ (to je napƏ²klad v oblasti 

hyperelastickĩch materi§lơ ð napƏ²klad gum nebo mřkkĩch tk§n²), pak je tato teorie neplatn§, 

neboƗ doch§z² k deplanaci pƏ²Ľnĩch prơƏezơ. 

PƏedpoklady napjatostn² 

ăNapjatost v prutu je urĽena norm§lovĩm a smykovĩm napřt²m v pƏ²Ľn®m prơƏezu.ò 

 Ostatn² sloĤky tenzoru napřt² jsou nulov®. 

3.2.3 DalĢ² z§kladn² principy a definice 

Saint Venantơv princip 

DalĢ²m dơleĤitĩm principem, kterĩ bude pƏi ƏeĢen² probl®mu zm²nřn je Saint Venantơv. 

Jedn§ se o nahrazen² silov®ho pơsoben² zjednoduĢenĩm silovĩm modelem. MơĤe se jednat 

napƏ. o: 

¶ osamřlou s²lu 

¶ silovou dvojici 

¶ line§rn² liniov® zat²Ĥen² 

¶ ploĢn® zat²Ĥen², apod. 

Pro PP je Saint Venantơv princip definov§n jako n§sleduj²c² vřta: 

ăNahrad²me-li v urĽit® oblasti třlesa jednu silovou soustavu jinou, staticky ekvivalentn² 

soustavou, pak napjatost třlesa je pro obř zat²Ĥen² prakticky stejn§ s vĩjimkou bl²zk®ho okol² 

oblasti n§hrady, jehoĤ rozmřry jsou srovnateln® s rozmřry t®to oblasti. [3]ò  

Obecnř plat², Ĥe tam, kde se pouĤije n§hrada osamocenou silou, vznikne vřtĢ² ohybovĩ 

moment, neĤ pƏi vyuĤit² liniov®ho zat²Ĥen². Rozd²l třchto momentơ je zakreslen 

na n§sleduj²c²m obr. 14. 

 
Obr. 14: Rozd²l mezi prơbřhy VVđ pƏi zat²Ĥen² osamocenou silou a liniovĩm zat²Ĥen²m 
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Lomenĩ prut 

Lomenĩ prut je třleso geometricky urĽen® nehladkou stƏednic² (s koneĽnĩm poĽtem 

zlomơ). Oblast zlomơ mus² bĩt zanedbatelnř mal§ vzhledem k d®lce stƏednice. Energie 

napjatosti v t®to oblasti se bl²Ĥ² k nule, to znamen§, Ĥe zlomy jsou nekoneĽnř tuh® a mus² se 

zachov§vat ¼hel stƏednice pƏed a po deformaci. 

D§le se ned§ uplatnit teorie o lomen®m prutu, pokud obsahuje pƏ²liĢ mnoho zalomen². 

SouĽet oblast² ovlivnřn² vzniklĩch zalomen²m prutu by mřl bĩt malĩ vzhledem k d®lk§m 

stƏednice prutu.  

 
Obr. 15: PƏ²pad, kdy se a) jedn§ o prutov® třleso; b) nejedn§ o prutov® třleso 

Osov§ symetrie 

Je-li prut z hlediska geometrie, z hlediska materi§lu a z hlediska vnřjĢ²ch silovĩch ¼Ľinkơ 

symetrickĩ, pak v rovinř symetrie je nulov§ posouvaj²c² s²la a krout²c² moment, zat²mco 

nenulovĩ je ohybovĩ moment a norm§lov§ s²la. 

 

Obr. 16: a) Symetrick® zat²Ĥen²; b) Symetrick® sloĤky (VVđ)Ƕ={ MoyǶ, MozǶ, NǶ} , 
kdy uvolƀovac² Əez Ƿ se rovn§ rovinř symetrie Ƕ. 

PrizmatiĽnost  

Prizmatickĩ prut je v pruĤnosti pevnosti definov§n tak, Ĥe pƏ²Ľnĩ prơƏez je po d®lce 

stƏednice konstantn² (zơst§v§ nezmřnřn). Pokud se pƏ²Ľnĩ prơƏez mřn², doch§z² k rơstu 

smykovĩch napřt² a borcen² pƏ²Ľn®ho prơƏezu. PƏ²Ľn® Əezy tak v dơsledku zm²nřn®ho 

nezơst§vaj² rovinnĩmi a kolmĩmi ke stƏednici a neplat² tedy Euler-Bernoulliho teorie. 

Castiglianova vřta 

Na FSI VUT Brno je Castiglianova vřta respektive Maxwell-Mohrova varianta t®to vřty 

hojnř vyuĤ²v§na k ƏeĢen² DN stavơ prutơ. Dle PruĤnosti a Pevnosti [2] Castiglianova vřta zn²: 

Pơsob²-li na line§rnř pruĤn® třleso (soustavu) silov§ soustava, pak posuv uJ pơsobiĢtř s²ly Ὂᴆ 

po jej² nositelce je d§n parci§ln² derivac² celkov® energie napjatosti třlesa (soustavy) podle t®to 

s²ly. 
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 ό
ὡ

Ὂ
 (3) 

đhel natoĽen² ǴJ pƏ²mky spojen® s pơsobiĢtřm silov® dvojice ὓᴆ v rovinř jej²ho pơsoben² je 

d§n parci§ln² derivac² celkov® energie napjatosti třlesa (soustavy) podle t®to dvojice. 

 •
ὡ

ὓ
 (4) 

Diferenci§ln² rovnice prơhybov® Ľ§ry 

đpln§ diferenci§ln² rovnice prơhybov® Ľ§ry byla odvozena z diferenci§ln² geometrie a 

ve sv® podstatř vyjadƏuje vztah mezi kƏivost² a ohybovĩm momentem podle vztahu: 

 
ρ

ὶ

ύǰǰ

ρ ύǰ Ⱦ

ὓ

Ὁ ὐ
 (5) 

Jedn§ se o obyĽejnou, neline§rn², diferenci§ln² rovnici 2. Ə§du. Jej² analytick® ƏeĢen² je 

moĤn® pouze pro element§rn² pƏ²pady a to jeĢtř za pomoc² eliptickĩch integr§lơ. NaĢtřst² 

ve strojn²m oboru mus² bĩt vřtĢina souĽ§st² dostateĽnř tuh§, coĤ jinak znamen§, Ĥe deformace 

musej² bĩt mal® (jednoznaĽnř definov§n (ύᴂὼḺρ) 

Pro mal® deformace plat² obyĽejn§ line§rn² diferenci§ln² rovnice druh®ho Ə§du: 

 ύ ǰǰ
ὓ

Ὁὐ
 (6) 

w znaĽ² prơhyb stƏednice. Jeho prvn² derivac² je natoĽen² stƏednice a druhou derivac² je tedy 

vztah (6). 

Znam®nko + nebo ð souvis² s t²m, jak je definovanĩ souƏadnicovĩ syst®m, ke kter®mu je 

tato rovnice v§z§na. ļistř z historick®ho hlediska je prut ohĩb§n smřrem dolơ ð souƏadnĩ 

syst®m a konvence se tak Ə²d² podle n§sleduj²c²ho obr. 17. 

 

Obr. 17: SouƏadnicovĩ syst®m, kdy plat² a) ἿὀËË
Ἑὁ

Ἇἔὁ
 ; b) ἿὀËË

Ἑὁ

Ἇἔὁ
 

Je nutn® si uvřdomit, Ĥe  ƏeĢen²m t®to diferenci§ln² rovnice obdrĤ²me naprosto stejn® 

vĩsledky jako pƏi ƏeĢen² pomoc² Maxwell-Mohrovy varianty, kdyĤ energie napjatosti bude 

obsahovat pouze pƏ²spřvky od M (ohybovĩ moment) a nikoliv od T (posouvaj²c² s²la). 

Břhem ƏeĢen² se naskytla ot§zka, zda se mơĤe tato diferenci§ln² rovnice pouĤ²t i v oblasti 

zalomenĩch prutơ a posoudit tak celkovou deformaci libovoln®ho r§mu. Ve skriptech 

z PruĤnosti a Pevnosti nebylo nalezeno Ĥ§dn® omezen², ale z§roveƀ v Ĥ§dn® technick® 

literatuƏe nebylo nic takov®ho provedeno. Na z§kladn² ¼loze tuto metodu aplikujeme a rychle 

uk§Ĥeme, Ĥe je to moĤn®. Z§vřry pak budou pouĤity v naĢem konkr®tn²m pƏ²padř.  
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Diferenci§ln² rovnice prơhybov® Ľ§ry pro lomenĩ prut 

Na zjednoduĢen® ¼loze vypoĽ²t§me prơhyb pomoc² Castiglianovy vřty v jednom m²stř a 

n§slednř zjist²me diferenci§ln² rovnici prơhybov® Ľ§ry. C²lem pak je, aby prơhyby v dan®m 

m²stř vyĢly stejn® pro oba zpơsoby vĩpoĽtơ. Na obr. 18a je n§Ľrt tohoto zjednoduĢen®ho 

¼kolu. Jedn§ se o symetrickĩ lomenĩ r§m (geometricky i materi§lovř). Na obr. 18b je Ľ§steĽn® 

uvolnřn² tohoto r§mu pƏi vyuĤit² vertik§ln² i horizont§ln² osov® symetrie. 

 
Obr. 18: a) n§Ľrt zjednoduĢen®ho pƏ²kladu; b) Ľ§steĽn® uvolnřn² 

OvřƏovan® m²sto A je dole v m²stř pơsoben² s²ly Ὂᴆ. VĩpoĽet prov§d²me pro tyto hodnoty: 
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(7) 

Rovnice VVđ jsou n§sleduj²c²: 
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N§sleduj²c² rovnice (9) popisuj² vĩpoĽet nezn§m®ho momentu MA v tomto m²stř pomoc² 

Castiglianovy vřty. Okrajovou podm²nkou je nulov® natoĽen² stƏednice v m²stř A. 
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A n§sleduj²c² rovnice popisuj² vĩpoĽet prơhybu v m²stř A. 
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Pro zjiĢtřn² diferenci§ln² prơhybov® Ľ§ry pouĤijeme n§sleduj²c² okrajov® podm²nky: 

 • πȠ • Ⱦ • Ƞ • Ⱦ πȠύ Ⱦ πȠ ύ π (11) 

Podle rovnice (6), kde My jsou rovnice VVđ (8), lze za pouĤit² okrajovĩch podm²nek (11) 

zjistit rovnice prơhybov® Ľ§ry. Ty maj² n§sleduj²c² prơbřh: 

 

 

Obr. 19: a) prơhyb spodn² Ľ§sti; b) prơhyb boĽn² Ľ§sti 

V m²stř A je prơhyb roven hodnotř 0,49 mm, tedy naprosto stejn® jako je hodnota 

vypoĽ²tan§ pomoc² Castiglianovy vřty. To dokazuje moĤnost pouĤit² diferenci§ln² rovnice 

prơhybov® Ľ§ry pro lomenĩ r§m. 

3.3 đvod do teorie mezn²ch stavơ 

Je zn§mo nřkolik definic, co to je mezn² stav. V oblasti technick® vřdy to jsou napƏ²klad 

tyto charakteristiky: 

ăMezn² stav je stav syst®mu vyj§dƏenĩ podm²nkami (parametry Ľinnosti syst®mu), pƏi jejichĤ 

pƏekroĽen² dojde k doĽasn®mu nebo trval®mu poruĢen² (selh§n²) funkce syst®mu.[1]ò  

ăPƏi dosaĤen² mezn²ho stavu třleso ztr§c² schopnost konat svoji poĤadovanou funkci.[1]ò  
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Soubor vybranĩch mezn²ch stavơ je moĤn® vidřt na obr. 20. N§slednř jsou zm²nřn® pouze 

ty podstatn® pro tuto pr§ci. 

 
Obr. 20: PƏehled mezn²ch stavơ [1] 

Mezn² stav deformace 

ăMezn² stav deformace třlesa je takovĩ jeho stav, ve kter®m se deformace funkĽnř 

pƏ²pustn® mřn² na deformace funkĽnř nepƏ²pustn®.[3]ò  

V r§mci analĩzy r§mu lisu, j²mĤ se tato pr§ce zabĩv§, je deformace funkĽnř pƏ²pustn§ velmi 

vysok§. DƏ²v, neĤ by doĢlo k jej² zmřnř na funkĽnř nepƏ²pustnou, dojde k jin®mu mezn²mu 

stavu. Proto se pr§ce mezn²m stavem deformace nezabĩv§. 
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Mezn² stav pruĤnosti 

ăMezn² stav pruĤnosti třlesa je takovĩ jeho stav, pƏi jehoĤ pƏekroĽen² vznikaj² v třlese 

zjistiteln® plastick® deformace.[3]ò 

Je velmi konzervativn² a velice Ľasto pouĤ²v§n. Tak® se s n²m ztotoĤƀuje tato bakal§Əsk§ 

pr§ce. 

Mezn² stav deformaĽn² stability, resp. mezn² stav vzpřrn® stability 

ăMezn² stav deformaĽn² stability třlesa je stav, kdy geometrick® konfigurace, kter§ byla 

stabiln² pƏed dosaĤen²m mezn²ho stavu, se po jeho pƏekroĽen² st§v§ labiln² a stabiln² se st§v§ 

jin§ geometrick§ konfigurace třlesa.[3]ò 

K tomuto mezn²mu stavu mơĤe doj²t pƏi vysok® Ģt²hlosti prutơ, kter® jsou nam§h§ny tlakem 

(vzpřr). R§my lisu vĢak nemaj² Ģt²hl® pruty a nedoch§z² k vyboĽen² z roviny zat²Ĥen². Proto se 

bakal§Əsk§ pr§ce nad§le mezn²m stavem deformaĽn² stability nezabĩv§. 

3.4 VyuĤit² MKP 

Metoda koneĽnĩch prvkơ je numerickĩ zpơsob simulace fyzik§ln²ch jevơ. V souĽasn® dobř 

velmi usnadƀuje proveden² deformaĽnř-napřƗovĩch analĩz, analĩz proudřn² (vĽetnř interakce) 

nebo napƏ²klad analĩz zjiĢtřn² vlastn²ch frekvenc² Ľi vlastn²ch tvarơ kmit§n² (oblast dynamiky). 

Princip vĩpoĽtơ t®to metody je zn§m dlouho, ale aĤ d²ky rozvoji informaĽn²ch technologi² 

naĢel praktick® vyuĤit². Jedn²m z nejvyuĤ²vanřjĢ²ch programơ MKP je program ANSYS2. 

Program um² dobƏe ƏeĢit line§rn² i neline§rn² pƏ²m® ¼lohy. U neline§rn²ch ¼loh vĢak uĤivatel 

mus² bĩt opatrnĩ, neboƗ mơĤe nastat probl®m s konvergenc² ¼lohy a pak kaĤd§ takov§ ¼loha 

pƏedstavuje intern² probl®m.  NejvřtĢ²m omezen²m MKP je vĢak to, Ĥe kaĤdĩ numerickĩ 

program um² jen velmi obt²Ĥnř vyƏeĢit nepƏ²mĩ probl®m (zn§me vĩstupy a chceme zn§t 

vstupy). To je zpơsobeno Ģpatnou podm²nřnost² ƏeĢen® matice. Analĩza r§mu lisu vĢak 

pƏedstavuje line§rn², pƏ²mĩ probl®m a tak se neoĽek§vaj² Ĥ§dn® komplikace. 

VĩpoĽet bude realizov§n za pomoc² prutov®ho prvku BEAM188 a objemov®ho prvku 

SOLID186.  

                                                      
2 Program ANSYS Workbench, verze 14.5; ANSYS Inc. 
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Prvek BEAM188 

BEAM je vhodnĩ pro ƏeĢen² prutovĩch konstrukc². Jedn§ se o line§rn² nebo kvadratickĩ 

dvou-uzlovĩ prvek ve 3D. M§ Ģest nebo sedm stupƀơ volnosti na kaĤd®m uzlu. Jedn§ se 

o translace ve smřru osy x, y a z a rotace okolo nich. Sedmĩ stupeƀ volnosti je volitelnĩ a 

vyuĤ²v§ se pro velk® rotace nebo neline§rn² ¼lohy. V²ce informac² Ľten§Ə najde v HELPu [9]. 

 
Obr. 21: Geometrie prvku BEAM188 [9] 

Prvek SOLID186 

SOLID je 3D dvaceti uzlovĩ kvadratickĩ objemovĩ prvek. KaĤdĩ uzel obsahuje tƏi stupnř 

volnosti. Jedn§ se o translace ve smřrech x, y a z. Prvky podporuj² tak® plasticitu, creep, 

hyperelasticitu a dalĢ² nelinearity. V²ce informac² Ľten§Ə najde v HELPu [9]. 

 
Obr. 22: Geometrie prvku SOLID186 [9] 
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4 SYST£M PODSTATNĨCH VELIļIN 

Syst®m podstatnĩch veliĽin je sestaven z informac² uvedenĩch v reĢerĢn² Ľ§sti a je ƏeĢen 
podle knihy [1]. 

 
Obr. 23: Syst®m podstatnĩch veliĽin [13] 

Objektem Ǘ je ocelovĩ r§m vinn®ho lisu. 

Probl®mem je stanoven² deformaĽnř napřƗov® analĩzy r§mu. 

Syst®m podstatnĩch veliĽin Вɱ  pro probl®m A zahrnuje n§sleduj²c² mnoĤiny veliĽin: 

S0:  Okol²m je prostƏed², ve kter®m se r§m nach§z². MơĤe se nach§zet v prostƏed² s břĤnou 

venkovn² teplotou vzduchu. Do okol² jsou d§le zahrnuty ostatn² komponenty lisu 

(pneumatickĩ zved§k, t§c, vana, koĢ, ml§to). 

S1:  Jedn§ se o samotnĩ r§m. Je zn§ma jeho geometrie, tvar a d®lkov® rozmřry zmřƏen® 

pomoc² svinovac²ho metru. 

S2: UloĤen² na pevn®m podkladř. R§m je poloĤen na pevn®m podkladř (betonov§ 

podlaha) a nen² zabr§nřno voln® deformaci. 

S3: Statickĩ tlak vyvinutĩ pơsoben²m pneumatick®ho zved§ku a t²ha jednotlivĩch 

komponentơ lisu zatřĤuj²c²ch objekt. 

S4: Lisov§n² prob²h§ za konstantn² teploty a v norm§ln²m prostƏed². R§m tak nen² 

podroben Ĥ§dn®mu jin®mu vnřjĢ²mu zat²Ĥen², neĤ je pouze zat²Ĥen² tlakov® procesem 

lisov§n². 

S5: PatƏ² mezi nř pƏ²Ľnĩ prơƏez r§mu a konstitutivn² vztahy materi§lu (modul pruĤnosti, 

Poissonovo Ľ²slo a mez kluzu). 

S6: PƏi lisov§n² je r§m nam§h§n pouze vnřjĢ²m tlakovĩm zat²Ĥen²m. Jin® procesy na 

makro¼rovni neprob²haj². Na mikro¼rovni prob²h§ pƏeskupen² atomơ, pohyb 

dislokac², atd. Mikro¼roveƀ vĢak tato pr§ce neƏeĢ² a ƏeĢit nemơĤe (bari®ra ve 

znalostech). 

S7: Prim§rnř deformace (posuvy, pƏetvoƏen²) a sekund§rnř napřt². 

S8: Vznik nřkter®ho z mezn²ch stavơ. 
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5 POUģITĊ ANALYTICK£HO PƎĊSTUPU 

VĩpoĽtovĩ model je zobrazen na obr. 24, ten obsahuje d²lĽ² vĩpoĽtovĩ model geometrie, 

zat²Ĥen², vazeb a materi§lu. 

 
Obr. 24: Analytickĩ pƏ²stup a) Ľ. 1 ð se zat²Ĥen²m osamřlou silou; b) Ľ. 2 ð s liniovĩm zat²Ĥen²m 

Tab. 3 obsahuje rozmřry a hodnoty zat²Ĥen² z obr. 24. 

Tab. 3: Vstupn² veliĽiny3 

Parametry podle Obr. 24 Hodnota 

2a 700 [mm] 

b 1406 [mm] 

2c 90 [mm] 

d 90 [mm] 

2e 135 [mm] 

F1 16 554 [N] 

F2 34 737 [N] 

q1 150,494 [NŁmm-1] 

q2 217,107 [NŁmm-1] 

Rozmřry a a b jsou d®lky stƏednic jednotlivĩch prutơ 

5.1 D²lĽ² vĩpoĽtovĩ model geometrie 

Konstrukce (obr. 24) se skl§d§ z prutơ o tƏech typech profilơ. Ty jsou oznaĽeny 

pƏ²sluĢnĩmi osovĩmi kvadratickĩmi momenty Jy1, Jy2 a Jy3. Osov® kvadratick® momenty prơƏezơ 

1 a 3 (obr. 8, str. 17) byly vypoĽ²t§ny programem Autodesk Inventor. Moment prơƏezu 2 je 

vypoĽ²t§n vĩrobcem profilovĩch tyĽ². V Tab. 4 na n§sleduj²c² stranř jsou uvedeny jejich 

hodnoty. 

                                                      
3 Hodnota c je zad§na jako nejmenĢ² moĤn§ ð ve vĩpoĽtov®m modelu (nahoƏe) mezi vetknut²m a 

liniovĩm zat²Ĥen²m tedy nen² Ĥ§dn§ mezera. Ve skuteĽnosti vĢak zde mezera je, ale ta mơĤe bĩt 
libovoln§. Takto lze hodnotu c povaĤovat za parametr a v r§mci optimalizace zjistit jeho ide§ln² 
hodnotu. Viz kap. 5.7. 
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Tab. 4: Osov® kvadratick® momenty prơƏezơ 

PrơƏez N§Ľrt prơƏezu 
Osovĩ kvadratickĩ moment 

k ose y[mm 4] 

Ƕ1 

4 

6 044 823 

Ƕ2 

 

1 068 032 

Ƕ3 

 

2 405 258 

Spr§vnost hodnoty kvadratick®ho momentu prơƏezu Ƕ3 lze rychlĩm zpơsobem ovřƏit 

pomoc² analytick®ho vĩpoĽtu podle rovnice (12). VĩpoĽet z Inventoru5 je vĢak pƏesnřjĢ², 

protoĤe poĽ²t§ i se zaoblen²m rohơ a zkosen²m nřkterĩch hran. 

 ὐ
ὄὌ ὦὬ

ρς

ψπϽωπ φτϽχψ

ρς
ς σςω πυφ άά  (12) 

kde Jy3 je osovĩ kvadratickĩ moment prơƏezu 3. 

 B, H, b a h jsou pƏ²sluĢn® rozmřry prơƏezu vyĽten® z n§Ľrtu prơƏezu Ƕ3 v Tab. 4. 

                                                      
4 y-ov§ souƏadnice třĤiĢtř (57,76 mm) prơƏezu 1 byla vypoĽ²t§na programem Autocad Mechanical. 
5 Program Autodesk Inventor Professional, verze 2014; Autodesk s.r.o.; s²dlo Danube House, 

Karol²nsk§ 650/1, 186 00 Praha 8 
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5.2 D²lĽ² vĩpoĽtovĩ model zat²Ĥen² 

Jak bylo pops§no v kapitole 3.1.2 na str. 18, na r§m pơsob² s²ly vlivem pneumatick®ho 

zved§ku shora i zdola. AvĢak pro analytickou metodu lze pro pƏesnost vĩpoĽtu rozloĤit i tyto 

s²ly. Byly zvoleny dva zpơsoby vĩpoĽtu. 

1. Prvn² zpơsob je naznaĽen na obr. 24a. Byl zde pouĤit Saint Venantơv princip 

(kapitola 3.2.3). Na spodn² r§m pơsob² osamocen§ s²la o velikosti 34,737 kN a na 

horn² r§m dvř s²ly o velikostech 16,554 kN. 

2. Druhĩ zpơsob je naznaĽen na obr. 24b. Hodnoty liniovĩch zat²Ĥen² a hodnoty d®lky 

jejich pơsoben² jsou uvedeny v tab. 3. 

5.3 D²lĽ² vĩpoĽtovĩ model materi§lu 

Materi§l je podle materi§lovĩch listơ ocel S355J2 (1.0577) dle EN 10025-2 . Je tedy 

elastickĩ, line§rnř pruĤnĩ, charakterizovanĩ modulem pruĤnosti E (2,1Ł1010 Pa) a poissonovĩm 

Ľ²slem  ‘ (0,3). 

Mez kluzu je uveden§ v n§sleduj²c² tab. 5. 

Tab. 5: Minim§ln² mez kluzu pro ocel S235J2. 

OznaĽen² Minim§ln² mez kluzu Re 
[MPa] 

Jmenovit§ tlouĢƗka [mm] ZnaĽka 
oceli 

ļ²seln® 
oznaĽen² 

Ò16 
>16 
Ò40 

>40 
Ò63 

>63 
Ò80 

>80 
Ò100 

>100 
Ò150 

>150 
Ò200 

Ó200 

S235J2 1.0577 355 345 335 325 315 295 285 275 

5.4 D²lĽ² vĩpoĽtovĩ model vazeb 

R§m nen² zat²Ĥen Ĥ§dnou horizont§ln² silou, tedy d²lĽ² model vazeb by mohl bĩt realizov§n 

dvřma obecnĩmi vazbami. To by vĢak vedlo k tomu, Ĥe by r§m nebyl jednoznaĽnř v prostoru 

(v rovinř) urĽen. 

R§m nen² ăzabetonovanĩò do podlahy a tak realizace vazeb vetknut²m vypadav§. Stejnř tak 

nen² pouĤito realizace vazeb pomoc² dvou rotaĽn²ch vazeb. 

Jedin§ vhodn§ realizace vazeb je jako u mostovĩch konstrukc² ð je umoĤnřno voln® dilataci 

v horizont§ln²m smřru, je tedy zvolena kombinace vazby rotaĽn² a obecn®. Tato kombinace 

vazeb nav²c poskytuje dobrou shodu se skuteĽnost². 
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5.5 VĩpoĽet vĩslednĩch vnitƏn²ch ¼Ľinkơ, napřt² a prơhybu pro model 

zat²Ĥen² Ľ. 1 

UrĽen² s²ly ve vazbř 

Ze statick® rovnov§hy podle obr. 24a lze ve vazbř urĽit s²la FC. 

 
Ὂ πȡ      Ὂ

Ὂ

ς
Ὂ π     

 
ᵼ Ὂ

Ὂ

ς
Ὂ

στχσχ

ς
ρφυυτȟτ ψρτȟς ὔ Ὂ   

(13) 

kde В╕◑  je suma sil v ose z rovna nule 

 F1 je s²la pơsob²c² na horn² r§m 

 F2 je s²la pơsob²c² na spodn² r§m 

 FC je s²la ve vazbř C 

 FGkomp je t²hov§ s²la komponentơ zatřĤuj²c²ch spodn² r§m 

PƏedpoklad 

PƏedpokl§d§ se deformace konstrukce podle obr. 25. Z toho se vyvozuje nulovĩ posuv v x-

ov®m smřru a nulov§ smřrnice teĽny prơhybu stƏednice v m²stř pơsoben² s²ly F2. Plat² tak®, Ĥe 

v roz²ch konstrukce mus² bĩt zachov§ny prav® ¼hly pƏed a po deformaci (viz Lomenĩ prut, 

kap. 3.2.3). 

 
Obr. 25: PƏedpokl§dan® chov§n² stƏednice 

Osov§ symetrie (viz kapitola 3.2.3) 

Prvn²m krokem vĩpoĽtu je vyuĤit² osov® symetrie. V horn²m m²stř rozdřlen² je provedena 

n§hrada vetknut²m. Ve spodn²m m²stř rozdřlen² je nezn§m§ norm§lov§ s²la a ohybovĩ 

moment. Ty jsou zakresleny v obr§zku Ľ§steĽn®ho uvolnřn² (obr. 26).  
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Obr. 26: ļ§steĽn® uvolnřn² a myĢlen® Əezy lomen®ho prutu s modelem zat²Ĥen² Ľ. 1 

DeformaĽn² podm²nky 

Toto prutov® třleso je dvakr§t neurĽit® (14). V m²stech A a B je nulov® natoĽen² stƏednice 

prutu okolo osy y a nulovĩ posuv ve smřru osy x (viz pƏedpoklad obr. 25). V m²stř B je proto 

provedena n§hrada vetknut²m a v m²stř A lze pƏedepsat dvř odpov²daj²c² deformaĽn² 

podm²nky (15) a (16). 

 ί ‘ ’ τ ς ς (14) 

kde s je m²ra statick® neurĽitosti 

 Õ je poĽet nezn§mĩch parametrơ. V m²stř rozdřlen² osou symetrie vznikaj² norm§lov® s²ly a ohybov® 

momenty: Õ={ MOyA, MOyB, NA, NB} 6 

 ⱨ je poĽet pouĤitelnĩch podm²nek. ʉ={F z, My}  

 • π (15) 

 ό π (16) 
kde  ʒ je natoĽen² stƏednice 

 u je posuv bodu 

Rovnice VVđ 

V obr. 26 jsou zakresleny myĢlen® Əezy urĽuj²c² jednotliv® Ľ§sti lomen®ho prutov®ho třlesa. 

Pro kaĤdou Ľ§st lomen®ho prutu je vyps§n ohybovĩ moment (17)ð(20) v z§vislosti na d®lce 

stƏednice jako parametr x. 

 ὓ ὓ
Ὂ

ς
ὼȠ   ὴὶέ ὼɴ ộπȠὥỚ (17) 

 ὓ ὓ
Ὂ

ς
ὥ ὔὼȠ   ὴὶέ ὼɴ ộπȠὦỚ (18) 

 ὓ ὓ
Ὂ

ς
ὥ ὼ ὔὦ ὊὼȠ   ὴὶέ ὼɴ ộπȠὥ ὧỚ (19) 

                                                      
6 V Obr. 26 je zobrazena jen jedna norm§lov§ s²la a jeden ohybovĩ moment, a to v m²stř A. Ty jsou 

pro vĩpoĽet podstatn®. Druh§ norm§lov§ s²la a ohybovĩ moment jsou ve vetknut². 
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 ὓ ὓ
Ὂ

ς
ὧ ὼ ὔὦ Ὂ ὥ ὧ ὼ ὊὼȠ 

ὴὶέ ὼɴ ộπȠὧỚ 
(20) 

kde ╜╞◐
░ je funkce ohybov®ho momentu na d®lce prutu (x) 

 F1 je s²la pơsob²c² na horn² r§m 

 F2 je s²la pơsob²c² na spodn² r§m 

 FC je s²la ve vazbř C 

 MOyA je ohybovĩ moment vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 N A je norm§lov§ s²la vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 a,b a c jsou rozmřry, kter® jsou zobrazeny na obr. 26, a jejichĤ hodnoty jsou uveden® v Tab. 3 

Castiglianova vřta (viz kapitola 3.2.3) 

Prvn² deformaĽn² podm²nka (15) lze vyj§dƏit jako funkce silovĩch ¼Ľinkơ pomoc² odvozen² 

Castiglianovy vřty (21). 

 

•
ὡ

ὓ
 

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὓ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὓ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὓ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὓ
Ὠὼ π 

(21) 

kde ⱴ◐═ je natoĽen² stƏednice prutu okolo osy y v m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 ⸗╦═ je energie napjatosti 

 ╜╞◐
░ je funkce ohybov®ho momentu na d®lce prutu (x) 

 MOyA je ohybovĩ moment vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 E je modul pruĤnosti 

 Jyi je pƏ²sluĢnĩ osovĩ kvadratickĩ moment 

 a,b a c jsou rozmřry, kter® jsou zobrazeny na obr. 26, a jejichĤ hodnoty jsou uveden® v Tab. 3 

Vĩsledky parci§ln²ch derivac² z rovnice (21) jsou pops§ny v rovnic²ch (22). 

 
ὓ

ὓ

ὓ

ὓ

ὓ

ὓ

ὓ

ὓ
ρ (22) 

kde ╜╞◐
░ je funkce ohybov®ho momentu na d®lce prutu (x) 

 MOyA je ohybovĩ moment vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

Druh§ deformaĽn² podm²nka (16) lze tak® vyj§dƏit pomoc² uĤit² variaĽn²ho zpơsobu 

Castiglianovy vřty (23): 

 

ό
ὡ

ὔ
 

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὔ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὔ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὔ
Ὠὼ

ὓ

Ὁὐ

ὓ

ὔ
Ὠὼ π 

(23) 

kde ╜╞◐
░ je funkce ohybov®ho momentu na d®lce prutu (x) 

 ⸗╦═ je energie napjatosti 

 uxA je posuv bodu v m²stř rozdřlen² osovou symetri² po nositelce s²ly NA 

 N A je norm§lov§ s²la vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 a,b a c jsou rozmřry, kter® jsou zobrazeny na obr. 26, a jejichĤ hodnoty jsou uveden® v Tab. 3 
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Vĩsledky parci§ln²ch derivac² z rovnice (23) jsou pops§ny v rovnic²ch (24)ð(27). 

 
ὓ

ὔ
π (24) 

 ὓ

ὔ
ὼ (25) 

 ὓ

ὔ
ὦ (26) 

 ὓ

ὔ
ὦ (27) 

kde ╜╞◐
░ je funkce ohybov®ho momentu na d®lce prutu (x) 

 N A je norm§lov§ s²la vznikaj²c² ve spodn²m m²stř rozdřlen² osovou symetri² 

 b je rozmřr, kterĩ je zobrazen na obr. 26, a jeho hodnota je uveden§ v Tab. 3 

Dosazen²m parci§ln²ch derivac² do rovnic (21) a (23) a n§slednou integrac² vznikne soustava 

rovnic tvoƏen§ deformaĽn²mi podm²nkami. ƎeĢen²m7 soustavy rovnic vych§z² silov® parametry 

uveden® v tab. 6. 

Tab. 6: Hodnoty silovĩch parametrơ z²skan® vĩpoĽtem s pomoc² modelu zat²Ĥen² s osamřlou silou. 

Silovĩ parametr Hodnota 

N A -456[N] 

MoyA  6,029 927 31Ł106 [NŁmm] 

Hodnota s²ly NA vyĢla z§porn§. To znaĽ² jej² Ģpatn® zaveden². Ve skuteĽnosti je tedy prut 

v dan®m m²stř nam§hanĩ tlakem. R§m je vĢak dostateĽnř tlustĩ. Nen² tak potƏeba poĽ²tat 

bezpeĽnost vơĽi mezn²mu stavu vzpřrn® stability. 

Prơbřh ohybov®ho momentu 

Z rovnic (17)-(20) lze vykreslit prơbřh ohybov®ho momentu po stƏednici lomen®ho prutu. 

Je zakreslen v diagramech na obr. 27, obr. 28 a obr. 29 n²Ĥe. 

 
Obr. 27: Z§vislost ohybov®ho momentu na d®lce prvn² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem a 

modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 

                                                      
7 ƎeĢeno v programu Maple 12. Makra ps§na se znalost² numerickĩch metod [8]. Soubory Maple jsou 

v pƏ²loze na CD. 
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Obr. 28: Z§vislost ohybov®ho momentu na d®lce druh® Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem 

a modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 

 
Obr. 29: Z§vislost ohybov®ho momentu na d®lce tƏet² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem a 

modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 

Prơbřh napřt² v ohybu 

Podle rovnice (28) lze vykreslit prơbřh napřt² v ohybu prutu. To je zakresleno 

v diagramech na obr. 30 ð obr. 32. 

 „
ὓ

ὐ
ᾀ (28) 

kde  Ɑ╞╝▫□ je nomin§ln² napřt² v ohybu 

  MO je ohybovĩ moment 

  z nabĩv§ hodnot do nejodlehlejĢ²ho bodu obrysov® Ľ§ry ve smřru x od neutr§ln² osy 

  Jy je osovĩ kvadratickĩ moment k ose y 
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Obr. 30: Z§vislost maxim§ln²ho napřt² v ohybu na d®lce prvn² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm 

pƏ²stupem a modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 

 
Obr. 31: Z§vislost maxim§ln²ho napřt² v ohybu na d®lce druh® Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm 

pƏ²stupem a modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 

 
Obr. 32: Z§vislost maxim§ln²ho napřt² v ohybu na d®lce tƏet² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm 

pƏ²stupem a modelem zat²Ĥen² s osamřlou silou 
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Prơbřh deformace 

Prơbřh deformace lze ƏeĢit diferenci§ln² rovnic² prơhybov® Ľ§ry. Z§kladem je pƏedpoklad 

vysok® tuhosti v zalomen² prutu (reĢerĢe v kapitole 3.2.3 na str. 21)., coĤ m§ za n§sledek 

zachov§n² pravĩch ¼hlơ v m²stech zalomen² stƏednice břhem deformace, jak je zobrazeno 

na obr. 33.  

 
Obr. 33: Vysok§ tuhost v roz²ch 

Prơbřhy momentơ pro kaĤdou Ľ§st prutu zơst§vaj² stejn®, jako v rovnic²ch (17) ð (19). 

VyuĤije se toho, Ĥe hodnoty momentu MOyA a norm§lov® s²ly NA jsou uĤ zn§my (jsou uvedeny 

v tab. 6). Proto se ƏeĢ² staticky urĽit§ ¼loha. Okrajov® podm²nky jsou n§sleduj²c²: 

1. • •  

(29) 

2. • •  

3. • •  

4. • π 

5. ύ ύ  

6. ύ π 

7. ύ π 

8. ύ ύ  

kde  Ə²msk® Ľ²slice znaĽ² myĢlen® Əezy podle Obr. 26 

  Ǵ je natoĽen² stƏednice 

  w je prơhyb stƏednice 

  Ľ²slo v z§vorce znaĽ² vzd§lenost od poĽ§tku myĢlen®ho Əezu 

  hodnoty konstant a, b a c jsou uvedeny v Tab. 3. 

Rovnice (6) diferenci§ln² prơhybov® Ľ§ry je uvedena v kapitole 3.2.3. Po dosazen² 

momentovĩch rovnic (17) ð (20) a n§slednou separac² vznikne osm rovnic s osmi nezn§mĩmi 

konstantami C1 aĤ C8. PƏi pouĤit² okrajovĩch podm²nek (29) lze vyĽ²slit hodnoty třchto 

konstant a ps§t n§sleduj²c² rovnice pro natoĽen² kaĤd® Ľ§sti prutu v z§vislosti na vzd§lenosti x 

od lok§ln²ho souƏadnicov®ho syst®mu: 

1. • υȟσςπωσπςϽρπὼ σȟφωτυχφψϽρπὼ 
(30) 

2. • χȟωςςσχσφϽρπ ὼ ρȟχπςρτςπϽρπὼ φȟτρςψχωρϽρπ 
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3. • ρȟςχτυυρςϽρπὼ ρȟπφττυπψϽρπὼ ρȟρφςωυχψϽρπ 

4. • φȟχρπσρρχϽρπὼ σȟπρωφτπςϽρπ 

Stejnř tak lze pƏedepsat n§sleduj²c² rovnice prơhybu stƏednice v z§vislosti na vzd§lenosti x 

od lok§ln²ho souƏadnicov®ho syst®mu: 

1. ύ ρȟχχσφτστρχϽρπὼ ρȟψτχςψψτπυϽρπὼ πȟρυπςτχω 

(31) 

2. ύ ςȟφτπχωρςϽρπ ὼ ψȟυρπχρπτϽρπὼ φȟτρςψχωρϽρπὼ 

3. ύ τȟςτψυπτρϽρπὼ υȟσςςςυτσϽρπὼ ρȟρφςωυχψϽρπὼ 

4. ύ σȟσυυρυυψϽρπὼ σȟπρωφτπςϽρπὼ πȟςψσφχρς 

Rovnice natoĽen² a prơhybu Ľ. 3 a 4 plat² obř pro horn² Ľ§st r§mu. 

Na n§sleduj²c²ch obr§zc²ch (obr. 34 ð obr. 36) je zobrazen prơbřh deformace r§mu. 

 

Obr. 34: Z§vislost prơhybu na d®lce prvn² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem a modelem 
zat²Ĥen² s osamřlou silou 

 
Obr. 35: Z§vislost prơhybu na d®lce druh® Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem a modelem 

zat²Ĥen² s osamřlou silou 
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Obr. 36: Z§vislost prơhybu na d®lce tƏet² Ľ§sti prutu vypoĽ²tan§ analytickĩm pƏ²stupem a modelem 

zat²Ĥen² s osamřlou silou 

5.6 VĩpoĽet vĩslednĩch vnitƏn²ch ¼Ľinkơ a napřt² pro model zat²Ĥen² Ľ. 2 

Jedn§ se o vĩpoĽet, kde v modelu zat²Ĥen² nebylo pouĤito Saint Venantova principu. S²la 

ve vazbř C je stejn§, jako v modelu zat²Ĥen² Ľ. 1. PƏedpoklad prơhybu stƏednice tak®. Stejnř tak 

je pouĤita osov§ symetrie a z§pis deformaĽn²ch podm²nek. O tomto v²ce v pƏedeĢl® 

kapitole 5.5. 

N§sleduj²c² n§Ľrt (obr. 37) zobrazuje myĢlen® Əezy (oznaĽen® Ə²mskĩmi Ľ²slicemi) 

pro vĩpoĽet VVđ. Je jich celkem 6. 

 
Obr. 37: ļ§steĽn® uvolnřn² a myĢlen® Əezy lomen®ho prutu s modelem zat²Ĥen² Ľ. 2 




















































