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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva spojitymi epidemiologickymi deterministickymi kompartmentovymi
modely a specifickymi rysy modelovani pandemie COVID-19. Numericky je studovana
rozdilnost riiznych pravdépodobnostnich rozdéleni setrvani jedincl v kompartmentech na
zakladni reprodukéni Cislo, respektive konecnou velikost epidemie. Je navrzen novy model
pro retrospektivni analyzu epidemiologickych dat ze severni Itélie prvni poloviny roku
2020. Odhad parametri modelu je proveden minimalizaci sumy vahovanych ctvercovych
rezidui a prohledavani prostoru parametr(i implementaci algoritmu BFGS.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This thesis deals with the continuous epidemiological deterministic compartmental mo-
dels and the COVID-19 pandemic modeling distinctive features. The effect of different
probability distributions of individuals stay in compartments is studied numerically in
relation to basic reproductive number and the final size of the epidemic, respectively. New
model for a retrospective analysis of the first half of 2020 northern Italy epidemiological
data is proposed. The model parameters estimation is performed using minimisation of
weighted sum of squared residuals and the search through parameter space with BFGS
algorithm implementation.
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Uvod

Pandemie infekéni nemoci COVID-19 je dosud stale probihajici ndkazou, které za-
sahla vétsinu zemi svéta bez ohledu na uroven jejich zdravotnickych systému a
ochrany zdravi. Bezprecendnost nastalé situace v globalizovaném svété vedla k pod-
cenéni infekénosti nemoci a prilis pomalé reakci exekutivnich organt jednotlivych
stati. V mnohych lokalitdch doslo ke zhrouceni zdravotni péce a zdravotnicka za-
fizeni musely prejit do nouzového rezimu, ktery zahrnoval odlozeni neakutnich za-
krokt a prerozdéleni personalu z jednotlivych specializaci na jednotky intenzivni
péce. Jiz z pocatku pandemie bylo zfejmé, Ze nutné restrikce budou mit zavazné
ekonomické diisledky a svétové hospodarstvi upadne do recese ¢i ekonomické de-
prese.

Leitmotivem této préace je analyzovat modely, jenz byly pouzity, respektive mohly
potencialné byt pri odhadu chovani této epidemie v blizké budoucnosti popripadé
retrospektivné. Pivotem tohoto textu je srovnani téchto modeli. Tedy tcelem ne-
bude provést predikce ani navrhy strategii pro probihajici pandemii. V prvni kapi-
tole budou predstaveny spojité deterministické kompartmentové modely a minoritné
modely se zakladem v teorii grafii, aby byla zachycena limitace deterministickych
modeli a vyjadiena podminka ekvivalence s grafovymi modely. Budou napiiklad
zkoumany podminky asymptoticky stabilnich feseni apod. Druha kapitola bude ob-
sahovat shrnuti nékterych poznatki o modelovani probihajici pandemie v literature.
Na tomto zakladé bude ve tfeti kapitole sestaven deterministicky model a proveden
numericky odhad parametri tohoto modelu na COVID-19 tizemni kazuistice ze se-
verni Italie, tedy na zédkladé dostupnych dat, a simulaci protiepidemickych opattent,
jenz ovlivnuji parametry modelu, a kvantitativni zhodnoceni ziskanych vysledki.
Vsechny numerické simulace kompartmentovych model budou provedeny metodou
Runge-Kutta ¢tvrtého radu.

Od neolitické revoluce a postupnému nartstu velikosti a koncentrace populace
bylo lidské spolec¢enstvi nachylné k casto velmi decimujicim epidemiim komunitné
prenosnych nemoci, které i za velmi kratky ¢as dokéazaly zredukovat stavajici popu-
laci. To mélo ¢asto za nasledek nejen ekonomické, ale i geopolitické zmény. Napii-
klad pfi rozsireni bubonického moru z dnesnich italskych pristavi ve 14. stoleti na
cely kontinent podlehla nemoci témér jedna tietina populace celé tehdejsi Evropy.
Mnohé infekéni choroby si zachovaly endemicnost ¢i oscila¢ni charakter, ktery mohl
mit periodu i nékolik let. Jako ptiklad uvedme spalnicky, které se vracely v zapadni
Evropé a Nové Anglii v intervalu priblizné tii let od 19. stoleti a jejichz sifeni bylo
zastaveno az vakcinaci v Sedesatych letech, nebo tuberkuldzu, jejiz pritomnost je
dolozitelna endemicky v populaci od antiky bez jakékoliv prodlevy az do dnesnich

dnu [I]. (V Evropé doslo ke sniZeni incidence na nékolik stovek roéné diky vakci-



naci. Nové pripady jsou casto spojeny s migraci z populaci, kde je incidence stéale
vysokd). Pokroky v mikrobiologii v 19. stolet{ umoznily popsani mnohych smrticich
agens, ale také zavést systematickou antiseptickou ochranu pro pacienty a zdravot-
nicky personal. Poslednimi pandemiemi, které mély podobnou skalu rozsahu jako
COVID-19, miizeme srovnavat s propuknutim epidemie Spanélské chiipky po prvni
svétové valce (avsak ne co do letality) ¢i dnes jesté stale enigmatickou chorobu ence-
phalitis lethargica probihajici celosvétové v letech 1915-1926, postihujici obéti velmi
tézkym parkinsonismem, nebo Hongkongskou chtipkou také s globalni incidenci v
letech 1968-1970 [1].

Lékatsky vyzkum hral a hraje nezastupitelnou roli v potlacovani a profylaxi vyse
zminénych chorob. Na rozdil od geneticky podminénych ¢i raznych civiliza¢nich cho-
rob nemohou byt komunitné prendsené nemoci pro své bezprostiredni ohrozeni spo-
lecnosti prenechany k eventualni budouci diagnostice. I kdyz dojde k identifikaci
patogenu, je vzdy nutné vypracovat model, ktery bude odrazet chovani jedinct a
jejich kontakt, ktery je nezbytny k Sifeni ndkazy. Aby bylo mozné k tomuto cili
dospét, musi byt problém pfenesen do abstraktniho prostoru, kde dojde k redukci
modelu siteni, jinymi slovy opomenuti proménnych, které alespon zdanlivé jsou ne-
podstatné pro predikeci, nebot pti zmensujici se abstrakci modelu dochazi k naristu
komplexnosti, ktera zahrnuje obtiznost nalezeni feseni pro dany model, respektive
interpretaci vysledkt z modelu vyplyvajici. Jinymi slovy pro modelovani infekénich
nemoci je vzdy nutné rozumeét zakladni biologii choroby, poté tento problém vy-
jadrit v matematickém rozhrani, kde uvazuje pouze dilezité rysy prenosnosti. Po
vytvoreni urcitého predpokladu z vysledku modelu, je poté mozné tento predpoklad
prelozit zpét do biologie nemoci [2].

Zakladnim cilem modelovani pri siteni nédkazy je odhad tspésnosti strategie pri
zvladani epidemie, srovnani s jinymi postupy a poskytnuti dat zdravotnickym a kont-
rolnim organtim pro vytvareni ochrannych opatteni. Pritkopnickou praci pti aplikaci
tohoto pristupu provedl Ronald Ross (druhd Nobelova cena za fyziologii a medi-
cinu), ktery demonstroval mechanismus prenosu malédrie mezi vektorem, komérem
rodu Anopheles, a ¢lovékem. Byl si védom, ze neni mozné dosdhnout absolutni ex-
tinkce komara v zasazenych lokalitach, avSsak matematickym modelem dovodil, ze
je pouze nutné udrzet populaci komart pod kritickou tirovni, aby doslo k zastaveni
epidemie. Tento zavér byl pozdéji potvrzen z terénnich dat [2]. Myslenka existence
urcité kritické hodnoty infekénosti (prenosnosti), kdy epidemie zanikne ¢ bude stéle
v ur¢ité mire pokracovat, je fundamentalni rys pro analyzu epidemiologickych mo-
delti. Nékteré predikce modelt mohou byt kontraintuitivni. Napiiklad je mozné brat
za ziejmé, ze lécba infekéni choroby by méla snizit jeji prevalenci, tj. pomér poctu in-
fikovanych vuci vsem jedinctim v populaci v daném case. AvSak existuji situace, kdy

dostupnost 1écby miize naopak podnitit vznik rezistentniho kmene patogenu, tedy



vyssi frekvence jedinct kteri podstoupi 1é¢bu ve skutec¢nosti zvysi incidenci choroby
v populaci. Tato skutec¢nost je zndmym problémem z historie lécby tuberkulozy ¢i
AIDS. Modelovani je krucidlni prostredek pro identifikaci téchto moznych scénaii.

Pouziti matematickych modeld v epidemiologii podnitili nejdiive lékaii v 19. sto-
leti. Nejzndméjsim prikladem je prace Johna Snowa pri identifikaci zdroje nakazy
cholerové epidemie v Londyné roku 1854 jako studny na Broad Street a to na zédkladé
poctu zemrtelych na jednotlivé domy v nejvice zasazenych lokalitach. Jiz sofistiko-
vané modely byly zdkladem pri vytvareni protiepidemickych opatieni ve 21. stoleti
zejména u epidemii slintavky a kulhavky ve Velké Britanii roku 2001 (zadny pre-
nos na ¢lovéka, hlavné ekonomické diisledky) a SARS epidemii 2002-2003 v Cing,
Hongkongu a na Tchaj-wanu. Priznacné pro ovérovani efektivnosti epidemiologic-
kych modelt je nemoznost testovani modeli, nebot ziskavani dat pii kontrolovaném
experimentu by bylo neetické, tedy je nutné se spoléhat na data (neiplna) z jiz pro-
béhlych epidemii.(Vdécnym prikladem se stalo modelovani Sifeni spalnic¢ek, nebot
jde o onemocnéni témér jisté priznakové s typicky tercikovitymi vyrazkami a tedy
je velice pravdépodobné zachyceni incidence obvodnim lékarem, tedy vime, ze data
odpovidaji realité.) Rigorézni pristup k modelovani v epidemiologii (spolecné s mo-
dely v populac¢ni biologii) byl postupné budovan od 30. let dvacatého stoleti, avsak
stale se jedna o okrajovou c¢ast aplikované matematiky, nebof vsSechny teoretické
vlastnosti jsou odvoditelné z teorie dynamickych systému. Vysledkem vyzkumu byly
predevsim strategické modely, které se spise zamérovaly na teoretické porozuméni a
generalizaci. V poslednich desetiletich se od tohoto sméru se z popudu lékarskych
profesiondalti oddélil trend smétujici k taktickému modelovani, které se snazi osadit
model, co nejvice informacemi relevantnich pro siteni choroby. Tedy dochazi ke sni-
zeni abstrakce modelu. Tento pristup je mozny diky pokroktim ve vypocetni technice,
poskytujici numerické feseni. Neni zde diilezita stabilita ani existence analytického
reseni, avSak pouze prediktivni schopnost [2].

Je nutné rici, ze v modelovani nebudeme pro zjednoduseni brat na zietel dlouho-
dobé demografické proménné jako narozeni a smrt, pripadné budeme predpokladat,
ze jsou si priblizné rovny, ¢i pokud nebude feceno jinak. Jinymi slovy fluktuace ve
zméné velikosti populace jsou skalové zanedbatelné vici jeji celkové velikosti. Tyto
proménné vstupuji do vypoc¢tu v pripadé studia endemickych onemocnéni ¢i pre-
dikcim na mnohem vétsi casové skale. Jak bylo feceno, budou predstaveny hlavné
spojité modely, pro néz vsak existuji diskrétni analogie, jejichz predikce mohou byt
vice tspésné nebot data o incidencich choroby vzdy prichazi po diskrétnich caso-
vych krocich. Avsak obecné jsou podminky stability spojitych a diskrétnich systémiu

odlisné, tedy predpovédi se mohou signifikantné lisit pro stejné pocatecni podminky.
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1 Matematické modely v epidemiologii

Zakladem pro pouziti matematickych model u infekénich nemoci se stala prace
W.0. Kermacka a A.G. McKedricka vydanych ve tfech ¢lancich z let 1927-1933.
Navrhli rozdélit populaci na kompartmenty, které jsou identifikovany podle stavu
jedinct (infikovani apod.)[3]. Model je zde vyjddien jako systém obycejnych neli-
nearnich diferencialnich rovnic. To implikuje plné deterministicky charakter téchto
modeli. Nejjednodussi pripad, ktery Kermack a McKendrick uvazovali, bylo rozdé-
leni populace na nachylné k infekci S(t) (susceptibles), respektive infikované I(t) v
case t. Avsak infikovani at predstavuji pouze obdobi choroby, kdy je jedinec infekéni.
Predpokladali jednoduchou zavislost velikosti populace N a poctu kontaktt, které
prumérny jedinec uéini podle zakonu hromadné akce (mass action incidence). Kon-
takt je vzdy efektivni (predpoklddejme pro tento pripad), tj. vzdy dojde k prenosu
infekce. Necht se tedy jedinec tucastni v prumeéru SN socidlnich styki za jednotku
casu v populaci o velikosti N, kde v tomto pripadé [ povazujme za konstantu.
Z tohoto poctu je pramérné I /N kontaktu s nemocnymi. Narust infikovanych za
jednotku casu je poté mozné vyjadrit jako SIS, nebot pravé S jedinct ¢ini kon-
takt, ktery zptsobuje nartst incidence. Muzeme tedy definovat jednoduchy dvou-

kompartmentovy model [4].

1.1 SIS model

S' = —BSI +al

1.1
I'=BSI —al (11

Tento model predpoklada extrémni zjednoduseni. Jak je patrné, jedinci putuji
pouze mezi dvéma skupinami. Velikost populace je vyjadiena jako N = S + [.
Sec¢tenim obou rovnic obdrzime N’ = 0, tedy neexistuje migrace do ani z populace,
také infekce nemuze byt smrtelna. Pravy vyznam koeficientu a vyplyva z druhé
rovnice. Pokud uvazujeme pouze nemocné jedince v ¢ase t = 0, potom pocet jedincti,
ktery zustane v tomto kompartemnetu presné po dobu ¢y, je ddn —1I'(t;). Vyjadreni
primérné doby v kompartmentu je [7° —tI'(t) dt a poté naptiiklad pres per partes
dostéavame hodnotu 1/a. Tedy jedinec je nemocny prumérné 1/« ¢asu.

Tento model je jako jeden z mala plné analyticky fesitelny. Dosazenim S = N —1
do druhé rovnice dostavame tpravu

I'=BIN-I)—al —> 1’:7«1(1—[[{). (1.2)

Pro zjednoduSeni jsme zavedli r = SN — «, K = N — a/f (v populacni biolo-

gii carrying capacity). Jedna se o logistickou rovnici. Tu je mozné vyfesit primou
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separaci proménnych nebo elegantnéji zavedenim substituce funkce I(t) = 1/z(t),
ktera rovnici (1.2) redukuje na oby¢ejnou linedrni diferencidlni rovnici prvntho radu.

Napriklad pfes integracni prvek a naslednou zpétnou substituci obdrzime

B Ky
Iy + (K = Ly)e Tt

I(t) (1.3)

kde Iy znacéi pocatecni pocet infikovanych. V pripadé r > 0 vidime globalni asympto-
tickou stabilitu pro vSechny Iy > 0, kdy I — K pro t — oo. V opac¢ném pripadé
r < 0 dochéazi pro K > Iy > 0 ke konvergenci I — 0. Tento aspekt mé velky
epidemiologicky vyznam, nebot jinym prepsinim r ziskdme SN/a. Tento pomér
nazveme reprodukcni cislo se znacenim Ry. Existuje ommnipresence takového cisla
v ur¢ité podobé ve vsech kompartmentovych modelech (podobné jako Rayleighovo
jako prah, ktery urcuje zda k propuknuti epidemie dojde ¢i nikoli. Pro SIS je zfejmé
Ry = BN/a > 1, jenz zpusobuje pretrvani epidemie (konvergence ke K'), naopak
Ry < 1 zarucuje vymyceni choroby.

Ry mize byt v tomto pripadé interpretovano jako mnozstvi sekundarnich infeket,
které zptisobi jeden primérny jedinec béhem trvani celé epidemie. Podle tohoto mo-
delu a dalsich zde predstavenych, pokud by na pocatku epidemie platilo By < 1,
k propuknuti sifeni vibec nedojde, jak je naptiklad zfejmé z druhé rovnice (1.1).
Chovani teseni je také urceno pocatecni hodnotou [Iy. Kdyby platilo Iy > K, ne-
mohlo by feseni nikdy poklesnout pod K. Nebot K tvori kriticky bod rovnice )
(teoretické dovozeni napiiklad v [7]).

SIS model byl zminén kvili dynamice, nebot jiz zde lze pozorovat dvé ekvilibria
(pro Ry < 1), i kdyz neni epidemiologicky realisticky, nebot dochazi k okamzitému
navratu jedinct do tridy S po pominuti infekénosti. Jedna se vsak o nejjednodussi
model, kde existuje endemické ekvilibrium. Avsak lze se setkat s vyuzitim na-
priklad jako logistické regrese pro urc¢eni kategoricky zavislych proménnych ¢i upravy
vztahll mezi vice proménnymi modelu, ¢i dale je preformulovany model pouzi-
van v takzvaném Lagrangianském ramci ( Lagrangian framework), kdy byl napriklad
aplikovan k vyhodnoceni vlivu pohybu obyvatelstva pri prenosu viru Eboly nebo viru
Zika [6].

1.2 SIR model

Prvni model, ktery lze povazovat za epidemiologicky vérohodny, mtize byt pridani

tiidy R, jenz predstavuje vylécené jedince (removed), ktefi jsou ovSem jiz perma-
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Obr. 1.1: Nékteré prubéhy rov. (1.4) pro N = 1000 a I, = 1.

nentné imunizovani [4]

S’ = —BSI
I'=BSI —al (1.4)
R =al

Predpokladame Ry = 0 a Iy + Sy = N, tedy muzeme tfeti rovnici vynechat, nebot
je plné uréena zbylymi dvéma. Reseni je mozné nalézt nasledujici ivahou. Se¢tenim

prvnich dvou rovnic ((1.4) obdrzime
(S+I) =-al (1.5)

7 prvni rovnice vidime, ze pro Sy > 0 je S(t) klesajici funkce pro vSechna

t. Tvrdim, Ze musi platit lim; ., — al(t) = 0. Kdyby nikoliv, tak pfedpoklddejme

limi—ool(t) = ¢ > 0. Existuje okoli € a ¢y, kdy pro ¢t > ¢y plati | I(t) — ¢ |< e. Necht

je € = ¢/2. Potom je ovsem pro t > to monotéonné klesajici a tedy muselo by

existovat t; takové, ze S(t1) + I(t1) = 0, coz ovsem podle predpokladu neni mozné.
Integraci dostavame

a/ooof(t)dt:SoJrIO—SoozN—Soo. (1.6)

Vydélenim prvni rovnice (|1.4)) S a kombinaci s rovnici vyse dava

(@) s [ 10w dv-sa-m %] un
(2)-p-3]

se nazyva vztah konecné velikosti (final size relation), nebot dava piimi vztah mezi

zakladnim reprodukénim ¢islem a rozsahem epidemie. Zavorka pravé strany rovnice
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byva také nékdy oznacovana jako mira zasazeni (attack rate), jenz je vyjadienim
poméru jaka ¢ast populace byla epidemii postizena [6].

Pti zméné mezi integrace na konecny c¢as dospéjeme stejnym postupem jako vyse
ke

I(t) + S(t) — gln(S(t)) —N - gln(So). (1.8)

Jednd se o implicitni funkci, kterou mizeme zobrazit graficky pro rizné pocatecni
podminky ve fazové ST roviné (viz obréazek [1.1)). Jestlize na poc¢atku epidemie plati
Ry > 1 (stejné jako I'(0) > 0), derivaci a nalezenim extrému (S = «/f) pro rovnici

(1.8), obdrzime maximélni velikost kompartmentu infikovanych béhem epidemie

[max:SO—i_IO_B B

Ziejmeé plati zavislost koeficientu « na charakteru choroby, nebot urcuje primér-

YIn(So) — g + gln <a> . (1.9)

nou dobu setrvani v kompartmentu nemocnych, tedy lze ocekavat uréeni ze séro-
logického vyzkumu. Jak bylo feceno, S parametr povazujeme zatim za konstantu,
avsak spise by bylo prirozené uvazovat zavislost 3(IV) se saturaci pro velka N a déle
B'(N) < 0 od urcitého Ny. Autofi [9] statisticky vyhodnocuji nékteré zavislosti 3,
jako jsou
a oy —0.95
B(N) = TN O B(N) =aN""". (1.10)
Prvni vztah je analogii k interakcim typu Michaelise-Mentenové, kde a je standardni
incidence, respektive b konstanta imérnosti. Druhy vyraz autori dovodili na zakladé
dat z velkych mést a postuluji toto chovani pro vSechny mésta od urcité velikosti.
Ziejmé lze déle ¢ekat promitnuti protiepidemickych opattenimi, biologické specificity
a behavioralnich faktorti do koeficientu 5. U mnoha chorob je nutné uvazovat i
oscilaéni charakter 3 (napriklad u détskych infekei navrat déti do skol apod.).
Sérologické testy mohou poslouzit k urceni Sy a S, pred a po pandemii. Poté
je mozné retrospektivné odhadnout celkové Ry podle . Pokud uvazujeme funkci
s proménou S,,, mizeme dospét k nerovnostem, které mohou byti pouzity jiz

béhem epidemie (pfi odhadu Ky z aktudlnich dat - viz dale v textu) [4].

0 N
—, resp. Sy < —. 1.11
% P 2 (1.11)

Z analytického hlediska je mozné dokazat neexistenci limitnich cykld pro systém

Soo <

1.4) i kdyz pripustime napriklad navrat jedinci do S mérny R (dejme yR) ¢i
proménou [(t). Naptiklad pii pouziti Dulacova kritéria ﬁg(x,y)df/dt, kde ¢ je
vhodné zvolend, spojitd funkce na néjaké jednoduse spojité oblasti €, resp. dz/dt je
spojity systém. Jestlize dana divergence funkce vyse neméni na oblasti {2 znaménko,

potom neexistuje uzavieny orbit v €2 (dikaz naptiklad v [7]). Dostavame pro oblast
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S >0,I>0,systém (1.4) a funkci g =1/1

0 YR 0

o5 (8005 + X5) + Z(31)S - a) = (1) <, (112)

nebot frekvence kontaktu (4(¢)) nemuze byt zdporna.

SIR model miizeme dale zobecniovat postulovanim zobecnéné pravdépodobnostni
distribuce P(s), jenz vyjadiuje jaké ¢ast nemocnych v Case s po nakazeni je stale
infekéni pro tiidu nachylnych. Jinymi slovy zavadime pravdépodobnostni rozdélent,
které urcuje Sanci setrvani v kompartmentu nemocnych v ¢ase s po nakazeni, tj.
neomezujeme se na exponencialni rozdéleni jako doposud (Siteji pojedndno v sekci

1.5). Rovnice (1.4 po této tpraveé dava
S'=—pSI

I'=1+ /Ot —S'(t — s)P(s) ds. (113)

(Protoze —S’(t — s) je pocet novych infekei v ¢ase (t — s).) Necht je P(s) nezdporné,
nerostouci funkce s P(0) = 1 a jeji pramérna hodnota, tj. [;° P(s)ds (¢i jinak
Jo° —sP'(s) ds), je koneéna. Protoze se jedna o analogické vyjadreni 1/a (pramérna
doba, kterou je jedinec nemocny) ze , muzeme vyjadrit nové reprodukéni ¢islo
jako

Ro = AN /0°° P(s) ds. (1.14)

Dalsi moznosti, avsak podobnou, je ta popsanda Kermackem a McKendrickem
[3]. Uvazovali znovu o infektivité, kterd je ovSem zavisld na dobé, po kterou je
jedinec nemocny (age of infection). Necht A(s) znadi ¢ast tridy infikovanych, jenz
jsou nakazlivy v ¢ase s po nakazeni a odrazi také pravdépodobnost, ze kontakt
povede k vytvofeni nové infikovaného jedince. Zavedme ¢(t) vyjadiujici celkovou

infektivitu, tj. pocet infikovanych a jejich schopnost infikovat

olt) = /Ot _S'(t— ) A(s) ds. (1.15)

(predpokladdme prvni nakazené az skokové v case t = 0). SIR muzeme poté prepsat

na

S'(t) = —BS(t)e(t)
t
() :/0 —S5'(t = 5)A(s) ds. (1.16)
t
= S'(t) = BS(t) / S'(t — $)A(s) ds.
0
Jak je tedy patrné, R, pro ¢ini BN [5° A(s) ds. Pokusime se odhadnout R,

na pocatku epidemie, kdy dochazi k exponencidlnimu rustu I(¢). Necht pocatecni
pokles S(t) nesnizuje frekvenci kontakt s infikovanymi (tedy 8S(t) ~ SN). Kladme
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na posledn{ rovnici (1.16) podminku, abychom dostali feSen{ ve tvaru S(t) = Ne™,
coz dava

8N /0°° A(s)e " ds = 1, (1.17)

kde r udava rychlost poklesu (mozno odhadnout fitem dat). Protoze sérologické vy-

setfeni mohou pro danou chorobu slouzit jako odhad pro A(s), dostdvame vydélenim

Ry a (1.17) vztah

o A(s) ds
Ro = fOOOOA(s)e*’“S ds’

Vidime Ry > 1 tehdy a jen tehdy plati-li » > 0.

(1.18)

1.3 SEIR model

Model SIR je mozné zptresnovat pridavanim dalSich kompartmentti spolecné s definici
toku jedinct mezi nimi, jenz je fizen novymi koeficienty, resp. velikostmi zbyvajicich
kompartmenti v ¢ase. Jedna z moznosti je rozsiteni o nemocné jedince, ktefi ovsem
jesté nejsou infekéni, tzv. exposed (znac¢me E). Necht je pramérna doba, jenz stravi

infikovani v této tride 1/k [4]. Poté dostavame systém

S’ = —BSI
E' = 8SI — kE (1.19)
I'=kE —al

(Znovu vynechavame tiidu vylécenych, nebot je velikost populace konstantni). Tento
model jiz neni mozné plné analyticky vyTesit. Mizeme se vSak pokusit o linea-
rizaci okolo kritickych bodi (ekvilibrif) systému [14]. Pokud provedeme Taylortv
rozvoj systému okolo kritickych bodi (body ve fazovém prostoru, pro néz plati
(S',E',\I") = (0,0,0)) a predpokladem spojitosti a diferencovatelnosti funkce sys-
tému v tomto okoli, potom muiize byt systém (|1.19)) velmi dobre aproximovan lineér-
nim diferencidlnim systémem, jenz je vyjadien Jakobidnem (J) v tomto kritickém
bodé. Tedy touto aproximaci se dopustime maximalné chyby fadu O(n?), kde n
predstavuje vzdalenost od kritického bodu. Tato chyba je velmi mala, nebof pred-
pokladame malou odchylku od tohoto bodu.

Kazdou realnou matici A s raznymi vlastnimi ¢isly je mozné diagonalizovat vici
urcité bézi jejitho vektorového prostoru, tedy vyjadfit jako A = VAV ™! kde ope-
rator V' je tvofen vlastnimi vektory A, respektive A je diagonalni matice obsahujici
vlastnim ¢isla A [13]. Formélné muzeme tedy diferencidlni systém prvniho fadu i s

resenim zapsat jako

di(t)
dt

= AD(t) = #(t)=F0)eM = () =F(O)VeAVTL  (1.20)
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Systém (1.19)) (ozna¢me S) mé pouze jedno ekvilibrium a to pro S = N, E =0, =
0, které vyjadiuje vymyceni choroby. Linearizace dava

!/

s 5] [ o w s
E| ~Js(N,0,0) |E| = |22 28 9E1(N0,0) |E| =
! ! R ! (1.21)
0 0 —BN]TST '
=10 -k OGN | |E
0 K -« I

Vlastni ¢isla uréime nalezenim korent charakteristického polynomu matice vyse

“AE+A)(a+ A+ ABN = AN+ AMa+ k) — k(BN —a)) =0

—(a+ k)£ \/(a—n)2+4n,ﬁN (1.22)
5 .
Cilem celého snazeni je urcit, zda okolo ekvilibria je Teseni asymptoticky stabilni

= )\1 =0 ; )\273 =

(zdnik epidemie) ¢i nestabilni (propuknuti epidemie). To uréuji vlastni ¢isla dovo-
zend vyse. Je zfejmé, ze stabilita nastava v tomto ptripadé pouze, pokud je stopa
Jakobidnu zapornd, resp. determinant rohové nenulové 2 x 2 matice (k(a — SN))
Jakobidnu je kladny.( Nebot negativni redlné ¢asti vlastnich ¢isel maji za nésledek
konvergenci k ekvilibriu systému (tzv. sink, poptipadé spiral sink, jestlize ma vlastni
¢islo imaginarni ¢ést). Lze dokézat identické chovani systému s jeho linearizovanou
formou okolo kritickych boda v pripadech zminénych a dale pro saddle, source a
spiral source. AvSak napriklad u ¢isté imagindrnich vlastnich ¢isel (centers) je nutné
zvolit jiny postup jako je vyuziti Poincarého-Bendixovy véty, protoze se chovani
mohou lisit. V téchto bodech vyvstavaji naptiklad Hopfovy bifurkace [14, [13, [7].

Vsimnéme si, Ze zminény determinant vyse je kladny pouze kdyz Ky < 1 (jinak
feeno ka(l — Ry)), kde Ry je stejné formulovano jako v puvodnim SIR modelu.
V opa¢ném piipadé (K, > 1) muzeme tvrdit, ze zavedeni kompartmentu E ma
za nasledek zpomaleni poc¢atecniho exponencidlniho ristu infekce, jak je patrné z
vyjadreni Ay vyse.

Podobné jako u SIR modelu je i zde mozné zavést ruznd zobecnéni [6]. Necht
funkce Pg(t), respektive P(t), udavaji pravdépodobnost pretrvani ve tridé F, re-

spektive I, tedy af jsou nezaporné, nerostouci a dale
Pg(0) = Pr(0) = 1; / Pg(s)ds < oo; / Pi(s)ds < oo. (1.23)
0 0

O zaporné vzatych derivacich téchto funkei mizeme uvazovat jako o hustotach prav-

dépodobnosti pro jednotlivé kompartmenty. Nové vyjadieni E(t) je dano jako

B(t) = BoPo(t) + | 'St — w) P(u) du. (1.24)
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Derivaci rovnice vyse a spolecné se zjednodusujicim predpokladem, ze doslo v case

t = 0 ke skokové zméné S’(t) o —Ey, dostavame
t
E(t) = / ~S'(t — u) Pl(u) du, (1.25)
0

kde bylo vyuzito faktu o derivaci konvoluce dvou funkei ((—S5" % Pg) = —5' % Py)
a komutativity konvoluce [7]. Tento vyraz ovsem také vyjadiuje vstup do infekéni

faze z E skupiny. Potom I(t) udéva rovnice

t U
(1) = —/ / —S'(8) Ph(u — 8)Py(t — u) ds du =
0 JO
t t
— _/ / —S'(8) Pl(u — 8)Py(t — u) du ds (1.26)
0 Js
t
= I(t) = / _S'(s)A(t — s)ds,
0
kde
t t—s
Alt —5) = —/ Ply(u — 8)Pr(t — u) du :/ Pyt — s — v)P(v)dv.  (1.27)
s 0
Model SEIR dostava nasledujici podobu
S = BSI
t /
B(t) = [ =S'(t = 5)Pu(s) ds (1.28)
t
I(t) = / _S'(t — 5)A(s) ds.
0
Reprodukeni ¢islo poté ¢inni
Ro = 5N/OO A(z) dz = —ﬁN/OO / PL(z — u)Py(u) dudz =
0. 0 70 (1.29)
= ﬂN/O Pr(u)du,

protoze plati [;° —Pfp(u) du = Pg(0) — Pg(co) = 1.

1.4 Modelovani karantény a izolace

V pripadé propuknuti epidemie nové nemoci ¢i nemoci zpiisobené znadmym avsSak
zmutovanym patogenem, je jedinou moznosti zastaveni siteni (vakcinace ani zadna
ucinnd 1écba neni dostupnd) izolace nakazenych jedinct a karanténa téch, jenz s
nimi mohli prijit do kontaktu. Za tucelem predpovédi chovani epidemie SARS v
Ciné roku 2002-2003 byl piedstaven model, ktery kvantifikuje tyto opatfeni. Jedn4
se o rozsireny model SEIR. Necht je tfida nové infikovanych E (exposed) infekéni

avsak redukovanou faktorem g, a prestupuji do tridy infikovanych I rychlosti kg,
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(,BS[SEE+SEEQQ+I+EHH]J

Obr. 1.2: Diagram modelu SEQIHR

pokud nejsou v izolaci. Ttida jedincu v karanténé (@) je slozena z ¢lent populace,
jenz byli testovani ¢i se setkali s nakazenym. Karanténa neni zcela tc¢inna, avsak
predpokladem je sniZeni poctu kontakti faktorem eg. Obecné jsou samoziejmé casto
poslani do karantény i zdravy jedinci, ale pro zjednoduseni vynechejme. Necht jsou
¢lenové kompartmentu I diagnostikovani rychlosti ¢ za jednotku casu a poslani do
tiidy izolovanych H (v literatute také hospitalized). Podobné pii rozvinuti priznaku
u jedincii v karanténé, jenz jsou monitorovani, bude jejich prechod do t¥idy H tizen
faktorem r¢. Necht je infek¢nost kompartementu H snizena faktorem ey . Infikovani,
respektive izolovani jsou uzdravovani rychlosti «j, respektive apy. Tedy muzeme

formulovat systém
S'=—-pBS[egE+Q+1+¢ecpH]
E' = fSlegE +epeqQ + I +eyH| — (kg +¢)E
Q' = VF — rQ (1.30)
I'=kgE — (a; + @)1
H' = kgQ + ¢I —ayH

(podle [6]). V piipadech komplikovanéjsich modelu je vyhodné zobrazovat tok je-
dinctt mezi kompartmenty diagramy (pro (1.30) na Obr. [L.2).

Napriklad pfi linearizaci okolo kritického bodu, jenz vyjadiuje populaci prostou

infekce, dostavame Jakobian v tomto bodé

€E5N — (liE + @Z)) €E€Q5N BN 6H6N
(0 —KQ 0 0
s 0 @+ o |0
0 RQ qb —yg

kde byl vynechan prvni sloupec, respektive prvni radek, nebot byl nulovy, respektive
s jednim nenulovym prvkem, ktery nelezel na diagondle, takze koTeny charakteris-

tického polynomu zistavaji nezménény (samozrejmé opominame koren A = 0, ktery
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zustava touto tpravou nevyjadren). Definujme reprodukéni ¢islo, které bude odré-
zet az zacatek rozpoznani epidemie a prijeti protiepidemickych opatieni, znac¢me &,
(control reproduction number). Jinak feceno, predpokladame faktory, které ridi sku-
piny populace v karanténé a izolaci, za rovny nule, dokud nebyly zavedeny béhem
epidemie. Pokud bychom nalezly vSechny ¢tyti koteny charakteristického polynomu
matice vyse, dospéli bychom znovu k existenci ¢isla, které 1idi, zda vSechny vlastni

¢isla maji negativni redlné ¢asti. Explicitné vyjadieno

_ £R KE EQERY
A =P s T W rn) @t ar) T rol + rp)

SH/'QE¢ + SHw
CVH<¢+I€E)(¢+C¥]) aH(¢+/<E)

(1.32)

+

(podrobné dovozeni v [4]).Jak je patrné z rovnic ((1.30]), parametry 1 a ¢ jsou kli-
cové k Tizeni protiepidemickych opatfeni. Faktory g, respektive e jsou vyjadienim
efektivnosti danych opatteni. Dalsi parametry jsou specifické pro danou chorobu.
Kazdému zlomku ve vyjadreni R, muzeme pritadit epidemiologickou interpretaci.
Tedy znovu se jednéd o sekundéarni infekce, které by zpiisobil jeden nakazeny v plné
nachylné populaci. Muzeme uvazovat nasledovné. Kazdy zlomek v R, méa v citateli
prumérny pocet kontakti v jednotlivych kompartmentech nebo jejich kombinacich
(jen ty kombinace, které jsou mozné pii toku jedincti mezi nimi). Podobné jmenova-
telé jsou mirou jednotlivych primérnych casi stravenych v téchto kompartmentech
¢i jejich kombinacich. Tedy jmenovité prvni zlomek udava prispéni jedinct z F,
druhy téch putujicich z E do I, treti z F do @, ¢tvrty z E pres I do H a konecné
paty z E pres Q do H.

1.5 Gama distribuce infekcnosti

Mnoho studii poukazuje na biologickou nerealisticnost exponencialniho rozlozeni
casu straveného jedincem v daném kompartmentu pro vétsinu infekénich chorob
[10]. Jak bylo dokézdno v predchozich sekcich, je mozné lehce preformulovat mo-
del pro obecnou distribuci P(t). (Lze dokazat existenci globalniho atraktoru pro
R, < 1, resp. Ry < 1, jenz vyjadiuje populaci prostou infekce, i pro systému s obec-
nou distribuci. Vice versa pro R, > 1, resp. Ry > 1 existuje atraktor predstavujici
endemické ekvilibrium [I0].) Uvazujme napiiklad rozdéleni infek¢nosti jedinci na n
¢asti s prumérnou dobou setrvani 1/na. Necht ug(7) predstavuje zlomek jedincu,
jenz jsou infekéni po dobu 7 v k—tém subintervalu. Potom zfejmé musi plati
u, = —nauy, pro up(0) =1

(1.33)

u, = na(up_y —ug), pro u(0)=0, k=2 . n
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Pravdépodobnost setrvani
Hustota pravdépodobnosti setrvani
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Obr. 1.3: (a)+(b) vyobrazeni pravdépodobnosti, respektive jejich hustoty setrvani jedince v da-

ném kompartmentu pro rizné n a 1/a = 1. (¢) porovnéni simulace SEIR modelu pro exponencidlni
(m =n = 1) a gama distribuce (m = 5;n > 1) pro N = 10%, E(0) = R(0) =0, I(0) =1, 1/k = 2
dny, 1/a = 10 dni, g = 0.0005. 8 zvoleno, aby platilo Ry = 2. (d) ta samé simulace pro Ry = 1.7.
Zasazeni vyjadieno jako pocet infikovanych vici celé populaci.

Vytesenim rekurzivné ihned dostdvame kernel

- (T L p—
P(t) =Y u(t) =) Wt e " (1.34)
k=1 k=1
kde I'(z) je gama funkce. Tedy vyjadiuje gama distribuci s tvarovym para-
metrem n a skdlovym parametrem 1/a. Je ocividny krajni pripad pro n = 1, kdy
vztah prechazi do exponencialniho rozlozeni. Naopak pro n — oo se doba setrvani
blizi konstantni hodnoté 1/a. Pokud predpokladdme takto specifickou distribuci
jako gama, potom je mozné obecné formulované systémy jako ([1.28]) prevést zpét do
diferencialni formy.
Ukéazka gama rozdéleni pro vybrand n, respektive jejich hustoty jsou vyobrazeny

na Obr. respektive Obr. [I.3D] Déle jsou na Obr. a Obr. [1.3d] néktera
srovnani numerickych simulaci modelu SEIR ve formulaci pro gama distribuci.
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To znamena rozclenéni kompartmentu E na m fazi a kompartment I na n fazi
v duchu rovnic (1.33)). (Bylo naptiklad zjisténo m = n = 20 pro spalnicky (pro
1/k = 8 dni, 1/a = 5 dni), & m = 40;n = 4 pro pravé nestovice (pro 1/k =
14 dni, 1/ = 8.6 dne) [10].) Vsimnéme si krajniho pripadu m = 1;n = 1, kdy
rozdéleni prechazi v exponencialni. Aby byly diskrepance mezi témito pripady vice
zduraznény, bylo umoznén tok jedinci do .S umeérny celkové velikosti populace (pV),
respektive tok z kompartmentti imérny jejich velikosti skalovan také parametrem
(. Dynamika modelu poté ziskava pro &y > 1 podobu tlumenych oscilaci. U obou
SEIR simulaci jsou jasné patrné odlisnosti mezi exponencidlnim a gama rozdélenim.
V prvnim pripadé byl do populace predstaven 1 infekéni jedinec s predpokladem
Rp = 2. Vidime populacné extenzivnéjsi avsak kratsi probéhnuti prvni viny epidemie
v pripadé gama a opozdovani vin s exponencidlnim rozdélenim. Ve druhém ptipadé
doslo ke snizeni reprodukéniho ¢isla na Ry = 1.7 . Vidime znovu signifikantné odlisné
chovani pro obé rozdéleni, nejen co v mife zasazeni pro jednotlivé viny, zpozdéni v

nastupu vln, ale i v riznosti endemickych ekvilibrii. (podrobnéjsi srovnani v sekci

7)

1.6 Pocatek epidemie a network based modely

Nedostatkem deterministické kompartmentové formulace je zejména pocatek epide-
mie, nebot se siteni tyka jen velmi malého mnozstvi jedinci a deterministicky model
predpoklada, ze kazdy jedinec populace ma stejnou pravdépodobnost kontaktu s jiz
nakazenymi jedinci, coz v pripadé malé skupiny infikovanych neodpovida realité. Aby
bylo mozné tuto skute¢nost zahrnout, je nutné vyhodnotit demografickou stochasti-
citu, tj. predtim nez dojde k pribliznému exponencialnimu ristu poc¢tu nakazenych,
vytvorit model, ktery tuto proménou bude zahrnovat (cela sekce z [8, 4], 111, 12, [6]).

Budeme uvazovat o ¢lenech skupiny jako vrcholech grafu (neorientovaného - pii-
poustime $ifeni obéma sméry), kde hrany mezi nimi budou predstavovat jednotlivé
kontakty. Pouzijeme postup velmi podobny Galtonovu- Watsonovu procesu, ktery se
snazil modelovat pravdépodobnost extinkce aristokratickych piijmeni patrilinedrné
ve viktoridnské Anglii. My se podobné budeme ptat na pravdépodobnost zastaveni
siteni infekce po grafu jedinct. (Takova abstrakce je obecné velmi vhodnd i pro po-
pis Sifeni sexualné prenosnych chorob, kde se ukazuje, ze v siti kontaktii ptisobi jen
nekolik velmi aktivnich prenasecii a u ostatnich jedincii existuje pouze jediné spojeni
a to s témito prenaseci).

Necht pp predstavuje pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany jedinec bude mit
pravé k kontaktt (stupen vrcholu) s dal$imi ¢leny skupiny. Potom ozna¢me py, prav-

dépodobnostni rozdéleni pro vSechny mnozstvi stykt pti ndhodném vybéru jedince.
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Protoze se jedna o diskrétni nahodnou proménou, je pohodInéjsi pracovat s jeji vy-

tvorujici funkei (probability-generating function)[12]. Tedy oznacme
Go(2) =Y mi?", (1.35)
k=0

kde 0 < z < 1 a zfejmé plati Y32, pr = 1. Déale definujme priamérny stupen (prvni

moment) vrcholu jako
) = > koy = Gi(1). (136
k=0

Predpokladame, ze infekce byla prenesena a zacala v jednom vrcholu grafu (pa-
tient zero). Protoze jedinec nemuze Sifit chorobu po hrané, kterd ho infikovala, za-
vedme prebytkovy stupen (ezcess degree) daného vrcholu grafu. Pokud ma vrchol
stupen k, tak jeho prebytkovy stupen ¢ini (k— 1). Jestlize ndhodné vybereme hranu
grafu, potom je pravdépodobnost, Ze jeden z vrcholi, ktery spojuje bude mit prebyt-
kovy stupen (k — 1) je konstanta krat kpy. Necht je tato konstanta 1/(k), aby tento

vybér tvoril pravdépodobnostni rozdéleni. Tedy vyjadrime tuto pravdépodobnost

jako
k
Qo1 = (lf; (1.37)
a jejl vytvorujici funkci jako
_\ k1 _ = kok e 1,
Gi(z) =) g1 =) =22 = < Gi(2). (1.38)
k=1 k=1 <k> <k>
Velkou dilezitost bude v dalsi tvaze hrat primérny prebytkovy stupen
1 (e.9]
(ke) = 0] > k(k—1)py =
k=l (1.39)

|
=[ -
hE

1 & y
kzpk - Z kpk = Gl(l)
(k) ;=

k=1

Konecné necht sekundarné nakazeny vrchol ma prebytkovy stupen j. Potom nechf z,
znadi pravdépodobnost, ze infekce zanikne v populaci po n prenosech (po n-krokové
prochézce po grafu). Tj. ovSem stejné jako tvrzeni, ze vSechny sekundarni infekce (ty
pochézejici od nulového vrcholu), musi zaniknout v (n — 1) prenosech. Dostavame
tedy rekurentni vztah N
Zn = Z qufl,l = Gi(zn-1). (1.40)
j=0
Predpokladejme, ze doslo k prenosu, tedy zy = 0. Déle necht G1(0) > 1, coz im-
plikuje neexistenci vrcholii grafu pouze s jednou hranou. Vsimnéme si platnosti
G (z) > 0 a GY(z) > 0 pro vsechna z. Tedy z, je rostouci posloupnost a funkce

G1(z) je konkavni na intervalu [0, 1]. Protoze z, je rostouci a omezend musi mit
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Obr. 1.4: Grafickd interpretace existence kofenu z = G1(z).

limitu zeo. 2oo musi byt ekvilibriem diferen¢ni rovnice (1.11) jinymi slovy feSenim
z = G1(z). Thned je jasné jedno feseni z = 1. Avsak plati-li G (1) > 1 musi existovat
feSeni z < 1, nebot (z)) =1 > G (1) spolecné s z = 0 < G1(0) a konkdvnosti G(z)
to podminuji (viz Obrazek .

Miuzeme tedy pripsat roli (k.) jako ¢islu &y v kompartmentovém modelu. Roz-
dilnost je vsak pro (k.) > 1, kdy existuje nenulovd pravdépodobnost, ze dojde k
zastaveni epidemie, coz neni mozné u kompartmentového modelu (R, > 1). (Po-
kud bychom pouze chtéli kategoricky rozhodnout o témér jistém vzniku epidemie a
vice versa, muzeme uvazovat jednoduseji. Necht X,, znaci pocet pripadi infekce po
n krocich po grafu a Y,,_1; je pocet nové nakazenych, ktery vznikl od jedince i v
predchozim kroku. Pro oc¢ekavanou hodnotu X, za predpokladu, Ze bylo nakazeno

praveé k osob v predchozim kroku, plati

k
i=1
nebot pocet nové nakazenych (pocet hran), neni zavisly na predchozim poctu infi-

kovanych. Muzeme tedy formulovat obecnou oc¢ekavanou hodnotu pro X,

E[X,] = E[E[X,|Xot]] = " P[Xo_1 = k] E[X,| Xo] =
. h=0 (1.42)
= Z kP[X, 1 = k| = pE[X, ] = p"E[Xo] = p",

kde je v prvnim kroku pouzito Adamova zikona. Protoze pocatek epidemie zacina

jedinym clovékem, plati Xg = 1. Tedy jestlize plati < 1, epidemie nevznikne. Je

ziejmé ekvivalence s definici (k.)).
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Pro ilustraci uvazujme naptiklad situaci, kdy 6 z 10 jedincii neinfikuji zadného
jedince, 1 z deseti jednoho jednice, resp. 5 jedinct, resp. 7 jedincii. Potom plati

7 z 2° 27 1 524 726
Gol2) = —+ =+ 2 42 Q)= —42 4=,
A=ttt =gt ts

Zpétnym dosazenim do Gy (vyjadiuje pravdépodobnost, ze infekce prenesena do

oo = 0.077.  (1.43)

populace jedingm jedincem, nezpisobila epidemii) davd Gg(z2o) =~ 0.7. Pravdépo-
dobnost vypuknuti epidemie je poté pfiblizné 30%.

Pokud bychom vybrali ndhodnou skupinu osob a uréily pacienta nula, od kterého
by se nemoc sitila, je nejvhodnéjsi uvazovat o grafu kontaktu jako o grafu Erdds —
Rényi. Potom kontakt dvou osob je priblizné nahodny a pii velkém poctu vrcholi
ma vrchol pravdépodobnost k& hran limitné Poissonovo rozdéleni, konkrétné
e~ he) (K, \F

k! '
Tento fakt zjednodusuje vypocty, nebot jednoducha manipulace ukaze, ze plati
Go(2) = G1(z), resp. (k) = (k.) a navic

Go(z) = eRol==1), (1.45)

Pk = (1.44)

kde pro vyhnuti se ambivalenci zna¢me (k) = Ry. Pri aplikaci na priklad vyse
bychom dostali 2z, & 0.577, poté by pravdépodobnost epidemie ¢inila priblizné 42%.
Vidime, zZe se vysledky velmi odlisuji. To je zptisobeno existenci superpfenasecti v
prvnim pripadé.

Doted jsme predpokladali absolutni efektivnost, pokud dojde ke kontaktu s naka-
zenym. Zavedme ¢islo T, jenz bude znacit transmisibilitu (dosud T = 1). Biologicky
by meélo odrazet cas, po ktery je jedinec nakazeny, nachylnost jedince k infekci,
rychlost jakou kontakty probihaji apod. Necht jsou hrany, které prenesly chorobu
mezi vrcholy tzv. obsazeny. Poté pravdépodobnost, ze pravé m infekci je preneseno
vrcholem stupné k, zfejmé ¢inni

<k>Tm(1 — T, (1.46)

m

Definujme analogicky vytvarejici funkci I'g(z,T") pro pravdépodobnostni rozdéleni
poctu obsazenych hran pro ndhodné vybrany vrchol (jinak feceno pocet infekei,

které zptusobil ndhodné vybrany jedinec), t;.

Lo(2,T) = i li o T (1 — T)’“‘m] P (1.47)

m=0 Lk=m

Po zméné mezi sumace a pouziti binomické véty dostavame

Lo(2,T) = lipk Lin(zT)mu - T)km] =

~ (1.48)
=S e [eT+ (1 =T)]" = Go(1 + (= — )T).

k=0
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Stejnym zptisobem obdrzime vytvarejici funkci rozlozeni prebytkovych stupni vr-
cholia I'y (2, T')

[1(z,7T)=Gi(1+ (z—1)T) = Ti(zT)=TG 1+ (z-1T). (1.49)
Reprodukeni ¢islo po téhle ipravé mizeme vyjadrit jako
Ry =T7(1,T) =TG,(1). (1.50)

Vidime, ze timto zplusobem vyjadrena transmisibilita ma pfimy vliv na pravdépo-
dobnost vzniku epidemie, respektive tiplném zastaveni epidemie (R < 1). Je mozné

také zavést tzv. kritickou transmisibilitu T,, kde
T.GY (1) = 1. (1.51)

T, urcuje kriticky bod, kdy reprodukéni cislo klesne pod 1. Jinymi slovy, pokud je
transmisibilita snizena pod T, naptiklad zvysenou hygienou ¢i ochrannymi pomrtic-
kami pri kontaktu, je to postacujici efekt pro nevznik epidemie.

Je proveditelné urcit podminky, za kterych dojde ke konvergenci vysledkit modelu
vyse, jenz je stochasticky, a naptiklad modelu SIR? Rozdélme nejdiive pomérove
populaci, aby platilo

S(t)+ I(t) + R(t) = 1. (1.52)

Necht je u ndhodné vybrany vrchol grafu a 0(t) znaci pravdépodobnost, ze ndhodny
soused neprenesl infekci na v v case t. Necht v ma k hran, poté je pravdépodob-
nost nepfeneseni infekce v ¢ase t ziejmé [0(¢)]*. Priimérovanim p¥es viechny vrcholy
vyplyva

S(t) = f: PRO())* = Go(6(2)). (1.53)

Uvazujme o 6(t) jako o souctu trech pravdépodobnosti: pg pravdépodobnost, ze
ndhodny soused je nachylny, respektive ¢;, ze je nemocny, ale neptenesl chorobu
na u, respektive g soused je uzdraveny. Potom pravdépodobnost nakazeni od na-
hodného souseda musi ¢init (1 — ). Necht hrana ma pravdépodobnost, Ze prenese
infekci rovnou Sy, a dale necht je rychlost prechodu mezi vylécené vyjadiena jako
awr. Potom tok jedinclt mezi témito kompartmenty mizeme vyjadrit skrz zménu

pravdépodobnosti

/ —_—

Or=apr, resp. (1—0)=—PByr, (1.54)

nebot jen z p; mize dojit k uzdraveni, respektive k prenosu infekce. Jestlize je

velikost populace dostateéné velika, mtizeme predpokladat, ze kazdy jedinec udéla
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stejny pocet kontakti (znac¢me C') za jednotku ¢asu. Kombinace tohoto faktu a

rovnic , respektive dava
S(t) = 0°(t);  S'(t) = Go(0()0' (1) = —Go(6()) Ber (t);

Go(0(t) = Co° (1) = s’<t>=—ﬁcs<t>¢el<g

(1.55)

~—

Zavedme konstantu B = BC, coz je readlné pro C — oo, kdyz N — oo. Pro velké
hodnoty C' je ¢, pfiblizné I a @ priblizné 1. Jinymi slovy plati ¢;/0 ~ I. Tedy
dostavame

S = —BSI, (1.56)

coz je vyjadreni prvni rovnice SIR. Podobné bychom postupovali i u dalsich kom-
partment.

Impetus existence této sekce je prvotné oduvodnéni nékterych diskrepanci, které
vznikaji mezi spojitymi deterministickymi modely, které predpokladaji homogenni
miseni obyvatel, a redlnymi daty. Grafové modely fungujici jako alternativa k ¢isté
stochastickym dynamickym systémutm, které také dokazi postihnout dynamiku cho-
vani od pocatku epidemie. Dalsim cilem byla identifikace podminek za kterych do-
chazi ke konvergenci vysledki kompartmentovych a grafovych modeli. Jednim z
vyuziti téchto network based modeli je predikce efektu takzvanych super-spreader
events (SSEs) na dynamiku epidemie, kdy dochézi extrémnimu nértstu po¢tu na-
kazenych skalové za velmi kratkou dobu napfiklad pfi socidlnich udalostech jako
koncerty, sportovnich utkani, konference nebo proniknuti infikovaného jedince do
mist, kde ma mnoho jedinci mezi sebou kontakt mnohem vyssi nez s okolnim své-
tem, jako jsou vézeni, domovy diichodcti, sanatoria a podobné. Naptiklad Small a
Tse [15] analyzuji SSE (pomoci grafového modelu) v hotelu Metropol v Hongkongu
roku 2003, kde doslo k nakaze 120 osob nemoci SARS od ¢inského 1ékarte.

1.7 Komparace vybranych modelii

V této sekci uvedme nékteré numerické simulace, které zvyrazni rozdilnosti v uréi-
tych dosud predstavenych kompartmentovych modelech, které zatim nebyly ziejmé.
Zacnéme predstavenim zmény v chovani efektivnosti intervenc¢nich opatieni v pti-
padé predpokladu exponencidlniho a gama rozdéleni jedinct ve svych tridach, a to
na modelu ({1.30)), protoze podobny bude pouzit ve tfeti kapitole. Budou uvazovany
dvé kritéria a to dopad kontrolnich opatfeni (fizeny 1, resp. ¢) na R, a redukce v
kone¢né velikosti epidemie vyjadienou jako rozdil v poc¢tu kumulovanych infikova-

nych. Pro zjednoduseni necht plati e = 0, kg = kg = Kk, af = ag = a. Déle je
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Obr. 1.5: (a) simulace rozdilu v K, pro riznd ¢ a 1. (b) rozdilnost v koneéné mife zasazeni
pro riznd ¢ a 1. (c) ukdzka simulace pro exponencidlni distribuci pro ¢ = 0.07 a ¢ = 0.03. (d)
ukézka simulace pro gama distribuci pro ¢ = 0.07, ¢ = 0.03, m = 5, n = 10, N = 105, I(0) = 1,
E(0) =Q(0)=H(0) = R(0) =0.

nutné rozsirit (1.32)) pro gama rozdéleni

BN me \ o = na \’
R‘_E L=r 1_<m/€+¢> na+¢z<na+¢> ’ (1.57)

J=0

kde m, resp. n je pocet déleni tiidy F a @, resp. I a H podobné jako v rovnici
. Necht p predstavuje (1 — ep). Vsimnéme si OR,. /0y < 0, resp. OR,/0¢ < 0,
tedy reprodukéni ¢islo klesa podle oc¢ekdvani se zpiistiovanim opatieni. Na Obr. [I.5a]
vidime vystup simulace rozdilnosti reprodukénim ¢isle mezi gama (m = 5, n = 10)
a exponencidlnim rozdélenim (v tomto poradi) pro proménnd @ a ¢ v intervalu
[0,0.5], s parametry k = 1/7, BN = 3/10, p = 4/5, a = 1/10 (zvoleny, aby priblizné
odpovidaly SARS [5]). Jsou patrné signifikantni vykyvy a to zejména v oblastech
o, < 0.1, kde 1ze ofekdvat hodnoty po zavedeni kontrolnich opatieni [4]. Tedy
je vzdy nutné zvazit pouziti daného modelu a vyhodnotit jeho pithodnost, nebot

muze dojit k velkému zkresleni efektivnosti danych protiepidemickych opatfeni a
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Obr. 1.6: * znadi aplikace opatieni ¢g. (a) simulace SIR, SEIR a SEQIHR po vypuknuti{ epidemie
v tg = 0 dni.(c) ten samy pfipad v podobé kumulace infikovanych. (b) simulace pro to = 30 dni.
(d) ten samy piipad v podobé kumulace infikovanych. Bylo pouzito m = n = 3, N = 10°, 1(0) = 1,
E(0) =Q(0) = H(0) = R(0) =0.

tim vyssi prevalenci choroby. Tento konflikt je mozné vysledovat i ve vyobrazeni
rozdilu v koneéné velikosti epidemie (Obr. m - z divodu vypocetni narocnosti
byl zvolen pouze zminény interval a navic s vétsim krokem A¢, Av). Pro hodnoty
¢ = 0.07, ¢ = 0.03 byl model SEQIHR numericky vykreslen na Obr. a Obr.
[I.5dl MuZeme pozorovat rozdilnost v efektivité dané strategie, kdy model s gama
rozdélenim kompartmentu predikuje az o 10% vyssi konecnou zasazenost populace.
Kvintesence diskrepance mezi modely spociva predevsim v bezpamétovosti exponen-
cialntho rozdéleni [10].

Jako dalsi priklad uvedme simulaci efektu nacasovani protiepidemickych opatieni

na finalni velikost epidemie s predpokladem proménného parametru 3. Necht plati
B(t) = Bo[l + veos(2mt/h)], (1.58)

kde v predstavuje velikost fluktuace okolo 3y a h periodu této fluktuace. Vyraz muze
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byt interpretovan jako zména chovani jedinct béhem riznych ¢asovych obdobi (ro¢-
nich obdobi apod.) ¢i uvolnovani a nasledné zprisniovani kontrolnich opatieni. Necht
je prvni jedinec infikovan v case tg a dale dejme af jsou s desetidennim zpozdénim
aplikovany razantni opatfeni (zavieni Skol apod.) ¢i vakcinace, které za velmi krat-
kou dobu snizi pocet nachylnych o faktor ¢g. Na Obr. jsou vyobrazeny ukazky
simulaci pro modely , , . Byly zvoleny parametry, které nejvice od-
razi chovani pii ndkaze virem HIN1 [6] (o = 1/3, kK = 1/2). Dale necht je SEQIHR
upraven jako v pripadé vyse a necht plati p = 0.9, ¢ = ¢ = 0.01. Pro () uréeme
Bo = 0.5, v =0.35, h =90 dni a at ad hoc plati ¢y = 0.16. Z obrazku je mozné od-
pozorovat nuance v chovani modelti nejen mezi sebou, avsak i v odpovédi na odlisny
okamzik vstupu patogenu do populace (vliv zmény ve velikosti ) a odpoveédi
modelu na sniZzeni poctu jedinct ve tridé S. SIR model predpovida nejrychlejsi na-
stup epidemie a druhou vlnu s nastupem prvni viny predikovanou modelem SEIR v
obou pripadech. Dale SIR vykazuje zavislost na tg, kdy ve druhém pripadé vidime
priblizné stejnou hodnotu konecné velikosti epidemie, ale pri aplikaci ¢y dochazi k
nastupu velmi vyrazné druhé viny a konecnd velikost je az o 20% vysSS$i nez v prv-
nim pripadé a dokonce vyssi nez bez aplikace faktoru (g, coz se zda jako paradoxni
fenomén. Tento fakt musi byt vzdy bran v potaz pri modelovani strategie vakcinace
populace a urc¢ité hladiné prevalence choroby v populaci. SEIR predikuje v obou pii-
padech dvé nestejné velké prekryvajici se viny epidemie. V konecné velikosti model
vykazuje nejvétsi zasazeni populace bez intervence v podobé ¢y. Model SEQIHR
byl zobrazen jako soucet H(t) + I(t). V obou pripadech (bez ¢g) byla predikovana
relativné velmi mala prvni vina epidemie s navazujici mnohem zavaznéjsi vinou. V
modeltl, avsak velmi podobnd predikci SEIR u pozdéjsitho vniknuti infekce do po-
pulace. Celkové predikce SIR udavaji propuknuti epidemie vzdy o nékolik casovych
jednoté drive nez ostatni dva modely, nebof neobsahuje tridu E s parametrem x,
ktery opozduje prechod mezi S a I. Pii konstantnim S by bylo mozné predpovidat
vzdy vétsi finalni velikost epidemie u modelu SEIR nez SEQIHR, nebof parametry
p, ¢, v maji vliv na velikost kompartmentu I. To vSak zfejmé nelze obecné tvrdit u
A1),

Na zavér uvazujme kazuistiku, prvni vinu ptipadi lidské nékazy virem praseci
chiipky (HIN1) v Ciudad de México v roce 2009, kdy se Mexiko stalo ohniskem
svétové pandemie. Data byla prevzata z [16]. Pocty zaznamenanych piipadi na
tomto izemi mezi dvacatym a sedmdesatym dnem epidemie je vykreslen na Obr.
spolecné s predikcemi modeli SIR, SEIR a SEQIHR (v podobé, jenz byl predstaven
v této sekci). Pramérnd délka infekénosti byla odhadnuta na 1/a = 4.1 dne, déle
prumérnd doba ve skupiné E na 1/k = 1.9 dne, ¢p = 0.01, ¢ = 0.04 a odhad

rychlosti prvotniho exponencidlniho ristu na r = 0.22 [16]. Poté s predpokladem
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Obr. 1.7: Ciudad de México 2009 - HIN1. 20. az 70. den od zaznamenani prvniho pripadu.

gama distribuce pro kompartmenty (m = n = 3) je mozné odhadnout rovnici
zékladni Ry ~ 2.67, z kterého mizeme ur¢it 5 = 0.65. Dale dejme N ~ 107. Konec
stochastické faze epidemie byl observacné urcen na dvacaty den od zaznamenani
prvniho piipadu, ktery byl vyuzit jako vychozi stav pro modely (7(0) = 33). Vidime
urceni kulminace prvni viny u vSech modelii na interval okolo tficatého dne epidemie.
Z4dny z modeltl nepredikuje nastup druhé vlny od Sedesitého dne epidemie, jak
je patrné z grafu. To nejspise souvisi s otevienim nékterych skol a podniki [16].
Tento fakt by musel byt transformovan zejména do parametru 3, aby bylo mozné
vystihnout simulaci néstup druhé viny. (Pfi této simulaci nebylo testovano, zda
hodnoty parametri jsou optimélni, tudiz nelze zarucit, ze v rdmci daného modelu
bylo dosazeno kvality non plus ultra pro dané data.)

Je nutné tici, ze vSechny modely predstavené v této kapitole jsou pouze zjed-
nodusujici strukturou, na které lze vystavét model popisujici specifickou infekéni
chorobu s nutnosti prizpusobit charakteristikdm dané choroby, jak bylo popsano v
incipitu této prace. I presto je model vzdy idealizaci a predikce mohou byt zavadé-
jici. Napriklad jsme u modelu predpokladali velky pokles infekénosti jedinci v
karanténé a pti hospitalizaci z divodu omezeni kontaktu. Avsak pti epidemii SARS
2003 zpusobily prenosy z hospitalizovanych pacienti na zdravotnicky personal ex-

trémni akceleraci epidemie [§].
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2 ResSerse modelovani COVID-19

V pribéhu roku 2020 vznikly myriddy védeckych praci na téma modelovani pan-
demie COVID-19. Avsak existuji velmi odlisné pristupy k tomuto problému, kde
deterministické modely tvori pouze jednu z moznosti. Dalsimi jsou naptiklad plné
stochastické modely ¢i predikce na zakladé hlubokého uceni, které jsou mnohem pri-
stupné;jsi nez drive diky rostouci kapacité vypocetni techniky, ¢i inovativni pristup
v podobé analyzy dopravniho toku v urcité oblasti, jez je zalozeno na siteni mezi
vrcholy grafu. Uvedme nékteré postupy a zavéry vybranych studii relevantnich vici
modeltim predstavenych v prvni kapitole.

COVID-19 je respira¢ni onemocnéni zpusobené virem SARS-CoV-2 (puvodné
nazvan 2019-nCOV) se vznikem v pravdépodobné zoonotické udalosti. Pacienta nula
1ze nejspise situovat do provincie Chu-pej v Ciné do podzimu 2019. Prvni epicentrum
pandemie vzniklo ve mésté Wu-chan této provincii. Virus je mozné detekovat jiz 1-2
dny v hornich cestach dychacich pred nastupem symptomt. Aktivni replikace viru
probihd v pruméru 7-12 dni [20].

De Brouwer et al. [17] pouzili jednoduchy SEIR model a Bayesovskou re-
gresi pro uréeni parametri na data z Belgie, Spanélska, Jizni Koreje a pevninské Ciny
z jarnich mésicu 2020, z cilem odhadnout zmény Ry po oficidlné zavedenych kont-
rolnich opatienich. Autoii odhadli pokles reprodukéniho ¢isla v Ciné z ptvodnich
4.94 (22.02.2020) na 1.90 (0 69%) a to zahy po pozastaveni veskeré vefejné dopravy
v postizenych regionech. Po uzavieni vsech zbytnych podnikii doslo dokonce ke sni-
zeni Ky podle SEIR modelu na hodnotu 0.055 (znovu se skokovym efektem). To vsak
nelze tvrdit podle autort o dalsich zkoumanych teritoriich, kde vzdy dochézelo jen
k postupnému nastupu efektu (v radu tydnu). Pti fitu modelu na kumulativni pocty
pifpadii bylo autory dosazeno velmi dobrych vysledki s vyjimkou Ciny. Autofi dale
dokazujf bias v testovani na prikladu Spanélska, kdy z divodu limitovaného poétu
testi a preferovaného pouziti na symptomatické jedince, doslo k extrémnimu pod-
cenéni pripadi zejména ve vékové skupiné 20 — 29 let (= 7x). To na zakladé dat z
Jizni Koreji (s demografickou upravou), kde dochézelo intenzivné k plosnému testo-
vani obyvatelstva, a idaji o mortalité. Autori spekuluji o vlivu této vékové skupiny
na iniciacéni faze epidemie, nebof se jedna o socialné velmi aktivni skupinu. Déle
bylo prokazana neproveditelnost opatieni, které by zajistovala pouze promotrovani
populace, nebot naptiklad podle modelu SIR je pro Ry, = 3 pri kulminaci epidemie
infekéni 30% populace, avsak kapacita luzek na JIP v EU je pouze priblizné 20 na
100 tis. obyvatel. Takze saturace systému je nevyhnutelna pri odhadu 1% nemoc-
nych s kritickym pribéhem COVID-19 a casova skédla takové strategie je nékolik
let.

V clanku [I8] He et al. provadi analyzu svého puvodniho modelu, jenz vychazi
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Obr. 2.1: (a) digram modelu SEQIHR podle [18]. (b) (pfevzato z [I8] - upraveno) simulace
modelu pro data z Chu-pej.

ze SEQIHR ([1.30]), a jeho aplikaci na data z Chu-pej z pocatku roku 2020. Diagram
modelu je vyobrazen na Obr. (jsou pouzité odlisné znaceni pro parametry ridici
tok mezi kompartmenty). Jsou patrné rozdilnosti vuci , jako je navrat jedincii
zpét do S. I, znac¢i nemocné, jejichz mnozstvi kontakti bylo sniZzeno na zékladé
intervenci. () tentokrat predstavuje jedince zdravé, avSak v izolaci. EX znac¢i vnéjsi
populaci. Parametry modelu, které nejsou zjistitelné z referen¢nich biochemickych
analyz, byly odhaleny pomoci algoritmu optimalizace hejnem ¢astic (particle swarm
optimization). Autori dale analyzuji podminky vzniku chaosu v systému na zikladé
algoritmu 0 - 1 testu (0 - 1 test for chaos) a predpokladu Sumu a periodicity (s
radové malou amplitudou) zejména v koeficientech 5 a 2. Test dokaze odlisit regu-
larni chovani systému (napt. periodicitu, kvazi-periodicitu) od chaotické dynamiky.
Pracuje pfimo s ¢asovou radou generovanou systémem, tedy neni nutné provadét
rekonstrukei ve fazovém prostoru [19]. Analyza ukazala, ze systém muze generovat
chaos pro jisté parametry a na urcité casové skale. To bylo presentovano na radé
bifurkac¢nich diagramii a priklad kdy pro urcité koeficienty neni patrna konvergence
pro I & I,. Clanek vSak nezkoumal Lyapuntiv exponent systému, tedy nenf mozné
fici, jak presné musi byt urceni pocatecniho stavu epidemie, aby mohla byt predikce
naptiklad po nékolik tydnii v urcitych mezich presnosti. Na Obr. jsou vyob-
razeny simulace ze [I8]. Odhad velmi dobfe kopiruje fazi propuknuti epidemie, ale
presnost velmi klesa ve fazi inhibi¢ni. Autori tento trend vysvétluji ¢asovou promén-
livosti protiepidemickych opatfeni, kterd nebyla promitnuta do parametri, a déle
absenci optimalizace vice parametrii, nebot ¢ast z nich byla prevzata z referenci.
Sviij model vychazejic také z predstavili Biswas et al. [21], ktery aplikuji
na prvni vlnu epidemie v Indii na jare roku 2020. Model je modifikovan pridanim
kompartmentu predstavujici asymptomatické jedince, je pridan tok jedincti z vnéjsi
populace (parametr ) a navrat po uzdraveni do S, je brdna v tivahu dmrtnost z

divodu nemoci a jinych pri¢in (parametry ¢, p). Formulace Ky byla dovozena po-
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moci genera¢ni matice (nect-generation matriz), konkrétné jako spektralni polomer
matice FV ! (F vznikla derivaci podle jednotlivych ¢lenii matice, jenZ predstavuje
absolutni prirtstek infikovanych za jednotku ¢asu, v bodu populace prosté infekce
- V vnikla podobné, avsak z matice predstavujici toky jedincii mezi kompartmenty
[6]). Déle je v ¢lanku dokazéna existence positivni invariantni mnoziny pro dany
model, tj. bez ohledu na podobu atraktoru systému, tak kazdé reseni, které vstoupi
do oblasti hyperkrychle ohranic¢ené ¢isly 0 a w/u pro jednotlivé kompartmenty, ni-
kdy tento region nemuze opustit [I4]. Autori rozdélili data na pred a po vlddnich
intervencich. K odhadu parametrii pouzili metodu nejmensich ¢tvercti. Model mno-
hem lépe predikoval chovani epidemie po zavedeni kontrolnich opatfeni. To bylo
pricitano nejistoté v poctu nedetekovanych pripadi na poc¢atku epidemie. Ry v pre-
dintervencni fazi epidemie bylo odhadnuto na zédkladé poc¢ateéniho riistu stejné jako
v rovnici na hodnotu ~ 2.39. Ve fazi s protiepidemickymi opatfenimi au-
tofi urcovali takzvané efektivni reprodukcni cislo (Ry), jenz je zavislé na aktudlnim
prirustku novych pripadi choroby, respektive prirtstcich od pocatki epidemie z
jednotlivych ¢asovych jednotek, respektive pravdépodobnostnim rozdéleni setrvani
jedinct v jednotlivych kompartmentech. V ¢lanku je predpokladana exponencilni
distribuce. Pro takto definované reprodukéni ¢islo je mozné hodnotit efektivitu kon-
trolnich opatieni v ¢ase. Autori odhaduji, ze az 45% pripadi je asymptomatickych.
Simulace dale ukazuji, pfi nulovém efektu opatieni by byla mira zasazeni az 37%
obyvatel Indie. Pokud vSak naptiklad 77% obyvatel o polovinu sniZi riziko pfenosu
(tj. koeficient () naptiklad pfes redukci dennich socialnich kontakti, vyssi hygie-
nickou bdélosti apod., bude konecéné velikost epidemie tvorena jen 0.28% indické
populace.

Garba et al. [22] formuluji podobné jako Biswas svij model na zdkladé struk-
tury SEQIHR, s pridatnymi kompartmenty pro asymptomatické nakazené, nemocné
s mirnymi pfiznaky a nemocné s tézkym priitbéhem. Je zohlednéna mira percepce
(ve smyslu zmény chovani) epidemie mezi obyvatelstvem v podobé skupiny P, jenz
je vymezena z S. Byl umoznén tok jedincti do populace. Tito jedinci maji snize-
nou pravdépodobnost nakazy. Koeficient (3, jenz tidi pocet novych nemocnych, je
vyjadren podle [22] jako

50 = o) 1 18] 2.)

N(t)
(koeficienty upraveny z diuvodu vyhnuti se ambivalenci v textu) kde a udava efek-
tivnost intervencnich opatieni (0 < a < 1), o urcuje odhad sily odpovédi populace
na tyto opatfeni. Reprodukéni ¢islo pro model byl dovozen znovu pres generac¢ni
matice. Autori tento model pouzili na simulaci predikce chovani prvni viny epidemie

v JAR ve druhém a tretim c¢tvrtleti roku 2020. Byla vyloucena data pfed omezenim
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pristupu do zemé a karanténa pro navrativsi se jedince, aby bylo mozné vyloucit
priliv nedetekovanych jedinct a tim zamezit chybam v predikcich. V ¢lanku je poté
provedena simulace efektu lockdownu s trvanim 35 dni, ktery je nasledovan dalsim
lockdownem o proménlivé délce nékdy v pritbéhu néasledujicich 70 dni s predpokla-
dem snizeni frekvence kontakti o vice nez 50%. Bez intervence by ¢inil prirastek
podle predikce az 100 tis. pripadid denné pri kulminaci pandemie na pocatku cer-
vence 2020. S vladnimi opatfenimi (35421 dni lockdown) byla oc¢ekévana kulminace
az v druhé poloviné cervence s maximalnim priristkem mezi 13 — 14 tis. pripadi
denné. Podle [23] doslo k vrcholu pandemie koncem ¢ervence s maximalnim prirust-
kem 13944 pripadl. Avsak oficidlni vladni kontrolni opatfeni méli trvani od zacatku
kvétna 2020 do konce zari 2020 v raznych stupnich omezeni, kdy nejptisnéjsi byla v
platnosti kvéten az cerven. Tedy neni zcela mozné potvrdit nexus mezi predikcemi
a skuteénym prubéhem. [22] dale udava simulace zavislosti efektivnosti detekovani
novych pripadi (nebot jejich infek¢nost je signifikantné snizena naslednou izolaci)
na konecnou velikost pandemie a ukazuje, pokud dojde k tspésné detekei jiz 50%
novych nakazenych, tak lze ocekdvat 60% snizeni v konecné velikosti zasazeni.

Vliv heterogenity v kontrolnich strategiich na rtzné vékové skupiny zkoumd
Yang et al. [24] s predikei pro demograficka data ze statu Sao Paulo, Brazilie. Po-
uzity model vychazi ze SEQIHR s priddanim skupin asymptomatickych jedincia A,
rozdélenim kompartmentu () na nakazené a zdravé, je umoznén tok jedincu do po-
pulace a letalita z diivodu choroby. Model je rozdélen na dvé ¢asti pro demografickou
skupinu 20 — 50 let, respektive 50 >, kdy tok mezi témito dvéma skupinami je Ti-
zen koeficientem na casové skale odpovidajici vékovému rozlozeni populace. Autori
zkoumali scénare aplikace izolace pro obé vékové skupiny v rtizné parité a nasledné
konsekvence na po¢ty nemocnych ve vazném stavu. Naptiklad v rezimu, kdy polovina
obou skupin bude v izolaci (tj. signifikantné snizi sviij pocet kontakt za jednotku
¢asu) dojde sice ke zpozdéni kulminace epidemie, avsak poc¢ty nemocnych s tézkym
pribéhem budou srovnatelné jako v pripadé scénare bez izolace. U strategie, kdy
pouze starsi vékova skupina zustane izolovana, dojde ke snizeni tézkych pripada u
této skupiny o priblizné 50% a o ~ 30% u vsech obyvatel. Autofi pripousti, Ze ta-
kovy efekt je pro protiepidemicka opatreni zadouci, avsak implementace v takového
rezimu je obtizna.

Oz et al. [20] zkoumaji vznik kolektivni imunity a takzvany after-burn effect epi-
demie na datech z riznych mist svéta. Jednd se o fazi vyhasinani nakazy, kdy se
efektivni reprodukéni ¢islo drzi pod hodnotou 1, avsak muze trvat dlouhou dobu nez
dojde k iplnému zastaveni siteni. Autori disputuji tvrzeni, jenz tvori predikce spoji-
tych deterministickych modeli, ze ke vzniku kolektivni imunity populace naptiklad
pro pocateéni Ry = 3 dochézi u parametru COVID-19, az prii ndkaze nejméné 40%
obyvatel vymezeného tzemi. Takovy prubéh by byl podle ¢lanku pravdépodobny
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Obr. 2.2: (pfevzato z [20] - upraveno) after-burn efekt a kolektivn{ imunita populace pro N = 106,
1/a =10 dni, Ry = 3. Ry je zévislé na I(n) (a) ziddna kontrolni opatteni. (b) lockdown jen pokud
prevelance ndkazy prekro¢i préh (0.2% populace v simulaci). (c) jeden lockdown po dosazeni
Ry < 1. (d) prisna opatieni kopirujici zdvaznost epidemie, avSak vzdy jsou pod prahem vstupu do

lockdownu.

jen v pripadé homogenniho miseni populace, tj. kazdy jedinec by mél stejnou prav-
dépodobnost, ze se nakazi v dalsim casovém kroku (jak bylo jiz fe¢eno v kapitole
. Jinymi slovy diskrepance oproti deterministickym modeltim jsou v tomto pfi-
padé signifikantni a je nutné je vysvétlit. Autori ¢lanku pouzivaji k modelovani graf
kontaktti jedinct. Predpokladaji heterogenitu v poc¢tu kontaktt v podobé rtznych
distribuci pravdépodobnosti nakazy. Tedy existuji nemocni jedinci, ktefi maji mno-
hem vétsi pravdépodobnost dalstho Sifeni, ale také zdravy jedinci s mnohem vétsi
Sanci stat se nakazenymi nez ostatni. Pravé korelace mezi témito skupina a existence
superprenaseCii ma podle autoru drasticky efekt na odhad procenta populace pro
ziskani kolektivni imunity a také nadsazeni R, i o desitky procent nez ve skutec-
nosti. Nejdrive jsou dovozeny vysledky pro obecnou podobu pravdépodobnostnich
rozdéleni nakazlivosti pro jednotlivé uzly grafu. Konkretni simulace jsou s pouzitim
gama rozdéleni a Paretova rozdéleni. Za predpokladu gama distribuce je dospéno ke

vztahu vyjadiujici miru zasazeni populace, kdy je dosdhnuto kolektivni imunity,
e=1— R, o (2.2)

(podle [20]). Tedy naptiklad pro Ry = 3 a 1/a = 6 dni dostavame ¢ ~ 9%, coz je
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pokles o 30% oproti deterministickému modelu. Déale je kvantitativné vyhodnocen
after-burn efekt, kdy i po dosazeni kolektivni imunity populace miize pocet novych
piipadu klesat jen pozvolna. Na Obr. [2.2] jsou grafické vystupy téchto simulaci, kde
kolektivni imunita je dosazena pfi poklesu pod K,y = 1. Vysledky [20] implikuji nut-
nost ponechani lockdownu v platnosti, respektive zavést lockdown v pripadé dosazeni
kolektivni imunity pro zamezeni after-burn efektu. Jak je patrné z Obr. dochazi
k extenzivnimu sifeni nemoci dlouho po promoreni populace. V pripadé reakéniho
prechodu do lockdownu po prekroceni prahu zasazeni a zpét do mirnych kontrolnich
opatteni je mozné vidét na Obr. 2.2b] Pocet novych piipadi strmé klesd po dosa-
zeni kolektivni imunity. Populace na Obr. zavadi lockdown ihned po dosazeni
Ry = 1, vidime mnohem rychlejsi pokles nez v prvnim pripadeé. Ctvrta populace
zavadi opatreni, které nejsou tak ptisna jak lockdown, avsak drzi stale hodnoty no-
vych pripadl pod vymezenym prahem. V tomto pripadé dosazeni kolektivni imunity

nastava témér ve stejném okamziku, kdy se populace stava prostou infekce.
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3 Design modelu a simulace

Jak bylo nastinéno v ptredchozich dvou kapitolach, existuje mnoho pristupt pro
vystizeni trendu probihajici pandemie. Konkretizujme snahy na oblast Itdlie prvni
poloviny roku 2020 pro celou kapitolu. Nékteré studie jako [29] adoptuji jednodu-
chy SEIR model, které disponuji vyhodou malého poc¢tu parametri, avsak za cenu
velkého poklesu schopnosti sledovat dynamiku nékterych skupin infikovanych. Na
druhou stranu napiiklad autori [28] integruji do struktury svého modelu témér state
of the art biologické charakteristiky COVID-19 v podobé mnoha infekénich skupin a
definic tokt mezi nimi. AvSak je zfejmé, ze neni vzdy mozné ¢i pozdéji proveditelna
validace v takovém pripadé predikce s konkrétnimi daty. Toto tskali bude pivotnim

prvkem ve formulaci ptivodniho modelu.

3.1 Model

Uvazujme model, ktery bude odrazet nejlépe kategorie nemocnych bez dodate¢ného
dovozovani, tj. takové, které byly monitorovany u COVID-19 v priibéhu prvni viny
pandemie. Jinymi slovy kalibrace parametri by méla probihat na zakladé dat pro

co nejvice kompartmentii. Necht je tedy model definovan jako

s
S :—N(ﬁPP-i‘ﬁI[-FﬁHH)—i—MR

P = ;(BPP—kﬁ]I—i—ﬁHH)—m(lf—Foz)Pl

/

P.=m(k+a)Pj.y —m(k+a)P;, j=2,...,m

I, = mkPy, — (0 + ma)L;

' : (3.1)
I.=mal;_y — (Og +ma)l;, j=2,....m

Hl = QH[ — ((9[( +OéH)H

D' =~K

R' =ma(l, + Pn) + agH + agK — uR,

kde . .
P=YP, I-%1I, (3.2)

=1 j=1

Tedy necht skupina S znovu oznacuje jedince nachylné k infekci. P je pocet jedinc,
jenz jsou symptomaticti ¢i asymptomaticti. Je zfejmé, Ze kazdy nemocny jedinec
musel projit touto skupinou, nebot detekce nastava az po nakazeni. I znac¢i naka-
zené, detekované, a/symptomatické jedince a necht maji tito jedinci snizenou (nebo

pozménénou) schopnost siteni infekce napiiklad z divodu karantény. H necht jsou
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Obr. 3.1: Diagram modelu (3.1]) - (pro prehlednost vyobrazeny pouze parametry toku).

hospitalizovani jedinci avSak v nekritickém stavu, K jedinci v kritickém stavu (na
JIP), D pocet zemfelych z duvodu choroby a R uzdraveni. Necht je celkova po-
¢atecni populace zachovéana, tj. N =S+ P+1+ H+ K+ D+ R, N' = 0 pro
vsechna t > 0. Bp, (7, By znaci mnozstvi kontakti za jednotku casu mezi ¢leny
S a P, respektive I, respektive H. Aby byly tyto koeficienty nezavislé na velikosti
populace, jsou vyjadieny v systému délenim N na rozdil od prvni kapitoly. Pro zjed-
noduseni neptedpokladame prenos (¢i je fadové zanedbatelny) choroby z pacienti
na JIP a zpétny tok pacienti K — H, respektive H — [I. x 1tidi tspésnost detekce
nemocnych. 6y, respektive 0 urcuji mnozstvi jedincl, u kterych dojde ke zhor-
seni pribéhu onemocnéni a musi dojit k hospitalizaci, respektive je nutné je umistit
na jednotku intenzivni péce. v vymezuje jedince, kteri chorobé podlehnou, avsak
predpoklddejme takovy scénéar jen pro skupinu K (coz je prirozené pred saturaci
systému zdravotni péce daného regionu). «, auy, o 1di rychlost uzdravovéani (pre-
chod do neinfekéni faze). Byly predpokldadéany odlisné hodnoty pro kompartmenty
I, H, K, avsak stejné pro I a P, protoze nebyla dokdzana zména doby infekénosti u
COVID-19 u symptomatickych (mirny priabéh) a asymptomatickych jedincu [17], ale
existuje u pacientu s tézsim priubéhem onemocnéni. Déle je umoznén tok R — S, Ti-
zen parametrem p, nebot byly potvrzeny pfipady druhotného prodélani nakazy [17].
Diagram modelu je na Obr. B.I] V meritu sekce bylo zvoleno gama rozdéleni se-
trvani ve skupinach P a I, které je Tizeno tvarovym parametrem m, a tedy bylo
nutné zavést vztah pro prvni, respektive druhou rovnici a vznik novych

nakaz. Role nékterych parametri miize byt vidéna i v podobé pravdépodobnosti.

(8]
a+9H

toho aniz by byl hospitalizovan, podobné a:feK predstavuje Sanci hospitalizovaného

pravdépodobnost imrti jedince na JIP ¢i

Napriklad ziejmé udava pravdépodobnost zotaveni detekovaného jedince bez

K
a+kK

na vyléceni bez presunu na JIP,

.
Ytok
pravdépodobnost detekce infikovaného jedince.

Jiz v prvni kapitole byla popsana krucidlni role reprodukéniho ¢éisla pii popisovani
dynamiky epidemie danym modelem. Bylo také patrné, ze dovozeni R, pro tii a vice

rozmérné modely v podobé hledani parametrii stability ve vlastnich ¢islech jakobianu
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okolo kritického bodu systému je velmi pracné. Jak bylo naznaceno ve druhé kapitole,
tento postup lze alternativné provést pres generacni matice a jiz klasicky vysledek
Plemmonse a Bermana [26]. Necht nezdporny vektor F predstavuje tok novych
infekei v populaci, respektive nezéporny vektor 4 (tok ndsobime —1) v kazdém svém
prvku tok z jednotlivych kompartmentii. Poté necht je kazdy prvek F, respektive
v linearizovan okolo bodu populace prosté infekce (zna¢me yp), jenz da vzniknout
n X n maticim F, respektive V

e oV,

F,: = 2 (y), L V= (o), 3.3
17 B, (%0), resp 1 o (%0) (3.3)

kde i znaéi i-ty prvek vektoru F, v, respektive j predstavuje j-ty kompartment,
respektive n pocet kompartmenti. V nasem pripadé ovsem n — 2 nebof prvni rovnici
(3.1) vynechdvame, protoze muze byt vyjadrena ze zbylych rovnic z divodu zacho-
vani N a déle tok do D je pouze jednosmérny a obdobné vyjadien z rovnice pro K.
Tedy konkrétné pro systém dostavame

- m m -

S(BpP + Bil + By H) Bp...Bp Br...Br Bu 0 0
0
;o ' SFo | 0.0 0.0 0 00 (g4
0 1 0...0 0...0 0 0 0]

kde ¥ je (2m + 3)-prvkovy vektor a F mé dimenzi (2m + 3) x (2m + 3). Podobné
plati

m(k + )Py
: - . -
m(k + a)(Pp — Pp_1) m(n.m)
(O + ma)l; — mkPy, L
V= : Lvil= | Eemewn |
Oy +ma)l,, — mal, 4 M
Orc + ) H = Ol PR
(ar +7)K =0 H | (ko) (eur+05) (ma+077)? |
_MR —mo(Py, + I,) —apH + aKK_

(3.5)
kde ¥ je (2m + 3)-prvkovy vektor a Vi jiz zna¢i prvni sloupcovy vektor inverzni
matice V, nebot hleddme spektralni polomér matice FV~!. V=1 byla vyjadiena z
V pomoci Gauss-Jordanovy eliminace prevedenim na trojuhelnikovy tvar, sledovani
znaménka permutaci u eliminace, vyuziti invariance determinantu matice pri ode-
¢teni nasobku jednotlivych vektorti mezi sebou a nakonec vtahu pro mezi inverzni

matici a matici adjungovanou a determinantem matice (dikaz naptiklad v [31]). Z
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Obr. 3.2: (a) vystup 0-1 testu v pg roviné s prvnim nastavenim (viz text).(b) vystup 0-1 testu v
pq roviné s druhym nastavenim (viz text). (c¢) fez podivnym atraktorem v SP roviné pro druhé na-
staveni 0-1 testu. (d) citlivost (absolutni hodnoty) Ry na jednotlivych parametrech a pii vychylenf
od Ry = 2.

ditvody piehlednosti byl vyjadfen pouze prvni sloupcovy vektor V=1 ve (3.5)) a na-
vic bez dvou poslednich prvkil nebot pfi vynasobeni F s matici V~! budou nulové.
Je jasnd dilezitost pouze tohoto vektoru z divodu vytvoreni jediného nenulového
prvku na diagondle FV ™!, coZ je hledané vlastni ¢islo a také spektralni polomér
matice, tedy dostavame reprodukéni ¢islo pro systém v podobé

1 kB m_l( mao )j KOy B (2ma + Op) (3.6)

- 4
o K+ a br (ma—k@H)jZO ma + 0y ag + 0k)(ma + 0y)?

Vsimnéme si nezavislosti vii¢i parametrim p, ok, 7.
Casto je vyhodné kvantifikovat vliv parametri modelu na reprodukéni ¢islo. Pri

pouziti metody podle [25] zavedme senzitivitu parametru jako

9Ro 4i
9q; Ro’

kde ¢; je néjaky parametr systému, jehoZ vliv zkoumame. Na obr. vidime

(3.7)

numerické vyhodnoceni, kdy jako zakladni hodnota byla uvazovano X, = 2 pro
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[Bp, Br, Bu, Ky o, oo, O, O] = [0.264,0.026, 0.006, 0.16, 0.030, 0.069, 009, 0.024] a m =
5 a konkretni hodnoty odpovidaji pfi zméné parametria 0%. Déale je mozné na témze
vyobrazeni vidét ménici se senzitivitu pii proménné hodnoté v rozmezi £50% od
zakladni hodnoty. Vyznamnost senzitivity parametra tkvi ve vlivu, ktery maji na
zménu Ry, tj. ¢im vyssi senzitivita (absolutni hodnota) , tim vyssi AR, pii dané
zméneé parametru. Takto vytypované parametry jsou klicové pro vyvoj epidemie
podle zvoleného modelu. Z obr. je patrné, ze jsou to predevsim (p, 1, k a a.

Zkoumani dynamiky a topologie systému je z divodu mnoha rozméru fazo-
vého prostoru (> 3) a moznosti neautonomity systému (muzeme pripustit zavislost
parametru na Case) obtizné studovat analyticky. Omezme snazeni pouze na konsta-
tovani, zda je mozné za urcitych podminek ocekavat chaotické chovani systému ¢i
je dynamika vzdy regularni. K tomuto vyhodnoceni bude pouzit 0-1 test podle [19].
Meéjme jednorozmérnou ¢asovou fadu generovanou systémem ¢(n) pron = 1,2,. ...
Vyuzijme napriklad P(t) s frekvenci 10 vzorku za jednotku ¢asu. Déle definujme
podle [19]

1 ¢(4)sin(je), (3.8)

zi: Jeos(jc), q(n) =

kde ¢ € (7/5,47/5). Pokud ma systém reguldrni dynamiku, tak by krivka (p(n), g(n))

n
j:

méla byt omezena, v pripadé chaotického chovani by tato kiivka v pq roviné méla mit
difuzni tvar (podobny Brownovu pohybu) a tedy pro n — oo neomezena. Pro simu-
laci byly uzity hodnoty [N, P, I, H, K, D, R] = [10°,1000, 100, 25,0,0] s parametry
(B, o, o, ok, 0, O, v, m, u] = [0.006,0.30,0.069, 0.7, 0.009, 0.024,0.001, 5, 0.33].
Bylo zkoumano nékolik ptripadi. V prvni simulaci bylo chovani Sp tizeno podle rov-
nice (1.58) s Bpg = 5, h =10, v = 0.8 s konstantnimi f; = 0.5, k = 0.4 a ¢ = 3x/10.
Krivka v roviné pq vsak je ziejmé symetricka a ohranicena, jak je patrné z vystupu
na obr. [3.2a] Ve druhé simulaci byl testovén pripad, kdy Sp (zistdvd nezménéna) a
k, respektive 7 jsou také proménné podle s Bro = 0.4, hg, = 7, vz, = 0.3,
respektive kK = 5, h, = 5, v, = 0.9. Na obr. je patrna trajektorie podobna
Brownovu pohybu. Na obr. je vyobrazen fez podivnym atraktorem v fazové SP
roviné pro zminéné hodnoty parametri a pocatecni podminky. Je zde viditelna i
transientni ¢ast reseni konvergujici k atraktoru. Tedy lze tvrdit, ze dynamika (3.1))
muze vykazovat chaotické chovani a to v urcité mire predjima snizeni davéry v pre-
diktivni schopnost modelu, avsak je nutné podotknout, ze hodnoty pouzité ve druhé

simulaci méli extrémné oscilacni charakter, ktery nelze oc¢ekavat v realné situaci.

3.2 Data

Pro retrospektivni analyzu a testovani (3.1)) byla vybrdna prvni vlna pandemie
COVID-19 v severni Italii s daty v rozmezi od 1. bfezna 2020 do 31. kvétna 2020.
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Obr. 3.3: Grafické vyobrazeni nékterych monitorovanych hodnot z [30]. Den 1 predstavuje 1.
brezen 2020. (Jsou dilezité pouze diskrétni hodnoty v jednotlivych dnech, zobrazeni je spojité pouze
pro prehlednost, spojnice mezi hodnotami nemd zaddného smyslu). Hodnoty jsou normalizoviny
poétem obyvatel regiont, aby byly srovnatelné. (a) regiony zdjmu. (b) detekovani nemocni (mirny
prubéh). (c) denni detekce. (d) hospitalizovani - (nekriticky stav). (e) hospitalizovani na JIP. (f)

uzdraveni v kumulativni formé. (g) denni pocet testi.
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Tento interval byl zvolen tak, aby obsahoval pokud mozno fazi exponencialniho
ristu nakazenych a c¢astecné i inhibi¢ni fazi u vsech sledovanych regionti. Surova
data byla pfevzata z [30], kam byla postupné nahravana italskym Ufadem pro Ci-
vilni Ochranu (Dipartimento della Protezione Civile). Pro kalibraci modelu budou
vyuzity data pro skupiny I, H, K, D, protoze pouze u téchto dat je mozné tvrdit ¢i
porovnat, ze se jedna o bijektivni vztah mezi jedinci v kompartmentu a zaznamena-
nymi realnymi pocty. Monitoring uzdravenych jedincti nebude pouzit pro kalibraci
parametrii, nebot predpokladame velké mnozstvi nedetekovanych, tedy by tyto data
byla velmi zkreslujici. Na obr. je mozné spatrit graficky nékteré sledované kate-
gorie jedinci. Obr. byl zahrnut, aby mohlo byt alespon observacné receno, ze
nedochazi k vyznamné korelaci mezi mnozstvim testti provedenych denné a mnoz-
stvim nové detekovanych. (V origindlnich datech byla tato kategorie v kumula¢nich
c¢islech, proto byl vektor téchto hodnot nasoben diferenéni matici a tim byly ziskany
poCty na obr. . Dva vyrazné peaky na zminéném grafu jsou dva denni pokusy
o odhad prevalence a komunitni imunity na COVID-19 (tj. testovani i zdravych ¢
asymptomatikych jedincti) v populaci vybranych mést v regionech Emilia-Romagna
a Lombardie [27].

V dalsi sekci bude dtlezité sladit kalibraci parametrii modelu s klicovymi re-
gulacnimi udélostmi béhem vymezeného obdobi epidemie (1.3. - 31.5. 2020), které
mohou vyznamneé ovlivnit dynamiku sifeni. Na zakladé zavedenych kontrolnich opat-

feni italské vlady uvedend v [27] byla data rozdélena chronologicky do ¢tyt fazi:

Fdze 1 - 1.3.-16.3. - pocatecni faze bez jednotnych kontrolnich opatteni

celostatni pozastaveni vsech neesencidlnich sluzeb a

Fize 2 17.3. - 27.3.

komercénich aktivit, zdkaz cestovani mezi regiony

severni Itélie

zprisnéni opatreni, celostatni lockdown, zakaz i
Faze 3 - 28.3.-30.4.

sportovnich aktivit venku, zruseni mnoha

vyjimek z minulych natizeni

gradudlni uvoliovani restrikci béhem kvétna

Fdze 4 - 1.5.-31.5. L. . } o o )
v zavislosti na situaci v jednotlivych regionech

Je nutné podotknout, Ze zminéné intervaly byly zvoleny zna¢né heuristicky a tedy pri
podrobnéjsim studovani lokalnich natizeni by mohlo byt dospéno k odlisnym fazim.
Avsak pri jemnéjsim déleni intervalu mize dojit k priliSnému snizeni poméru mezi
poctem redlnych hodnot a poctem parametri modelu a tim ke snizeni schopnosti
modelu vystihnout dlouhodobéjsi trend.

Pokud byla data v této kapitole normalizovana, tak bylo uc¢inéno pres pocty

obyvatel jednotlivych regiont, respektive celé Itélie uvedené v [30].
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3.3 Odhad parametrt

Odhad parametrit modelu pres existujici data je nezbytné pro reprodukovani cho-
vani epidemie do minulosti a pro produkci kratkodobych predpovédi. Formélnéji
necht Y =Y (t,p) predstavuje feseni pro néjaké Yy, aby byla zdiiraznéna za-
vislost Teseni na daném vektoru parametri. Déle necht je p'e P, kde P predstavuje
vektorovy prostor s dim(P) = n,, jenz vyjadiuje pocet kalibrovanych parametru
nasobeny poctem fazi z minulé sekce. AvSak u specifickych parametri nebudeme
oc¢ekavat vyznamnou zménu na kazdé fazi. Jmenovité uréeme o, ay, ag, i, u nichz
nelze ocekavat zménu jako reakci na protiepidemicka opatteni, tedy budou optima-
lizovany pouze jednou pro celé sledované obdobi. Necht dale pro zjednoduseni plati
u vsech fazi fp ~ cpf, kde cp je konstanta imérnosti, tj. bude odhadovano prave
toto ¢islo nikoliv ;. Potom dostévame dim(®P) =4 -6+ 4 = 28 (bylo vynechano y,
viz dalsi sekce). Je jasné, Ze predpokladdme konstantni parametry na jednotlivych
fazich, tudiz neni postulovana zadna Casova zavislost parametri.

Poté problém miizeme formulovat nésledovné. Cilem je nalézt feSeni tohoto mi-

nimalizac¢niho problému

p=arg gleig{ﬂ (P}, (3.9)

kde p je hledany optimélni vektor parametri, respektive J(p) je chybova funkce vyja-
dfujici miru odchylky modelu od redlnych dat pres rizné kompartmenty (konkrétné

jsou to jiz zminéné I, H, K, D). Symbolicky definovana jako

1= 3 ZIIYk tj, ) — Yilt P (3.10)

k={I.H.K,D} j=0 Yi(t;)

| - || je klasickd Euklidovskd norma vektoru. Y, znacf komponenty Y odpovidajici
zminénim kompartmenttim. Vi predstavuje realné data danych monitorovanych ka-
tegorii. Déle tento ¢len ve jmenovateli zlomku pusobi jako dynamicky vahovy
koeficient (zvoleno podle [11]). d je poCet méfeni (v nasem pripadé ziejmé d = 92).

Prohleddvani prostoru P za tucelem nalezeni p bude implementovan Broyde-
niv—Fletcheriv-Goldfarbiv-Shannoniv algoritmus (BFGS) (cely postup podle [32]).
U klasické metody gradientového sestupu je nutné urcovat koeficient uceni a dochazi
pouze k vyuziti linedrni informace o chovani funkce okolo daného bodu. U Newto-
nové metody je vyuzivano i kvadratického c¢lenu Taylorova rozvoje dané funkce a

odpada nutnost koeficientu uceni. Tedy lze iteracni krok zapsat

Tr41 je novy odhad optimdlniho feSeni, f optimalizovand funkce a H™! inverzni

Hessova matice v bodé o;. AvSak je nutné v kazdém kroku tuto matici aktualizovat,
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Obr. 3.4: Ukdzka konvergence MAE (mean absolute error) pro data z Lombardie v zavislosti na

iteracich u implementovaného algoritmu BFGS.

kdy ¢asovd sloZitost této operace je fadu O(n?), a dalsf je vipocet inverzni matice se
slozitosti O(n?). Z tohoto diivodu byly vyvinuty takzvané kvazi-Newtonovské me-
tody, jenz zminénou slozitost obchazi aproximaci Hessovy matice pozitivné definitni
matici By, (v kroku k). Nejpouzivanéjsi z téchto metod je BFGS. V [32] je dokézano,
ze vhodné pozménovaci forma matice je tvaru (pri definovani jistych omezeni, které
zajisti jedine¢nost B)

Bi1 = By, + aui’ + bov”, (3.12)

kde w, U jsou vzajemné linedrné nezavislé vektory, respektive a, b redlna ¢isla. Jinymi
slovy pokud je Bg pozitivné definitni, tak musi byt i Byy1, nebof hodnost matice
au”, respektive 007 je 1 [31].

Jednou z podminek kladenych na By u vSech kvazi-Newtonovskych metod je

nutna platnost
B 1 AT, = i, (3.13)

kde 4x = Vf(Zxsi1) — Vf(Z)). Potom je mozné z (3.12) a prirozené volbé @ = iy,
v = B AZy, ziskat vyjadreni

LA (3.14)
a= = — :
UFAT ATFIB ATy,
Dosazenim zpét do (3.12)) je obdrzen vztah
o T = AT
By,.1 =B - 3.15
L BT AT, T T ATIBIAL, (3.15)

Avsak z (3.13]) plyne nutnost vyjadieni inverzni matice By. Napriklad pri aplikaci

Woodburovy maticové identity (dikaz naptiklad v [31]) a pfimymi manipulacemi s
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vyrazem vyse je ziskdno

(3.16)

Bt = (1- 500 By (1- 2200 ) 4 00

Ui AT, Up ATy )y ATy

Je mozné stéle dokdzat, ze se jednd o pozitivné definitni matici [32]. Z tohoto diavodu

také predpokladejme, ze funkce J(p) je konvexni alespon v dostatecné velkém okoli

pocatecniho odhadu py, nebot v opaceném pripadé by mohlo dochazet ke konvergenci
k faleSnym minimim jako jsou sedlové body funkce.

Algoritmus byl implementovan v prostfedi MATLAB. Z je zfejmé, ze kazdy
krok vyzaduje vypocet 1, avsak ten je neproveditelny bez prvotniho odhadu &y 1.
To bylo uc¢inéno nalezenim koeficientu (hledani bylo vzdy zapocato od hodnoty 0 az
doslo ke splnéni podminky) spliujici takzvanou Wolfovu podminku (viz [32]).

Aby bylo zajisténo, ze bude dochdzet ke konvergenci k tiZenému minimu J(p),
bylo na zakladé vyhodnoceni urcitych spolecnych rysti nékterych parametri ve ¢lan-
cich [21], [22], [18], [29] s parametry a predbézného odhadu pravdépodobnosti
popsanych v prvni sekci této kapitoly, urc¢eno pro vsSechny kalibrace pocatecni py
hodnoty Sp = 0.5, 8y = 0.1, By = 0.01, kK = 0.3, v = 0.05, 5 = 0.1, 6 = 0.1,
a = 0.15, ag = 0.05, axg = 0.05. u bylo uréeno na pevnou hodnotu bez kalibrace
na 0.0066, odpovidajici priblizné péti mésicim. m bylo urceno individualné, pro-
toze miize nabyvat jen kladnych celociselnych hodnot. Jak metrika tspésnosti byla
zvolena prumérnd absolutni chyba (MAE). Béh kalibrace parametri pres BEGS byl
omezen na 100 iteraci. Vzdy bylo zvoleno By = I, tedy jednotkova matice. Ukazku
chovani MAE jako zavilost na poctu iteraci BEGS pri kalibraci u hodnot pro Lom-
bardii je na obr. (zobrazeno pouze prvnich 50 iteraci). Vidime velmi rychlou

konvergenci.

3.4 \Vysledky a diskuze

Na zakladé dat popsanych v sekci a metody odhadu parametri ze sekce [3.3
byly urceny parametry u vSech zminénych regionti a celé Italie pro vymezené faze
a obdobi. Jako pocateéni podminky byly zvoleny hodnoty z [30] odpovidaji prvnim
dniim po zacatku dané faze. U kompartmentu P pro néjz neexistuji data byl u
prvni faze proveden odhad poéatecéni hodnoty jako pétindsobek (urceno podle [33])
detekovanych jedinci v tomto okamziku. V dalsich fazich byl tento pomér odhadnut
jako primeérny pomér hodnot mezi P a I z ptredchozi faze. Podobné bylo postupovano
kalibrace parametru jsou uvedeny v tab. [3.1 Neni predloZen koeficient cp, ktery
byl urcen u vsech regiont na ~ 0.0108. Velikost Sy vzdy Cinila méné néz zvolend

hladina pfesnosti (< 107%), proto bylo stanoveno ~ 0 u viech regionii. O¢ividné tento
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Emilia-Romagna

Faze Bp K ¥ O O « oy K Ro MAFE
1 0.3742 | 0.1760 | 0.2520 | 0.0534 | 0.0683 1.4973 4.4616
2 0.2421 | 0.1075 | 0.3529 | 0.0456 | 0.0512 1.3345 7.4862

0.0728 | 0.0386 | 0.0751
3 0.1084 | 0.0509 | 0.2394 | 0.0132 | 0.0299 0.8685 | 71.9904
4 0.0813 | 0.0260 | 0.1450 | 0.0089 | 0.0225 0.8229 | 17.8368
Lombardie

Faze Bp K ~ Oy O «o ag Qi Ro MAE
1 0.4016 | 0.1819 | 0.2330 | 0.0959 | 0.0723 1.5699 | 32.4768
2 0.2029 | 0.0393 | 0.3452 | 0.0695 | 0.0588 1.3437 | 17.9683

0.0720 | 0.0306 | 0.0717
3 0.1222 | 0.0790 | 0.2725 | 0.0188 | 0.0337 1.0793 | 174.5813
4 0.0801 | 0.0443 | 0.2741 | 0.0044 | 0.0192 0.8822 | 47.2750
Piemont

Faze Bp K ¥ Oy O o oy K Ro MAE
1 0.6704 | 0.3956 | 0.2632 | 0.0629 | 0.7823 1.4278 | 32.2200
2 0.2846 | 0.1487 | 0.1248 | 0.0783 | 0.0438 1.2784 8.3019

0.0771 | 0.0358 | 0.0786
3 0.1426 | 0.0550 | 0.1520 | 0.0144 | 0.0301 1.1061 | 100.4497
4 0.0985 | 0.0282 | 0.2400 | 0.0158 | 0.0186 0.9752 | 19.4485
Benadtsko

Faze ﬂp K Yy 0H QK « (6521 [677¢ Rg MAFE
1 0.3181 | 0.0678 | 0.0771 | 0.0666 | 0.0930 2.2446 2.5936
2 0.2232 | 0.0988 | 0.0930 | 0.0462 | 0.0623 1.2923 4.0740

0.0701 | 0.0342 | 0.0720
3 0.1095 | 0.0562 | 0.1415 | 0.0174 | 0.0319 0.8415 | 52.3959
4 0.1002 | 0.0492 | 0.3769 | 0.0009 | 0.0319 0.8399 | 15.8357
Ttdlie

Faze Bp K ¥ Oy O « g K Ro MAE
1 0.4023 | 0.1660 | 0.1838 | 0.0714 | 0.0791 1.6768 | 38.6993
2 0.2309 | 0.1013 | 0.2317 | 0.0684 | 0.0587 1.3178 | 44.1232

0.0716 | 0.0393 | 0.0760
3 0.1203 | 0.0492 | 0.2066 | 0.0146 | 0.0319 0.9771 | 381.9041
4 0.0921 | 0.0412 | 0.2069 | 0.0027 | 0.0185 0.8165 | 129.9535

Tab. 3.1: Vysledky odhadu nékterych parametri, MAE a Ry.

fakt neodpovida realité, avSsak pro studovani tohoto fenoménu je nutné zajistit vice

informaci napriklad trasovanim pro zdravotnicky personal a vyuzit grafové modely.

Tvarovy parametr m byl urcen individualné, kdy po kalibraci vSech parametri, pti

niz bylo dano m = 3, bylo testovana zda dochéazi ke snizovani MAE pro rizna m,

ale jiz danych parametrech. Doslo k poklesu o jednoty az po m = 5 poté jiz méné,

tudiz tato hodnota byla uréena jako zavaznad pro vsechny regiony. Je vsak nutné

pripomenout, ze koeficient m by mél byt hlavné stanoven biochemickymi rozbory

pro danou chorobu a skupinu nemocnych.
Po nahlédnuti do tabulky vyse, na obr. a obr. lze ucinit nékteré obecné

zavery o ziskanych vysledcich platné pro vSechny regiony. Ve vsech fazich dochézelo
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Obr. 3.5: Model vs data severni Italie. Lombardie + Emilia-Romagna: (a) detekovani - mirny
prubéh. (c) Hospitalizovani - nekriticky stav. (e) nemocni na JIP. Piemont + Benétsko: (b)
detekovani - mirny priubéh. (d) Hospitalizovani - nekriticky stav. (f) nemocni na JIP. (g) zemfely

(vSechny regiony). (h) uzdraveni (vSechny regiony).
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Obr. 3.6: Model vs data Itélie: (a) detekovani - mirny pribéh. (b) hospitalizovani - nekriticky
stav. (c¢) nemocn{ na JIP. (d) nedetekovani pro vSechny regiony + Itélie.

k postupnému poklesu (p, ktery odrazi tspésnost protiepidemickych opatieni. k
vykazovala setrvaly sestup (kromé fiaze 1 a 2 u Bendtska). To implikuje pokles
pravdépodobnosti, kterou nemocny jedinec ma, ze bude detekovan. Naptiklad u
Lombardie ze 71% ve fdzi 1 na pouhych 38% ve fazi 4. To je mozné napiiklad
reflektovat ¢i pripsat zméné vékové struktury nemocnych béhem epidemie, tj. mozny
narust asymptotickych nakazenych, saturaci testovacich kapacit, nartst testovani i
zdravych jedincti, zména chovani, kdy jedinec radéji voli cestu netestovani, aby nebyl
komunitné ostrakizovan apod. Progresivni tibytek v hodnotéch je pozorovatelny i u
Oy . Zde vsak lze zpochybnovat vérohodnost predikci modelu, nebot hodnoty zejména
u fazi 1 ¢ 2 naznacuji, ze existovala Sance az 50%, Zze bude detekovany jedinec
hospitalizovany. Avsak napiiklad podle [28] byla tato pravdépodobnost okolo 20%
pred kulminaci epidemie a postupné klesajici az na troven priblizné 1%. Do tohoto
intervalu padaji parametry az ve fazich 3 a 4. fx naznacuje napriklad u Benatska v
prvni fazi az 70% pravdépodobnost presunu na JIP. A7z v pozdéjsich fazich u vSech
regiontt dochazi k presunu tohoto ¢isla do intervalia 20% - 35%, které podle [28] jsou
realisticka. ~ kolisa okolo podobnych hodnot pro vsechny regiony, tj. Sance preziti

pacienta po pfesunu na JIP ¢inni 40% - 60% (vérohodné [28]). To také naznacuje,
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ze veékové skupiny v K nebyly s postupujici epidemii prilis diverzifikované, nebot dé
se ocekavat vyssi pravdépodobnost preziti u mladsich osob. a odpovidala priblizné
primeérné dobé infekénosti 14 dnt, avsak dle literatury jde spise o 10 - 12 dni. To je
patrné zpusobeno postupem jakym byl jedinec oznacen za zdravého a neinfekéniho
do systému sbéru dat. Z tohoto divodu by bylo nejspise dobré rozdélit « pro jedince
z I a P, u nichz lze oc¢ekavat vyssi hodnoty parametru, v modelu . Cisla pro
ay koresponduji s dobou okolo 28 dni, tj. da se ocekavat, Ze jedinec bude déle
infekéni, pokud bude mit tézsi pribéh onemocnéni. ax odpovida také priblizné 14
dntim, avsak je nutné pricist i dobu stravenou v I, respektive H, pro celkovou dobu
infek¢énosti pacienta na JIP.

V tabulce je zjevny trend poklesu Ry, tudiz v kazdé fazi dochazelo k redukci
parametri, jenz maji dostatedné vysokou senzitivitu podle (3.7)). Napiiklad ve [33]
¢inil odhad reprodukéniho ¢isla na pocatku epidemie ~ 2.2, kdy samozrejmé zalezi
na pouzitém modelu, nicméné 1ze tvrdit, Ze model predikuje mensi zavaznost
pocatecni faze. Usp&snost predikce modelu pro dané faze je vyjadiena pomoci MAE.
Velmi zdatené jsou vsechny predikce pro kompartement I ve vsech fazich, kde model
ve vSech pripadech vystihl dynamiku epidemie s maximalnimi odchylkami desitek
jedincli. Obecné si model nejhiite vedl ve tieti fazi, kdy priimérna odchylka ¢inila az
vice nez 100 jedincii u regiont a témer 400 u celé Italie. To zejména z divodu dyna-
miky v kompartmentech H a K. Zde model nedokaze vystihnout aktualni trend a
pri korekci pti prechodu fazi vykazuje velmi abruptni chovani, jak je patrné na obr.
3.5 respektive [3.6] To muze byt zptusobeno napiiklad Spatnym uréenim ¢asu projevu
efektu kontrolnich opatieni dané faze. Velmi dobry je vysledek v kompartmentu D,
kromé treti faze v Piemontu (pri prechodu fazi 3 a 4 a korekci hodnot u Lombardie
a Emilia-Romagna by doslo k zdanlivému snizeni poc¢tu mrtvych, proto byl ve vyob-
razeni zobrazen na tomto rozhrani nespojité). Dynamika pro kompartmentu P
na obr. a s porovnani s I je mozné se domnivat, ze pocet nedetekovanych vici
poctu detekovanych ¢inil 2 az 4. Tedy ¢islo je podhodnocené oproti napiiklad [33],
kde autori dovozuji pomér 5 - 10. Nejlépe si model vedl pri predikcich pro Benat-
sko, kde byla primérna odchylka jen v jednotkéach jedincti, respektive ~ 52 ve treti
fazi. Nicméné je nutné ptrihlédnout k demografickym proménnym, kdy Benatsko je
nejmensi studovany region, a tudiz napriklad cela Itélie vykazuje fadové mnohem
vyssi odchylky. Celkové lze tvrdit, ze si model vedl lépe nez jednodusi modely
napiiklad v [29] ¢i [33] a srovnatelné s komplexnéjsimu modely napiiklad v [28§].

Pro testovani efektu protiepidemickych opatieni byly simulovany pribéhy epi-
demie, kdy vzdy byla postupné vynechana jedna z fazi kontrolnich opatteni. Jinymi
slovy bylo predpokladano, ze po dané fazi jiz nedoslo k zadné dalsi intervenci. Poté
byla vypoctena odhadované zasazeni populace daného regionu (po poklesu pod 100
infek¢nich jedinct). Jak je patrné z obr. respektive tab. Pti absenci vladnich
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Obr. 3.7: Hypotetické prubéhy epidemie pii absenci nékteré z vlddnich intervenci (kompartment

D).

Zasazeni [%]
bez inter. | 1 inter. | 2 inter. | & inter.
Emilia-Romagna 61.93 51.45 4.44 3.49

Region

Lombardie 65.89 50.96 16.41 4.02
Piemont 54.42 44.92 16.41 3.21
Bendtsko 82.62 46.35 2.77 1.80

Itdlie 71.54 48.85 4.76 4.31

Tab. 3.2: Odhad zasazeni pfi vynechani nékteré vladni intervence.

opatreni po 1. bfeznu a konstantnich parametrech po celou dobu pandemie (ne-
pravdépodobné) by doslo k extrémnimu naristu pripadu a pravdépodobné extrémé
rychlé saturaci zdravotnického systému. U dalsich fazi je jiz viditelnd "flattening the
curve" strategie. Je zfejmé, Ze toto zplosténi krivky je zpiisobeno poklesem v repro-
dukénim cisle. Test naznacuje, ze az po druhé intervenci dochazi k signifikantnimu
poklesu konecného zasazeni. Ve [2§] je uveden odhad zasazeni pro celou Italii po
prvni viné pandemii na 4.5%, tedy jde o nepatrnou odchylku od predikce (viz
tab. .

Limitace modelu tvori nezahrnuti vékové struktury obyvatelstva (tj. zejména
heterogenita v po¢tu kontaktu apod.), kdy by bylo nutné provést paralelizaci modelu
dle demografického rozlozen, dale diverzifikace gama rozlozeni pro vice kompart-
mentl a riznymi tvarovymi parametry ¢i zaclenéni efektu mobility obyvatelstva.
P1i kazdé epidemii dojde k urcité zméné vzorcii chovani obyvatelstva, které je pro-
mitnuto zejména do koeficienti 8 a které neni mozné spojit s konkretnimi oficialnimi

kontrolnimi opatfenimi, avsak vzdy je tento efekt pritomen [4].
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Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se se specifikami matematického modelovani v epi-
demiologii a na tomto zakladé vytvorit model, jenz by mél odrazet charakteristiky
virového onemocnéni COVID-19, a provést, respektive vyhodnotit ispésnost modelu
na dostupnych datech ze svétové pandemii COVID-19 z let 2020/2021.

V prvni kapitole byly predstaveny zakladni spojité deterministické kompartmen-
tové modely jako SIS, SIR, SEIR, SEQIHR. Tyto modely byly zobecnény pro li-
bovolné pravdépodobnostni rozdéleni fidici setrvani jedinct v kompartmentu. Poté
byla zkoumana rozdilnost v gama a exponencialni distribuci v jednotlivych skupi-
nach u modelu SEQIHR. Byly dokazany signifikantni odlisnosti zejména v odhadech
kone¢ného zasazeni populace a reprodukénich cislech. Bylo spekulovano obecné o
vétsi vhodnosti gama rozdéleni, nebot exponencialni rozdéleni vykazuje bezpamé-
tovy charakter. Tedy je vzdy nutné zvazit pouziti daného modelu, protoze muze
ovlivnit vytvareni protiepidemickych opatieni. Dale byla numericky testovano cho-
vani nékterych modeli s ¢asové proménnymi parametry. Minoritné byly predsta-
veny modely vychéazejici z teorie grafii a jejich uplatnéni v pocatku epidemie. Bylo
pripsana ekvivalence reprodukéniho cisla a primérného prebytkového stupné uzlu
grafu. Bylo ukazano na prikladech, ze i kdyz je tento stupen ostie vétsi nez 1, tak
vzdy existuje pravdépodobnost, ze nedojde k propuknuti ndkazy. Nakonec byly de-
finovany podminky, kdy dochazi ke konvergenci predpovédi grafovych a spojitych
kompartmentovych model.

Druhé kapitola byla resersi vybranych studii ve vztahu k modelovani COVID-
19, predevsim s ohledem na pouzity model, analyzu dynamiky modelu, dany region,
nékterych netrividlnich poznatki plynouci ze simulaci apod.

Ve treti kapitole byl konstruovan model, ktery meél na zédkladé sledovanych ka-
tegorii nemocnych pristupnych ve verejné databéazi pro severni Italii prvni poloviny
roku 2020, co mozné nejvice umoznit kalibraci vi¢i znamym monitorovanym sku-
pindm v databédzi. To umoznilo co nejpresnéji odhadnout chovani kompartmentu
nedetekovanych (P), jenz je klicovy pro dynamiku epidemie. Formulace modelu ob-
sahovala gama (P, I) i exponencialni distribuci ve skupinach. Parametry modelu byl
urceny pres hledani minima sumy ¢tverct rezidui pres algoritmus BFGS. Vysledky
simulaci byli velmi dobré zejména u skupin I a D u vsSech zvolenych fazi kontrolnich
opatfeni, prekonavajici studie vyuzivajici jednodusi modely, avsak srovnatelné s mo-
dely s komplexnéjsi strukturou. V kategorii H, respektive K dochézelo zejména ve
treti fazi k divergenci modelu a realnych hodnot. Byla prokazany zavéry nékterych
studii s predikei az trojndsobného poc¢tu nedetekovanych vici detekovanym jedin-
cum. Nakonec byla provedena simulace vlivu protiepidemickych opatreni. Absence

kontrolnich opatfeni by vedla k extrémnimu néaristu konecného zasazeni populace.
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