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ABSTRAKT

V klasickém pojeti zpracovani Cislicovych signalli je zakladnim pilifem Nyquist(iv teorém,
podle néhoz je mozné spojity signdl rekonstruovat z jeho vzork( tehdy, pokud byl vzor-
kovan s frekvenci alespon dvakrat vyssi, nez je nejvyssi frekvence signalu. Kvili Gspore
dat vsak v praxi signal ihned po jeho navzorkovani komprimujeme. Compressive sam-
pling se neomezuje pouze na frekvencni oblast, umoziuje signél vnimat v libovolné bazi.
Jestlize najdeme takovou bazi, ve které je signal ridky, mizeme provést pomérné maly
pocet méreni, ze kterych jsme schopni signal zrekonstruovat. One-pixel camera je jednou
z praktickych aplikaci, tvori ji pole zrcatek, které odrazeji svétlo do jediného senzoru.
Pomoci matematickych metod je pak mozné plvodni signal zrekonstruovat. Tato prace
se zabyva simulaci této kamery.

KLICOVA SLOVA

zpracovani signali a obraztl, Nyquistlv teorém, compressive sampling, one-pixel camera,
linedrni programovani, ¢;-minimalizace

ABSTRACT

The Nyquist theorem is the main pillar of the traditional digital signal processing ap-
proach. It states that the sampling rate must be at least twice the maximum frequency
present in the signal to guarantee perfect signal reconstruction from the sequence of its
samples. In practice, we often compress the signal right after the sampling process to
reduce the data size. The compressive sampling approach is not limited to the frequency
domain, it provides a new look at the signal by using an arbitrary basis. If we find a basis
in which the signal is sparse, it is possible to take a small number of samples and recon-
struct the signal successfully. One-pixel camera is one of real applications, it's formed by
digital micromirror array reflexing the light into single sensor. Mathematical methods are
then used to reconstruct the signal. This thesis deals with the simulation of the camera.

KEYWORDS

signal and image processing, Nyquist theorem, compressive sampling, one-pixel camera,
linear programming, ¢1-optimization
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1 UVOD

A7 donedévna bylo v oblasti zpracovani signali povaZovano za samoziejmé, Ze
je nutné signal vzorkovat s frekvenci nejméné dvakrat vyssi, nez je nejvyssi frek-
vence v signdlu obsazend. Toto pravidlo zndme pod nazvem Nyquisttiv (nebo také
Shannon-Kotélnikoviiv) teorém. Takto navzorkovany signél ale klade vysoké naroky
na kapacitu paméti a proto je ¢asto ihned komprimovan. Pii ztratové komprimaci se
obvykle vychazi z vlastnosti lidskych smysli (zraku a sluchu) a ze signélu je odstra-
néna cast informace tak, abychom nepoznali rozdil mezi komprimovanym a original-
nim signalem. Naptiklad u formatu JPEG se provadi nad ¢astmi obrazku diskrétni
kosinova transformace [10] (resp. vilnkova u JPEG 2000 [11]) a ziskané koeficienty se
kvantuji nebo viibec neuchovavaji. Format MP3 pak na zakladé psychoakustického
modelu za vyuziti principil ¢asového a frekvencéniho maskovani odebira informace,
které clovek bud vitbec neslysi, nebo je nevnima.

Tento model je sice funkéni, ale plytva nékdy pomérné drahymi prostiedky. Vy-
razné odliSny pfistup je zvolen v piipadé compressive sampling (komprimujici vzor-
kovani). Princip spo¢iva v rozsifeni pohledu na signal o dalsi oblasti, neomezuje se
tedy pouze na casovou a frekvenc¢ni oblast. Komprimace signalu je jiz integrovana
v samotném sniméani. Tim jsou uSetifeny prostfedky pfi ziskdvani signalu, ale na
druhou stranu je potfeba vyuzit matematickych metod k jeho rekonstrukci.

Jednou z mnoha aplikaci pak je one-pizel camera. Jak nazev napovida, je tvorena
pouze jedinym snimacem (pixelem), na ktery dopada svétlo pfes pole pohyblivych
zrcatek. Konfigurace tohoto pole se s ¢asem méni a tim je ziskano vice vzorku. Pocet
téchto vzorki je pak vyrazné nizsi, nez je rozliSeni pole zrcatek a dojde tak k redukci
informace jiz pii snimani. Pfi rekonstrukci se vyuziva poznatku, Ze redlné signaly

jsou tidké v néjaké bazi.

1.1 Definice zakladnich pojmu

Pro tcely této prace se omezime pouze na vektorové (nebo téz linearni) prostory

konec¢né dimenze.

Definice 1.1 [12]. Vektorovy prostor nad télesem F je mnoZina V spolecné s ope-
racemi:

o scitani vektoru: zobrazeni V-x V — V, znaceno x +y, kde x,y € V

e ndsobeni skalarem: zobrazeni F X V. — V', znaceno ax, kde v € F, x €V
splnugici axiomy:

1. x+y =y +x pro kaZdé dva prvky x,y € V

2. x+ (y+z)=(x+y)+z pro kazdou trojici prvki x,y,z € V

10



3. vV existuje prvek 0 takovy, Ze pro vsechna x € V plati x + 0 = x, prvek 0
nazyvame nulovym prvkem mnoZiny V

ke kazdému x € V ezistuje prvek —x € V takovy, Ze x + (—x) =0

a(fx) = (af)x pro kaZdou trojicix € V a o, 5 € F

(a4 B)x = ax + (x pro kaZdou trojicix € V a o, € F

a(x+y) =ax+ ay pro kaZdou trojici x,y € V a a € F

S

8. 1x =x, kde x € F je jednotkovy prvek télesa F.

Definice 1.2. Dimenzi vektorového prostoru nazyvame pocet prvku libovolné bdze

tohoto prostoru.

Télesem byva obvykle mnozina redlnych (R) nebo komplexnich (C) ¢isel, pak
podle dimenze prostoru zna¢ime vektorové prostory R? R3 ... R"resp. C2,C3,...,C

kde n € N. Prvky vektorového prostoru se nazyvaji vektory.

Definice 1.3. {,-norma vektoru x € CV je definovdna jako

N 1/p
x|, = (Z |xi|p> , 0<p< oo,
=1

Il = max [z,

i=1,...,
1%y == [supp(x)| - (1.1)

O normu se ale jednd pouze v pripadé 1 < p < oo. Pro 0 < p < 1 neplati
trojihelnikova nerovnost, takze se jedna o kvazinormu, a fy neni pozitivné homo-
genni, tudiz se také ve skutecnosti o normu nejedné. Pro zjednoduseni budu v této
praci tuto skutecnost zanedbavat a pro vsechna 0 < p < oo budu pouzivat oznaceni

{,-norma.

Definice 1.4. Soucet ctvercu vsech prvki matice A nazveme normou matice A

INENOBIL (1.2

Abychom si dokazali normy lépe predstavit, zobrazujeme jednotkové koule v jed-

notlivych norméach.

Definice 1.5. Jednotkova koule B;,V v norme {,, je definovdna jako

BY .= {x e CV, x|, < 1} . (1.3)

p

Nés budou zajimat predev§im normy ¢, (pocet nenulovych prvki), ¢; a ¢5 (energie
signalu). Na obrazku je ilustrace jednotkovych kouli v téchto norméch. Jak je
vidét z ilustrace, jednotkova koule v normé ¢, kopiruje osy souradného systému
kromé pocatku.

11
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Obr. 1.1: Tlustrace jednotkovych kouli B2, B? a B3 v rtiznych normach

Definice 1.6. Systém {v;},.; ., €V senazyjvd (Schauderova) bdze n-rozmérneho

vektorového prostoru V', pokud plati

n
vx € V:3{aiticq . tak, Ze platix = Z ;Vv;. (1.4)
i=1
Baze vektorového prostoru V je tedy mnozina linearné nezavislych vektort, pro
které plati, ze uzavér jejich linedrniho obalu je celym prostorem V. U prostorii
kone¢né dimenze n je bazi kazd4 mnozina n linedrné nezavislych vektort. V pripadé
obalu. V této praci se setkdme pouze s prostory konecné dimenze.

7 praktického hlediska maji nejvétsi vyznam baze ortogonalni a ortonormalni.

Definice 1.7. Badzi nazveme ortogondlni, jestliZe pro libovolné dva rizné vektory
v;, Vv, bdze plati
(VZ',Vj> =0 (15)

Definice 1.8. Bdzi nazveme ortonormdlni, jestliZe je ortogondlni a navic pro kazdy
vektor v; bdze plati
(Vi,Vi) =1 (16)

Pri rekonstrukei signalt nas velmi zajima numericka stabilita. Pokud fesime sou-

stavu linearnich rovnic, vyzadujeme, aby byla dobfe podminéna.

Definice 1.9. Necht Ax = b je systém linedrnich rovnic. Podminénost soustavy
definujeme jako
() = [A] - A~ (L7

Pokud je k(A) > 1, soustava je $patné podminéna a malé odchylky ve vstupnich
datech nebo pii numerickém vypoctu zptsobi velké odchylky v feSeni.
Nyni jiz mame definovany zakladni pojmy, se kterymi se budeme v praci setkavat.

Zbyva jen doplnit nékolik oznaceni [§]:

12



Pro T C {1,...,N} oznad¢ime xp € CV vektor odvozeny z x € C¥ tak, 7e

prvky na pozicich patticich do 7' zachovame a ostatni vynulujeme.
Komplement 7" oznac¢ime 7° = {1,..., N} \T.

Kardinalitu mnoziny T', tedy pocet prvki, oznacime |T'|.

Jadro linedrniho zobrazeni definovaného matici A budeme znadcit ker A.

1.2 Ridkost

Ridkost vektoru je klicovym predpokladem v oblasti compressive sampling. Z pozo-
rovani totiz vyplyva, ze mnohé realné signaly casto maji fidkou reprezentaci v urcité
bézi (napf. vinkové transformaci), coz znamend, ze se daji velmi dobfe (jen s malou

chybou) aproximovat vektorem, ktery mé jen nékolik nenulovych prvki [§].

Definice 1.10. Vektor x nazveme k-ridkym (k-sparse), pokud plati
x|y < & (1.8)

Relativni ridkosti vektoru x pak budeme rozumét pomér % € Q, kde k € Z{ je
fidkost vektoru x a N € N je jeho délka.

Déle ozna¢ime ¥, := {x € CV : [|x||, < k} mnozinu vSech k-Fidkych vektort.
Realné signaly ovSem nebudou striktné ridké, tak jak jsme si fidky vektor definovali
vyse, ale budou obsahovat malé nenulové hodnoty. Proto je vhodné definovat chybu

aproximace:

Definice 1.11. Chyba nejlepsi aprozimace k-ridkého vektoru x € CV v normé (,, je
definovdana jako

7u(x)y = inf [x ~ ]|, (L.9)

1.3 Formulace problému

Nyni je mozné formélné popsat problém, kterym se budeme zabyvat. Predpokla-
dejme, Ze vektor x € CV je k-fidky, vektor naméfenych hodnot ozna¢me y € C™.
Matici A € C™*Y nazveme méfici (measurement matriz), pficemz zajima nés prede-
v§im pfipad, kdy m < N (vyrazné podvzorkovani). V nésledujicim textu se budeme

zabyvat optimalizac¢ni tlohou
min ||x||p vzhledem k Ax =1y (P0)

a také pozadavky kladenymi na A, které zaruci moznost rekonstrukce x z y.

13



1.4 Linearni programovani

Linearni programovéani je jednou z optimalizacnich tloh. Jejim principem je nalezeni
minima (resp. maxima v dudlni tloze) tcelové funkce na dané mnoziné pfipustnych
feseni. Formalné se tedy jedna o tilohu

min ¢’ x, (1.10)
xeM

kde x € R™ je proménny vektor, ¢ € R" jsou koeficienty tucelové funkce, M je

mnozina pripustnych feseni a je popsana soustavou linearnich rovnic
Ax=b, x>0,

kde A € R™".

Vyhodou linearniho programovani je predevsim fakt, Ze na néj lze pfevést fadu
realnych problémi a také existence velmi efektivnich algoritmil k jeho feSeni — nej-
znameéjsi metodou je tzv. simplexovy algoritmus, ale existuji i rychlejsi algoritmy;,
napi. elipsoidova metoda nebo metoda wvnitrnich bodid. Jak uvidime dale, lze ho

vyuZit i v compressive sampling [3].

14



2 RESENI STUDENTSKE PRACE

V minulé kapitole jsme si formalné definovali rekonstrukéni tlohu. Slovné by se
x € CV matici A € C™ predstavuje sejmuti m ,,vzorkd“ signalu x. Pfitom nés
zajimé pripad m < N, kdy je signdl silné podvzorkovan. Soustava obsahuje vice
proménnych nez rovnic, moznych feseni je tedy nekonecné mnoho. Pokud ale vime,

ze vektor x je k-fidky, je mozné za urcitych podminek rekonstrukeci provést.

2.1 Od /y- k ¢;-minimalizaci

Vzhledem k vlastnostem ¢y-normy je zékladni problém (P0)) NP-tézky a tedy nefesi-
telny pro tlohy vétsiho rozsahu. Lze ale ukazat, zZe pro vhodné zvolené mérici matice

A se da problém prevést na
min [|x||; vzhledemk Ax=y (P1)

Tato tloha jiz je konvexni a feSitelna fadou efektivnich algoritmi. Musime ovsem
zajistit, aby vysledek minimalizace podle tlohy daval stejné vysledky jako podle
ulohy a to zavisi na volbé méfici matice A. Na obrazku je znazornéna mi-
nimalizace ve tfech normach — zleva /¢y, ¢1 a (5. Je na ném vidét, ze {p-minimalizace
dava stejny ,fidky“ vysledek jako ¢;-minimalizace, zatimco f>-minimalizace jiz fidké
feSeni nedava. Divod je ziejmy — fidké feSeni lezi (v tomto pfipadé dvourozmérného
prostoru) na osach soufadného systému. Kdyz si predstavime ¢;-kouli, jak se nafu-
kuje, zfejmeé se nejprve dotkne nadroviny Ax = y[] vrcholem (tedy v ose soufadného
systému). Oproti tomu ¢s-koule, kterd odpovida feseni s minimalni energii, se dotkne
mimo osu a feSeni pak neni ridké.

Ale i v pripadé /;-koule se mize vyskytnout komplikace, kdyz bude nadrovina
Ax = y rovnobézna s hranou (resp. nadplochou) ¢;-koule. Potom bude feSeni ne-
konec¢né mnoho a bude zalezet na zvolené numerické metodé, ke kterému feseni se
piikloni. Resitelnost ¢;-minimalizace tedy neni v rozporu s vysokou naroc¢nosti tilohy
lo-minimalizace. Shodnost vysledkil je totiz zarucena jen pro omezenou podmnozinu
matic A a vektord y. Na obréazku [2.1] je také nazorné vidét, pro¢ ¢, minimalizace
dava Teseni s nejnizsi energii — vzdalenost feseni od pocatku souradného systému je
minimalni.

Mohlo by nas napadnout pouzit libovolnou normu /¢,, 0 < p < 1, ziejmé by

vzdy bylo Teseni ridké. Takova tloha by vsSak vedla na nekonvexni optimalizaci,

INadrovina Ax = y je jinak také jadro linedrniho zobrazeni definovaného matici A posunuté

o libovolné x : Ax =y
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Ax =y

7
N

/1

Obr. 2.1: Nafukujici se koule v normach ¢y, ¢; a f5 a jejich dotyk s nadrovinou

Ax =y

kterd nemusi vést ke globalnimu extrému [2]. Nalezené feseni by tedy nemuselo byt
nejridsi mozné.

Na nésledujicich 3 vizualizacich jsou vidét dvé stejné tlohy feSené postupné ¢ 5-,
{1- a {y-minimalizaci. Normy jsou zde vykresleny jako plochy, mnozina vSech feSeni

¢ervenou resp. modrou ¢arou.

Obr. 2.2: Vizualizace normy /¢y 5 a feSeni dvou odlisnych tloh

Obrézek vysvétluje, pro¢ (;-minimalizace mtize selhat v hledani fidkého
feSeni. Modra cara je zde rovnobéznda s plochou tvofenou normou ¢; a v mnoziné

v8ech FeSeni (modra ¢ara) tedy existuje nekoneéné mnoho stejné kvalitnich feSeni.
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Obr. 2.3: Vizualizace normy ¢; a feseni dvou odlisnych tloh

Posledni vizualizace [2.4] pak ilustruje normu ¢; a stejné dvé tlohy. Nalezené
feseni nebude témér nikdy ridké, ale bude mit nejnizsi moznou energii. Proto se
ls-minimalizace nehodi pro rekonstrukci fidkych signélu.

e st iiiiE

H

180 —

00—}

100

Obr. 2.4: Vizualizace normy /5 a feseni dvou odlisnych tuloh

Nyni je tfeba stanovit takové podminky pro matici A, aby byla zarucena ekvi-
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valence Teseni {y- a ¢;-minimalizace. Dale nas bude zajimat, jestli nalezené feseni je

-----

2.1.1 Spark

Do cestiny tézko prelozitelny pojem spark je dulezitou vlastnosti pro rozhodovani,

-----

Definice 2.1 [4]. spark(A) je nejmensi pocet sloupcii matice A, které jsou linearné

zavislé.

Pro matici A € C™*", kde m < N, mtiZe spark nabyvat hodnot spark(A) €
{2,...,m+1}. Cim mensi spark je, tim ¥id$i musi vektor x byt, aby bylo mozné

zajistit jedine¢nost tohoto resSeni.

Véta 2.2 [2]. Pokud md soustava Ax = b reseni x spliugjici

spark(A)

- A) 2.1
R 21)

pak X je nutné nejridsi mozZné.

Bohuzel nalezeni spark(A) je srovnatelné vypocetné narocné jako feSeni pro-

blému (P0)), proto je nutné hledat jednodussi zptisob ovéfeni jedine¢nosti feseni.

2.1.2 Vzajemna koherence

Definice 2.3 [2]. Vzdjemnd koherence (mutual coherence) matice A je nejuétsi
absolutni normalizovany skaldrni soucin dvou ruznych sloupci matice A.

Jax|
|aj A

p(A) = max o (22)

RE = EV P
kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A.

Pomoci vzajemné koherence miizeme zjistit zavislost mezi sloupci matice. Uni-
tarni matice bude mit vzdy koherenci nulovou, nedourcené soustava bude mit naopak
vzdy nenulovou koherenci. Nasim cilem je ziskat matici A s co nejnizsi koherenci,
aby se jeji chovani alespon priblizilo chovani unitarni matice. Zaroven pozadujeme,
aby byla soustava co nejvice nedourcena a provadéla tak komprimaci signélu.

Spocteni vzajemné koherence neni pfilis vypocetné naroéné (oproti sparku je
tieba testovat jen vSechny dvojice sloupci, nikoliv vSechny n-tice, kde n < k)

a umoznuje ndm zdola ohranicit spark, ktery vypocetné naro¢ny je.
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Véta 2.4 [2]. Pro libovolnou matici A plati
B(A) > 1+ — (2.3)
spar > —_. .
HA)
Ohranic¢enim spark(A) dostaneme vétu podobnou (2.2)).

Véta 2.5 [2]. Pokud md soustava Ax = b feseni x spliiujici

1 1
||XH0 < 5 <1 + m) , (24)

pak x je nutné nejridsi mozné.

2.1.3 Null Space Property

Dalsi moznosti, jak oveérit rekonstrukéni schopnosti matice, je Null Space Property

(vlastnost nulového prostoru).

Definice 2.6 [8]. Matice A € C™ spliiuje null space property (NSP) #ddu k s kon-
stantou vy € (0,1), pokud

Inrlly < v llnrelly (2.5)
pro vdechny mnoziny T C {1,...,N}, |T| <k a pro vsechny n € ker A.

Splnéni NSP zajistuje pro libovolny vektor z ker(A), Ze v ném nebude ener-
gie koncentrovana v malém poc¢tu prvkd. Dale mtizeme pomoci NSP omezit chybu

aproximace feseni /;-minimalizaci.

Véta 2.7 [8]. Necht matice A € C™*N splriuje NSP vddu k s konstantou v € (0,1).

Necht x € CV, y = Ax a xX* je Teseni {1-minimalizace. Potom

2(1+7)U

_ x* <
=3 < S

k(). (2.6)

2.1.4 Restricted Isometry Property

Na prvni pohled je vidét, ze ovéfeni NSP neni jednoduché. Restricted Isometry
Property (RIP) oproti tomu nabizi vypocetné pfijatelnéjsi alternativu, kterd je navic

stabilni i pod vlivem Sumu.

Definice 2.8 [§]. Restricted isometry constant 5, matice A € C™ N je nejmensi
cislo takove, Ze

2
Az,

2
HZ||2

(1—0d) < < (140, (2.7)

kde z € ¥, lib.
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Matice spliiuje RIP fadu k s konstantou dx, pokud 0 € (0,1). RIP je také mozné

spocitat pfimo.

§o=  max  [|ARAr—I| (2.8)

TC{1,.N}L|T|<k

Pro matici splitujici RIP plati, Ze libovolnad podmatice o maximalné % sloupcich
je dobte podminéna. To je dilezité zejména proto, Zze dopfedu nevime, které prvky
vektoru x budou nenulové a tedy nevime, které sloupce matice A budou pii sni-
mani obrazu y pouzity. Proto musime zajistit, aby se libovolna kombinace nejvyse
k sloupcii co nejvice blizila ortonormélnimu systému.

Podobné jako u NSP lze urcit i u RIP chybu aproximace ¢;-minimalizaci. Stejné
tak lze nalézt vztah mezi RIP a NSP.

Véta 2.9 [§]. A € C™N splriuje RIP vidu K = k + h s konstantou 6x € (0,1).
Pak A spliuje NSP rddu k s konstantou

[kt
TNV R Z 6k

Véta 2.10 [8]. A € C™*N spliuje RIP fddu 3k s konstantou 3, < 5. Prox € CN,

necht y = Ax a xX* je teSend {1-minimalizace. Pak

O'k<X)1

Vk

Véta 2.11 [8]. Predpoklddejme, e matice A € C™N wvyhovuje RIP ¥ddu 2k s kon-

stantou

lx = x|, <C

~ 0.4627.

2
dop < ———F—=
2% < o 7

Ndsledujici plati pro Vx € CN. Necht méreni jsou zatiZend sumem y = Ax + e,

lell, <n, x* je Tesend
min ||z||, vzhledem k ||Az —y|, <7

Potom
or(x)1

Vk

pro nejake konstanty Cy, Cy, které jsou zavislé pouze na dop.

% = x|, < Cin + Cy

Uvedené vlastnosti métici matice jsou bohuzel pouze teoretické hranice. Experi-
menty ukazuji, ze i matice, které tato kritéria viibec nesplnuji, jsou v praxi pouzi-

telné.
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2.1.5 Priklady soustav rovnic

Na obrazku je vizualizovana soustava dvou linedrnich rovnic (modré a cervena

plocha):
4
—$1+21,'2+£E3 =4
5 (2.9)
LR
51‘1 21‘2 T3 =

Obr. 2.5: Vizualizace soustavy dvou linearnich rovnic (2.9, mnoziny feSeni a nale-

zenych fidkych feSeni.

ReSenim této soustavy je piimka uréend rovnici xy = 2 — %xl (Cervend Cara).
Soustava mé dvé feSeni o fidkosti & = 1, kterd jsou vyznacena modrymi body
([0,2,0] a [5,0,0]).

Z ilustrace je patrné, ze ¢ervena piimka (tedy mnoZina FeSeni soustavy) neni rov-
nobéznd se stranou fi-koule. Proto numerické metody zaloZené na problému (P1)
uspéji a naleznou ridké feseni. Mirnou tpravou koeficienti v soustavé ziskame od-
liSnou soustavu zobrazenou na obrazku

21’1+21‘2+$3:4

(S (2.10)
233 21’2 T3 =

Tato soustava mé opét nekoneéné mnoho feseni (pfimka xo = 2 — 1), dvé z nich

jsou 1-¥idka ([0,2,0] a [2,0,0]). V tomto pifipadé vsak ¢;-minimalizaci nemusime

ziskat jedno ze dvou 1-tidkych fesSeni.
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Obr. 2.6: Vizualizace modifikované soustavy dvou linearnich rovnic ([2.10)), mnoziny

feSeni a nalezenych fidkych TeSeni.
Posledni piiklad soustavy rovnic ma pouze jediné 1-Fidké feSeni [1, 0, 0].

.’E1+.’L'2+.’E3=

1
T+ T+ T3 =

1
1 (2.11)
27 10 1

Obr. 2.7: Vizualizace soustavy dvou linearnich rovnic (2.11) s jedingym 1-fidkym

feSenim, mnoziny feSeni a nalezenych ridkych feseni.
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2.1.6 Konstrukce mérici matice

Nyni jiz vime, jaké pozadavky jsou kladeny na méfici matici A, aby bylo mozné
z nameérenych dat zrekonstruovat ptvodni signal. Zbyva tedy takové matice nalézt
a v praxi lze vyuzit dvou odlisnych pristupti, jak takové matice konstruovat:
e Slozenim nékolika ortogonalnich bazi, napi. identity (tj. Diracovy béaze v ¢asové
oblasti) a matice Fourierovy transformace (A = [I F])
e Pouzitim matic s ndhodnym rozdélenim
1. Gaussovo rozdéleni — hodnoty v matici jsou generovany s normalnim roz-
délenim se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1/m.
2. Bernoulliho rozdéleni — zde jsou hodnoty rovny £1/4/m se stejnou prav-
dépodobnosti
3. ndhodné podvzorkovdini — ndhodné vybereme m z N vzorkt
4. castecné nahodné Fourierovy matice — ndhodné vybereme nékteré radky
matice Fourierovy transformace
Vizualizace nékterych pripad@ méticich matic jsou vidét na obrazku Matice
s Bernoulliho rozdélenim je vyuzita v pripadé one-pixel camery, jak bude déle v textu
uvedeno. Céstetné nadhodné Fourierovy matice (Random Partial Fourier Matriz)
jsou tvoreny ndhodnym vybérem radkt z tplné matice Fourierovy transformace,
rekonstrukéni vlastnosti takové matice jsou zachovany diky invarianci viici unitarni
transformaci. I z tohoto diivodu bude pouziti ndhodnych matic vyhodné, jak uvidime
dale.

Obr. 2.8: Nahote: Matice s Gaussovskym a Bernoulliho rozdélenim, dole: nahodné

podvzorkovani a Random Partial Fourier Matrix
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2.1.7 Invariance vuci unitarni transformaci

Lze ukazat, ze rekonstrukéni schopnost gaussovskych nebo bernoulliovskych matic
je invariantni vicéi unitarni transformaci. To je velmi vyhodné, protoze signal, ktery
se snazime navzorkovat, je velmi casto Tidky v jiné bazi, nez ve které ho snimame.
Snimany signal, ktery nent ridky, ozna¢me z. Vime, Ze je fidky v ortogonalni bazi
U~ tedy z = Ux, kde x je fidké (viz obrazek . Po navzorkovéani tedy mame
y = Az = AUx (viz obrazek . Potom mizeme problém upravit na

min ||x||; vzhledem k AUx =y (P1U)

a signal z poté zpétné dopocitat jako z = Ux. Diilezité je, ze matici U vtbec

nemusime znat pfi snimani, ale az pri rekonstrukci.

Obr. 2.9: Tlustrace procesu vzorkovani: naméreny vektor y je roven soucinu meéftici
matice A, unitarni matice U a fidkého vektoru x. Ve skutecnosti do procesu métreni
vstupuje vektor z, ktery je pozorovatelny a neni piimo tidky, ale je tidky v bazi
U~!. Zde U je matice zp&tné DCT.

Uvedend vlastnost ndhodnych méticich matic je nékdy nazyvana jako univerza-

lita téchto matic.

2.2 Numerické metody

Ulohu (P0) je mozné fesit riiznymi algoritmy, které lze rozdélit na tii zédkladni sku-
piny:
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Obr. 2.10: Vlevo: pii rekonstrukci se pouzije matice AU, feSenim je vektor x.

Vpravo: pozorovany vektor z neni piimo fidky, ale vime, Ze je ¥idky v bazi U~L.

e relaxacni — zalozeny na ,relaxaci“ {p-normy, tedy nahrazeni diskrétni /o-normy
spojitou funkci (nebo jinou normou, napi. ¢1).

e sravé (greedy) — iteracni algoritmy hledajici fidka feSeni. Kazda iterace je
slozena ze dvou fazi: selekce (greedy selection) a aktualizace (greedy update).
Selekce vybere atom (nebo skupinu atomil), ktery nejlépe aproximuje vektor
v dané iteraci. V aktualizaci je atom doplnén do aktualni aproximace celého
vektoru, ta je spoctena znovu, tentokrat i s nové pridanym atomem

e hybridni — kombinuji vlastnosti obou ptredchozich skupin.

2.2.1 Relaxacni algoritmy

Jednim z nejjednodussich postupi, jak fesit tlohu fp-minimalizace relaxaci, je pie-
vedeni /;-minimalizace na tlohu linedrniho programovéani.

Abychom mohli fesit /;-minimalizaci pomoci linearniho programovani, musime
se zbavit absolutnich hodnot, které jsou obsazeny v ¢;-normé. Lze tak ucinit na-
hrazenim vektoru x € CV vektorem v € C*¥ a rozsifenim rekonstrukéni matice na
A’ = (A| — A). Uloha (P1)) je pak ekvivalentni s tilohou linearniho programovani,

pokud se omezime na realné signaly.

2N
minZvj vzhledemk v >0, (A|—A)v=y. (2.12)

J=1

Reseni x pak ziskdme jednoduse jako

x=I-I)v. (2.13)
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Tato tloha byvé také oznacovéna jako Basis Pursuit (BP). Linedrni programo-
vani se pres vSechny své vyhody (napf. hotové funkéni algoritmy) kvili své casové
a pamétové narocnosti na feSeni rozsahlejsich problému (vétsich N) nehodi. Jako

vhodnéjsi se jevi pouziti specializovanych metod, jako nap¥. IRLS nebo LARS [5].

2.2.2 Zravé algoritmy

Mezi zravé algoritmy patii pfedevsim Matching Pursuit (MP), Orthogonal Matching
Pursuit (OMP) a Weak Matching Pursuit (WMP). Prvni jmenovany je jednim z prv-
nich algoritmi, které byly pouzity k hledani ridkych feseni. Vyhodou algoritmu je, ze
vzdy konverguje, nevyhodou, ze to trva prili§ dlouho. Orthogonal Matching Pursuit
je specialni variantou MP pridavajici ortogonalizaci rezidui v kazdé iteraci a Weak
Matching Pursuit je zjednodusenim MP. Podrobny popis téchto algoritmii je mozné
nalézt napi. v [15].

Dalsim Zravym algoritmem je Tresholding algoritmus, ktery jiz nepatii do sku-
piny MP, je o hodné jednodussi. Tento algoritmus dava dobré vysledky pouze v jed-
noduchych pripadech.

Nejpouzivanéjsim algoritmem z této skupiny je OMP — nabizi rychlou konver-

genci za pomérné nizké vypocetni narocnosti.

2.2.3 Hybridni algoritmy

Posledni skupina algoritmi jsou hybridni algoritmy. Ty kombinuji vlastnosti relaxa-
¢nich i Zravych algoritmi. MiZzeme mezi né zafadit specialni algoritmy, jako je napf.
CoSaMP (Compressive Sampling Matching Pursuit) [14] nebo skupinu Ilterative-
Shrinkage algoritmu [6].

2.2.4 Srovnani algoritmaii

Srovnani jednotlivych algoritmi jsem pfevzal z ¢lanku [15]. Simulace byly provadény
v prostfedi MATLAB na pocitaci s procesorem Intel(R) Core(TM) i5 CPU 680 @
3,60 GHz a 4 GB paméti RAM.

7 hlediska relativni chyby rekonstrukce v normé /5 jsou relaxacni algoritmy lepsi
nez zravé algoritmy, coZ je patrné z grafu na obrazku [2.11] Nejlepsi vysledky tedy
davaji algoritmy BP a IRLS, ze Zravych algoritmu jsou na tom nejlépe LS-OMP
a OMP.

Co se tyce vypocetni naroc¢nosti, jsou na tom naopak vyrazné lépe zravé algo-
ritmy. Srovndni ¢asové narocnosti je uvedeno v grafu na obrazku [2.12] Relaxac¢ni

algoritmy jsou nekolikanasobné pomalejsi nez zravé algoritmy.
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Obr. 2.11: Vykonnost algoritmii podle relativni chyby v normé ¢, v zavislosti na

kardinalité feSeni [15]

Vezmeme-li obé uvedena kritéria v itvahu, dobrym kompromisem je pouziti algo-
ritmu OMP — pfi své velmi malé vypocetni naroc¢nosti dava zaroven pomeérné dobré
vysledky.

Schopnosti jednotlivych algoritmii jsem ovéril jednoduchym tikolem nalézt feseni
soustavy ([2.11)). Vysledky jsou uvedeny v tabulce [2.1 Tuéné jsou vyznadeny algo-
ritmy, které se pfiblizily ke spravnému feSeni [1,0,0]. Zde je nazorné vidét, Ze pii
nevhodné volbé métici matice relaxacni algoritmy nemaji Sanci nalézt ridké feseni,

zatimco Zravé algoritmy stale mohou k fidkému feSeni dospét. Nemusi tomu tak

700

600

time [s]

100

OomMP MP W-MP Thresholding BP IRLS LS-MP

Obr. 2.12: Vypocetni naroc¢nost algoritmi [15]
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Algoritmus 1 To T3
MP 1 0 0
OMP 0 0, 5556 0,4444
Tresholding 1 0 2,2-1071
BP 0,3346 | 0,3697 | 0,2958
IRLS 0,3361 | 0,3689 0,2951

Tab. 2.1: Srovnani vysledki feseni soustavy rovnic (2.11)) pomoci riznych algoritmt

byt ovsem vzdy, ostatné vyse vyzdvihovany algoritmus OMP tidké feSeni v tomto

pripadé nenasel, zatimco jednodussi Tresholding ano.
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3 VYSLEDKY STUDENTSKE PRACE

Po teoretické ¢asti prace se dostavame k praktickym vysledktim, zejména k simu-
laci one-pixel camery. Vsechny zdrojové texty predvedené v této kapitole jsou také
k dispozici v priloze bez podrobnéjsiho komentare.

One-pixel camera je zafizeni sloZené z pole zrcéatek, které soustfeduji obraz do
jediného senzoru. Kazdé zrcatko bud odrazi obraz do senzoru nebo mimo senzor.
Nastaveni téchto zrcatek se s casem méni, v kazdém okamziku odpovida konfigurace
vsech zrcatek jednomu fadku matice A. Na senzor tedy dopada vzdy soucet nékolika
prvki vektoru x (resp. z, pokud je signdl fidky v jiné bazi). Je zfejmé, Ze konstrukce
one-pixel camery zna¢né omezuje moznosti méfici matice A. Ta se blizi bernoulli-
ovské ndhodné matici s tim rozdilem, ze neobsahuje kladné a zaporné hodnoty, ale

jen nuly a jednicky.

Scene

Photodiode Bitstream

| Reconstruction |—+ Image

Obr. 3.1: Schéma one-pixel camery, ktera byla postavena na Rice University [1]

3.1 Simulace one-pixel camery v Matlabu

Simulovana one-pixel camera generuje nahodny ridky vektor x, ktery pak ,,pozoruje®
pfes méfici matici A (ndhodné bernoulliovskd matice). Ze ziskaného méfeni y se pak
snazi zpétné rekonstruovat ptivodni signal x.

Vlastni implementace tedy zac¢ind nastavenim parametrii. Nejprve zvolime veli-

kost vektoru x € RY, podvzorkovani (zde 0.4) a fidkost.

%% Parameters

N 100;

m round (N*0.4) ;
k = round(m*0.3);
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Nésledné vygenerujeme méfici matici A € R™*¥. Pouzijeme ndhodnou bernoul-
liovskou matici, kde hodnoty prvkt matice nabyvaji hodnot +1/y/m se stejnou

pravdépodobnosti. Funkce bernmtz je uvedena v piiloze [A]

%% Measurement matrix

A = bernmtx(m, N);

Vygenerovani ndhodného fidkého vektoru x muizeme provést dvéma zptsoby.
Bud bude signal fidky pfimo v Casové (prostorové) doméné a pak bude unitarni

matice U = I identita:

%% Original vector

U = eye(N);
perm = randperm(N);
x = zeros (N, 1);

for ii = 1:k
x(perm(ii)) = rand();

end

nebo bude signal x Fidky v libovolné béazi (zde U je matice zpétné DCT) a bude

vygenerovan odlisné:

%% Original vector
U = dctmtx(N) ';
x = zeros (N, 1);
perm = randperm(N);
for kk = 1:k
x(perm(kk)) = rand();
end
z = idct(x_dct);

Nyni mame vygenerovanou meéftici matici i signal x, miizeme proto provést méteni.

%% Encoding
y = Axx;

Vektor y € R™ jsou data, ktera ziskame z one-pixel camery. Tato data budeme
chtit nasledné rekonstruovat a ziskat ptvodni vektor x. Pouzijeme linearni progra-
movani k feseni tlohy . Ucelova funkce f vraci soudet vSech prvki vektoru,
vektor b tvori dolni hranici feSeni, v nasSem piipadé musi byt feseni kladné. Vysled-
kem tlohy linearniho programovani je vektor v, ze kterého jesté musime ziskat feseni
x podle ([2.13)). Z nasledujiciho kédu je také vidét, jak je pouzita pii rekonstrukei

unitarni matice U.

%% Decoding

f = ones (2*N, 1);

1b = zeros (2*N, 1);

v = linprog(f, [1, [1, [A*U -AxU], y, 1b);
x_ = Ux[eye(N) -eye(N)I*v;

Po provedeni rekonstrukce miizeme porovnat ptivodni a rekonstruovany signal.
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%% Results

figure (1) ;
subplot (1, 2, 1);
plot(x, '-r');
hold('on');
plot(x_, '--b');

hold ('off');
title('Original vector and reconstruction');

legend ('0Original vector', 'Reconstruction');

subplot (1, 2, 2);
stem(dct(x), 'r');
hold('on');
stem(dct(x_), 'xb');

hold('off');
title('DCT of original vector and reconstruction')

legend ('Original vector', 'Reconstruction');

Vysledek jedné simulace je vidét na obrazku [3.2] Zde jsem ukézal situaci, kdy se
sice signaly lisily, ale nijak vyrazné. To, jestli se podaii signéal obnovit zcela bez chyby
nebo se budou signaly lisit, zalezi na zvoleni parametri m a k. Pro vhodné zvolené
parametry muze byt rekonstrukce ale témér bezchybna. Soucasné jsem ovéril, ze

rekonstrukéni vlastnosti matice A jsou invariantni vici unitarni transformaci.

Original vector and reconstruction

DCT of original vector and reconstruction

0.8 T T T T T T T 1 T T T T T T T
| Original vector —=o© Original vector
06 ‘\ — — — Reconstruction | | — Reconstruction
0.4 ,‘
0.2 \
ol
-0.21
-04r
06} ]

Obr. 3.2: Vysledek simulace one-pixel camery. Zde N = 100, m = 40 a k = 12, signal
je fidky v DCT. Vlevo: originéalni signal a jeho rekonstrukce z méfeni y, vpravo: DCT
obou signali.

3.1.1 VlIiv Sumu na rekonstrukci

V praxi je potieba pocitat jesté s jednim faktorem, kterym je $um. Sum se do
nameérenych dat mutze dostat mnoha zpiisoby — nelinearitou senzoru, kvantovanim
apod. V simulaci one-pixel camery je mozné Ssum pridat na nékolika trovnich. Pfi-

danim Sumu do vstupniho signalu x simulujeme, zZe signal neni zcela 1idky.
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% Additive noise
x = x + 0.01l*randn (N, 1);

Naopak pfidanim Sumu k méfeni y simulujeme neidealni vlastnosti senzoru.

% Additive noise
y =y + 0.01l*randn(m, 1);

V nasem pripadé pridavame gaussovsky bily sum k signalu x. Rekonstrukce je
opét tspésnd, viz obrazek [3.3] DCT koeficienty se ovSem zacinaji mirné lisit a pribéh

signalu v casové oblasti jiz nekopiruje ptivodni signal zcela dokonale.

Original vector and reconstruction DCT of original vector and reconstruction
T T T T T T T T T T

T T T T T T
Original vector ——© Original vector
— — — Reconstruction —  Reconstruction

0.8

061
rl

0.4 i

“ 4 o0s8f

|
I I | n ! o
0.2A | I‘ I I» \ \ !\ 1 , A 06
b b i ﬂ‘\/\f\’f

\— 04}

1
\1,
i Il \“\X :

Obr. 3.3: Vysledek simulace one-pixel camery s pfidanim Sumu k signalu x.

3.1.2 Uspésnost rekonstrukce v zavislosti na podvzorkovani

a ridkosti

Funkénost one-pixel camery jsme jiz ovérili v praxi. Velmi dilezité je také veédeét,
jaka je zavislost tuspésnosti rekonstrukce na parametrech m a k, tedy na mire pod-
vzorkovani a fidkosti signalu. Pro tento tcel jsem napsal skript v MATLABu, ktery
postupné zkousi vSechny kombinace m € {1,..., N} a k € {1,...,m} a pro kazdou

kombinaci provede nékolik simulaci. Relativni chyba rekonstrukce

||X||2

je porovnavana s prahem e a relativni ¢etnost tspésné rekonstrukce je pak zazna-
menéna do grafu (viz obrézek [3.4)).

7Z grafu je patrné, Ze pro uspésnou rekonstrukci podvzorkovaného signalu je tfeba,
aby byl dostateéné ¥idky. Cim vyssi je mira podvzorkovani, tim ¥idsi musi byt signal,

aby ho bylo mozné nasledné rekonstruovat.
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Obr. 3.4: Relativni ¢etnost tspésné rekonstrukce v zavislosti na mife podvzorkovani
a Fidkosti signélu (N = 300)

3.1.3 Fazovy prechod

Oblast mezi jistou a nemoznou rekonstrukei signalu se nazyva fazovy prechod (Phase
Transition). Tvar tohoto pfechodu v zavislosti na mife podvzorkovani a Fidkosti
vektoru je vidét na obrazku (3.4}

Mé zajimalo, jestli se méni sitka tohoto prechodu s ménici se délkou vektoru.
Pro tento tcel jsem napsal skript v prostfedi MATLAB (viz pfiloha , ktery pro
konstantni miru podvzorkovani Tt = 0,5 provadél opakované pokusy a postupné
zvysoval délku vektoru od N = 50 po N = 1000. Vysledek této simulace je uveden
na obrazku 3.5

Je evidentni, ze sitka fazového prechodu zavisi na délce vektoru x, s rostouci dél-

kou N klesa sitka fazového prechodu. Z praktického hlediska je diilezité, Ze s rostouci
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Phase transition sharpness in dependence on wector length
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Obr. 3.5: Ostrost fazového prechodu v zavislosti na délce vektoru

délkou vektoru x roste i maximalni relativni fidkost vektoru, pii kterém muzeme za-

rucit aspésnou rekonstrukei.

Yve

3.1.4 Vliv pouzité mérici matice na tispésnost rekonstrukce

Volba vhodné métici matice je dilezitym predpokladem pro tispésnou rekonstrukei
signalu. Neékolik prikladi takovychto matic jsem uvedl v predchozich kapitolach, pro
uplnost jsem pomoci simulace provedl srovnani tispésnosti rekonstrukce pri pouziti
riznych méficich matic. Vysledky tohoto experimentu jsou vyneseny do grafu na
obrazku 3.6

Srovnéval jsem 4 typy matic — rovhomérné podvzorkovani, ndhodné podvzor-
kovani, gaussovskou a bernoulliovskou ndhodnou matici. Prekvapivé nejlepsiho vy-
sledku bylo dosazeno ndhodnym podvzorkovanim signalu, naopak pfi rovnomérném
podvzorkovani byla uspésnost rekonstrukce velmi mala, coz se dalo ocekavat. Gaus-

sovské a bernoulliovské ndhodné matice maji velmi podobné vlastnosti, jsou jen
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Obr. 3.6: Vliv pouzité méfici matice na tspésnost rekonstrukce

o velmi malo horsi nez nahodné podvzorkovani. Pokus byl proveden pro délku vek-
toru N = 100 a dvojnésobné podvzorkovani (tedy m = 50). Signal byl fidky ve
frekvencni oblasti. Cely zdrojovy kdd experimentu je uveden v ptiloze

Priklad nahodného podvzorkovani signalu je uveden na obrazku Nejprve je
vygenerovan signal fidky ve frekvencni oblasti (zde délka vektoru N = 200 a rela-
tivni ridkost % = %), poté je vybrano ndhodné m = 20 vzorkt v casové oblasti
(Cervené body v grafu). Rekonstrukce je nejprve provedena ¢;-minimalizaci a poté
pro srovnani fs-minimalizaci. Srovnanim rekonstruovanych signali s ptivodnim zjis-
time, ze rekonstrukce pomoci /;-minimalizace je témér dokonald, zatimco pomoci

ls-minimalizace ziskdme signal s nejnizsi energii.
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Obr. 3.7: Nahodné podvzorkovani signalu a jeho nasledna rekonstrukce pomoci ¢-

a fs-minimalizace.

36



4 ZAVER
Cilem této prace bylo seznamit se s aktudlnim stavem problematiky compressive
sampling a implementovat simulaci one-pixel camery v prostfedi MATLAB.

Ptesto, Ze je compressive sampling novinka v oblasti zpracovani signalti, ve svété
se jim jiz seri6zné zabyva velké mnozstvi védeckych tymi a tento pocet stale roste.
Zacinaji se objevovat i praktické aplikace, mezi nimi napi. rekonstrukce obrazu
z nukledrni magnetické rezonance (NMR) [13] nebo vypocetni tomografie (zde je
dilezity predevsim nizsi pocet méreni, tedy kratsi procedura a nizsi Groven oza-
feni), rekonstrukce obrazu z ultrazvuku, inpainting (obnova poSkozenych snimk)
[7], levnéjsi kamery pracujici v neviditelné oblasti spektra a dalsi [16]. Jina je situace
v Ceské republice — tato prace je teprve jedna z prvnich.

V feseni prace jsem uvedl fadu teoretickych podminek zarucujicich rekonstrukci
signélu. Tyto podminky se vSak ukazuji byt pfili§ pfisné (a vypocetné narocné)
a nedaji se tak prakticky vyuzit k posouzeni rekonstrukénich vlastnosti méficich
matic.

Podaftilo se mi vytvorit simulaci one-pixel camery a ovéfit jeji funkénost. Vyuzil
jsem pfi tom linedrniho programovani jako nastroje pro minimalizaci. Ukazuje se
ale, ze pro rekonstrukci signald o vyssim poctu vzorkt je tfeba hledat specializo-
vané algoritmy. Ve své praci proto uvadim prehled algoritmt riiznych typi umoziu-
jicich rekonstrukei fidkych signalti. Dale jsem provedl fadu experimentti v prostiedi
MATLAB a zjistil jsem tak napf. vlastnosti tzv. fazového piechodu nebo rekon-

strukéni vlastnosti rtiznych méficich matic.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

ONB

RIP

NSP

IRLS

MP

OMP

WMP

CoSaMP

Ortonormalni baze

Restricted Isometry Property

Null Space Property

linearni programovani

l,-norma vektoru x

norma matice A

podminénost matice A

kardinalita (pocet prvki) mnoziny 7'

jadro matice A

chyba nejlepsi aproximace k-fidkého vektoru z v normé [,
nejmensi pocet sloupct matice A, které jsou linearné zavislé
vzajemna koherence matice A

Basis Pursuit

Iteratively Reweighted Least Squares

Matching Pursuit

Orthogonal Matching Pursuit

Weak Matching Pursuit

Compressive Sampling Matching Pursuit
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A MATLAB SKRIPTY

A.1 Simulace one pixel camery

%% Parameters

N = 100;
m = round(N*0.4);
k = round(m*0.3);

%% Measurement matrix
A = bernmtx(m, N);
%A = gaussmtx(m, N);

%% Original vector (sparse)
%0 = eye(N);

%perm = randperm(N);

%x = zeros(N, 1);

%for ii = 1:k

% x(perm(ii)) = rand();
%hend

% Additive Noise

%x = x + 0.01*xrandn(N, 1);

%% Original vector (sparse in frequency)
U = dctmtx(N)';
x_dct = zeros(N, 1);
perm = randperm(N);
for kk = 1:k
x_dct (perm(kk)) = rand();
end
% Additive Noise
x_dct = x_dct + 0.0l1*randn(N, 1);

x = idct(x_dct);

%% Encoding
y = Axx;

%% Decoding

f = ones (2xN, 1);

1b = zeros (2*N, 1);

v = linprog(f, [1, [1, [A*U -AxU]l, y, 1b);
x_ = Ux[eye(N) -eye(N)I*v;

%% Results

figure (1) ;

plot(x, 'r');

hold('on');

plot(x_, 'b');

hold('off');

title('Original vector and reconstruction');

legend ('Original vector', 'Reconstruction');
figure (2);

stem(dct(x), 'r');
hold('on');
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stem(dct (x_), 'b');
hold('off');
title ('DCT of original vector and reconstruction');

legend ('Original vector', 'Reconstruction');

A.2 Generator Bernoulliovskych matic

function [ A ] = bernmtx( m, n )

%BERNOULLI Generates matrix of size m x n with bernoulli random variables.

A = (double(rand(m, n) <= 0.5) - 0.5) * 2 / sqrt(m);

end

A.3 Generator (Gaussovskych matic

function [ A ] = gaussmtx( m, n )

%GAUSSMTX Generates matrix of size n x m with gaussian random variables.
A = randn(m, n) / m;

end

A.4 Restricted Isometry Property

Nésledujici funkce vraci RIP konstantu pro danou matici A a fidkosti (2,..., k).
Casova slozitost je vysoka, nebot je potfeba vyzkouset veskeré kombinace sloupct

matice A o poctu nejvyse k. Proto pro vétsi matice nemé smysl RIP pocitat.

function [ deltas 1 = rip( A, k )
%RIP Returns Restricted Isometry Property of order k of matrix A

deltas = zeros(k-1, 1);
for kk = 2:k
T = nchoosek(1:size(A, 2), kk);
for ii = 1:size(T, 1)
AT = A(C:, T(ii, :));
d = norm(AT'*AT - eye(kk));
if d > max(deltas)
deltas (kk) = d;

end
end

end

end
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A.5 Fazovy prechod

%% Parameters

mtx = 'bern'; % bern | gauss

Ns = [60 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 <«
950 1000];

epsilon = 1le-1;

num = 100;
options = optimset('Display', 'off');

noise = 0;

prob = cell(2, length(Ns));
load ('phase_trans_test.mat');

%%h Test
for Ni = 1:2:1length(Ns)
N = Ns(Ni);
m = N/2;
disp(['N = ' num2str(N)]);
disp(['m = ' num2str(m)]);

f = ones(2*N, 1);
1b = zeros (2*N, 1);

prob{1, Ni} = 1/N:1/N:0.5;
prob{2, Ni} = zeros(1l, m);
tmp_prob = zeros(1l, m);

parfor k = 1:m
disp(['k/m = ' num2str(k) '/' num2str(m) ' = ' num2str(k/m)]);

for ii = 1:num
%% Measurement matrix
switch mtx
case 'bern'
A = bernmtx(m, N);
case 'gauss'
A = gaussmtx(m, N);
otherwise
disp ('Unknown mtx type!');

end

%% Original vector
perm = randperm(N);
x = zeros(N, 1);
for jj = 1:k
x(perm(jj)) = rand();
end

%% Noise

X = X + noise*randn(N, 1);

%% Encoding
y = Axx;

%% Decoding
x_ = lleq_pd(A'*xy, A, []1, y, 1e-3);

%% Results
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if norm(x - x_)/norm(x) < epsilon
tmp_prob (1, k) = tmp_prob(1, k) + 1/num;
end
end

end

prob{2, Ni} = tmp_prob;
save ('phase_trans_test.mat', 'prob', 'Ns');

end

%% Visualization
sz = [1000 size(prob, 2)1;
hist = zeros(sz);

for ii = 1:s5z(2)
for jj = 1:sz(1)
prob_sz = size(prob{2,iil});
hist(sz(1)-jj+1,ii) = mean(prob{2,ii}(floor ((jj-1)*prob_sz(2)/sz(1)+1)«+
:ceil (jj*prob_sz(2)/sz(1))));
end

end

imagesc (flipud(hist));

title('Phase transition sharpness in dependence on vector length');
xlabel ('Vector length (N)');

ylabel ('Relative sparsity (\\kappa)');

colorbar;

xTicks = get(gca, ['x' 'Tick'l);

yTicks = get(gca, ['y' 'Tick']l);

set(gca, ['x' 'TickLabel'], Ns(xTicks));

set(gca, ['y' 'TickLabel'], 0.1:0.1:1);

set (gca, 'ydir', 'mormal');

hold('on');

plot(l:length(Ns), (0.168%exp(6.232e-5%Ns)-0.06354*exp(-0.005076*Ns) ) *max (+
yTicks), ':w', 'LineWidth', 2);

plot (1:length(Ns), (0.1158%exp(-0.008537*Ns)+0.2572*exp (-9.954e-5*Ns))*max (+
yTicks), ':w', 'LineWidth', 2);

plot (1:length(Ns), ones(1l,length(Ns))*0.2*max(yTicks), ':k', 'LineWidth', 2);

hold('off');

Vwve Vd

A.6 Srovnani méricich matic

%% Parameters

N = 100;
m = N/2;
U = dctmtx (N) ';
epsilon = 1le-1;

%% Test - equispaced sampling
prob_equi = zeros (1, m);

% Measurement matrix

A = zeros(m, N);

samples = 1:2:N;

for ii = 1:m
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A(ii, samples(ii)) = 1;
end
parfor kk = 1:m
for ii = 1:1000
% Original vector
x_dct = zeros(N, 1);
perm = randperm(N);
for jj = 1:kk
x_dct(perm(jj)) = 2*rand()-1;
end
x = idct(x_dct);

% Encoding
y = Axx;

% Decoding
x_ = Uxlleq_pd(U'xA'xy, AxU, [I, vy,

% Evaluation
if norm(x - x_) / norm(x) < epsilon
prob_equi(kk) = prob_equi (kk) +
end
end
end

prob_equi = prob_equi ./ 10;

%% Test - random sampling
prob_rand = zeros(1l, m);
parfor kk = 1:m

for ii = 1:1000

% Measurement matrix

A = zeros(m, N);

samples = randperm(N);
samples = sort(samples(1:m));
for ii = 1:m

A(ii, samples(ii)) = 1;
end

% Original vector
x_dct = zeros(N, 1);
perm = randperm(N);
for jj = 1:kk
x_dct(perm(jj)) = 2*rand()-1;
end
x = idct(x_dct);

% Encoding
y = Axx;

% Decoding
x_ = Uxlleq_pd(U'xA'xy, AxU, [], y,

% Evaluation
if norm(x - x_) / norm(x) < epsilon
prob_rand (kk) = prob_rand(kk) +
end
end
end

prob_rand = prob_rand ./ 10;
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1e-3);

1e-3);

1;




%% Test - Gaussian measurement matrix
prob_gauss = zeros(l, m);
parfor kk = 1:m
for ii = 1:1000
% Measurement matrix

A = gaussmtx(m, N);

% Original vector
x_dct = zeros(N, 1);
perm = randperm(N) ;
for jj = 1:kk
x_dct(perm(jj)) = 2xrand()-1;
end
x = idct(x_dct);

% Encoding
y = Axx;

% Decoding
x_ = Uxlleq_pd(U'xA'xy, AxU, [1, y, 1e-3);

% Evaluation
if norm(x - x_) / norm(x) < epsilon
prob_gauss (kk) = prob_gauss(kk) + 1;
end
end
end
prob_gauss = prob_gauss ./ 10;

%% Test - Bernoulli measurement matrix
prob_bern = zeros (1, m);
parfor kk = 1:m
for ii = 1:1000
% Measurement matrix
A = bernmtx(m, N);

% Original vector
x_dct = zeros (N, 1);
perm = randperm(N);
for jj = 1:kk
x_dct(perm(jj)) = 2*rand() -1;
end
x = idct(x_dct);

% Encoding
y = Axx;

% Decoding
x_ = Uxlleq_pd(U'xA'xy, AxU, []1, y, 1le-3);

% Evaluation
if norm(x - x_) / norm(x) < epsilon
prob_bern(kk) = prob_bern(kk) + 1;
end
end
end

prob_bern = prob_bern ./ 10;
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%% Visualization

figure (1) ;

hold('on');

plot(1/N:1/N:m/N, prob_equi, '-b');

plot(1/N:1/N:m/N, prob_rand, '-r');

plot (1/N:1/N:m/N, prob_gauss, '-g');

plot(1/N:1/N:m/N, prob_bern, '-m');

hold('off');

legend ('equispaced undersampling', 'random undersampling', 'gaussian matrix', <
'bernoulli matrix');

xlabel ('relative sparsity');

ylabel ('reconstruction success probability [%]');

xTicks = get(gca, ['x' 'Tick']);

set(gca, ['x' 'TickLabel']l, xTicks/N);
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