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ABSTRAKT
Tato práce se zabývá hledáńım podobných scéná̌r̊u odpadového hospodá̌rstv́ı źıskaných
z optimalizačńıho nástroje NERUDA. K tomu jsou využity metody shlukové analýzy, po-
moćı kterých lze identifikovat podobné objekty a rožradit je do skupin (shluk̊u). Ćılem
práce je p̌redstavit běžně použ́ıvané algoritmy shlukové analýzy a vytvǒrit program,
který tyto algoritmy implementuje. Vytvǒreným nástrojem je poté provedeno shlukováńı
reálných dat z nástroje NERUDA a následuje vyhodnoceńı kvality obdržených shluk̊u.

KĹIČOVÁ SLOVA

shluková analýza, hierarchické shlukováńı, k-means, validace shluk̊u, siluety

ABSTRACT
This bachelor’s thesis deals with finding similar scenarios in the waste management
acquired by an optimization tool NERUDA. Cluster analysis, a tool that identifies related
objects and classifies them in groups (clusters), is used for this purpose. The aim of this
thesis is to review basic algorithms of cluster analysis and to develop a software that
implements them. The software is then used to cluster real data from NERUDA which
is followed by an assessment of the obtained clusters.

KEYWORDS

cluster analysis, hierarchical clustering, k-means, cluster validation, silhouettes
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3.2 Nehierarchické shlukováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.3 Validace shluk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Seznam použité literatury 31

Seznam př́ıloh 33
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ÚVOD

Ústav procesńıho inženýrstv́ı (ÚPI) se dlouhodobě zabývá otázkou optimálńıho

nakládáńı s odpadem a jeho energetickým využit́ım. Byl k tomu vyvinut opti-

malizačńı nástroj NERUDA, který minimalizuje celkové náklady spojené s rozvo-

zem a zpracováńım odpadu. Generuje tiśıce scénář̊u, které je dále nutné analyzovat

nástrojem PIGEON. Ten je ovšem výpočetně velmi náročný, proto neńı možné takto

analyzovat každý scénář. Je tedy nutné jich vybrat pouze určitý počet.

Scénáře se od sebe často př́ılǐs nelǐśı, proto se nab́ıźı ty podobné identifikovat,

spojit (shluknout) do skupin a poté vybrat vhodné reprezentanty těchto skupin. A

právě t́ım se v této práci budeme zabývat. Použ́ıvat k tomu budeme metody shlukové

analýzy.

V následuj́ıćım textu si nejprve stručně představ́ıme nástroje NERUDA a PI-

GEON. Dále se budeme zabývat metodami a algoritmy shlukové analýzy, které

poté budeme aplikovat na výsledky nástroje NERUDA. V rámci této práce také

vznikne software, pomoćı něhož bude možné scénáře shlukovat, analyzovat obdržené

výsledky a vyb́ırat vhodné reprezentanty.
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1 NÁSTROJE NERUDA A PIGEON

Základńı myšlenka modelu NERUDA spoč́ıvá v tom, že se vlastńık odpadu (obec)

rozhoduje, jak s odpadem co nejlevněji naložit. O výši náklad̊u rozhoduje cena

za zpracováńı v daném zař́ızeńı a cena dopravy. Z matematického hlediska se řeš́ı

tzv. logistická úloha.

Nástroj se také zabývá:

• výběrem vhodné lokality pro výstavbu zař́ızeńı a jeho optimálńı kapacity,

• popisem toku odpadu v rámci sledovaného územı́,

• podporou návrhu logistického řetězce (svozová vozidla, překládaćı stanice, sil-

ničńı a železničńı doprava),

• hodnoceńı atraktivity záměr̊u - dostupnost odpadu a očekávaná cena za zpra-

cováńı.

Kv̊uli neurčitosti některých vstupńıch dat (cena tepla a elektřiny, uvažováńı

zat́ım nepostavených zař́ızeńı na zpracováńı odpadu s neznámou zpracovatelskou

kapacitou) se simuluj́ı tiśıce scénář̊u.

Z výstup̊u nástroje NERUDA bychom chtěli źıskat představu o ekonomických

dopadech na producenty odpadu. K tomu je třeba mı́t informaci, kde producent

odpad zpracoval a jakým zp̊usobem ho přepravil. V základńı verzi nástroje NERUDA

však máme k dispozici pouze nejkratš́ı hrany zajǐst’uj́ıćı přepravu mezi sousedńımi

uzly, t́ım pádem nemůžeme určit, kde producent nechal zpracoval sv̊uj odpad.

Vzniklý problém můžeme ilustrovat na př́ıkladě (obr. 1.1). Producenti (uzly A, B,

C) produkuj́ı odpad, který je svezen do uzlu D po hranách A-D, B-D, C-D. Odtud se

po hraně D-E odpad veze do uzlu E, kde se rozděluje do dvou tok̊u ke zpracovatel̊um

F, G (po hranách E-F, E-G). V takovém př́ıpadě známe pouze poměr, v jakém se

odpad v uzlu E rozděĺı, neńı ale jednoznačně určen zpracovatel pro konkrétńıho

producenta.

B

A

C

D E

F

G

Obr. 1.1: Př́ıklad problematického toku v śıti

3



Proto je nutné výsledky z nástroje NERUDA zpracovat pomoćı daľśıho nástroje

se jménem PIGEON. Ten pracuje s pořadńıkem producent̊u, který určuje přednost

producenta při rozhodováńı, kam sv̊uj odpad veze. Producent se poté rozhoduje

na základě nejnižš́ı ceny, což je rozd́ıl oproti nástroji NERUDA, který minimali-

zuje celkové náklady pro všechny obce najednou. Č́ım později se producent odpadu

rozhoduje, t́ım horš́ı má výběr, protože kapacity výhodných zpracovatel̊u jsou již

obsazeny.

Ve skutečnosti ale nejsme schopni předem určit, v jakém okamžiku začnou pro-

ducenti řešit, kde bude odpad zpracován. Pořad́ı se tedy náhodně generuje pro do-

statečné množstv́ı př́ıpad̊u.

Výpočet v nástroji PIGEON je proveden pro jeden scénář z nástroje NERUDA.

Pro každý takový scénář je potřeba vypoč́ıtat deśıtky až stovky scénář̊u v nástroji

PIGEON. Vzhledem k tomu, že pomoćı nástroje NERUDA jsou poč́ıtány tiśıce

scénář̊u, je z časových d̊uvod̊u nereálné takto analyzovat každý scénář. Je tedy nutné

vybrat pouze některé reprezentativńı scénáře. [11], [12]
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2 ZÁKLADNÍ POJMY

Necht’ X znač́ı množinu n objekt̊u s p znaky. Neprázdný systém

Ω = {C1, C2, . . . , Cm} ⊆ P (X)

nazveme rozklad množiny X, jestliže plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. Ci 6= ∅ pro 1 ≤ i ≤ m,

2. Ci ∩ Cj = ∅ pro i 6= j,

3. C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm = X.

Dále vytvoř́ıme matici X o rozměrech n× p tak, že i-tý řádek odpov́ıdá i-tému

objektu a j-tý sloupec odpov́ıdá j-tému znaku. Tuto matici nazveme datová matice

X =


x11 x12 · · · x1p

x21
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

xn1 · · · · · · xnp

 .

Jestliže jednotlivé znaky odpov́ıdaj́ı č́ıselným hodnotám, můžeme na objekty

pohĺıžet jako na body v p-rozměrném Euklidovském prostoru Ep.

Metrikou (vzdálenost́ı) nazveme zobrazeńı ρ : Ep × Ep → R splňuj́ıćı tyto pod-

mı́nky pro každé r, s, t ∈ Ep:

1. ρ(r, s) ≥ 0 (nezápornost)

2. ρ(r, s) = 0⇔ r = s

3. ρ(r, s) = ρ(s, r) (symetrie)

4. ρ(r, t) ≤ ρ(r, s) + ρ(s, t) (trojúhelńıková nerovnost)

T́ımto zp̊usobem můžeme měřit vzdálenost mezi objekty.

Jako př́ıklad můžeme uvést Minkowského metriku, která má tvar

dq(xj, xk) =

[
p∑

i=1

|xji − xki|q
]1/q

, (2.1)

kde q ≥ 1. Na obrázku 2.1 najdeme jednotkové sféry pro nejběžněǰśı volby q.

Abychom předešli dominanci některých znak̊u, je možné provést jejich standar-

dizaci. Necht’ Z je datová matice s rozměry n × p. Pro všechny sloupce (znaky) zj

vypočteme středńı hodnotu z̄j a směrodatnou odchylku sj podle vzorc̊u

z̄j =
1

n

n∑
i=1

zij, (2.2)
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sj =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(zij − z̄j)2. (2.3)

Poté p̊uvodńı hodnoty všech znak̊u transformujeme na standardizované hodnoty

xij =
zij − z̄j
sj

. (2.4)

Dostáváme novou datovou matici X, kde jednotlivé znaky maj́ı středńı hodnotu

rovnu 0 a rozptyl roven 1.

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

(a) Manhattanská metrika d1

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

(b) Euklidovská metrika d2

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

(c) Čebyševova metrika d∞

Obr. 2.1: Př́ıklady jednotkových sfér v r̊uzných metrikách
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3 SHLUKOVÁ ANALÝZA

Pojem shluková analýza v sobě zahrnuje celou řadu metod a algoritmů, jejichž

ćılem je v dané množině objekt̊u nalézt jej́ı podmnožiny (shluky) tak, aby se prvky

ve shluku vzájemně podobaly a zároveň se odlǐsovaly od objekt̊u mimo něj.

Algoritmy shlukové analýzy můžeme rozdělit na hierarchické a nehierarchické.

3.1 Hierarchické shlukováńı

Hierarchické shlukováńı generuje posloupnost vnořených rozklad̊u. Pr̊unikem libo-

volných dvou shluk̊u je tedy bud’ jeden z nich, nebo prázdná množina. Vytvář́ı se

stromová struktura, kterou znázorňujeme pomoćı dendrogramu. Podle směru po-

stupu při shlukováńı děĺıme hierarchické algoritmy na aglomerativńı a divizńı.

3.1.1 Aglomerativńı metody

U aglomerativńıho př́ıstupu zač́ınáme rozkladem Ω0, kde každý objekt množiny X

tvoř́ı samostatný shluk a konč́ıme rozkladem Ωn−1, kde všechny prvky tvoř́ı jediný

shluk.

Postup je jednoduchý. V každém kroku shlukováńı vybereme dva shluky s nej-

menš́ım koeficientem nepodobnosti (viz kapitola 3.1.4). To opakujeme tak dlouho,

dokud nez̊ustane jediný shluk obsahuj́ıćı všechny objekty.

Algoritmus 1 Obecný algoritmus aglomerativńıho shlukováńı

1: Spoč́ıtat matici nepodobnosti shluk̊u

2: repeat

3: Sloučit dva shluky s nejmenš́ım koeficientem nepodobnosti

4: Aktualizovat matici nepodobnosti

5: until Zbývá jediný shluk

3.1.2 Dendrogram

Dendrogram je grafická reprezentace hierarchického shlukováńı. Vodorovný řez den-

drogramem určuje konkrétńı rozklad a uzly reprezentuj́ı jednotlivé shluky. Svislá

osa znázorňuje vzdálenost (koeficient nepodobnosti) shluk̊u, které se v dané hod-

notě spojily, a na vodorovnou osu jsou vyneseny indexy objekt̊u.

Obrázek 3.1 představuje dendrogram pro 20 objekt̊u. Vodorovným řezem ve vzdá-

lenosti 0,45 byly źıskány tři shluky, které jsou v dendrogramu barevně odlǐseny.
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Obr. 3.1: Dendrogram

3.1.3 Divizńı metody

Zat́ımco u aglomerativńıho př́ıstupu je v prvńım kroku potřeba spoč́ıtat n(n− 1)/2

vzdálenost́ı, počet zp̊usob̊u, jak rozdělit shluk na dvě části, je 2n−1 − 1. To je ne-

porovnatelně v́ıce, obzvláště pro velká n, proto se v této práci těmito algoritmy

nebudeme zabývat.

3.1.4 Koeficient nepodobnosti shluk̊u

Necht’ ρ je libovolná metrika a Ci, Cj ∈ Ω jsou shluky v rozkladu Ω. Zobrazeńı

d : Ω × Ω → R nazveme koeficientem nepodobnosti shluk̊u (nebo také vzdálenost́ı

shluk̊u), jestliže splňuje tyto podmı́nky:

1. d(Ci, Ci) = 0,

2. d(Ci, Cj) ≥ 0,

3. d(Ci, Cj) = d(Cj, Ci).

Matici D = (dij), kde dij = d(Ci, Cj), 1 ≤ i, j ≤ |Ω|, nazveme matice nepodob-

nosti (shluk̊u), př́ıpadně matice vzdálenost́ı (shluk̊u).

Nyńı si uvedeme některé běžné zp̊usoby zavedeńı koeficientu nepodobnosti shluk̊u.
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Metoda nejbližš́ıho souseda

Necht’ ρ je libovolná vzdálenost a A,B jsou shluky rozkladu Ω. Metoda nejbližš́ıho

souseda definuje koeficient nepodobnosti shluk̊u A a B takto:

d(A,B) = min
xi∈A
xj∈B

{ρ(xi, xj)} . (3.1)

Vzdálenost́ı shluk̊u A,B tedy rozumı́me vzdálenost dvou nejbližš́ıch prvk̊u shluku

A a shluku B.

Metoda nejvzdáleněǰśı souseda

Jedná se o obdobu metody nejbližš́ıho souseda, v tomto př́ıpadě však uvažujeme

vzdálenost dvou nejvzdáleněǰśıch prvk̊u

d(A,B) = max
xi∈A
xj∈B

{ρ(xi, xj)} . (3.2)

Centroidńı metoda

U centroidńı metody definujeme vzdálenost dvou shluk̊u jako vzdálenost jejich cen-

troid̊u (těžǐst’)

d(A,B) = ρ(x̄A, x̄B), kde x̄A =
1

|A|
∑
xi∈A

xi, x̄B =
1

|B|
∑
xj∈B

xj. (3.3)

Obr. 3.2: Metoda nejbližš́ıho souseda / Metoda nejvzdáleněǰśıho souseda / Centro-

idńı metoda
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Metoda pr̊uměrné vazby

Tato metoda bere za vzdálenost dvou shluk̊u pr̊uměr vzdálenost́ı všech dvojic prvk̊u

z r̊uzných shluk̊u, tedy

d(A,B) =
1

|A||B|
∑
xi∈A

∑
xj∈B

ρ(xi, xj). (3.4)

Mezi daľśı použ́ıvané metody patř́ı mediánová metoda, vážená metoda pr̊uměrné

vazby nebo Wardova metoda, jejichž definice a vlastnosti najdeme v [5] a [8].

3.1.5 Lance-Williams̊uv vzorec

V předchoźıch odstavćıch jsme si uvedli některé explicitńı vzorce pro koeficienty

nepodobnosti shluk̊u. Pro praktický výpočet je však výhodněǰśı použ́ıt tento zp̊usob

výpočtu:

1. d ({xi} , {xj}) = ρ(xi, xj)

2. Necht’ T = R∪S je shluk rozkladu Ωi+1 źıskaný sjednoceńım shluk̊u R, S ∈ Ωi.

Potom pro všechny shluky K i-tého rozkladu, které přejdou beze změny do

rozkladu Ωi+1, plat́ı

d(K,T ) = αrd(K,R) + αsd(K,S) + βd(R, S) + γ
∣∣d(K,R)− d(K,S)

∣∣. (3.5)

T́ımto zp̊usobem můžeme aktualizovat matici nepodobnost́ı shluk̊u, aniž bychom

potřebovali p̊uvodńı data. Koeficienty αr, αs, β a γ pro většinu běžně použ́ıvaných

metod najdeme v tabulce 3.1.

Tab. 3.1: Koeficienty pro Lance-Williams̊uv vzorec [6]

Shlukovaćı metoda αr αs β γ

Metoda nejbližš́ıho souseda 1/2 1/2 0 −1/2

Metoda nejvzdáleněǰśıho souseda 1/2 1/2 0 1/2

Cetroidńı metoda |R|
|S|+|R|

|S|
|S|+|R|

−|R||S|
(|S|+|R|)2 0

Mediánová metoda 1/2 1/2 −1/4 0

Metoda pr̊uměrné vazby (nevážená) |R|
|S|+|R|

|S|
|S|+|R| 0 0

Metoda pr̊uměrné vazby (vážená) 1/2 1/2 0 0

Wardova metoda |R|+|K|
|S|+|R|+|K|

|S|+|K|
|S|+|R|+|K|

−|K|
|S|+|R|+|K| 0

Je třeba dodat, že pro odvozeńı koeficient̊u centroidńı, mediánové a Wardovy

metody byl použit čtverec Euklidovské vzdálenosti. Pro jinou volbu vzdálenosti tedy

obecně dostáváme jinou metodu.
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3.1.6 Ilustračńı př́ıklad

Máme zadaných pět bod̊u v rovině:

A1 = (7, 7), A2 = (1, 1), A3 = (1, 2), A4 = (7, 5), A5 = (3, 3).

Tyto body (dále je budeme značit jen jejich indexem) chceme shlukovat pomoćı

centroidńı metody s euklidovskou vzdálenost́ı a použijeme k tomu explicitńı vzorec.

V prvńım kroku spoč́ıtáme matici vzdálenost́ı D = (dij).

X(0) =


7 7

1 1

1 2

7 5

3 3


{1}
{2}
{3}
{4}
{5}

D(0) =


0

8,49 0

7,81 1 0

2 7,21 6,71 0

5,66 2,83 2,24 4,47 0


Nejmenš́ı nenulový prvek matice vzdálenosti je d32, proto slouč́ıme shluky {2}

a {3} (obr. 3.3a). Vytvoř́ı se tak shluk {2, 3}, který bude charakterizován těžǐstěm

objekt̊u 2 a 3. Poté přepoč́ıtáme matici vzdálenost́ı.

X(1) =


7 7

7 5

3 3

1 1,5


{1}
{4}
{5}
{2, 3}

D(1) =


0

2 0

5,66 4,47 0

8,14 6,95 2,5 0


Opět vybereme nejmenš́ı nenulový prvek, v tomto př́ıpadě d21. Pozićım 1, 2 od-

pov́ıdaj́ı shluky {1}, {4}, které slouč́ıme (obr. 3.3b).

X(2) =

3 3

1 1,5

7 6

 {5}
{2, 3}
{1, 4}

D(2) =

 0

2,5 0

5 7,5 0


Opakováńım výše zmı́něného postupu ze shluk̊u {5} a {2, 3} dostáváme nový

shluk {2, 3, 5} (obr. 3.3c), který reprezentujeme těžǐstěm bod̊u 2, 3 a 5.

X(3) =

(
7 6

1,67 2

)
{1, 4}
{2, 3, 5}

D(3) =

(
0

6,67 0

)
V tomto kroku obdrž́ıme 1 shluk, ve kterém jsou všechny objekty (obr. 3.3d),

algoritmus tedy ukonč́ıme.

Celý postup včetně vzdálenost́ı mezi jednotlivými shluky lze graficky zobrazit

pomoćı dendrogramu (obr. 3.3e).
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Obr. 3.3: Algoritmus centroidńı metody
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3.2 Nehierarchické shlukováńı

Na rozd́ıl od hierarchických metod se v těchto metodách mohou prvky přesouvat

mezi shluky. Většinou je třeba zač́ıt vytvořeńım počátečńıho rozkladu, který se poté

iteračně upravuje přeskupováńım prvk̊u mezi shluky tak, aby se minimalizovala

vhodně zvolená účelová funkce.

3.2.1 Algoritmus k-means

Algoritmus k-means spoč́ıvá v minimalizaci sumy čtverc̊u vzdálenost́ı mezi prvky a

těžǐsti shluk̊u, do kterých patř́ı. To můžeme zapsat jako funkcionál

J(C) =
k∑

j=1

nj∑
i=1

[
d2

(
x
(j)
i , cj

)]2
, (3.6)

kde d2 znač́ı Euklidovskou metriku, k předem zvolený počet shluk̊u, nj počet prvk̊u

v j-tém shluku, cj těžǐstě (centroid) j-tého shluku a x
(j)
i je i-tý prvek j-tého shluku.

Shlukováńı pomoćı algoritmu k-means prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem.

Algoritmus 2 K-Means

1: Vytvořeńı počátečńıho rozkladu

2: Výpočet centroid̊u všech shluk̊u

3: repeat

4: Přǐrazeńı každého prvku do shluku, k jehož centroidu má nejmenš́ı vzdálenost

5: Přepočet souřadnic centroid̊u

6: until Nedojde k přesunu žádného prvku

Lze dokázat, že metoda konverguje v konečném počtu krok̊u k lokálńımu minimu

funkcionálu J . Těchto minim může obecně existovat v́ıce v závislosti na počátečńım

rozkladu. Proto v praxi algoritmus použijeme několikrát s r̊uznými počátečńımi

rozklady a vybereme ten nejlepš́ı rozklad z hlediska hodnoty účelové funkce. Ani

tak bohužel neńı zaručeno nalezeńı globálńıho minima.

Počátečńı rozklad

Zabývejme se nyńı volbou počátečńıho rozkladu. Nejběžněǰśım zp̊usobem je náhodné

vygenerováńı k bod̊u v prostoru Ep. Každý prvek poté přǐrad́ıme k jeho nejbližš́ımu

centroidu, č́ımž obdrž́ıme počátečńı rozklad. Nevýhodou tohoto př́ıstupu je, že mů-

žeme v počátečńım rozkladu obdržet prázdný shluk. Snadno se j́ı však zbav́ıme,

pokud počátečńı body budeme náhodně vyb́ırat z množiny dat.
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Existuje mnoho daľśıch heuristik zabývaj́ıćıch se vhodnou volbou počátečńıho

rozkladu. Tyto metody však přesahuj́ı rámec tohoto textu a nebudeme se jimi

zabývat.

Ilustračńı př́ıklad

V tomto odstavci je na př́ıkladu ukázán princip algoritmu k-means. Úkolem je rozdělit

15 dvourozměrných objekt̊u z obrázku 3.4a do dvou shluk̊u.

V prvńım kroku se náhodně vygeneruj́ı dva centroidy (obr. 3.4a). Poté se data

rozděĺı do shluk̊u tak, aby euklidovská vzdálenost mezi daty a centroidy byla mi-

nimálńı. Nové centroidy se urč́ı jako těžǐstě bod̊u ve shluku (obr. 3.4b). Opět se mini-

malizuj́ı vzdálenosti mezi daty a novými centroidy, č́ımž dojde k přesunu některých

objekt̊u mezi shluky, a vypoč́ıtaj́ı se nové souřadnice centroid̊u (obr. 3.4c a 3.4d).

V daľśı iteraci ještě dojde k přesunu objekt̊u (obr. 3.4e), nové centroidy ale shluky

nezměńı, proto je algoritmus ukončen (obr. 3.4f).
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děĺıćı př́ımka

centroid 1
centroid 2

(a) (b)
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Obr. 3.4: Algoritmus k-means
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3.2.2 Algoritmus fuzzy c-means

Doposud zmı́něné algoritmy každý prvek jednoznačně přǐradily do určitého shluku,

a to i v př́ıpadě, že ležel na
”
hranici“ mezi dvěma shluky. Výjimkou nebyly ani

odlehlé hodnoty (outliers), které např́ıklad u algoritmu k-means mohly vychýlit po-

zici centroid̊u. Tyto nedostatky se pokouš́ı řešit algoritmus fuzzy c-means. Jedná

se o obdobu algoritmu k-means, v tomto př́ıpadě však každému prvku i přǐrad́ıme

př́ıslušnost uij ke všem shluk̊um j. [3]

Minimalizuje se funkcionál

J(U,C) =
k∑

j=1

n∑
i=1

(uij)
m [d2 (xi, cj)]

2 , (3.7)

kde m je konstanta určuj́ıćı
”
rozostřenost“ shluk̊u. Pro zaručeńı konvergence k lokál-

ńımu minimu zmı́něného funkcionálu voĺıme m z intervalu (1,∞). Tohoto optima

ovšem nedosáhneme v konečnému počtu krok̊u, proto algoritmus ukonč́ıme v mo-

mentě, kdy se účelová funkce změńı o menš́ı hodnotu než zvolené ε.

Algoritmus 3 Fuzzy c-means

1: Výběr / vygenerováńı k počátečńıch centroid̊u

2: repeat

3: Výpočet př́ıslušnosti bod̊u k jednotlivým centroid̊um

4: Výpočet nových centroid̊u na základě př́ıslušnosti bod̊u

5: until J i−1 − J i < ε

Jednotlivé př́ıslušnosti spoč́ıtáme pomoćı vzorce

uij =
1∑k

l=1

[
d2(i,cj)

d2(i,cl)

] 2
m−1

, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k. (3.8)

Pro jejich hodnoty plat́ı

uij ∈ 〈0, 1〉 ,
k∑

l=1

uil = 1. (3.9)

Centroidy shluk̊u poté přepoč́ıtáme jako

cj =

∑n
i=1(uij)

mxi∑n
i=1(uij)

m
, 1 ≤ j ≤ k. (3.10)

Konstanta m výrazně ovlivňuje výsledky shlukováńı. Pro m→∞ maj́ı všechny

prvky stejnou př́ıslušnost ke všem shluk̊um, zat́ımco pro m→ 1 přecháźı metoda v

k-means.

16



Volbě optimálńı konstanty m se věnuj́ı Schwammle a Jensen v [10]. Podle nich

záviśı na dimenzi p a počtu prvk̊u n vztahem

m = 1 +

(
1418

n
+ 22,05

)
p−2 +

(
12,33

n
+ 0,243

)
p−0,0406ln(n)−0,1134. (3.11)

3.3 Validace shluk̊u

Výše zmı́něné algoritmy provedou rozklad množiny na shluky bez ohledu na skuteč-

nou strukturu dat. Proto vzniká potřeba analyzovat, jak kompaktńı nalezené shluky

jsou. Takovému postupu ř́ıkáme validace shluk̊u. Jedńım ze zp̊usob̊u, jak ji provést,

je využit́ı takzvaných siluet, jejichž konstrukci a aplikaci si nyńı předvedeme. [9]

3.3.1 Konstrukce siluet

Necht’ i je i-tý objekt patř́ıćı shluku A1. Pokud shluk A obsahuje nějaké daľśı prvky,

můžeme vypoč́ıtat pr̊uměrnou vzdálenost mezi prvkem i a všemi ostatńımi prvky j

shluku A jako

a(i) =

∑
j∈A ρ(i, j)

|A| − 1
i 6= j. (3.12)

Vzdálenost ρ může být libovolná, my se však omeźıme na ρ = d2, abychom mohli

vzniklé siluety vzájemně porovnávat. Uvažujme dále jiný shluk C 6= A. Vypoč́ıtáme

pr̊uměrnou vzdálenost mezi prvkem i a všemi prvky shluku C

ρ̄(i, C) =

∑
j∈C ρ(i, j)

|C|
. (3.13)

Tuto hodnotu vypoč́ıtáme pro všechny takové shluky C a definujeme

b(i) = min
C 6=A

ρ̄(i, C). (3.14)

Nyńı zkonstruujeme siluetu prvku i

s(i) =


1− a(i)

b(i)
pro a(i) < b(i)

0 pro a(i) = b(i)

b(i)
a(i)
− 1 pro a(i) > b(i),

(3.15)

což lze ekvivalentně zapsat jako

s(i) =
b(i)− a(i)

max (a(i), b(i))
. (3.16)

1. Abychom mohli tento postup použ́ıt i pro algoritmus fuzzy c-means, muśıme přǐradit prvek i

do shluku, ke kterému má největš́ı př́ıslušnost. Častěji se však pro tento algoritmus použ́ıvaj́ı

postupy, které zohledňuj́ı i př́ıslušnosti uij , zabývat se jimi ale nebudeme.
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Pokud shluk A obsahuje jediný prvek i, definujeme s(i) = 0. Z výše uvedených

definic je zřejmé, že s(i) ∈ 〈−1, 1〉.

3.3.2 Grafická reprezentace siluet

Siluety prvk̊u i jednotlivých shluk̊u A lze zobrazit do dvourozměrného grafu, kde

na svislou osu nanáš́ıme hodnoty s(i) a na vodorovnou osu podle hodnoty s(i)

seřad́ıme prvky shluku A. Mluv́ıme poté o siluetě shluku A. Pokud do grafu na-

skládáme siluety všech shluk̊u, dostaneme siluetu rozkladu (obr. 3.5b).

(a) Shlukovaná data (b) Silueta rozkladu

Obr. 3.5: Ukázka rozkladu a jeho siluety

3.3.3 Interpretace siluet

Věnujme se nyńı interpretaci možných hodnot siluet. Představme si nejprve, že naše

data tvoř́ı shluky malé velikosti, které jsou od sebe daleko vzdálené. Pro prvek i

potom zřejmě bude platit, že hodnota a(i) (rovnice 3.12) je o hodně menš́ı, než

hodnota b(i) (rovnice 3.14). Č́ım bĺıže k sobě budou prvky v rámci jednotlivých

shluk̊u a č́ım dále od sebe tyto shluky budou, t́ım menš́ı bude poměr a(i)/b(i).

Z rovnice 3.15 poté plyne, že pro takovýto př́ıpad se hodnota s(i) bĺıž́ı jedné.

Takový př́ıpad nastal pro prvky modrého shluku z obrázku 3.5a. Vysoké hodnoty

s(i) všech jeho prvk̊u potvrzuj́ı, že se jedná o dobře oddělený a kompaktńı shluk.

Prvky zeleného shluku jsou mnohem v́ıce rozptýleny, proto je jeho silueta ńıž.
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3.3.4 Určeńı optimálńıho počtu shluk̊u pomoćı siluet

V předchoźım odstavci jsme ukázali, že velikost siluet znač́ı, jak dobře je prvek

ve shluku zařazen. Obecně hledáme rozklad takový, že většina prvk̊u je dobře

zařazena. V takovém př́ıpadě očekáváme vysokou hodnotu siluety rozkladu s̄, kterou

definujeme jako pr̊uměr hodnot s(i) pro všechny prvky i rozkladu. Toho můžeme

využ́ıt při určováńı optimálńıho počtu shluk̊u. Provedeme rozklady pro r̊uzné počty

shluk̊u k, pro každý rozklad napoč́ıtáme s̄ a vybereme největš́ı hodnotu. Odpov́ıdaj́ıćı

počet shluk̊u prohláśıme za optimálńı.

Aplikujme nyńı tento postup na data z obrázku 3.5a. Algoritmem k-means

rozděĺıme data postupně do dvou až dev́ıti shluk̊u. Napoč́ıtané hodnoty vid́ıme

v grafu na obrázku 3.6. Nejlepš́ı siluety rozkladu s̄ jsme dosáhli pro 3 shluky, což

odpov́ıdá i našemu předpokladu na základě obrázku.

2 3 4 5 6 7 8 9

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8
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Obr. 3.6: Určeńı optimálńıho počtu shluk̊u

3.4 Poznámka o shlukováńı ve vyšš́ıch dimenźıch

V prostorech vyšš́ıch dimenźı se běžně použ́ıvaná euklidovská metrika chová jinak,

než jak ji známe z prostor̊u dimenźı 2 a 3. Tento jev se nazývá proklet́ı dimenzio-

nality. V některých př́ıpadech se projevuje tak, že se rozd́ıl vzdálenost́ı nejbližš́ıho

a nejvzdáleněǰśıho prvku k danému objektu bĺıž́ı nule. Euklidovská vzdálenost tedy

ztráćı schopnost popsat kontrast mezi daty. Podle [1] se v těchto př́ıpadech v́ıce hod́ı
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d1 metrika. Ještě lepš́ıch výsledk̊u však dosahuj́ı takzvané zlomkové metriky2 (fracti-

onal distance metrics). Jedná se o obdobu Minkowského metriky (rovnice 2.1), avšak

v tomto př́ıpadě dovoĺıme q ∈ (0, 1). Jejich implementaćı se však zabývat nebudeme.

2. Název metrika je zde nepřesný. Z matematického hlediska se o metriku nejedná, protože nesplňuje

trojúhelńıkovou nerovnost.
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4 VYTVOŘENÝ PROGRAM

V rámci této práce vznikl software, který dokáže scénáře vygenerované nástrojem

NERUDA zpracovat a poté je shlukovat pomoćı algoritmů, které byly představeny

v teoretické části této práce. Výsledky shlukováńı včetně siluet a jejich grafické

reprezentace poté exportuje do sešitu programu MS Excel.

Software vznikl ve vývojovém prostřed́ı Visual Studio od firmy Microsoft a je

naprogramován v jazyce C#.

Obr. 4.1: Ukázka prostřed́ı Microsoft Visual Studio 2015

4.1 Postup při shlukováńı

Uživatel nejprve načte soubor se scénáři, které se ulož́ı do paměti. Poté vybere typ

shlukováńı a nastav́ı jeho základńı parametry. Ze zadaných údaj̊u program vybere

proměnné (znaky) scénář̊u. Ty poté následuj́ıćım zp̊usobem zpracuje. Nejprve se

odstrańı proměnné s nulovým rozptylem1 a proměnné, které jsou identickými ko-

piemi jiných proměnných2. Následuje standardizace dat podle vzorce 2.4. Z takto

vytvořených proměnných se generuje datová matice, nad ńıž proběhne shlukováńı

podle zvoleného nastaveńı.

1. Proměnná s nulovým rozptylem má stejné hodnoty pro všechny scénáře, nemá tedy na shlukováńı

žádný vliv.

2. Proměnná, která má pro všechny scénáře stejné hodnoty jako některá jiná proměnná. Jej́ım

vynecháńım neńı z hlediska shlukováńı ztracena žádná informace.
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4.2 Možnosti nastaveńı a uživatelské rozhrańı

Nastaveńı shlukováńı se provád́ı pomoćı jednoduchého grafického uživatelské roz-

hrańı. K načteńı souboru s daty slouž́ı tlač́ıtko Načı́st v pravé dolńı části okna.

V horńım panelu potom vyb́ıráme typ algoritmu shlukováńı. Na výběr jsou metody

uvedené v této práci, tedy

• Hierarchické shlukovánı́,

• K-Means,

• Fuzzy C-Means.

Obr. 4.2: Ukázka uživatelského rozhrańı

U všech algoritmů má uživatel možnost zadat interval počtu shluk̊u k, které

chce źıskat. Spodńı hodnotu zadává položkou min, horńı hodnotu položkou max. Pro

algoritmy hierarchického shlukováńı má tento interval vliv pouze na to, pro jaké

počty shluk̊u se budou poč́ıtat siluety.

Pro hierarchické shlukováńı je nutné zvolit koeficient nepodobnosti shluk̊u. K to-

mu slouž́ı rozbalovaćı seznam s názvem Metody a možné volby jsou

• Nejbližšı́ soused,

• Nejvzdálenějšı́ soused,

• Centroidnı́ metoda,

• Mediánová metoda,

• Průměrná vazba (nevážená),

• Průměrná vazba (vážená).

22



Výpočet pak prob́ıhá pomoćı Lance-Williamsova vzorce (kapitola 3.1.5). Ze vzdále-

nost́ı je na výběr

• Euklidovská,

• Čtverec euklidovské,

• Manhattan,

• Čebyševova.

U zbylých dvou algoritmů voĺıme Počet opakovánı́, č́ımž specifikujeme, ko-

lik r̊uzných počátečńıch rozklad̊u pro každé k bude program generovat. Ze všech

vypočtených rozklad̊u se poté vybere ten s nejmenš́ı hodnotou účelové funkce. Pro

fuzzy c-means přibývá ještě volba konstanty m. Pokud zadáme č́ıslo 0, program jej́ı

hodnotu vypočte podle vzorce 3.11.

Volby Zařı́zenı́ a Uzly ovlivňuj́ı proměnné, které budou vstupovat do výpočtu.

Jejich význam je vysvětlen v kapitole 5.1.

4.3 Výstup

Výstupem shlukováńı je sešit v programu MS Excel. Ten se generuje pro zvolené

hodnoty počtu shluk̊u a ukládá se automaticky do složky s aplikaćı. Nacháźı se

v něm přehled nastavených parametr̊u shlukováńı, datová matice, výpis shluk̊u a

jejich prvk̊u. Pro interpretaci výsledk̊u je však nejd̊uležitěǰśı list s názvem Siluety.

Výřez z něj můžeme vidět na obrázku 4.3. Za zmı́nku stoj́ı druhý sloupec, ve kterém

se nacháźı č́ıslo
”
sousedńıho“ shluku jednotlivých prvk̊u. Jedná se o shluk, pro který

byla napoč́ıtána minimálńı vzdálenost ρ̄(i, C) (rovnice 3.13). V př́ıpadě ńızké hod-

noty siluety s(i) tak máme představu, kam by prvek alternativně mohl patřit.

Obr. 4.3: Část výsledk̊u shlukováńı
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5 APLIKAČNÍ ČÁST

5.1 Data

Představme si nejprve data, která budeme shlukovat. Jedná se o 5 000 scénář̊u odpa-

dového hospodářstv́ı v ČR optimalizovaných nástrojem NERUDA. Jako proměnné

uvažujeme zpracovatelskou kapacitu jednotlivých zař́ızeńı1 a jejich cenu na bráně2.

V datech se vyskytuj́ı tyto typy zař́ızeńı:

• EVO - zař́ızeńı pro energetické využit́ı odpadu (spalovny),

• MBÚ - zař́ızeńı na mechanicko-biologickou úpravu,

• SKL - skládky,

• ZLF - zař́ızeńı pro zpracováńı lehké frakce,

• PREKL - překládaćı stanice.

Každé zař́ızeńı př́ısluš́ı některému uzlu i z množiny I = {1, . . . , 213}. Jedná se o obce

s rozš́ı̌renou p̊usobnost́ı a města s v́ıce než 10 000 obyvateli.

5.2 Aplikace na podoblast ČR

Nejprve budeme scénáře shlukovat pouze podle zař́ızeńı v určité podoblasti ČR.

Pro tento účel zvoĺıme Zĺınský kraj, kterému odpov́ıdaj́ı uzly 201 až 213 a 46 pro-

měnných. Začneme algoritmem k-means. Budeme hledat rozklady pro 2 až 40 shluk̊u

a provedeme 50 r̊uzných rozklad̊u pro každou hodnotu k. Z těchto 50 zvoĺıme nejlepš́ı

rozklad podle hodnoty účelové funkce. Obdržené výsledky poté vyhodnot́ıme pomoćı

siluet.

Vypoč́ıtané hodnoty siluet rozkladu s̄ v závislosti na zadaném počtu shluk̊u k

vid́ıme v grafu na obrázku 5.1. Přibližně od k = 28 se hodnota s̄ ustáĺı. Z hlediska

siluet jsou tedy rozklady s 28 až 40 shluky podobně kvalitńı. Vybereme z nich takový,

který má co nejméně špatně zařazených prvk̊u, tedy prvk̊u i takových, že s(i) < 0.

T́ımto postupem źıskáme k = 34. Grafická interpretace siluet pro tento rozklad se

nacháźı v př́ıloze A.

Metody hierarchického shlukováńı se chovaj́ı v tomto př́ıpadě o poznáńı h̊uře.

Velmi brzy se spoj́ı prvky shluk̊u, které algoritmus k-means rozpoznal jako rozd́ılné.

Řetězovou reakćı potom vznikne jeden shluk, který obsahuje téměř všechny objekty,

a zároveň z̊ustane mnoho objekt̊u, které tvoř́ı samostatný shluk.

1. Zpracovatelská kapacita znamená množstv́ı odpadu v tunách, které je zař́ızeńı schopno ročně

zpracovat.

2. Cena na bráně určuje poplatek za zpracováńı jedné tuny odpadu.
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Obr. 5.1: Siluety s̄, algoritmus k-means

Porovnáńı výpočetńı náročnosti algoritmů k-means a fuzzy c-means pro použitá

data najdeme na obrázku 5.2. Pro počty shluk̊u 2 až 20 bylo generováno 15 počá-

tečńıch rozklad̊u a měřila se doba t v sekundách mezi vytvořeńım 1. počátečńıho

rozkladu a ukončeńım výpočtu pro 15. počátečńı rozklad. Vid́ıme, že pro rostoućı k

potřebuje fuzzy c-means podstatně v́ıce času než k-means. Pro naši aplikaci se proto

nevyplat́ı.

Interpretujme nyńı výsledky z algoritmu k-means pomoćı obdržených siluet.

Na prvńı pohled nás zaujmou čtyři široké a vysoké siluety shluk̊u 1, 2, 12 a 19.

Z vysokých hodnot s(i) můžeme usuzovat, že jsou si všechny scénáře velmi po-

dobné. Velká š́ı̌rka znač́ı, že se v těchto shlućıch nacháźı mnoho scénář̊u. Pro analýzu

nástrojem PIGEON z těchto shluk̊u můžeme vybrat jeden scénář (s největš́ı hodno-

tou siluety) a pravděpodobně dostaneme výsledky reprezentativńı pro všechny prvky

odpov́ıdaj́ıćıch shluk̊u. Podobně můžeme postupovat pro velké množstv́ı menš́ıch

shluk̊u s vysokými siluetami, např́ıklad shluky 13, 14, 21. V několika shlućıch (8, 15, 34

a daľśı) najdeme prvky se zápornými siluetami s(i). To znamená, že se od ostatńıch

prvk̊u shluku mohou podstatně odlǐsovat, proto muśıme být při jejich daľśı analýze

opatrńı. Daľśı možnost́ı by bylo tyto prvky přesunout do sousedńıch shluk̊u a pře-

poč́ıtat siluety.
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ý
p
o
če
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Obr. 5.2: Porovnáńı výpočtové náročnosti

5.3 Aplikace na celou ČR

Aplikujme nyńı stejný postup pro všechny proměnné, kterých je nyńı 581. Kromě

prudkého nár̊ustu výpočetńıho času nás negativně překvaṕı také ńızká hodnota

siluet s̄. Ta se pro všechny rozklady pohybuje těsně pod nulou. Pokud se bĺıže

pod́ıváme na vzdálenosti mezi prvky, zjist́ıme, že se všechny pohybuj́ı ve velmi

úzkém intervalu. Bohužel se projevilo proklet́ı dimenzionality, které jsme si přibĺıžili

v kapitole 3.4. S t́ımto problémem si námi představené algoritmy použ́ıvaj́ıćı běžné

vzdálenosti neporad́ı.
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6 ZÁVĚR

V práci je nejprve stručně nast́ıněna problematika nástroj̊u NERUDA a PIGEON,

ze které plyne nutnost použit́ı shlukové analýzy.

Následuje představeńı základńıch algoritmů, mezi které patř́ı hierarchické shlu-

kováńı, algoritmus k-means a algoritmus fuzzy c-means. Poté je pozornost věnována

interpretaci výsledk̊u shlukováńı pomoćı takzvaných siluet. Teoretické části těchto

kapitol doplňuj́ı ilustračńı př́ıklady.

V kapitole 4 je představen program pro shlukovou analýzu, který v rámci této

práce vznikl. Jsou popsány jeho základńı funkce a uživatelské rozhrańı.

Vzniklý software je následně použit pro shlukováńı reálných dat z nástroje NE-

RUDA. Obdržené výsledky jsou prezentovány a vyhodnoceny v kapitole 5. Nejprve

je shlukováńı provedeno pouze pro zař́ızeńı Zĺınského kraje. Nejlepš́ıch výsledk̊u

je dosaženo algoritmem k-means, který z celkového množstv́ı 5000 scénář̊u vytvoř́ı

34 shluk̊u, z nichž každý lze reprezentovat jedńım scénářem. T́ım dojde k významné

redukci scénář̊u pro analýzu nástrojem PIGEON a úspoře času.

Následuje shlukováńı z hlediska proměnných celé ČR. Obdržené výsledky však

maj́ı kv̊uli proklet́ı dimenzionality minimálńı vypov́ıdaj́ıćı hodnotu.

Do budoucna by tedy bylo vhodné prozkoumat metriky, které tomuto jevu ne-

podléhaj́ı. S t́ım souviśı i nutnost použit́ı algoritmů, které s těmito vzdálenostmi

dokáž́ı pracovat. Jako nejvhodněǰśı se v tomto př́ıpadě jev́ı metoda k-medoids. Jedná

se o obdobu k-means, shluky však nejsou reprezentovány jejich těžǐstěm, ale jedńım

z bod̊u shluku. Výhodou tohoto př́ıstupu je i to, že tento reprezentant je metodou

automaticky určen, a nemuśıme ho tak vyb́ırat pomoćı siluet.
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