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Abstrakt

Tato bakalaiskd prace se zabyva matematickymi modely, které se vyuzivaji v epidemi-
ologii. Jejim cilem je popis a sestaveni zakladniho Kermackova-McKendrickova modelu
a jeho naslednad analyza. Prace se také vénuje modifikacim tohoto modelu a ilustraci
na konkrétnich datech. V neposledni fadé je u vybranych modeld vysetfovana stabilita
ve stacionarnich bodech.

Summary

This bachelor’s thesis deals with the mathematical models which are used in epidemiology.
The aim of this thesis is a description and a creation of basic Kermack-McKendrick model
and its analysis. The thesis is also dedicated to modification of this model and illustration
on the concrete data. Last but not least, the stability of the selected models is checked
in the stationary points.
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1. UVOD

1. Uvod

Problematikou sifeni epidemii v populaci se zabyva matematicka biologie. Zakladnim mo-
delem, ktery se v tomto odvétvi pouziva je Kermackiiv-McKendrickiiv model, ktery byl
formulovan roku 1927. Jednd se o soustavu t¥i nelinearnich diferencidlnich rovnic. Popu-
lace v modelu je rozdélena do téchto zakladnich skupin — zdravi, infikovani a rezistentni
vici nemoci. Hodnoti se rist, respektive pokles poc¢tu jedinci v jednotlivych skupinach.
Analyzou tohoto modelu jsme schopni predvidat, zda nemoc vymizi, pfipadné zda se bude
sitit a jak Sifeni bude probihat.

Samotna prace se vénuje sestaveni zakladniho Kermackova-McKendrickova modelu
a jeho nasledné analyze. Kromé zakladniho modelu budeme uvazovat i nékteré jeho mo-
difikace. Struktura této prace je nasledujici.

V kapitole druhé je uveden prehled zédkladniho matematického aparatu, ktery se tyka
nékterych poznatku teorie stability obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Kapitola tfeti se zabyva zakladnim Kermackovym-McKendrickovym modelem, ktery
je zde sestaven a nasledné i analyzovan. Déale tento model bude realizovan na konkrét-
nich datech (vybrana je chfipkové epidemie, kterda probéhla na anglické internatni skole
v roce 1978).

Kapitola ¢tvrta je vénovana modifikacim zakladniho modelu. Zaméfime se na model,
ve kterém je vynechana skupina odolnych jedincti - v modelu budou pouze zdravi a infi-
kovani. Nasledné budeme tento model realizovat, a to opét na datech ze stejné chiipkové
epidemie. Priibéhy jednotlivych skupin porovname s pfipadem z predchozi kapitoly, tedy
s ptipadem, kde jsme uvazovali odolnost vii¢i nemoci.

Dalsi ¢ast ¢tvrté kapitoly je zamérena na epidemiologické modely, ve kterych bereme
v uvahu i porodnost a timrtnost jedinct v populaci. Nejprve se budeme zabyvat zaklad-
nim modelem a nasledné modelem bez rezistence jedincil, avSak s moznosti uzdraveni
infikovanych. V obou pfipadech se budeme vénovat stabilité téchto systémii.

Posledni kapitola zahrnuje shrnuti a zavérecné komentare.



2. Matematicky aparat

V této kapitole uvedeme pojmy a vlastnosti, se kterymi budeme v nasledujicich c¢astech
pracovat. Zamérime se ale pouze na takové, které nelze povazovat za standardni soucast
vysokoskolského kurzu diferenciadlnich rovnic na technickjch skolach. Zavedeme definici
stability soustavy diferencialnich rovnic, nelinearnich i linearnich, a okomentujeme pojem
linearizované stability [2]. Uvedeme rovnéz Routhovo-Hurwitzovo kritérium, které slouzi
k posouzeni stability [1].

2.1. Stabilita nelinearnich systému

Nejprve zavedeme pojem stability a asymptotické stability pro tzv. rovnovazné stavy
(tj. stacionarni body, ekvilibria).

Definice 1. UvaZujme soustavu rovnic

¥ = f(x), (2.1)

kde f € CY(Q,R), Q CR", x: R" — Q. Necht x* € Q je staciondrni bod, tj. f(z*) = 0.
Bod x* se nazyva stabilni, jestliZe pro kaZdé redlné e > 0 existuje redlné 6 > 0, pro které
plati

‘x(O)—x* <g t>0,

kde x(t) je teseni (2.1) s poéatecni podminkou x(0) v case t = 0.
Bod z* se nazyva asymptoticky stabilni, je-li stabilni a navic existuje redlné A > 0,
pro které plati

<d=|z(t) - 2"

|2(0) — 2*| < A = lim a(t) = z*. (2.2)

t—o00

Bod x* se nazyvd nestabilni, neni-li stabilni.

Poznamka 1. Zdiraznéme, Ze tato podminka nemusi implikovat stabilitu. Stabilita zna-
mena, ze Feseni zacinajici ,,blizko” x* a zistane , blizko* pro vSechna ¢t > 0. Asymptoticka
stabilita navic znamenad, Ze feSeni zacinajici ,blizko” x* konverguje k z* pro t — oo.
Samotna podminka (2.2) fikd, Ze z* je tzv. lokdlni atraktor.

2.2. Stabilita linearnich systému
Pro linearni systémy s konstantni matici
= Az, AeR™" (2.3)

je situace jednoduché. Rovnice ma nulovy stacionarni bod x*, jehoz stabilita je urcena
nasledujici vétou.
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Véta 1. Je dana soustava (2.3) s konstantni matici A.

(i) Nulové Tesent této soustavy je asymptoticky stabilni, prave kdyZ maji vSechna vlastni
¢isla matice A zdpornou redlnou cdst.

(i) Nulové teSeni této soustavy je stabilni, pravé kdyZ maji viechna vlastni ¢isla ma-
tice A nekladnou redlnou cdst a Jordanovy buriky prislusné vlastnim cislum s nulovou
realnou casti magi velikost jedna.

(iii) Nulové Teseni této soustavy je nestabilni, pravé kdyZ md aspon jedno vlastni ¢islo
matice A kladnou redlnou cast, nebo ma nulovou redalnou cast a prislusnda Jordanova
burnika ma velikost alespon 2.

Poznamka 2. Pro usnadnéni si oznac¢ime symbolem o(A) mnozinu vlastnich ¢isel ma-
tice A. Tato mnozina byva také oznacovana jako spektrum matice A. Dale zavedeme

s(A) :==maz{Re X : A € 6(A)}.

Toto ¢islo se nazyva spektrdlni mez a méa velky vyznam pro stabilitu. Pomoci tohoto
oznaceni lze Vétu 1 (i) preformulovat takto: Nulové FeSeni soustavy (2.3) je asymptoticky
stabilni prave, kdyz s(A) < 0.

Poznamka 3. Zduraznéme, Ze kritéria z Véty 1 nelze pouzit v pripadé neautonomni
rovnice, tj. pokud A zavisi na ¢ase. Zminéné ilustrujeme na protipiikladu, ve kterém sice
realné ¢asti vlastnich ¢isel jsou zaporné, avsak nulové feseni soustavy je i presto nestabilni.
Jedna se o priklad L. Marcuse a H. Yamabeho, kde uvazujeme matici

A(t)—l- —14+3-cos2t 4—3-sin2t
4 —4 —3-sin2t —1—3-cos2t |

Vypocteme-li vlastni ¢isla soustavy, vychazi nezavisle na case t a jsou tohoto tvaru

1
ALZZZ-(—uﬁ-z‘).

Reseni soustavy 2/ = A(t)z je pfitom funkce

ot —cost
() =e ( sin ¢ )’

nulové reseni prislusné soustavy je tedy nestabilni.

2.3. Linearizovana stabilita

Definice 2. Mame nelinedrni systém (2.1) a néjaky staciondrni bod x*. Pri znacent
r =y +x* miZeme psdt

Yy =fly+a)=fla") + V(@ )y +r(y) = Ay +r(y),

kde r(y) = o(ly|) pro y — 0. Na okoli bodu x* se jednd o linedrni problém s matici
A= Vf(x*) a malou poruchou r. Tento linedrni systém nazyvame linearizovanym sys-
témem.



2.4. ROUTHOVO-HURWITZOVO KRITERIUM

Poznamka 4. Matice A z predchéazejici definice se nazyva Jacobiho matice. Uzitim ozna-
ceni

f = (flu"'7fn)7 y:<y1;"'7yn);

ji lze psat ve tvaru

8yl 3?/2 ayn
0 13} Oyn
A= = o Y
dy1 Oy2 OYn

Vé&ta 2. (Linearizovana stabilita) Necht f € C'(Q,R), kde Q je néjaké okoli stacio-
ndrniho bodu x* soustavy (2.1). Ddle necht A je Jacobiho matice této soustavy v x*.

(1) Je-li s(A) <0, je x* asymptoticky stabilni.

(i) Je-li s(A) > 0, pak x* neni stabilni.

Poznamka 5. Rekneme, Ze staciondrni bod z* je hyperbolicky, pokud 7adné vlastni ¢islo
prislusné Jacobiho matici A nema nulovou realnou ¢ast. Pro tyto body plati silnéjsi tvrzeni
nez Véta 2 v tom smyslu, ze trajektorie nelinedrniho systému (2.1) se v okoli takového
stacionarniho bodu chovaji ,,podobné” jako trajektorie linearizovaného systému. Piesné
matematické vyjadreni udava nasledujici véta.

Véta 3. Bud x* hyperbolicky staciondrni bod rovnice (2.1) a necht A je prislusnd Ja-
cobiho matice. Pak existuje U okoli nulového staciondrniho bodu rovnice (2.3), V okoli
staciondrniho bodu x* a homeomorfismus ® : U — V', ktery zobrazuje resent linedrni
rovnice (2.3) na fesent nelinedrni rovnice (2.1).

2.4. Routhovo-Hurwitzovo kritérium

V této casti se budeme zabyvat Routhovym-Hurwitzovym kritériem, pomoci kterého
muzeme posoudit asymptotickou stabilitu soustavy diferencialnich rovnic.

Véta 4. (Routhovo-Hurwitzovo kritérium) Meéjme polynom
PN =X +a -\ 4+, A+ ay,

kde koeficienty a; jsou redlné konstanty. Definujeme Hurwitzovu matici, kterd vyuzZivd
koeficienty charakteristického polynomu

a 1 aq 1 0
Hy = (a1), Hy= ( ! ) , H3= 1| a3 ay a1 |,
@3 G2 a aq4 as
5
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a obecné
aa 1 0 0 0
as a9 ap 1 0
Hn — as a4 a3 ag - 0 ,
0 0 0 O Qn

kde a; =0, kdyZ j > n. Vsechny koteny polynomu P(\) jsou zdporné nebo maji zdpornou
redalnou cast pravé tehdy, kdyz determinanty vsech Hurwitzoviych matic jsou kladnée, tj.

det H; >0, j=1,2 .. n.

Poznamka 6. Mame-li polynom druhého stupné, tj. n = 2, pak Hurwitzova matice
mé nasledujici podobu
ay 1
Hy, = .
2 ( 0 a9 )

Miizeme tedy vyvodit, ze prvni subdeterminant bude kladny, pokud
ap > 0. (24)

Podobné musi byt kladny i samotny determinant matice Hs, coz nastane, pokud bude
soucin prvkt na hlavni diagonéle kladny, odtud vyplyva

ao > 0. (25)

Jinak vyjadfeno, za platnosti podminek (2.4) a (2.5) jsou vSechny kofeny piislusného
polynomu druhého stupné zaporné.

Kritérium polynomu tfetiho stupné, tj. n = 3, vyvodime z Hurwitzovy matice, ktera
bude mit tuto podobu

aq 1 0
H3 = as a2 ap
0 0 as

Stejné jako tomu bylo v predchozim ptipadé, musi opét platit, ze
ar > 0, (2.6)
zaroven z druhého subdeterminantu plyne podminka
ap - az > as. (2.7)
Ze ttretiho subdeterminantu, tedy ze samotného determinantu Hj, plyne, Ze musi platit
as - (ay - ag — ag) > 0,

coz nastane praveé tehdy, kdyz oba cleny souc¢inu budou kladné. Vyraz v zavorce bude
kladny, pokud bude spliiovat podminku (2.7). Zbyva tedy dodat

as > 0. (28)

Budou-li u polynomu t¥etiho stupné splnény podminky (2.6), (2.7) a (2.8) tykajici se jejich
koeficientt, pak jeho kofeny budou zaporné (a naopak).



3. Kermackuv-McKendrickuv
epidemiologicky model

3.1. Zakladni koncept

Nejpouzivan€jsim modelem v problematice epidemii v populaci je Kermacktv-McKen-
dricktiv model. Presto, ze nékteré skutecnosti zjednodusuje, je jeho analyza uzitecna, ne-
bot pomahé predvidat dynamiku $ifeni infek¢énich chorob. Mezi faktory, které neuvazuje,
patii nékteré elementarni skutecnosti spojené s existenci a funkci jakékoli spole¢nosti.
Jedna se zejména o porodnost a imrtnost zdravych jedinct, pripadné o dobu nemoci,
zda je viibec srovnatelnd s dobou jednotlivych zivotnich etap clovéka. Dale nezohlednuje
vékovou strukturu ve sledované populaci, inkubac¢ni dobu nemoci a dalsi kritéria.

Nyni tento model sestavime. Vychazime z dilezitého predpokladu, ze v uzaviené po-
pulaci o N jedincich se v ¢asovém okamziku ¢ nachézi nasledujici skupiny

e S(t) - poet zdravych, nemoci ohrozenych jedinci,
e [(t) - pocet infikovanych, respektive osob, které aktivné nemoc prenéseji,

e R(t) - poclet rezistentnich osob, které jiz chorobu nemaji a jsou odolné vici dalsi
nakaze, at uz zvySenou imunitou, izolaci, nebo smrti.

Dale vychazime z téchto predpokladii
e Nemoc se §ifi kontaktem mezi infikovanymi, zdravymi a ohrozenymi jedinci.

e Choroba nema latentni obdobi, coz znamena, Ze se nemoc zacne vyvijet bezpro-
stfedné po kontaktu s infikovanym.

e Populace je homogenni. Vsichni ohrozeni jedinci jsou tedy stejné ohrozeni a vsSichni
infikovani jsou stejné infekéni. Pravdépodobnost setkani jakychkoliv dvou jedinct
v populaci je stejna.

e Populace je autonomni, ma tudiz konstantni velikost. Nebereme v tivahu ani naro-
zeni novych jedincii, ani migraci. Vsichni zemfeli jsou zahrnuti do skupiny osob R(?),
které jiz nemoc absolvovali.

Posledni predpoklad 1ze napsat ve tvaru [7]
S(t)+ I(t)+ R(t) = N = konst. (3.1)

Vyse uvedené predpoklady jsou sice jistym zptisobem omezujici, ale v mnohém se prilis
nelisi od skutecnosti. Pfikladem je podminka konstantni velikosti populace - pii pribéhu
spousty onemocnéni je reilna, nebot velké mnozstvi chorob ma natolik rychly pribéh,
ze prirastek i ibytek jedinci v populaci za dany casovy tsek je zcela zanedbatelny.



3. KERMACKUV-MCKENDRICKUV EPIDEMIOLOGICKY MODEL

Neuvazovani latentniho obdobi umoznuje pocitat pribéh bez zpozdéni, coz je zna¢nym
usnadnénim pii vypoctech. Zjednodusenim je i predpoklad, Ze setkani jedincii navzajem
je u vsech stejné pravdépodobné. Kdyby tomu tak nebylo, museli bychom navic brat
v uvahu pravdépodobnosti setkani jednotlivych jedincii a skupin, coz by vypocty znacné
ztizilo.

3.2. Model SIR

Model zalozeny na existenci tii vyse uvedenych kategorii osob v populaci nazyvame mo-
delem SIR. Matematickd konstrukce vychazi z nadchazejicich pfedpokladi [7]

e Nartst infikovanych jedincii je imérny poctu ohrozenych a infikovanych jedinct,
tj. ~r-S(t)- I(t), kde r je kladné konstanta imérnosti. Ohrozenych osob stejnou
rychlosti ubyva.

e Rychlost, s jakou ubyva infikovanych jedinct, at uz vyléenim, nebo tmrtim, je
umérnd poctu infikovanych osob, tj. ~ a - I(t).

e Populace je natolik velka, ze vyvolané zmény miizeme povazovat za spojité.

Za téchto podminek je matematicky Kermacktv-McKendrickiiv model definovany
tfemi diferencidlnimi rovnicemi popisujicimi dynamiku jednotlivych dil¢ich kategorii [9]

S'(t) = —r-S(t)- I(¢) (3.2)
I'ty=r-St)-1(t) —a-I(t) (3.3)
R'(t) =a-I(t). (3.4)

Rovnice déle doplnuji pocatecni podminky ve tvaru

S(0) = Sy > 0 (3.5)
1(0)=1I> 0 (3.6)
R(0) = Ry = 0. (3.7)

Na obrazku 3.1 je uvedeno blokové schéma tohoto modelu, kde je ukazano, jak pomoci
konstant vznika a na které skupiny osob maji konstanty vliv.

4

S(t)

I(t) R(t)

Obrazek 3.1: Blokové schéma Kermackova-McKendrickova modelu



3.3. SIRENI NAKAZY

Predpoklad (3.1) o autonomité populace neni ani nutny uvadét, nebot implicitné plyne
ze samotnych rovnic modelu, tj. z rovnic (3.2), (3.3) a (3.4). Jejich sectenim se ode¢tou
levé strany a ziskame tak tento tvar

0=5(t)+I'(t) + R(1).

Zintegrovanim zjistujeme, Ze soucet skupiny zdravych, infikovanych a odolnych jedinci
v libovolném ¢ase t je konstantni, tedy odpovida zminované rovnici (3.1).

3.2.1. Vyznam konstant

Konstanta 7, pro niz plati, Ze je vétsi nez nula, vyjadiuje rychlost Sifeni infekce, neboli
pravdépodobnost nakazy. Tento parametr popisuje miru infek¢nosti choroby, to znamena,
zda se prenasi snadno ¢i obtizné. Dale popisuje kvalitu preventivnich opatteni ve spolec-
nosti, zejména izolaci nemocnych, preventivni léky ¢i pripravky a troven hygieny. Kon-
stanta zavisi také na zajmu spolecnosti a na védomostech jejich ¢lent o nemoci.

Parametr a charakterizuje miru vaznosti choroby. Dale uvazuje technologické i orga-
niza¢ni prostiedky pro lé¢eni choroby [7].

3.3. Sifeni nakazy

Hlavni otazkou pii vypuknuti jakékoli epidemie je, zda se pro dané parametry modelu
a pocatecni podminky bude nakaza sitit a nasledné, jak bude Sifeni probihat. Dale nas
zajima, jak vazna epidemie bude, tedy jaké maximélni hodnoty nabude stav skupiny
infikovanych a jak se bude vyvijet stav skupiny odolnych vii¢i nemoci.

Charakter vyvoje nemoci mizeme posoudit z priitbéhu feseni rovnice pro infikované,
tj. z rovnice (3.3). Po vytknuti I(t) a dosazeni poc¢ate¢nich podminek dostdvame tvar

I'0)y=1Ip-(r-Sy—a).

Rozhodnuti o tom, zda kategorie infikovanych roste nebo klesa zalezi na znaménku vyrazu
v zévorce, nebot podle pocateéni podminky bude hodnota Iy kladna, tj. zjistujeme, zda

Sp > % nebo Sp < .

V pripadé rovnosti by byl vyraz nulovy, coz by znamenalo konstantni velikost skupiny
infikovanych, to je vSak nepravdépodobné.

Stav skupiny zdravych jedinct S(t) nemize podle rovnice (3.2) rust, tj. S'(t) < 0,
tedy S(t) je pro libovolny Cas ¢ mensi nez Sp. Z toho miZeme vyvodit, Ze je-li Sp < %, pak

I'ty=1I-(r-S—a)<0, t>0.

Z vyse uvedeného plyne, Ze funkce I(t) je v tomto pfipadé klesajici, tj. Iy > I(t) — 0
pro t — 00, coz znamena, ze infekce odezniva, epidemie nepropukne. Naopak v piipadé,
ze Sy > ¢, pak skupina I(t) nejdfive roste, tedy infekce se zacina sifit [6].
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3. KERMACKUV-MCKENDRICKUV EPIDEMIOLOGICKY MODEL
3.4. Stavova rovina SI

Resen{ soustavy rovnic modelu SIR (tj. vztahy (3.2), (3.3) a (3.4)) je obtiZné, protoZze
se jedna o nelinearni soustavu t¥i diferencialnich rovnic. Zkusime si vypoc¢ty usnadnit tim,
ze si vyjadiime vzdy poméry dvou rovnic. Poméry volime tak, aby v nich byla zavislost
pouze dvou funkci. Nejprve se zméfime na stavovou rovinu SI. Z poméru rovnic (3.3)
a (3.2) dostavame vztah [8]

dl r-S-I—a-1 a

— = =—-1+ .

ds r-S-1I r-S

Pomér ¢ si oznac¢ime symbolem p a upravime rovnici do tvaru

/ﬁf:/@4+§ms

Odtud dostdvame obecné feseni

I=—S+p-In(S)+¢, ceR

Nyni vypocitame konstantu ¢ dosazenim pocatecnich podminek do predchozi rovnice,
tj. z rovnic (3.5) a (3.6)
IQ = —S() + p- IH(S()) +c.
Odtud
Cc = [0 + So —pP- ln(So)

Dostavame tedy partikularni feseni ve tvaru

I:.fo—i—So—S—f—p-lnE (3.8)
So
Déle se zaméfime na vztah (3.8). Pocet zdravych po vypuknuti choroby bude klesat,
tj. S < Sp. Z pocateéni podminky (3.7) vime, Ze v ¢ase t = 0 nebyl nikdo odolny viéi ne-
moci. Nasledné muzeme vyuzit podminek (3.5) a (3.6), které po dosazeni do rovnice (3.1)
hovortici o konstantni velikosti populace, nam daji tvar

So+Ip=N (3.9)

Z toho muzeme vyvodit, ze soucet infikovanych a zdravych jedincti je na pocatku vétsi
nez po vypuknuti nemoci, tj.
S+ 1< Sy+ 1.

V pripadé vypuknuti epidemie nas zajimé maximalni hodnota poc¢tu infikovanych je-
dinctt. Maximum funkce I(t) vypocteme, pokud ji zderivujeme a derivaci poloZime rovnu
nule, tj. I'(t) = 0. V naSem pfipadé derivaci mame uréenou rovnici (3.3)

I'ty=r-S)-1(t)—a-I(t)=1(t)- (r-S(t) —a) =0.
Vime, Ze na pocatku musel byt alespon jeden infikovany jedinec, coz plyne z pod-

minky (3.6). Timto jsme vylou¢ili trividlni feseni Iy = 0, které by znamenalo, Ze Zadna
epidemie se v populaci nevyskytla. Dostaneme tak maximum pro hodnotu S = 2 = p.
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3.5. STAVOVA ROVINA RS

Dosadime-li tuto rovnost do rovnice (3.8), dostavame

Imax:IO—i_SO_p_'_p'lnﬁ'
So
Nyni vyuzijeme okolnosti z rovnosti (3.9), ¢imz méame nésledujici tvar maxima

Ipee=N—p+p-InL2. (3.10)
So
Na obrazku 3.2 jsou zobrazeny fazové trajektorie v roviné SI. Pro libovolné pocatecni
podminky Iy a Sy > p zac¢ina stavova trajektorie v bodé lezicim na p¥imce, kterd spojuje
body o soutadnicich [0, N] a [N,0]. Trajektorie poté stoupd k vys$sim hodnotam I(t).
Pokud je Sy < p, pak hodnoty funkce (%) klesaji s rostoucim ¢asem. Z uvedeného mizeme
vyvodit, Ze se zadnéa epidemie neobjevi [7].

N

k]

&

Obrazek 3.2: Stavové trajektorie modelu SIR v roviné SI

3.5. Stavova rovina RS

Zaméiime se na stavovou rovinu RS, tedy na zdravé a odolné jedince. Opét si vyjadiime
pomér diferencialnich rovnic, tentokrat pro pomér (3.2) a (3.4) [§], tj.

dsS —T-S-[_—?"-S_—_S

dR~ a1 a p
Rovnici upravime a zintegrujeme
ds dR
S p

Dostavame obecné feSeni ve tvaru
—-R
S=c-er, ceR
Dosadime do rovnice pocateéni podminky (3.5) a (3.7), tj.

_0
So=c-e »
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3. KERMACKUV-MCKENDRICKUV EPIDEMIOLOGICKY MODEL
Zjistujeme, ze konstanta c je rovna hodnoté Sj. Partikularni feSeni je tedy ve tvaru
S=Sy-¢er. (3.11)

7 této rovnice je patrné, ze pocet zdravych jedinci bude exponencialné klesat s rostoucim
poc¢tem odolnych jedinct.

Nyni se zaméfime na skupinu odolnych. Vyjadienim infikovanych jedincti z rovnice
(3.1) a skupiny zdravych z rovnice (3.11) a naslednym dosazenim do (3.4) dostaneme
tento vztah pro feSeni rezistentnich

R(t)=a- (N —R(t) — Sy - e BO/P), (3.12)

Vyse uvedenou rovnici neni mozné fesit analyticky, musime ji tedy fesit numericky:.

3.6. Realizace modelu SIR

Model SIR se pokusime realizovat na konkrétnich datech a pribéhy jednotlivych sku-
pin analyzovat. Zaméifime se na epidemii chiipky na anglické chlapecké internatni skole,
ktera probéhla v roce 1978. Tato data jsou vhodnd, nebot spliiuji predpoklady modelu.

Chripkovou epidemii zpisobil jeden zak na skole, kde studovalo 763 zakt. Parametry
naseho modelu byly odvozeny z realnych tidajt o vyvoji onemocnéni, které jsou nasledu-
jici [6]

e N = 763 - velikost populace,

e Sy = 762 - pocet zdravych jedinct na pocatku sledovani,

e [y =1 - pocet infikovanych jedincii na pocatku sledovani,

o 7 =218-1072 den~! - parametr vyjadiujici rychlost $ffeni,
e a = 0,44 den™! - parametr charakterizujici vaZnost choroby,
e p =202 - pomér parametrd a a 7.

Nejprve se zaméfime na Sifeni nakazy. Chceme védét, zda skupina infikovanych po-
roste, coz zjistime porovnanim pocatecniho poctu nakazenych S; a poméru parame-
trd a a r, tj. p. Vidime, ze Sy > p, z ¢ehoz plyne, Ze se nemoc bude §ifit. Maximum
po¢tu nakazenych osob zjistime dosazenim udaji do rovnice (3.10)

Iaz = 293.

Nyni se zaméfime na FeSeni samotnych rovnic pro jednotlivé skupiny. Nejprve se bu-
deme zabyvat rovnici pro odolné jedince - dosadime do rovnice (3.12) zndmé hodnoty

R(t) = 0,44 - (763 — R(t) — 762 - 6—R(t)/202)‘

Jak jiz bylo zminéno, tuto rovnici nejsme schopni fesit analyticky, proto volime nume-
rické Teseni. Funkci nechame vykreslit v programu Matlab pomoci piikazu ode45 - v této
funkci se pouziva kombinace metody Runge-Kutta 4. a 5. fadu [5].

Na obrazku 3.3 je tento pribéh vykreslen, a to v intervalu dvaceti dni. Maximum
poctu odolnych je 744 osob a nastane na konci tohoto intervalu.
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3.6. REALIZACE MODELU SIR
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Obrazek 3.3: Chripkova epidemie, model SIR - skupina odolnych jedinct

Funkci pro skupinu zdravych osob vyjadiime v zavislosti na poc¢tu odolnych jedinci.
Dosadime parametry naseho modelu do (3.11)

S(t) = 762 - e~ /202,

7 této rovnice je patrné, ze je zavisla na rovnici pro odolné jedince, kterou jsme fesili
numericky. Nejsme tedy opét schopni ji vyjadrit predpisem, avSak miizeme ji nechat vy-
kreslit v programu Matlab. Jeji pribéh je zobrazen na obrazku 3.4. Uz ze samotného
zapisu funkce je vidét, ze ma klesajici pribéh. Jeji minimum je v tomto ¢asovém intervalu
19 osob.

800 ; ; - ; . ’ ;
7001
600
500}

= 400
300}
200}
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Obrazek 3.4: Chiipkova epidemie, model SIR - skupina zdravych jedinci

14



3. KERMACKUV-MCKENDRICKUV EPIDEMIOLOGICKY MODEL

Prubéh skupiny infikovanych lze vyjadfit z podminky (3.1), tedy odec¢tenim aktudl-
niho poc¢tu zdravych a odolnych jedinct v kazdém okamziku casu ¢ od celkové velikosti
populace. Druhou moznosti je zavislost na skupiné zdravych vyjadfend vztahem (3.8),
kde osamostatnime infikované a vezmeme v tvahu zjisténé hodnoty

_ S(t)
1(t) = 763 = 5(t) +202 - In -

Tato funkce je vykreslena na obrazku 3.5. Jeji maximum se shoduje s maximem nami
vypoctenym.

800
700F
600
5001

£ 400
300f
200

100

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Cast

Obrazek 3.5: Chiipkova epidemie, model SIR - skupina infikovanych jedincti
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3.6. REALIZACE MODELU SIR

Na obréazku 3.6 jsou spolecné vykresleny vsechny tii funkce. Je patrné, ze plati pod-
minka autonomity populace - soucet vsech skupin je v kazdém okamziku konstantni.
Prubéhy téchto funkci porovname s modelem SI, ktery budeme realizovat v nasledujici
casti prace.

800 I I | 1 I I I ] 1
—R(t)
e ——S(t) 1

— (1)

700

600

500

pocet osob
I
o
o

300

200

100

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Cast [den]

Obrazek 3.6: Chripkova epidemie, model SIR - spole¢né vykresleni vSech tii skupin
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU

4. Modifikace
Kermackova-McKendrickova
epidemiologického modelu

Kermacktuv-McKendricktiv model méa fadu modifikaci, at se jedna o jinak nadefinovany
model SIR, tak o pridani, pripadné neuvazovani nékterych skupin. Mozné je se zabyvat
napfiiklad modelem SI, kde je vynechana skupina rezistentnich jedinci. Dalsi variantou
je model SIS, ve kterém opét neni skupina odolnych jedinci a uvazujeme i vyléceni, takze
nemocni mohou prechazet zpét do skupiny zdravych a tento cyklus se mtze opakovat.

Epidemiologické modely také zahrnuji model SEIR, kde skupina E predstavuje inku-
bacni dobu nemoci, zde je vynechan predpoklad jejiho zanedbani, coz je potfebné zejména
u détskych nemoci jako je spéla, zardénky nebo nestovice. U téchto chorob inkubac¢ni doba
dosahuje délky kolem ¢trnéacti dni, proto bychom se jejim neuvazovanim dopustili zkresleni
vysledkii.

Mezi dalsi ¢asto uzivané modifikace patii i model, ve kterém pocitame i s ockovanymi
jedinci, nazyvame jej modelem s vakcinaci. Dale mtizeme uvazovat i pririistek a timrtnost
obyvatel v populaci.

Samotnych modifikaci je cela fada. V nasledujici ¢asti se zaméfime na model SI, ktery
se pokusime vyftesit a nasledné skupiny zdravych a nemocnych porovnat s modelem SIR,
ve kterém uvazujeme i odolnost vii¢i chorobé. Déale se budeme zabyvat stabilitou modeli
s porodnosti a imrtnosti jedinci v populaci. Konkrétné se zamérime na model SIR a SIS.

4.1. Model SI

V této kapitole se budeme vénovat chovani Kermackova-McKendrickova modelu v pti-
padé, Ze nebudeme uvazovat skupinu R, tedy kategorii odolnych vii¢i chorobé. Zde jiz
nebude zavislost na parametru a, ktery charakterizoval vaznost choroby. Dostaneme tak
dvé diferencialni rovnice néasledujiciho tvaru

S'(t) = —r-S(t)-1(t) (4.1)
I'(t)y=r-S()-1(t). (4.2)
Opét tyto rovnice doplnime pocatecnimi podminkami
S(0) =Sy >0 (4.3)
I1(0) = Iy > 0. (4.4)

Stejné jako tomu bylo u modelu SIR, je konstanta r kladna. Dale mtzZzeme z autonomity
populace a pocéate¢nich podminek vyvodit [7]

S(t)+1(t) =Sy + Ip = N = konst. (4.5)

Podminku (4.5) neni opét nutné dodavat, nebot vychazi implicitné ze souctu rovnic
(4.1) a (4.2).
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4.1. MODEL SI

Na obrazku 4.1 je schématicky znazornén model SI.

S(t) | I@t)

Obrazek 4.1: Blokové schéma modelu SI

4.1.1. Vypocet skupiny zdravych jedinci

Vypoéitame funkci pro skupinu zdravych jedinci, tj. funkci S(t). Z rovnice (4.5) si mizeme
vyjadrit vztah pro infikované, tj. I = N — S, a nasledné tento tvar dosadime do rov-
nice (4.1)

S =—r-S(N-S)=—-r-S-N+r-S% (4.6)

Jedné se o obycejnou nelinearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Budeme ji fesit jako
rovnici Bernoulliovu. Zavedeme substituci

1
u=S"1==
S’
substituci zderivujeme
S/
! —2 !
Rovnici (4.6) vydélime vyrazem <
S’ r-N
? - — S —+ 7.

Nyni dosadime substituci v a derivaci této substituce o’

u=r-N-u-—r (4.7)

Touto upravou jsme ziskali z obycejné nelinearni diferencialni rovnice rovnici linearni.
Reseni provedeme ve dvou krocich. Nejprve vyfesime samostatné homogenni st rov-
nice (4.7) a nésledné provedeme partikuldrni feseni. Celkové feseni pak bude souctem
téchto dvou vysledki.

Vyfesime homogenni ¢ast rovnice (4.7), tj. tvar

v =r-N-u

d—u:r-N-/dt.
U

up=c-eNt ceR.

prepiseme do nasledujici podoby

Resenim homogenni ¢asti je funkce
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU

V druhém kroku se zaméfime na vypocet partikuldrniho feSeni rovnice (4.7). MuZeme
vyuzit metodu neurcitych koeficientii. Hledame tedy partikularni feseni ve tvaru

u, = A,
kde A je realna konstanta. Nyni vyjadiime derivaci
u, = 0.
Zpétné dosadime do rovnice (4.7), a tak ziskdme konkrétni hodnotu konstanty
1

A=—.
N

Samotné feseni u ziskdme sec¢tenim homogenniho a partikuldrniho feseni
Ne 1 e N-emVtyd
+ == .
N N

u=1up,+u,=c-e’

Zbyva dosadit do zvolené substituce, tedy
1 ¢ N-erNtpi

S N ’
vyjadienim S ziskdvame obecné feseni hledané funkce
N
S(t) = . 4.8
)= ——r (1.9

Konstantu ¢ vypocitame z poc¢atecni podminky (4.3), kterou dosadime do rovnice (4.8).
Ziskame tvar

N N
S(O)_SO_C-N~6T'N'O+1—C-N—i-l’

z n€j vyjadiime konstantu

N — S,
c= .
So+ N
Hodnotu konstanty ¢ dosadime do rovnice (4.8), ¢imz dostaneme partikularni FeSeni
N N - Sy
S(t) = = . 4.9
( ) (N=So) . N - er-Nt + SO (N _ SO) e Nt +SO ( )

So-N

4.1.2. Vypocet skupiny infikovanych jedincu
V této Casti se zamérime na funkci vyjadiujici priubéh skupiny infikovanych v ¢ase, tj. sku-
piny I(t). Nejprve si z rovnice (4.5) tuto funkci vyjadiime ve tvaru
I(t) =N — S(t).

Dosadime za funkci S(t) vyraz, ktery jsme vypocetli v rovnici (4.9)

N -5
(N = Sp) - er Nt 4 5
Ptfevodem na spolec¢ného jmenovatele mame
N - [(N — So) : GT'N't + So] — N - SQ

(N — So) . er Nt + SO '

I(t)= N —

I(t) =

19



4.2. REALIZACE MODELU SI

Dalsi upravou dostaneme tvar

NNt (N — Sp)

I(t) = .
() (N—So)'er'N't—i‘So

Pokusime se z vyrazu eliminovat hodnoty Sy, a to proto, aby nase hledana funkce byla
pouze v zavislosti na pocateéni podmince pro funkci I(t), tj. zavisla na I, z pocateéni
podminky (4.4). Z rovnice (4.5) vidime, ze N — Sy = Iy, coz dosadime

N - er'N't . IO
(Io) - e Nt + Sy

I(t) =

Ve jmenovali zbyva jesté samostatné hodnota Sy, tu si vyjadiime také z rovnice (4.5),
tedy Sg = N — Iy, opét dosadime a dostavame tak hledanou funkci pro infikované

B N - IO . 6r~N 't

CLyeerNt4 N — I

Upravime a dostaneme tak konec¢ny tvar hledané funkce

1(t)

(1) = b o
n N+Io . (€T'N't — 1)

(4.10)

4.2. Realizace modelu SI

Model SI se pokusime také realizovat na konkrétnich datech. Stejné, jako tomu bylo
v modelu SIR, se zamérime se na epidemii chfipky na anglické chlapecké internatni skole,
ktera probéhla v roce 1978. Budeme pracovat s témito hodnotami

e N =763 - velikost populace,

So = 762 - pocet zdravych jedincti na pocatku sledovani,

Iy = 1 - pocet infikovanych jedinctl na poc¢atku sledovani,
o r=218-1073 den~! - parametr vyjadiujici rychlost sifeni.

Volba vyse uvedenych dat neni zcela korektni, nebot se dopoustime vynechani skupiny
odolnych jedincti a vypadne nam tak parametr a, ktery oznacoval miru vaznosti choroby.
V této casti se vSak pokusime namodelovat, jak by tato chifipkova epidemie vypadala,
kdyby odolnost vii¢i ni nebyla mozna a nasledné priitbéhy téchto funkci porovname s mo-
delem SIR.

Nejprve se budeme zabyvat pribéhem skupiny zdravych jedinci. Dosadime tedy do rov-
nice (4.9), kterou jsme vypocetli v predchozi ¢asti. Dostaneme nésledujici funkei

763 - 762 581 406
- 762 + ¢2:18-1073-763-¢ - 762 + e1,66334:t" (4-11)

S5(t)
Na obrazku 4.2 je zobrazen priibéh poklesu skupiny zdravych jedinci, tedy vykresleni
rovnice (4.11). Pokles po¢tu zdravych je exponencialni. Je patrné, Ze situace konéi stavem,

kdy neni zadny zdravy jedinec - vSichni jedinci jsou nemocni.
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU
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Obrazek 4.2: Chiipkova epidemie, model SI - skupina zdravych jedinct

Zamétime se na skupinu infikovanych jedincii. Opét dosadime hodnoty do rovnice,
kterou jsme vypocetli pro pribéh modelu SI, a to pro skupinu infikovanych jedinct (4.10).
Dostavame tento tvar

763 - 2181073763:¢ 763 . 166334
I(t) = 763 4 (62718-10*3763% —1) - 762 4 166334

(4.12)

Na obrézku 4.3 je zobrazen priubéh funkce (4.12) - rist skupiny infikovanych jedinci.
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Obrazek 4.3: Chiipkova epidemie, model SI - skupina infikovanych jedinct
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4.2. REALIZACE MODELU SI

Na obrazku 4.4 je zobrazen priibéh funkce zdravych a infikovanych jedinct ve spolec-
ném grafu, je z n&j patrnd podminka (4.5), tedy populace mé stéle konstantni velikost.

800 T T T T T T T
It)

|—s

700

600

500 F

pocet osob
FoY
[ ]
o

300

200

100

Cas t [den]

Obrézek 4.4: Chiipkova epidemie, model SI - spole¢né vykresleni obou funkci

Pokusime se priitbéhy chiipkové epidemie v modelu SIR a v modelu SI porovnat. Nej-
prve se zamérime na skupinu zdravych jedinci. V pripadé obou model byla tato skupina
s rostoucim ¢asem klesajici. U modelu SI byl vsak pribéh znac¢né rychlejsi. Minima, tedy
nulového poctu zdravych, nabyla tato funkce mezi sedmym a osmym dnem. V piipadé
modelu SIR se hodnota ustalila na minimu, tedy 19 zdravych osob, pfiblizn€ tfinacty den.
nabyla funkce maxima pfi poc¢tu 293 osob, a to mezi Sestym a sedmym dnem, néasledné
zacala klesat a dvacaty den infekce zcela vymizela. U modelu bez odolnosti dospéla tato
skupina do stavu, kdy byla cela populace infikovana, a to mezi sedmym a osmym dnem.
Tento stav se nadale neménil.

Odolnost jedincti v modelu SIR ma rostouci pribéh a diky ni infikovanych ubyva, coz
bylo oc¢ekavané. Zasluhou této skupiny ma i pocet zdravych klesajici pribéh, a to i poté,
co bylo maximum infikovanych a jejich funkce zacala klesat. Do skupiny odolnych totiz
jedinct ptibyva jak ze skupiny zdravych, tak i ze skupiny infikovanych.
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU
4.3. Model SIR s porodnosti a imrtnosti

V této casti se zaméfime na model SIR, avsak budeme uvazovat i porodnost a tmrt-
nost jedinci. Pfedchozi modely jsou vyuzivany u chorob, které maji kratsi priibéh, takze
za tuto dobu nedojde k nijak vyznamnému pfirtstku a prirozenému tamrti jedinct v po-
pulaci - u nich tyto zmény v poc¢tu obyvatel nemusime brat v tivahu. Nicméné existuji
choroby, které kazdoro¢né zptisobuji miliony timrti, a to na celém svété. V takové pripadé
je potieba uvazovat i prirtistek a timrtnost.

U tohoto modelu se budeme zabyvat zejména jeho stabilitou, coz v modelech uvede-
nych v piedchozich ¢astech nemélo vyznam, nebot se jednalo o trivialni stacionarni body
(ekvilibria), ve kterych se zddna infekce v populaci nevyskytla, pfipadné velikost populace
byla nulova.

Model SIR s porodnosti se sklada opét ze tii diferencialnich rovnic, které jsou nasle-
dujiciho tvaru [3]

S't)y=b—r-S(t)-I(t)—b-S(t) (4.13)
I'ty=r-St)-I(t)—a-I(t)—b- I(t) (4.14)
R'(t)=a-1I(t)—b- R(t). (4.15)

Rovnice doplnuje podminka tykajici se velikosti populace
S(t)+1(t)+ R(t) = 1. (4.16)

Stejné jako v modelu SIR vychazi tato podminka ze skutecnosti, ze po seCteni rovnic
(4.13), (4.14) a (4.15) se vynuluji levé strany a néslednou integraci zjistime, Ze soucet
vSech t¥{ skupin je roven konstanté. V rovnici (4.16) vSak uvazujeme jednotkovou velikost
populace, tedy samotné funkce budou prislusnou pomérnou c¢asti populace.

Konstanty r a a maji stejny vyznam jako v predchozich modelech, jedna se opét
o rychlost $ifeni infekce a o miru vaznosti choroby. Kladna konstanta b neni zavisla na cho-
robé, vyjadiuje relativni porodnost, respektive imrtnost jedinci v populaci. Je patrné,
ze v uvazovaném modelu je prirtistek jedincd roven poctu pfirozené zemielych. Zminime,
ze jedincu pribyva do skupiny zdravych a tmrti se tyka vSech tfi skupin amérné jejich
poctu.

Na obrazku 4.5 je blokové schéma tohoto modelu, kde je zobrazeno, jak model vznika
a jaké konstanty maji vliv na jednotlivé skupiny jedinci.

R(t)

! !

b b

(0]
€ o €0
h —
4
—
ﬁ
p —

Obrazek 4.5: Blokové schéma modelu SIR s porodnosti a amrtnosti
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4.3. MODEL SIR S PORODNOSTI A UMRTNOSTI

4.3.1. Stabilita

Nyni se budeme vénovat stabilité modelu SIR s porodnosti a imrtnosti. V prvnim kroku
nalezneme stacionarni body této soustavy. Ty ziskdme, pokud polozime rovnice (4.13),
(4.14) a (4.15) rovny nule a vyfesime je. Jednd se o FeSeni nésledujici soustavy

O=b—r-S-I—-0b-S (4.17)
O=r-S-IT—a-1-0-1. (4.18)
O=a-I-0b-R. (4.19)

Prvni feSeni této soustavy je trivialni, kde S =1, I =0 a R = 0. Ziskavame tak prvni
ekvilibrium
E; =11,0,0].

V tomto pripadé by vSichni jedinci byli zdravi, coz by znamenalo, Ze Zadna nemoc se
v populaci nevyskytuje. Z tohoto divodu se ekvilibriem £, zabyvat nebudeme.
Druhé feseni dostaneme, pokud z rovnice (4.18) vytkneme hodnotu I a nésledné vy-

jadiime S, které ziskdme ve tvaru

S:a+b‘

r

Pro lepsi prehlednost vypoctii provedeme nasledujici oznaceni

,
m = )
a+b

Déle do rovnice (4.17) dosadime vypoc¢tenou hodnotu S a zjistime, ze

I:b

;-(m—l).

Posledni soufadnici pro odolné jedince ziskdme vyjadienim R z rovnice (4.19) a dosazenim
vyse zjisténého I. Tim dostavame

a
R=-- —1).
S m—1)
Druhé ekvilibrium je tedy tvaru
1 b a
E:[—,—- 1), —1].
o= [ 2 =1, 2 - 1)

Spravnost vypocti jsme ovérili zpétnym dosazenim do rovnic.

Provedeme linearizaci soustavy pro tento model. Tu ziskdme, vypocitame-li Jacobiho
matici. V prvnim sloupci budou uvedeny derivace pravych stran rovnic (4.17), (4.18)
a (4.19) podle hodnoty S, ve druhém sloupci jejich derivace podle hodnoty I a ve t¥etim
sloupci derivace podle hodnoty R. Ziskdvame tak matici nasledujiciho tvaru

—r-I—b —r-S 0
A= r-I r-S—a—-5b 0
0 a —-b
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU

Do matice A dosadime hodnoty ekvilibria F5 a nasledné od prvki na hlavni diagonale
odecteme hodnoty A. Tuto matici si ozna¢ime A, a ma nasledujici podobu

—b-m— A\ - 0 —b-m—-—XA —a—-0» 0
Ay = b-m—b —~—a—-b—A\ 0 = b-m—10 —A 0
0 a —b— A 0 a —b—A

Abychom ur¢ili vlastni ¢isla matice A, vypocteme determinant této matice a poloZzime
jej roven nule. Ziskdme tak charakteristicky polynom

NMAb-(m+1)-XN+b-[m-(a+2-b)—(a+b)] - A+ (m—1)-(a+b) =0. (4.20)

Stabilitu bodu E5 posoudime pomoci Routhova-Hurwitzova kritéria, které jsme uvedli
ve Vété 4. Sestavime matici z koeficientti charakteristického polynomu

aq 1 0
Hjz = az az a )
0 0 as

nasledné dosadime hodnoty koeficient z polynomu (4.20)

b-(m+1) 1 0
Hy=| *-(m—=1)-(a+b) b-[m-(a+2-b)— (a+10)] b-(m+1)
0 0 - (m—1)-(a+b)

Vyuzijeme analyzy Hurwitzovy matice Hs z Poznamky 6 pro kritéria polynomu tfe-
tiho stupné. Nejprve ovéiime zda plati podminka (2.6), tj. a; > 0. Dosadime hodnotu
koeficientu a; z charakteristického polynomu

b-(m+1)>0.

Prvni podminka bude splnéna vzdy, nebot b i m jsou kladné konstanty. Nyni musime
ovéfit, ze plati (2.8), tj. a3 > 0. Opét dosadime nas koeficient a dostavame

b’ (m—1)-(a+0b)>0.

Aby byl cely vyraz kladny, tak musi byt kladné vSechny jeho ¢leny. Hodnota b? bude
kladna, hodnota a + b bude také kladna, nebot se jedné o soucet dvou kladnych konstant.
Zalezi tedy na poslednim vyrazu m — 1, z ¢ehoz plyne, Zze podminka bude splnéna, pokud
m — 1 > 0, proto musi platit

m > 1.

Zbyva posoudit, zda soucin koeficientii a; a ay je vétsi nez as, tj. podminku (2.7). Opét
dosadime a ziskame vyraz

B (m+1)-[m-(a+2b) — (a+b)] > b (m—1) (a+b).
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4.4. MODEL SIS S PORODNOSTI A UMRTNOSTI
Upravou dojdeme k nésledujici nerovnosti
2-b-m+a-(m—1)>0.

Vsechny konstanty jsou kladné, tedy prvni vyraz 2 -b-m bude kladny. Z druhého vyrazu
nas opét omezuje pouze podminka, aby bylo m mensi nez jedna, coz uz mame uvedeno
vyse.

Podle Véty 1 (i) bude bod Es asymptoticky stabilni, pokud vSechna vlastni ¢isla A
budou zaporné. Vypocty uvedenymi vyse jsme zjistili, Ze vSechny kofeny polynomu (4.20)
budou zaporné, pokud hodnota konstanty m bude vétsi nez jedna. Dosadime-li zpétné

za konstantu m, dostavame
r

a+b

> 1,

musi tedy platit
r>a+b.

Jinak vyjadfeno, za uvedené podminky Jacobiho matice Ay spliiuje podminku podle
Véty 2, tedy s(A) < 0.

Dosli jsme k zavéru, ze v modelu SIR s uvazovanim porodnosti a imrtnosti jedinct
v populaci nastane asymptoticka stabilita, a to v ekvilibriu Es za predpokladu, ze hodnota
konstanty r bude vétsi nez soucet konstant a a b. To znamena, ze asymptoticka stabilita
nastane v tomto bodé v pripadé, ze rychlost Sifeni infekce bude vétsi nez soucet konstanty
miry vaznosti choroby a relativni porodnosti.

4.4. Model SIS s porodnosti a aumrtnosti

Model SIS se vyuziva v pripadech, chceme-li popsat situaci, kde se jedinci nakazeni danou
chorobou mohou opét zotavit, tedy prejit zpét do skupiny zdravych. Stejné jako tomu
bylo v predchozi ¢asti, budeme uvazovat narozeni i imrtnost jedinci v populaci. Model
je popsan touto soustavou rovnic [4]

S't)y=b—r-S@t)-I(t)+c-I(t)—b-S(t) (4.21)
I'ty=r-S@)-1(t) —c-I(t)—a-I(t)—b-I(t). (4.22)
Model opét doplituje podminka tykajici se velikosti populace

S(t)+1(t)=1.

Velikost populace je konstantni a pro usnadnéni jsme zvolili opét jednotkovou velikost.
Vypocet jednotlivych rovnic tak neurcuje pocet nakazenych jedincti, ale pouze jejich pro-
centualni ¢ast v populaci.

Konstanty maji stejny vyznam jako v predchozich modelech - r je rychlost Sifeni
infekce, a je mira vaznosti choroby a b vyjadiuje relativni porodnost, resp. tmrtnost
jedinctt v populaci. Nové pouzivame kladnou konstantu ¢, kterd symbolizuje rychlost
zotaveni. Na obrazku 4.6 je zobrazeno blokové schéma tohoto modelu.
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU

NO

> S(t) | )

| Lo
a b

Y

Obréazek 4.6: Blokové schéma modelu SIS s porodnosti a timrtnosti
4.4.1. Stabilita

Nejprve zjistime stacionarni body tohoto modelu, to znamené, ze polozime levé strany
rovnic (4.21) a (4.22) rovny nule a nasledné je vyfesime. Jedna se tedy o tuto soustavu

O=b—r-S-I+c-I-b-95 (4.23)
O=r-S-I—c-I—a-1—-b-1. (4.24)

Jednim FeSenim rovnice (4.24) je I = 0. Naslednym dosazenim do rovnice (4.23) vyja-
diime hodnotu pro zdravé, ktera vychazi S = 1. Ziskali jsme tak prvni ekvilibrium

By = [1,0].

Toto ekvilibrium pro nas neni vyznamné, nebot v populaci neni zadny nakazeny jedinec,
takze se choroba viibec neobjevi. Z tohoto dtivodu se ekvilibriem F; zabyvat nebudeme.

Druhé feSeni soustavy zjistime, pokud z rovnice (4.24) vytkneme hodnotu I a vyjé-
diime zdravé. Vychéazi ndm tento tvar

a+b+c
. )

S:

Nyni vypoc¢teme druhou soutadnici ekvilibria. Ziskame ji dosazenim hodnoty S do rov-
nice (4.23) a naslednym vyjadienim infikovanych, tj.
b-(r—a—b—c)

= r-(a+0b)

Tvar druhého ekvilibria je nasledujici

a+b+cb-(r—a—b—c)
B= | )
r r-(a+0b)
Provedeme linearizaci naseho modelu SIS. Opét vypocitame Jacobiho matici. Ta bu-
deme mit v prvnim sloupci derivace podle hodnoty S a ve druhém sloupci derivace podle
hodnoty I. Matice bude tohoto tvaru

. —r-I—b —-r-S+c
N r-I r-S—c—a—->0)"
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4.4. MODEL SIS S PORODNOSTI A UMRTNOSTI

Do matice dosadime hodnoty ekvilibria Es (od prvkia na hlavni diagonéle odec¢teme A
a vzniklou matici oznacime A,). Dostavame tak

bMer) _ N —a—b
A2 - ( b?’rﬁa—b—c) Y ) :

a+b

Vypocitame determinant matice As a polozime ho roven nule. Ziskdame tak tuto charak-
teristickou rovnici

b-(r—c)

a—+c

2+ “A+b-(r—a—b—c)=0. (4.25)

Podle Véty 4 tykajici se Routhova-Hurwitzova kritéria sestavime Hurwitzovu matici

. aq 1
H2<O CL2>'

Do matice Hy dosadime koeficienty z polynomu (4.25). Matice bude v tomto tvaru

i b-(rfbc) 1
= a+
? ( 0 b-(r—a—b—c))'

Z Poznamky 6 nam staci dokazat, ze plati podminky (2.4) a (2.5), to znamend, Ze koe-
ficienty a; a as jsou kladné. Zamérime se nejprve na prvni podminku tykajici se prvniho
koeficientu

b-(r—c)
a+b
Jmenovatel je kladny, nebot se jedna o soucet dvou kladnych konstant. Kladnost celého
zlomku zavisi na citateli. Jak jsme zminili, konstanta b je kladné. Zalezi tedy na vyrazu
v zavorce. Dostavame tak podminku, ze

> 0.

r > c.

Zbyvéa posoudit podminku (2.5), kterd pozaduje kladnost druhého koeficientu. Musime
zjistit, kdy plati
b-(r—a—b—c)>0.

Konstanta b je kladna. Ovéfime, kdy bude vyraz v zavorce kladny. To se stane, pokud
bude platit, ze
r>a-+b+c.

Podle Véty 1 (i) bude ekvilibrium F, asymptoticky stabilni, pokud vlastni ¢isla ma-
tice Ay budou mit zapornou realnou c¢ast. To nastane, pokud konstanta r bude vétsi nez
soucet konstant a, b a c. Podminku, Ze konstanta r musi byt vétsi nez ¢ uz nemusime
uvazovat, protoze podminka pro druhy koeficient polynomu (4.25) ji v sobé obsahuje.

Zavérem miizeme fici, ze asymptoticka stabilita modelu SIS s uvazovanim porodnosti
a umrtnosti jedinct v populaci nastane v ekvilibriu Fs, a to za predpokladu, Ze rychlost
sifeni infekce bude vétsi nez soucet miry vaznosti choroby, relativni porodnosti a rychlosti
zotaveni.
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4. MODIFIKACE KERMACKOVA-MCKENDRICKOVA EPIDEMIOLOGICKEHO MODELU

Asymptoticka stabilita tohoto modelu je podobna stabilité modelu SIR s porodnosti
a umrtnosti, ktery jsme fesili v pfedchozi ¢asti. V modelu SIR nastala tato stabilita, pokud
rychlost Sifeni infekce byla vétsi nez soucet miry vaznosti choroby a relativni porodnosti.
V modelu SIS byla podminka pouze rozsifené, nebot rychlost Sifeni infekce musela byt
veétsi nez soucet miry vaznosti choroby, relativni porodnosti a navic rychlosti zotaveni.
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5. Zavér

Cilem této prace bylo sestaveni matematickych modeld, které se pouzivaji v epidemio-
logii. V této problematice je nejcastéji vyuzivan Kermacktv-McKendricktiv model, ten
jsme sestavili a zabyvali se i jeho modifikacemi. Ptivodni pfinos prace spociva v nékolika
aspektech. Pokusili jsme se o jednotici pohled na nékolik riiznych typt modelt uzivanych
pii feSeni problému v epidemiologii (tyto modely byly pfevzaty z riznych zdroju, ve kte-
rych odkazy na souvisejici modely chybély). V ramci tohoto jednotného pohledu jsme
otestovali dva rizné modely na danych datech tykajicich se chiipkové epidemie a provedli
jsme srovnani ziskanych vysledkt. V neposledni radé€ jsme se vénovali analyze stability ve
stacionarnich bodech dvou modeld s uvazovanim porodnosti a imrtnosti jedinci v popu-
laci (autorce neni znam zdroj ktery by se touto otazkou zabyval).

Nejprve jsme se vénovali Kermackovu-McKendrickovu modelu, jinak zvanému model
SIR. Ten jsme sestavili a nasledné jej analyzovali. Zaméfili jsme se na hodnoty parametri,
pti kterych se dand nemoc zméni v epidemii, pripadné kdy z populace zcela vymizi.
Dale jsme zjistili nejhorsi fazi nemoci, tedy kdy nabude funkce pro infikované maximalni
hodnoty. ReSeni samotné soustavy rovnic vychazelo vzdy z vyjadfeni jednotlivych poméri
dvou rovnic. Model jsme ilustrovali na konkrétnich datech, a to na chiipkové epidemii,
ktera probéhla na internatni skole v Anglii roku 1978.

Nasledné jsme se vénovali modifikacim Kermackova-McKendrikova modelu. Zamérili
jsme se zejména na model SI, ve kterém je vynechana skupina odolnych jedinci. Pribéhy
funkci jsme vypocetli a poznamenejme, Ze jsou podobné feseni logistické rovnice, ktera
se zabyva ristem, respektive poklesem jedinct v populaci. Z toho mtzeme vyvodit, Ze nék-
teré principy se v prirodé opakuji. Tento model jsme ilustrovali opét na datech z vySe zmi-
néné chiipkové epidemie. V obou modelech byl pribéh funkce popisujici skupinu zdravych
klesajici, v modelu SI byl vsak tento pokles zna¢né rychlejsi. Nejvetsi rozdil byl ve sku-
piné infikovanych, nebot v modelu bez odolnosti vi¢i nemoci se dospélo do stavu, kdy
vsichni jedinci byli nakazeni. U modelu s odolnosti funkce pro infikované nabyla maxima
a nasledné zacala klesat. Dospélo se tak do stavu, kdy choroba z populace zcela vymizela.

V posledni ¢asti jsme se zabyvali modelem SIR a modelem SIS, ve kterych jsme uvazo-
vali porodnost a timrtnost jedinci v populaci. Zamérili jsme se na feseni stability téchto
systémii. V obou pripadech nastala stabilita v jednom ekvilibriu. V modelu SIR tomu
bylo, pokud rychlost sifeni infekce byla vétsi nez soucet miry vaznosti choroby a relativni
porodnosti. U modelu SIS tomu bylo obdobné, avsak musela byt rychlost Sifeni choroby
vétsi nez soucet miry jeji vaznosti, relativni porodnosti a navic rychlosti zotaveni.

V této praci je mozné pokracovat nékolika sméry. Lze uvazovat obecnéjsi, resp. pres-
néjsi modely popisujici Siteni epidemii, véetné zahrnuti diferencidlnich rovnic se zpozdé-
nim. Jinym smérem je vySetfovani dalsich kvantitativni vlastnosti zkoumanych modelt.
Kromé stability uvazované v této praci, muze byt pfinosné se zabyvat otazkou existence
periodického Teseni, asymptoticky konstantniho feseni a dalsich vlastnosti.
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6. Seznam zkratek

R mnozina realnych c¢isel

CH(Q,R) mnoZina redlnych funkci se spojitymi prvnimi (parcidlnimi) derivacemi na {2
R™ mnozina realnych n rozmérnych vektort

NG mnozina realnych étvercovych matic fadu n

|- vhodna norma v R™

A vlastni ¢islo

o(A) mnozina vlastnich ¢isel matice A

s(A) spektralni mez (maximalni vlastni ¢islo matice A)
i imaginarni jednotka

o(|yl) Landatv symbol

Vf(xz*)  Jacobiho matice
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