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ABSTRAKT

Cilem této prace je predstavit metodu koneénych diferenci (FDM) upravenou pro pou-
Ziti v problematice modelovani Sifeni zvuku a dalsi postupy, které se spolecné s touto
metodou pouzivaji. To jsou selektivni filtry a Casova integrace metodou Runge-Kutta s
nizkymi naroky na pamét. Dilezitou problematikou v modelovani Siteni zvuku jsou okra-
jové podminky. V praci je uvedeno nékolit typl okrajovych podminek a jejich ovéreni.
Soucasti prace je nékolik vyresenych prikladd, které byly implementovany v Matlabu.
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ABSTRACT

The goal of this thesis is to introduce the finite difference method (FDM) adjusted for
usage in modeling of sound propagation, and other approaches that are used together
with this method. These approaches include selective filtering and time integration using
the Runge-Kutta method, which has low computer memory requirements. An important
topic in modeling sound propagation are boundary conditions. The thesis examines and
verifies several types of boundary conditions.

Included in the thesis are solutions to example problems implemented in Matlab.
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UVOD

Tato prace se zabyva modelovanim sifeni zvuku systémem parcialnich diferencial-
nich rovnic. Prace struéné predstavi problematiku vypocetni aeroakustiky (déle jen
CAA - Computational Aeroaccoustics) a vysvétli pouzivané metody, které nasledné
uplatni v prikladech. Prvni ptiklad modeluje siteni zvukové viny v jedné dimenzi.
Nésledujici priklady stavi na prvnim a rozsiruji reseni do dvou dimenzi a zkoumaji
rizné typy okrajovych podminek.

Metody pouzivané v numerickém modelovani proudéni tekutin (déle jen CFD
- Computational Fluid Dynamics) jsou pro CAA nevhodné. Abychom pri pouziti
metod CFD dosahli pozadované presnosti, potiebovali bychom velmi hustou miizku
s velkym poc¢tem bodi (18 az 25 bodu na vlnovou délku). Tim by narostly vypocetni
naklady. Metody CAA berou ohled na charakter aeroakustickych vin, coz je obvykle
mala amplituda, vysoka frekvence a kratka vlnova délka. V této diplomové praci
jsou mimo jiné uvedeny metody, pii kterych staci jen 5 az 8 bodl na vlnovou délku.
Stézejnim tématem této prace je metoda konec¢nych diferenci, konkrétné koncept
schémat s nizkou disipaci a disperzi.

K modelovéan{ §ifen{ zvuku se pouzivaji linearizované Eulerovy rovnice. Kapitola[2]
popisuje odvozeni téchto rovnic z Navier-Stokesovych rovnic pro stlacitelné kapaliny.

V kapitole [3] je odvozena metoda konecénych diferenci a schémata, kterd se pou-
zivaji v. CAA. Spole¢né s metodou konecénych diferenci se v aeroakustice pouzivaji
tzv. selektivni filtry, které maji zabranit siteni falesnych vin. Tyto jsou popsané v
kapitole 5]

V kapitole [4] je popsdna casova integrace metodou Runge-Kutta. Ta je také pri-
zpusobena pozadavkium aeroakustiky - pfi vypoctech pozadujeme presné reseni a
nizké vypocetni naklady.

Jelikoz zvuk se §iti do vSech stran a my mame moznost provadét vypocty pouze
na omezené oblasti, je obvykle nutné tesit okrajové podminky. Toto je v CAA diky
charakteru tloh velmi podstatna problematika. Podrobny popis okrajovych podmi-
nek najdeme v kapitole [6]

V kapitole [7] je vyFesenych nékolik pifkladi:

o testovaci priklad v 1D

« akusticky puls v 2D

e jednoduchy akusticky puls ve 2D

« priklad s pevnou sténou

Kapitola |8 dokumentuje ptilozené CD s programy, které tesi uvedené priklady.
V kapitole [9] jsou popsény vysledky piikladi a shrnuti feSené problematiky.



1 AEROAKUSTIKA

Aeroakustika se zabyva sirenim zvuku generovanym turbulentnim proudénim nebo
pusobenim aerodynamickych sil pii kontaktu s prekazkou.

Pomoci metod aeroakustiky miizeme modelovat tvorbu hluku, coz je v dnesni
dobé aktualni téma. Metody CAA se pouzivaji napiiklad v dopravnim pramyslu pti
navrhu dopravnich prostiedkti. Tvorbu hluku je nutné tesit jak ve vlakové doprave,
tak v letecké a automobilové dopravé. Silné ovliviiuje komfort cestujicich.

Stejné jako proudéni tekutin se siteni zvuku modeluje pomoci Navier-Stokesovych
rovnic pro stlacitelné tekutiny. Jsou zde vsak urc¢ité rozdily. Aeroakustické problémy
jsou ze své podstaty zavislé na case, zatimco tlohy proudéni tekutin jsou obvykle
casove nezavislé.

Aeroakustické tlohy maji jeste dalsi specifika a proto se metody CAA v posled-
nich dvaceti letech oddélily od metod CFD. Shrneme rozdily v charakteru tloh.

o V aeroakustice musime casto resit sSiteni vin s vysokou frekvenci a kratkou

vlnovou délkou. Resit takovéto tlohy numericky je obtizné.

o Akustické viny maji obvykle malou amplitudu ve srovnani se strednim tokem.
Intenzita zvuku je ¢asto 5-6 krat nizsi. Vypocetni schémata tedy musi vnaset
jen velmi maly numericky Sum.

o Aeroakustické problémy obvykle fesi zvukové viny, které se §iti na dlouhé vzda-
lenosti. To vyzaduje numerické feseni, které bude mit minimalni disipaci a
disperzi.

e V tdlohach CFD se viny rychle tlumi. Narozdil od toho se akustické viny Siri
daleko od zdroje a vychéazeji ven z vypoctové oblasti. Je proto nutné resit okra-
jové podminky tak, aby viny na této umélé hranici spojité opustily vypocetni

oblast, neodrazely se zpatky a neposkodily tak Teseni.



2 EULEROVY ROVNICE

V této kapitole odvodime rovnice pro vypocty aeroakustiky - linearizované Eulerovy
rovnice. Odvozovat je budeme z obecnych Navier-Stokesovych rovnic pro stlacitelné
tekutiny, ve kterych zanedbame viskozitu. Tim ziskdme Eulerovy rovnice v konzer-
vativnim tvaru, které nasledné vyjadrime v primitivnich proménnych, tedy hustota,
vektorové slozky rychlosti a tlak. Nakonec provedeme linearizaci rovnic. Vsechny

rovinice budeme odvozovat v prostoru dimenze d a také uvedeme tvar rovnic pro

d=2.

2.1 Eulerovy rovnice v konzervativnich promeén-

nych
Uvazujme neviskozni kapalinu. Uvazujme prostor dimenze d € N a vektor promén-
nych
wy(x,t P
v
wa(x,t P
W<X7 t) = . = :
' v
ws(x, 1) r
e

kde p = p(x,t) je hustota, v; = v1(x,t),...,v5 = v4(x,t) jsou slozky rychlosti a
e = e(x,t) znaci vnitini energii; s = d + 2.
Systém Eulerovych rovnic mtizeme zapsat ve tvaru

ow L of;(w)

j=1

s pocatecni podminkou

w(x,0) = wo(x)

kde
PUj
pUIV; + 01,p
f;(w) = : , J=12,....d
PUqU; + Ogip
(e +p)v;

Pocet proménnych je s+ 1, zatimco pocet rovnic je s. K systému rovnic pridame

proto jesté stavovou rovnici

1
p= (=1 (e=golor...ual?)
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kde v je adiabaticka konstanta, napiiklad pro suchy vzduch je v = 1,4.

Rovnice pro d = 2 (tedy ve 2D) bude tvaru
0 of of.
W 1(w) i 2(W)

—_— =0 2.2
ot Ox oy ’ (2:2)
kde
P pu pv
U u? 4 VU
w= "1, faw) =" " sw=| "
pu PUD pve—+p
e u(e +p) v(e + p)

2.2 Eulerovy rovnice v primitivnich proménnych

Jako primitivni proménné obvykle nazyvame tyto fyzikalni veli¢iny: hustotu p, slozky
rychlosti vy, . . ., vy a tlak p. Veli¢iny uspofdddme do vektoru u = u(x,t) = (p, vy, ..., v, p)’.

Rovnici (2.1) muzeme potom vyjadiit pomoci vektoru u.

Pro d = 2 oznac¢ime u = vy, v = v9. Systém rovnic v primitivnich proménnych je

potom tvaru

ou ou ou
— 4+ Aj(u)— +Ay(u)=— =0, x=(z,y) €eR? t>0,
g T Auu) 5+ Aq(u) 3y x = (z,y)
kde
p u p 0 0 v 0 p 0
U 0 u 0 2 0O v 0 O
u= , Aqj(u) = Pl Ag(u) =
v =10 0 w0 W=y gy L
p 0 v 0 u 0 0 vp v
2.3 Linearizované Eulerovy rovnice
Primitivni veli¢iny (p, vy, ...,vq, p) mizeme rozlozit na dvé ¢asti - stiedni tok a

casoveé zavislou kolisavou slozku (fluctuating part)

p(X, t) p0<X) pl(X7 t)
U1 (X, t) U(]l(X) Ui (X, t)

= —+ ,
va(x, 1) Voa(X) vh(x, 1)
p(X, t) pO(X) p/(X, t)

11



kde p'(x,t), vi(x,t), j =1,...,d, p'(x,t) jsou odchylky hustoty, jednotlivych slozek
rychlosti a tlaku. po(x), vo1(X),...,v04(X) a po(x) jsou hodnoty stfedniho toku.
Pii oznadeni u’ = (p/, v}, ..., v, )T aug = (po,vo1,- - -, Vod, Po) rovnice (2.1)) prejde

na
o(u’ + uy)

81']'

o(u' + uy)
ot

Dale budeme predpoklddat, Ze odchylky proménnych u’ jsou zanedbatelné ve

d
+2Aj(u'—|—u0) =0, xcRYt>0.

Jj=1

srovnani se strednim tokem ug, tedy ze
‘P,| < ‘P0|7 |U;’ < H,UOM s 7UOd||2a Jg=1....d, |p/| < |p0|'

Potom A;(u’' + 1) = Aj(uy).
Dostaneme linearizované Eulerovy rovnice (LEE)
ou’ d ou’
al;; ‘I’ZA](Uo)aiuﬂ’H:O, XGRd,t>0,

Lj

j=1
kde H je vektor derivaci hodnot veli¢in stredniho toku
d ou
0
j=1 L
Pro d = 2 a zjednodusené oznaceni u = vy, v = v, mame

/

p P Po
u , u’ Ug
u= s u = , s uO e
v v Vg
/
p p Po

Pro zjednoduseni budeme predpokladat rovnomérné proudéni (pg, ug, vo, po jsou

konstanty), tedy H = 0. Potom dostaneme linearizované Eulerovy rovnice. V mati-

covém tvaru tedy

ou’ ou’ ou’

— 4+ A — 4+ A — =0 = eER% t>0 2.3
8t + 1(1,10) 8LU + Q(uO) ay , X (iL‘,y) 3 ) ( )
kde

up po 0 0 vo 0 po O

0 0 L 0 0 0
Awy={ " T w | a=| " 1

0 0 wuw O 0 0 -~

0 vpo 0 1w 0 0 9po o

Tento systém linearizovanych Eulerovych rovnic budeme vyuzivat pro dalsi vypocty.

12



3 METODA KONECNYCH DIFERENCI

Metoda kone¢nych diferenci (Finite Difference Method - FDM) je numericka metoda,
kterou muzeme aproximovat derivace a tesit diferencialni rovnice. Tato metoda je
jednoducha a vsSestranna. Lze ji pouzit k TeSeni riznych typt rovnic. Tato kapitola
popisuje princip metody koneénych diferenci a odvozeni nékolika druhii schémat

pouzivanych v CAA.

3.1 Prostorova diskretizace

V jedné dimenzi, tedy na tsecce, provedeme pro jednoduchost ekvidistantni déleni.

Interval (a, b) rozdélime na n stejné dlouhych dilkii o délce Az = 22, Uzly oznacime
r; = a+iAx,i=0,1,2,...,n. Aproximovanou hodnotu funkce v v bodé z; oznacime

w;. Tedy w; =~ u(x;).

3.2 Metody konecénych diferenci vyssiho radu

Centralni diferenc¢ni metoda pri ekvidistantnim déleni ma tvar

of (x0) = Al Z a;f(zo+ jAx) (3.1)

o P
Koeficienty a; mizeme urcit z Taylorova rozvoje funkce f. Pro kazdy bod diskre-
tizované oblasti muzeme napsat Tayloruv rozvoj funkce. Z rovnic potom ziskdame
potiebné koeficienty.
Pro ilustraci odvodime aproximaci prvni derivace funkce f v bodé xy pomoci péti-
bodového centralniho schématu, tedy N = 2. Pomoci Taylorova rozvoje vyjadiime
hodnoty funkce v 2N okolnich bodech bodu xg

flrotAz) = f(xo)if/(lx'o) Az+ f//éf()) Ax?+ fﬁéf‘)) Az 4 f(4)2(|x”)m4+. . (3.2)

Flao + 200) = f(ag) 4L /(1”'30) (2Az) + gﬂo) (2A2)% +
) ' 3.3
) pgys s 0 g
i x o x .
Odecteme od sebe dvé rovnice (i3.2)
f(zo + Az) — fzo — Az) = 282 f'(20) + %f’”(xo) (3.4)

13



a dvé rovnice (|3.3))
f(@o +2A2) — f(z — 2Az) ~ 4Azf'(x0) + £ (20) (3.5)

Druhé a ¢tvrté derivace se odecetly. Rovnice (3.4]) a (3.5]) secteme a pro prvni derivaci
po upravée ziskame

(2g) ~ —— (2 2A : A : A ! 2A

f'(w0) = 5 () (w0 — 282) = 3f (w0 — Ax) + §f (20 + Ax) — g5/ (xo + 2A7))

Pii pouZiti tohoto pé&tibodového schématu dosdhneme presnosti fadu O(Ax?).
Analogicky lze odvodit schémata vyssich radu.

Obecné je standardni centralni (2N +1)-bodova diferenéni metoda presnosti radu
O(h*N). V Tabulce |3.1] jsou uvedeny koeficienty standardnich centralnich 5-, 9-, 11-
a 13-bodovych schémat z Taylorova rozvoje. Schémata jsou oznacena FDsbp, FDs9p,

FDsl1p, resp. FDs13p. Oznaceni jsou prevzata z [4].

FDsop | FDs9p | FDsl1p | FDs13p
ao 0 0 0 0
a 5 5 ; 7
el -n| 5| T¥|
as 6 i o
as ~ 30 1| a6
as T | T
Qg —ﬁ

Tab. 3.1: Koeficienty FDM odvozené z Taylorova rozvoje.(a_; = —a;)

Koeficienty odvozené pomoci Taylorova rozvoje jsou ale pro pouziti v . CAA ne-
vyhovujici. Dochézi k disipaci a disperzi sitenych vin, tedy ke zméné amplitudy a
faze. 1ol

MiZzeme se o tom presvédcit, kdyz provedeme Fourierovu transformaci diferenc¢ni

rovnice (|3.1))

r 1 T —ikx
f(k) =~ 5 / f(z)e ke, (3.6)
ziskame tak rovnici
_ 1 N o -
ikf~ | — a;etire | f. (3.7)
(&%Z%] )

14



Efektivni vinové cislo k* Fourierovy transformace definujeme jako

N
FAx = —i > a;ei"ar, (3.8)
j=—N

k*Ax je periodickd funkce argumentu kAx s periodou 27, kde k£ nazveme presné
vlnové ¢islo.

Rozdil mezi presnym a efektivnim vlnovym ¢islem vyjadiuje chybu numerického
reseni. Efektivni vinové cislo k* je obecné komplexni. Jeho redlnd ¢ast souvisi s
disperzni chybou, tedy méni fazi. Imaginarni ¢ast souvisi s disipaci a méni amplitudu
viny.H Pro centralnf (2N+1)-bodovou diferenéni metodu vyjadiime efektivni vinové
¢islo (napt. [4], [8])

KAx =2 ZN: a;sin(jkAx)
j=1

Efektivni vlnové ¢islo £* méa pro centralni metodu pouze realnou ¢ast, dochazi
tedy jen ke zméné faze. k*Ax jako funkce KAz je pro rizné standardni schémata

vykreslena na Obréazku [3.1]

FDs9p
—-—FDsllp
pi- — — —FDs13pp|

3/4 pi-

pir2r- o

pir4- W\

I I I
[ pil4 pir2 3/4 pi pi
kax

Obr. 3.1: Zavislost k*Ax na kAx pro standardni schémata.

3.3 Metody konecnych diferenci s nizkou disipaci

a disperzi

Koeficienty a; v rovnici muzeme zvolit tak, Ze schéma bude sice nizsiho Faddu

te}

piesnosti, ale bude mit lepsi disperzni vlastnosti.l®! Téch mtiZzeme dosdhnout, kdyz

15



budeme minimalizovat chybu efektivniho vilnového ¢isla. Minimalizovat mtzeme bud

integralni Chybu[&
(kAZ),
/ k* Az — kAz|?d(kAz) (3.9)
(kAx),

nebo relativni Chybul4J

In(kAz)y
(kAz) = / ray, AT RATld(A) (310
In(kAx);

/(kAr)u k*Ax — k:Ax|d
(kAz); kAx

kde meze integralu k; a k, volime tak, abychom dosdhli co nejmensi chyby pro co
nejveétsi rozsah KA.

Pii pocitani koeficientii optimalizovanych schémat se potom voli nékteré koe-
ficienty tak, abychom dosahli pozadovaného radu presnosti. Ostatni koeficienty se
voli minimalizaci integralu nebo (3.10f), abychom soucasné dosahli co nejmensi
disperzni chyby.

Napriklad pri odvozovani 9-bodového centralniho schématu uvedeného v tabulce
se zvoli koeficienty a3 a a4 z Taylorova rozvoje tak, abychom dosahli fadu pres-
nosti 4. Koeficienty az a a4 vyjadiime pomoci zbyvajicich dvou (a; a ag). Koefi-
cienty a; a ay ziskdme minimalizaci integralu s mezemi (kAx), = 7/16 a
(kAz), = 7/2.8

FDo9p
—-—-FDollp
pir — — —FDo13pp|

3/4pi-

k*Ax

v N
pil2 N

pir4 (- g N

I I I
0 pil4 pil2 3/4 pi pi
kAx

Obr. 3.2: Zavislost k*Ax na kAx pro FDo9p, FDollp, FDol3p.

Optimalizovand centralni 9-, 11- a 13-bodova schémata prejata z [4] jsou uvedena
v tabulce [3.2] pod oznacnim autortt Bogeyho a Baillyho jako FDo9p, FDollp, resp.
FDol13p. Tato schémata jsou presnosti fadu 4. Zavislost efektivni hodnoty k*Ax

téchto schémat na presné hodnoté kAx je na obrazku [3.2]
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FDo9p FDollp FDol3p
dy 0 0 0
dy | 0.841570125482 | 0.872756993962 | 0.907646591371
dy | -0.244678631765 | -0.286511173973 | -0.337048393268
ds | 0.059463584768 | 0.090320001280 | 0.133442885327
dy | -0.007650904064 | -0.020779405824 | -0.045246480208
ds 0.002484594688 | 0.011169294114
dg -0.001456501759

Tab. 3.2: Optimalizované koeficienty centrélnich diferen¢nich schémat, kde (a_; =

—aj).

— — —FDs13p
FDo13p

3/4 pi-

K*Ax

pil2

pil4r

I I I
0 pi/4 pif2 3/4 pi pi
kAx

Obr. 3.3: Zavislost k*Ax na kAx pro FDs13p a FDol3p.

Pro porovnani je na obrazku uvedena zavislost £*Ax na KAz pro 13-bodové
standardni schéma FDs13p a 13-bodové optimalizované schéma FDol3p. V grafu je
vidét, ze kiivka pro optimalizované schéma FDo13p "kopiruje'v porovnani s FDs13p
presnou hodnotu pro vyssi kAx, ale tato aproximace je méné presna. Mensi pres-
nost aproximace je zpusobena nizsim formalnim radem presnosti metody, jak bylo
uvedeno vyse. FDs13p je presnosti radu 12, optimalizované FDol3p je fadu pouze

4. Tyto chyby jsou vsak zanedbatelné malé. 4

3.4 Volba Ax

Hodnotu Az vybereme podle toho, jak presné reseni potiebujeme ziskat. Urcime

maximalni dovolenou hodnotu chyby ¢ = |k* Az — kAzx|. Mizeme pak nalézt odpovi-
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dajici vinové cislo k*, pro které dostaneme chybu nejvyse takovou. Potom spocitame
minimélni rozliseni R,,;, (z anglického resolution) numerického schématu, tj. pocet

bodu na vinovou délku
27

k*Ax

Je to minimalni pocet bodi, ktery potfebujeme na aproximaci viny. Vlny o vlnové

Rmin -

délce kratsi nez R,,;,Ax uz neaproximujeme presneé.
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4 CASOVA INTEGRACE

Explicitni Runge-Kuttovy metody jsou v CAA jedny z nejcastéji pouzivanych metod

pro ¢asovou integraci.

4.1 Standardni Runge-Kuttovy metody

Méjme rovnici

ou
CoF
T (u)

Pro jednoduchost zvolime v ¢ase ekvidistantni déleni t,,,1—t, = At,n =1,2,...,.
Obecny explicitni p-stupnovy algoritmus Runge-Kutta (RK) z u" = wu(t) do
u" = u(t + At) je

p
U/n+1 =" + szku (41)
=1

kde
i—1
ki = AtF (u” +>° @jkj)
j=1

pro ¢ =1,2,...,p. w; a B;; jsou konstantni koeficienty metody.

4.2 Runge-Kuttovy metody s nizkym narokem na
pamét

Kvuli velkému rozsahu iloh CAA je dilezité Setfit pamét pocitace. Algoritmus (4. 1))

byl upraven tak, aby naroky na pamét byly co nejmensi. Algoritmus

W o= u"

u = u" o AtFTY =1, .., p, (4.2)

kde «; jsou koeficienty metody, vyuziva pii vypoctu hodnoty u' pouze dvé hodnoty

-1

u. Vyuziva hodnotu u™ z predchoziho ¢asového kroku t, a hodnotu v'~" z predcho-

ziho stupne RK metody. i

Pro linedrni pravou stranu F'(u) muzeme algoritmus (4.2)) prepsat do tvaru

1 p p 'ajun
ut :u”+z H a; At e

J=ll=p—j+1

i
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p-stupnovy algoritmus s koeficienty v; odvozenymi z Taylorova rozvoje, v; = 1/7!,
j=1,2,...,pjetadu p . Koeficienty 4-stupnové metody jsou uvedeny v tabulce [4.1
pod oznacenim RKs4s. Schéma je fadu 4 pro linearni pravou stranu F'. Pro neline-

arni F' je schéma odvozeno z Taylorova rozvoje tadu 2 pro libovolné p.lljLJ

4.3 Runge-Kuttovy metody s nizkou disperzi a

nizkou disipaci

Stejné jako v kapitole o koneénych diferencich budeme optimalizovat schéma pro
dosazeni minimalni disipace a disperze. Tato schémata se nazyvaji Low-dispersion
low-dissipation Runge-Kutta algorithms (LDDRK).
Zavedeme tzv. efektivni zesilujici faktor (amplification factor) algoritmu
1" (w)

" (w P , , -
Crie(WAl) = 5 = 1+ 39 (iwAtY = |Grxe (A Al
j=1

kde |G| je zesileni a w* je efektivni thlova frekvence. Zesilujici faktor srovname s
piesnym zesilujicim faktorem G, = e,

Mnozstvi disipace vyjadiime jako 1 —|Gri (wAt)| a rozdil ve fazi w* At — wAt.P)
Koeficienty v, lze urcit tak, Ze minimalizujeme kvadratickou chyblﬂ8J mezi presnym

a efektivnim zesilujicim faktorem

(wAt), AL N
Ey = /( : |Gri (WAT)[e™ = — e ‘ d(wAt) (4.3)
wAtl
nebo relativni Chybu[4J
In(7/2) In(7/2) At — wAt
By= [ (1~ |Gric(wAt))dIn(wAt) + " At WAy s (44)
In(m/16) In(7/16) T

Podobné jako pii vypoctu koeficientu diferencéni metody 1ze kombinovat urcovani
koeficientu Runge-Kuttovy metody z Taylorova rozvoje pro zajisténi pozadovaného
radu presnosti a urcovani koeficientu minimalizaci disperzni a disipac¢ni chyby
nebo ({4.4)).

Podle DeRoeckal® pro 5-stupnovou metodu zvolime Taylorovym rozvojem koe-
ficienty 75 a 4 tak, abychom dosdhli presnosti radu 2. Minimalizaci integralu
pro (wAt), = 0 a (wAt), = /2 dopocitame 3,72 a 71. Podobné pro 6-stupnovou

metodu, ktera bude fadu pfesnosti 4. Takto ziskané koeficienty lze najit v [§].
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Bogey a Bauilly[4J minimalizuji chybu (4.4)) pro thlovou frekvenci az do wAt = /2

za podminek

1—|GRK(wAt)\ > 0,
8111(1 - ]GRK(wAt)D

D In(wA) = 0

pro 0 < wAt < 7. Takto odvozené koeficienty jsou uvedeny v tabulce [4.1] pod nézvy

RKobs pro 5-stupniové optimalizované schéma a RKo6s pro 6-stupniové optimalizo-

vané schéma. 4!
RKs4s RKobs RKobs
T 1 1 1
Y2 1/2 1/2 1/2

Y3 1/6 | 0.165250353664 | 0.165919771368
Y4 1/24 | 0.039372585984 | 0.040919732041
5 0.007149096448 | 0.007555704391
Y6 0.000891421261

Tab. 4.1: Koeficienty Runge-Kuttovy metody - standardni 4-stupniové schéma, opti-

malizovand 5- a 6-stupnova schémata.

4.4 Volba casového kroku

Casovy krok volime v zévislosti na zvoleném Axz. Kdybychom zvolili ¢asovy krok At

prilis dlouhy, Runge-Kuttova metoda integrace by se mohla stat nestabilni.

Rizni autori k volbé kroku pristupuji rizné. Bogey a Baillyl4J voli ¢asovy krok
At na zakladé kroku Az za pouziti CFL ¢isla (Courant - Friedrich - Lewy)

At = CFLAx (4.5)

bez blizsi specifikace volby CFL.

DeRoeck!® ve své praci voli casovy krok na zakladé vlastnosti zvoleného Runge-
Kuttova schématu. Chce splnit néasledujici dvé podminky

o cCasovy krok je omezen stabilitou metody. Pro klasické metody je kritérium

tvaru wAt < R, kde R zavisi na metode Runge-Kutta (pro 5-stuptiovou me-

todu je R ~ 3,54, pro 6-stupniovou metodu je R & 1,75) a w zavisi na zvoleném
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schématu metody konecnych diferenci a jeho k* (w = cok*, kde ¢q je rychlost
zvuku).[8J Odtud muzeme ziskat CFL podminku stability
At R

CFL=c— <
COA:U — k*Azx

(4.6)

e Chceme dosdhnout co nejmensi disipace a disperze, aby feSeni bylo co nej-
presnéjsi. Zvolime maximalni hodnotu disipa¢ni chyby €, = |1 — |r*(wAt)|| a
disperzni chyby e, a; = |w*At — wAt|. Podle toho zvolime minimalni hodnotu
wAt, pti které jsou oba pozadavky na presnost splnény, a stanovime limit

presnosti L. Potom mizeme formulovat CFL podminku presnosti

At L
FL=c,— <
C COAm — k* Az

(4.7)

Limity presnosti L pro riuzna schémata Runge-Kuttovy metody pro rtzna e,

a €,a¢ najdeme v [§].

Podminka (4.7)) je silnéjsi nez podminka (4.6, tedy pokud urc¢ime ¢asovy krok At
podle kritéria presnosti, metoda bude stabilni. [
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5 SELEKTIVNI FILTRY

Jak je vidét na Obrazku [3.1] i na Obrizku hodnota k*Az numerické metody
se od presné hodnoty kAz pro vyssi hodnoty lisi. Pro dlouhé viny je k* dobré
aproximace, ale pri vyssich frekvencich se lisi vyrazné. Numerické modelovani siteni
kratkych vIn je vysoce disperzivni. Tyto viny se siti rychlosti rozdilnou od skutecné
fyzikalni rychlosti a tim poskozuji numerické fesent. )

Diferencni metoda se v souvislosti s timto jevem muze stat nestabilni. Tomu
predejdeme, kdyz do vypoctu filtrovanim privedeme umélou disipaci kratkych vin.
Filtr ale nesmi poskodit dlouhé viny.

Kratké viny odstranime pridanim tlumiciho ¢lenu k vysledku Runge-Kuttovy
metody

ul (20) = u(z0) — oaD(m0), (5.1)

kde o4 € (0,1) je koeficient tlumeni a

N
D(zo) = Y dju(zo+ jAz). (5.2)
j=—N
P1i pouziti filtru v kazdé iteraci volime o4 mezi 0,1 a 0,2. Vlastnost d; = d_;

predchazi disperzi.

5.1 Standardni filtry

Koeficienty d; mizeme ziskat tak, Ze budeme chtit zrusit ¢leny Taylorova rozvoje
rovnice 1} pro kAx — 0.4 Takto ziskané koeficienty oznacime jako standardni.
Pro N = 4,5,6 jsou tyto koeficienty uvedeny v tabulce [5.1]

SFs9p SFsllp SFs13p
dy | 35/128 63/256 | 231/1024
dy | -7/32|-105/512 | -99/512
ds 7/64 15/128 | 495/4096
ds -1/32 | -45/1024 | -55/1024
dy | 1/256 5/512 | 33/2048
ds -1/1024 | -3/1024
dg 1/4096

Tab. 5.1: Standardni koeficienty centralnich schémat selektivnich filtra.(d_; = d;)
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5.2 Optimalizované filtry

Pro vypocet optimalizovaného filtru provedeme Fourierovu transformaci vyrazu (|5.2))

a oznacimeji tilde D, (kAx).

Budeme minimalizovat relativni chybu mezi D a idealni filtrovaci funkei D,y o)

0
Jako idedlni filtrovaci funkce D;4 se obvykle pouziva Gaussova funkce

Dia(kAz) = exp {— In(2) (mx_W)Q} ,

Du(kAa: — D;y(kAx)

)-D i
kAx

d(kAx).

g

kde o muzeme volit pro dosazeni rtiznych filtrovacich funkei. 1©)
D(kAz) musi splitovat nékolik podminek:
oAby nedochazelo k disperzi kratkych vin, ale pouze k disipaci, musi byt D(kA:c)
suda funkce. Tedy

N
D(kAz) = do+ 2 dj cos(jkAx)
=1
« Dlouhé vlny nechceme tlumit, musi tedy platit D(kAz) — 0 pro kAz — 0.

e Pro pohodlnost volime normalizovanou funkci
D(0)=0, D(r)=1

Takto ziskané koeficienty d; lze najit v [§]
Bogey a Baﬂlyl4J podle Tama pti odvozovani koeficientt optimalizovanych 9-, 11-
a 13-bodovych schémat (s oznacenim SFo9p, SFollp a SFol3p) minimalizuji integral
In(/2)
D, (kAz)d(In(kAx)),
In(r/16)
pricemz pro 0 < kAxz < m musi byt splnény dvé podminky:
o Filtr musi byt pouze disipativni, nesmi byt disperzni. Tedy opét D, musi byt

suda funkce.

N
D(kAz) = dy+ 2 d;cos(jkAr)

j=1
o Filtr musi splnovat

O0ln Dy, S { —5 pro SFo9p a SFollp

Jd(kAz) = | —10 pro SFol3p

Tato schémata jsou uvedena v tabulce [5.2]
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Tab. 5.2: Optimalizované koeficienty centralnich schémat selektivnich filtru.(d_j

d;)™

SFo9p

SFollp

SFol3p

0,243527493120
-0,204788880640
0,120007591680
-0,045211119360
0,008228661760

0,215044884112
-0,187772883589
0,123755948787
-0,059227575576
0,018721609157
-0,002999540835
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-0,069975429105
0,029662754736
-0,008520738659
0,001254597714



6 OKRAJOVE PODMINKY

Problémy numerického reSeni vznikaji na okraji vypocetni oblasti. Ta je vzdy nutné
konecna, ale redlna oblast sifeni zvuku muze byt nekonecna. V pripadé volné hranice,
tedy kdyz mame omezenou vypocetni oblast, ale realna oblast pokracuje, se chceme
vyhnout faleSnym odraziim viny. Hranice musi pohltit celou vinu.

Oblast také miize koncit pevnou hranici, kdy se vlna odrazi zpét do oblasti,

pripadné muze nastat kombinace téchto dvou moznosti.

6.1 Volna hranice

Volnou hranici mizeme numericky fesit nékolika zpusoby. Mtizeme odvodit dife-
ren¢ni schémata pro okrajové body tak, aby vina vymizela. Kdyz dojdeme tak blizko
ke hranici, ze uz nemuzeme pouzit (2N + 1)-bodové schéma, pouZijeme schémata,
kterd pouzivaji stejny pocet bodi, ale nejsou centralni, nebo budeme postupné sni-
zovat pocet pouzitych bodi. Dalsi moznosti je souziti tzv. sponge zény. Pri jejim

pouziti zvétsime vyznamné vypocetni oblast, na které poruchu budeme tlumit.

6.1.1 Diferenc¢ni schémata na hranici

Budeme opét uvazovat tsecku s ekvidistantnim délenim, stejné jako v kapitole [3]

Metoda konecnych diferenci pii pouziti necentralnich schémat ma tvar

—(z9) = — Y aju(zo + jAx). (6.1)
Aproximace pouziva P bodu nalevo od bodu xg a ) bodi napravo od bodu

xo. Na rovnici (6.1]) aplikujeme Fourierovu transformaci, podobné jako v kapitole .

Miuzeme vyjadrit efektivni vlnové ¢islo

Nékteré koeficienty a; urc¢ime z Taylorova rozvoje a ostatni minimalizaci chyby

/2
/ [(1—a)|Re(k*Ax) — kAz| 4+ o | Im(k*Ax)|] M,
Ti6 kAx

kde 0 < a < 0,5 v zéavislosti na schématu. Meze integralu jsou voleny tak, abychom
optimalizovali chybu vln mezi 32 a 4 body na vlnovou délku. !
Uvniti oblasti, na které chceme ziskat numerické feseni, pouzivame (2N + 1)-

bodova centralni schémata. Kdyz se blizime hranici, pouzivame diferen¢ni schémata
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o stejném poctu bodi, ale necentralni. Postupné se dostaneme az ke schématu, které
vyuzivd hodnot 2N bodi pouze na jedné strané od bodu zg, viz obrazek [6.1] Na
obrazku je také oznaceni téchto schémat. 11-bodova necentralni schémata v tabulce
dosahuji presnosti fadu 4.1

FOssO—0O—0O—0O——0 O—0O——C0C—~0O——0
FDes O—O—0O—0O O—0O0——C0O—C0O——0—"0
FD37(O—0O—0O O—O—CO—C0O—C0—C0—0
FD28 (O)—O) O—O—C0O—0O—CO—C0C—~0——0
FD19() O—0O0—0O—0O——C0O——C0O—0O——0——70
FDow O—O0—"C—"0—"C0C—"0—"C0C——0—0C0—0

Obr. 6.1: Necentralni schémata metody konecnych diferenci a jejich oznacneni. Vy-
plnénd kolecka znaci bod zq, prazdnd kolecka znaci body, které pouzijeme k vypoctu
hodnoty du/0x v bodé x.

Filtrovani na okraji provedeme stejné jako v kapitole |5 v rovnici [5.1] Filtr D je
nyni ale v necentralnim tvaru

Q
D(zo) = > dju(zo + jAz).
j=—P
Provedeme Fourierovu transformaci a ziskdme
D(kAz) = > dje*ae
j=—P

Koeficienty d; ur¢ime minimalizaci chyby

/2
//16 {(1 — Oé)|D(kAx)| + CY|¢(D(I€A$))|} d(kkAA;)

kde 0 < a < 0.01 volime v zavislosti na filtru, ¢(D(kAz)) je argument komplexniho
cisla.

V tabulce[6.1| jsou uvedena takto odvozena schémata, a to jedenactibodova SFy,
SF3- a SF, 8.[31 Zmaceni je stejné jako u diferenc¢nich schémat. Tato schémata jsou
presnosti fadu 2. Schémata, kterd jsou vysoce decentralizovana (SF;9 a SFg19), jsou
vysoce disipativni. Misto filtru SF; ¢ se pouziva 7-bodové schéma SF'; 5 uvedené také
v tabulce . Schéma SF; 19 se nepouziva viibec. 19!

Jako alternativa k necentralnim schématiim se nabizi pouzit na hranici cent-

ralni schémata, kdy se bude postupné snizovat pocet pouzitych bodu, jak lze vidét
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SF46 SF37 SFag SF15

d_, | 0,009095822490

d_s | 0,013892091123 | -0,000054596010

d_o | -0,060031967800 | 0,042124772446 | 0,052523901012

d_1 | 0,356344029930 | -0,173103107841 | -0,206299133811 | -0,057717512738
dy | -0,488142768372 | 0,299615871352 | 0,353527998250 | 0,199278374994
dy | 0,276991103162 | -0,276543612935 | -0,348142394842 | -0,292668277650
ds | 0,002551524249 | 0,131223506571 | 0,181481803619 | 0,244537361546
ds | -0,076307201417 | -0,023424966418 | -0,009440804370 | -0,134605018019
dy | 0,032996715648 | 0,013937561779 | -0,077675100452 | 0,056184263460
ds | -0,006091786366 | -0,024565095706 | 0,044887364863 | -0,015009191593
dg 0,013098287852 | -0,009971961849
dr -0,002308621090 | 0,000113359420
dg 0,000113359420

Tab. 6.1: Koeficienty necentralnich schémat selektivnich filtri.

na obrézku [6.2] Kdyz se blizime k hranici, pouzijeme postupné 13-, 11-, 9-, 7-, 5-,
3-bodové schéma. Pti vypoctu hodnoty derivace v krajnim bodé pouzijeme jedno-
strannou diferenci.

P1i implementaci jsem pouzila standardni schémata odvozena z Taylorovych roz-
voju, které maji vyssi formalni fad presnosti nez optimalizovana schémata. S ubyva-
jicim poctem bodu se ale snizuje. Posledni jednostranna diference je radu 1. Koefi-
cienty centralnich schémat metody konecnych diferenci i selektivnich filtrt lze najit

napr. v [3].

6.1.2 Sponge z6na

Uvazujme rovnici advekce

o ou_,
ot or

kterou budeme tesit déle v kapitole [7.2.3]

reR, t>0 (6.2)

Resme tuto rovnici na intervalu (a, b). Pouziti sponge zény se zaklada na vy-
znamném rozsireni vypocetni oblasti o ¢ast, kde budeme tlumit prichazejici viny.

Tlumici ¢len jednoduse priddme na pravou stranu rovnice [6.2]

ou Ou

¢ T oy = 0@ ures —u), z €{a,b), t>0
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FDs&s
FDss

FDas O—O

FDzs

FDz22

FD11

FDo1

Obr. 6.2: Centralni schémata metody konecnych diferenci a jejich oznac¢neni. Vy-
plnénd kolecka znac¢i bod zy, prazdna kolecka body, které pouzijeme k vypoctu
hodnoty du/0x v bodé x.

kde o(z) je funkce urcujici silu tlumeni a wu,.s je néjaky referencni stav, obvykle pro
linedrn{ systémy pokladdme wu,.; = 0. o(x) musi byt nulova na ptvodni vypocetni
oblasti.

a-d a b b+d

Obr. 6.3: Tvar funkce o(z).

Sponge zona je jednoduchym a presto uc¢innym prostredkem pro numerické reseni
volné hranice. Pfi jejim pouziti je vsak dulezité zvolit vhodnou funkei o(x) a jeji
parametry. Silnéjsi tlumeni mize navic zpusobit nestabilitu v tlumici vrstvé, kterd
potom muze ovlivnit celé Tfeseni

Jako tlumici funkei o(x) 1ze pouzit funkei
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Tr(:rfda+d) <(1, _ d, a)
pro z € (a,b)

! (1—1—005@) pro z € (b,b+d)

o (1+Cos ) pro = €

o(x) =

q O

2
kde d je sitka sponge zoény, jak je vidét na obrazku 6.3 a oy je konstanta urcujici
silu tlumeni. Prubéh této funkce je vykreslen na obrazku[6.3] Jde vidét, Ze na okraji
prilehlém k simulované oblasti je tlumeni nulové a na okraji celkové vypocetni oblast

tlumeni saha az k hodnoté oy. Tlumeni se nepouziva uvnitt ptivodni oblasti.

6.2 Pevna hranice

Nyni uvazujme obdélnikovou oblast v R? s ekvidistantni siti. Horni a dolni stény
budou pevné, vlevo bude vtok a na pravé strané bude vytok. Budeme uvazovat
neviskézni kapalinu.

Okrajovou podminku na pevné sténé realizujeme tak, ze predepiSeme normalovou
rychlost v = 0.

Fyzikalné sténa vyvine tlak na kapalinu. Pfi numerickém feseni miizeme ptidat
vrstvu bodu v proménné p (ghost points). Hodnota proménné p se zde uréi tak, aby

na sténé platilo v = 0. Tento postup je blize popsan v [9].
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Tab. 6.2: Koeficienty necentralnich 11-bodovych schémat metody konec¢nych dife-

renci

FDys

FDs7

FDss

Qg
a_3
a_2
a_q
ao
a1
a2
as
Q4
as
Qg
ar

as

0,016756572303
-0,117478455239
0,411034935097
-1,130286765151
0,341435872100
0,556396830543
-0,082525734207
0,003565834658
0,001173034777
-0,000071772607
-0,000000352272

-0,013277273810
0,115976072920
-0,617479187931
-0,274113948206
1,086208764655
-0,402951626982
0,131066986242
-0,028154858354
0,002596328316
0,000128743150
0

FDqg

0,046246319744
-0,462989982072
-0,459203180244

1,205900619436
-0,423956587692

0,102329382027
-0,006253229685
-0,002025942780
-0,000016793609
-0,000015302561
-0,000015302561

FDg 10

a_q
Qo
ai
a2
as
Q4
as
Qe
az
as
Qg

Q10

-0,180022054228
-1,237550583044
2,484731692990
-1,810320814061
1,112990048440
-0,481086916514
0,126598690230
-0,015510730165
0,000021609059
0,000156447571
-0,000007390277
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-2,391602219538
5,832490322294
-7,650218001182
7,907810563576
-9,922599052629
3,071037015445
-1,014956769726
0,170022256519
0,002819958377
-0,004791009708
-0,000013063429



7 PRIKLADY

V této kapitole popisuji simulované priklady. Vybrala jsem takové priklady, u kterych
jsme schopni spocitat presné feseni a urc¢it tedy presnost simulace.

Pri implementaci uvedenych postupii jsem zacala od prikladu v jedné dimenzi,
tedy na ptimce. V ¢ase t = 0 je umistén pocatecni impuls, ktery se Sifi po primce
smérem doprava, pricemz chceme, aby pri numerickém feseni ztstal beze zmény.

Déle jsem program prepracovala do 2D, na ¢tvercovou ekvidistantni sit. Udélala
jsem nékolik vypoc¢tl - do stfedu oblasti jsem umistila akusticky puls, vorticity a
entropicky puls.

Jak bylo popsano vyse, obecné pifi numerickém feSeni podobnych prikladi je
problémem okraj oblasti nebo prekazky uvniti oblasti. Rizné druhy okrajovych
podminek popsanych v kapitole [6] jsem vyzkousela jak na prikladu v 1D, tak ve 2D.

Protoze jsem postupovala podle Bogeyho a Baillyho[4J’l3J, hodnotu CFL ¢isla a

tedy i délku ¢asového kroku jsem urcovala pokusem.

7.1 Priklad v 1D

7.1.1 Rovnice advekce

Jako prvni testovaci problém jsem zvolila rovnici advekce
ou ou
ot “or

kde u = u(z,t) a a € R\ {0}. Priklad fesim s pocatecni podminkou u(z,0) = ug(x).

Je to rovnice ptivolbée d=1, s=1, x =z, w=w; = u a f;(w) = au.
A =a.

=0, 1€R,t>0 (7.1)

Resenim je
u(z,t) = up(z — at)

Rovnice (7.1)) tedy popisuje pohyb veli¢iny u konstantni rychlosti a.

Tento priklad jsem pouzila pro porovnani jednotlivych schémat metody konec-

nych diferenci.

7.1.2 Pocatecni podminka

Rovnici (7.1)) jsem fesila s poc¢éteéni podminkou
2rx z )’
uo(z) = sin <aA:E) exp (—1n(2) <5A33> ) . (7.2)
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pfi volbé parametri o = 8, [ = 3. Pocatecni impulz je vykresleny na obrézku [7.1]

0.8

0.6

0.4
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-15 -10 -5 0 5 10 15
XIB X

Obr. 7.1: Tvar funkce uqg.

7.1.3 Testovaci priklad 1D

V tomto prikladu resim rovnici , kde rychlost a = 1 s po¢atecni podminkou
s parametry o = 8, 3 = 3. Resila jsem ho s pouzitim optimalizovaného Sestistup-
nového schématu Runge-Kutta RKo6s a s riznymi schématy metody konecnych
diferenci. Regeni na obrazku nahofe je vykreslené pro ¢as t = 400. ReSeni na
obrazku dole je v t = 800. Na obrézcich nalevo je feseni standardnimi 9-, 11- a
13-bodovymi schématy konecnych diferenci, napravo je feseni za pouziti optimali-
zovanych schémat.

Reseni jsem provedla pro Az = 1. Casovy krok jsem uréila ze vztahu [4.5 pri
hodnoté CFL = 0.8.

Jde vidét, ze standardni schémata jsou vysoce disipativni i disperzivni. Vysledky
s pouzitim optimalizovanych schémat jsou vyrazné lepsi. Optimalizovanad schémata
jsou méné disipativni, ale i u nich miizeme pozorovat nestabilitu pti dlouhém case
reseni. K disperzi dochézi jen méalo. Vysledky jsou srovnatelné s vysledky zvetejné-

nymi v [4].

7.2 2D Implementace

Mé&jme obdélnikovou oblast = (—a,a) x (—b,b) v R% Provedeme diskretizaci v
prostorovych proménnych z a y. Predpokladejme, Ze kladny smér osy x miri doprava
a kladny smér osy y mifi nahoru. Na obdélniku zvolime rovnomérné déleni. Na ose
x budeme délit na m stejnych dilkt délky Az a na ose y budeme délit na n stejnych
dilkt délky Ay. Tak dostaneme sit s uzly (z;,y;), kde x; = —a+iAz,i =0,1,...,m
ay; =—-b+jAy,j=0,1,...,n
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Obr. 7.2: Reseni pro t=400 a pro t=800 s pouzitim standardnich a optimalizovanych

schémat metody konec¢nych diferenci a selektivnich filtri.

7.2.1 Akusticky puls
Budeme fesit soustavu ([2.3) linearizovanych Eulerovych rovnic v R?

ou’ ou’ ou’
— + A(ug)=— 4+ Ay(ug)=— =0, (z,y) eR? t>0
ot 1(1) O 2(up) Dy (z,9)
uy = (po, ug, vo, po)! uvazujeme konstantni, pro u’ = (p',u/,v’,p’) predepiseme po-

¢atecni podminku

)
(2, ,0) = wy(, ) = ; _ (7.3)
) ElemTQ

kde r = v/x? 4+ y?. Do pocatku souradné soustavy umistime Gaussovsky puls. Jako

parametry pulsu jsem zvolila ey =1 a k1 = 12—22, kde by = 2. by urcuje sitku funkce.
1

g1 je amplituda pulsu.
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parametr oznaceni proménné | pouzita hodnota
vV programu
celkovy cas tfinal 10
schéma FDM schemaFD FDol3p
schéma sel. filtru schemaSF SFol3p
parametr filtru o sigma 0.2
RK schéma schemaRK RKobs

Tab. 7.1: Parametry vypoctu prikladu kapitoly [7.2.1}

Priklad jsem spocitala se schématem konecnych diferenci FDol3p a selektivnim
filtrem SFol3p. Pro casovou integraci jsem pouzila Runge-Kuttovu metodu se sché-

matem RKo6s. Parametry stfedniho toku jsou

Po 1
0.5
w=|"= , (7.4)
Vo 0
Po 5/7

puls bude tedy unasen doprava rychlosti ug = 0.5.

V tomto pifkladé neni vyfeSena okrajovéd podminka. Ulohu jsem tedy Fesila jen
do ¢asu t = 10. V tomto case se pocateéni vzruch jesté nerozsiri do okrajové c¢asti.
Na obrazku je vykreslena hustota na pocatku a vysledek v case t = 10.

Parametry pouzité pro vypocet jsou uvedeny v tabulce

Na obrazku je srovnani s presnym fesenim. Presné vysledky jsou spocitany

pomoci programu Ing. Jaroslava Bajka, zvefejnéného v jeho diplomové pI‘éCi.l2J

Wastupni vzruch v tlaku a hustoté vysledek - hustota

Obr. 7.3: Hustota vt =0a v ¢t = 10.
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tho, time = 10.00
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Obr. 7.4: Srovnani hodnot numerického Teseni s presnym Tresenim v hustoté v case
t =10
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7.2.2 Jednoduchy akusticky puls

Na oblasti Q2 = (—a,a) x (—b, b) budeme Fesit rovnici (2.3)), tentokrét vSak budeme
uvazovat v pocateéni podmince mimo akustického pulsu jesté virovy a entropicky
(viz napr. [§], [9]). Akusticky a virovy puls umistime do bodu X, = (x4, y.) = (—9,0)
a entropicky puls umistime do bodu X, = (z¢,v.) = (9,0), jak je zndzornéno na
obrazku [Z.5l
Resfme tedy rovnici
/ / /
%1; +A1(u0)%1; + Ag(uo)aal; =0, (z,y) €R?* t>0

s pocatecni podminkou

po(x,y) 516’“’“5 + &tze"“”z
uh(z,y) e3(y — Ya)e™
u(z,y,0) = uy(z,y) = | ) = a2
vo(,y) e3(x — x,)e e
Pz, y) £1eM17

kde v, = /(e =22+ (y = 9)? a 1o = fle — 2.2+ (y = y)? a parametry x; =
12—2_2, J = 1,2,3 urc¢uji amplitudu a sitku pulzi. Parametry pulst pouzité pii vypo-
J

¢tech jsou uvedenty v tabulce [7.2]

i
¥
e
E— 0
Uy
S Xa e
i @ @ X
i ————
o o
N
I I
I |
= 20 =1

Obr. 7.5: Schéma zadani prikladu
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8120,01 b1:3
8220,02 b2:3
6320,008 b3:3

Tab. 7.2: Paramtry pulsti pouzité pii vypoctu prikladu [7.2.2]

parametr

oznaceni proménné pouzita hodnota

vV programu

celkovy cas tfinal 40
schéma FDM schemaFD FDollp
schéma sel. filtru schemaSF -
parametr filtru o sigma -
RK schéma schemaRK RKobs
okrajova podminka boundary B - necentralni schémata

Tab. 7.3: Parametry vypoctu prikladu kapitoly [7.2.2]

Na tomto prikladu jsem vyzkousela okrajové podminky z odstavce [6.1.1] necen-
tralni i centralni schémata. Protoze jsem méla k dispozici pouze 11-bodova okra-
jova schémata z tabulky osveédcilo se mi pri TeSeni pouziti optimalizovanych
11-bodovych schémat metody konecnych diferenci. K ¢asové integraci jsem pouzila
optimalizovanou 6-stupnovou Runge-Kuttovou metodou RKo6s. Vysledky pro hus-
totu prubézné v casech ¢t = 2,10, 20, 30 jsou uvedeny na obrazku [7.6] Vysledky pro

vsSechny veliciny v ¢ase t = 40 jsou vykresleny na obrazku [7.7]

Pri pouziti selektivniho filtru dochazelo k poskozeni feseni. Priklad jsem proto

fesila bez néj.

Konstantni parametry stredniho toku jsou

u0: =

DPo

5/7

puls bude tedy unasen doprava rychlosti ug = 0.5.

Pfi vipoctu jsem pouzila parametry uvedené v tabulce [7.3] Porovnani s pfesnym

feSenim je na obrizku Pri vypoctu nebyl pouzit selektivni filtr.

Pri pouziti centralnich schémat na okrajové podmince dochazelo pri prochazeni

viny hranici k rozkmitani feseni. Vzhledem k 11-bodovym necentralnim schématiim
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vysledek - hustota x10° vysledek - hustota x10°

45 30
15
4
20
35 f
A 10
05
25 .
2 0
e -10
15
05
3 1 20
05 El
£ 30
o . . . .
-30 20 -10 0 10 20 30 E = -

vysledek - hustota x10" vysledek - hustota x10"

20

15

10

5

0

-5
-30 -20 -10 0 10 20 30

Obr. 7.6: Hustota v t = 2,10, 20, 30

na okrajové podmince nebylo vhodné pouzit trinactibodové schéma, prestoze je méné
disipativni a méné disperzivni.

Pti prochazeni viny hranici vypocetni oblasti nedochazi k odrazu ani vraceni
falesnych vin. Na vtokové strané (vlevo) je feSeni poskozené. Vysledky byly dobré
pri nulové rychlosti ug. PTi nenulové rychlosti ug dochazi k poskozeni vysledku na

vtokové oblasti, kde se akusticky puls sifi k hranici a soucasné je unasen rychlosti

(viz obrazek [7.8).
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vysledek - hustota it wysledek - rychlost ve sméru osy x s
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Obr. 7.7: Vysledky v case t = 40

x 10" rho, time = 40.00

20

Obr. 7.8: Porovnani numerickych vysledkt prikladu [7.2.2] s pfesnym fesenim v case
t = 40.
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parametr oznaceni promeénné pouzitd hodnota
V programu
celkovy cas tfinal 60
Az, Ay dx, dy 1
CFL CFL 0.5
schéma FDM schemaFD FDollp
schéma sel. filtru schemaSF SFollp
parametr filtru o sigma 0.2
RK schéma schemaRK RKobs
okrajova podminka boundary B - necentralni schémata
sitka sponge zény d 20
parametr sponge zény oy sigmal 0.05

Tab. 7.4: Parametry vypoctu prikladu kapitoly [7.2.3]

7.2.3 Priklad s pevnou sténou

Na tomto prikladu jsem ovérila pouziti sponge zoény a pevné stény.

Uvazujme obdélnikovou oblast 2 = (—40,40) x (—20,20) podle obrizku S
akustickym Gaussovym pulsem. Hranice I' této oblasti je rozdélend na dvé casti.
Na hornim a spodnim okraji I'y je pevnd sténa, na pravém a levém okraji je volny
konec. Akusticky puls se sifi rovnomérnou rychlosti vSsemi sméry, na horni a dolni
hranici se odrazi od stény.

Pevnou hranici fesime predepsanim rychlosti v = 0 na hranici. Vtok a vytok je
modelovan sponge zénou a necentralnimi okrajovymi schématy FDM.

Pocatecni puls s parametry €; = 1 a by = 2 umistime do pocatku souradné
soustavy. Parametr tlumici funkce spongezény je oy = 0,05. Siika sponge zény je
d = 20, viz obrazek [7.9]

Pro vypocet jsem pouzila opét 11-bodové schéma metody konecénych diferenci
FDollp a Sestistupnovou metodu Runge-Kutta RKo6s. Parametry vypocétu jsou
uvedeny v tabulce

Pti pouziti sponge zény musime volit citlivé parametr o;. Kdyz ho zvolime prilis
velky, poskodi sponge zona feseni. Navic musi byt sponge zéna dostatecné velka.

V tomto prikladé jsem vyzkousela resit priklad s pouzitim selektivniho filtru i bez
néj. S pouzitim selektivniho filtru dochazelo k poskozovani feSeni na okraji oblasti
stejné jako v prikladu [7.2.1] ale Tfeseni v centralni ¢asti vice odpovidalo ocekavani.
Reseni na obrazcich a jsou spocitana s pouzitim selektivniho filtru, ale jen

do c¢asu, kdy TeSeni jesté neni poskozené.
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Obr. 7.9: Schéma zadani prikladu s pevnou sténou

hustota, t=25

“an -30 -20 -10 1] 10 20 30 40

hustota, t=35

hustota, t=40

Obr. 7.10: Priklad , ¢as t = 25, 35,40
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hustota, t=45
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Obr. 7.11: Vysledky posledniho prikladu, t = 45, 50, 55
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8 CO JE NA CD A OVLADANI PROGRAMU

Na prilozeném CD jsou programy v Matlabu vyuzivajici vyse popsanych postupt a
schémat.

Parametry vypoctii jsou nastaveny tak, aby po spusténi byly konecéné vysledky
uspokojivé. Nékteré parametry lze vsak meénit, ale je tfeba brat ohled naptiklad
na sthilitu vypoctu (obvykle je tfeba zménit CFL konstantu). P¥i zméné schémat

metody konec¢nych diferenci je potfeba zménit Az, a podobné.

8.1 Program 1D

Ve slozce 1D je soubor vlnalD.m. Tento program nevyzaduje zadné vstupy a pocita
priklad do casu t = 800. Protoze tento program pocita reseni na intervalu
(—50,850), lze cas t pouze zkratit. Pii vétsim prodlouzeni by meéla vina vystoupit
z oblasti, ale v prikladu nejsou implementovany okrajové podminky. Ty lze najit a
vyzkouset v upraveném programu ve slozce "1D hranice". Hlavni program se nazyva
opét vinalD.m a také nevyzaduje vstupni parametry.

V programu lze zménit typ pocatecni podminky. V tomto piipadé je pro ziskani

dobrého vysledku nutné upravit CFL cislo.

8.2 Programy 2D

V dalsich ttech slozkach jsou programy ve 2D z kapitoly [7] Jsou to slozky

e 2D prvni priklad

e 2D druhy priklad

o 2D stena

V téchto programech je soubor EulerEq.m. To je hlavni program. Lze v ném
upravovat nékteré parametry. Je to predevsim

o tfinal - ¢as, do kterého se tiloha Tesi

« CFL - CFL ¢islo

o schéma FDM, schéma selektivniho filtru a sila jeho tlumeni

o typ okrajové podminky
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9 ZAVER
Ovérila jsem pouziti metody konecnych diferenci v numerickych vypoctech aeroa-
kustiky.

V aeroakustice fesime tlohy sifeni vin, které maji obvykle malou amplitudu a sitri
se na velké vzdalenosti. Kviili tomu je potifeba dosahnout vysoké presnosti. Prokazalo
se, ze pro tyto tlohy je vhodné odvodit schémata metody konecnych diferenci v
zajmu snizeni disipace a disperze Sifenych vin i za cenu snizeni formalniho Fadu
presnosti.

Nejvétsim problémem pouziti metody konecénych diferenci je realizace okrajovych
podminek, v akustice zejména podminka volného konce. Je nezbytné, aby nedochéa-
zelo ani k ¢astecnému odrazu viny. Pii pouziti optimalizovanych schémat metody
konec¢nych diferenci je vhodné pouzit i tzv. selektivni filtry, které odstrani falesné
vlny s malou vlnovou délkou.

V praci také fesim odvozeni Runge-Kuttovy metody tak, aby byla disipace a
disperze sitenych vin byla co nejmensi. Pro pouziti v CAA musi navic byt metoda
jen malo naro¢na na paméf. Metoda uvedend v této praci uchovava pouze dve staré

hodnoty kazdé proménné.

Oveétila jsem, ze optimalizovana schémata jsou pro pouziti v CAA lepsi nez stan-
dardni. Odvozené metody jsem implementovala pro priklad v 1D. Testovacim pri-
kladem byla rovnice advekce s pocateéni podminkou, ktera se obvykle pouziva pro
schémat jsem vyhodnotila optimalizované 13-bodové schéma. Oveérila jsem, ze se
zvysujicim se poctem bodu schématu se vysledky zlepsuji.

Ve 2D jsem tesila dva typy pocateéni podminky.

Daéle jsem vyzkousela nékolik druhii okrajovych podminek, a to nékolik moznosti
realizace podminky s volnym koncem a jeden mozny zptisob simulace pevné stény.

7 podminek pro volny konec jsem vyhodnotila jako nejlepsi necentralni schéma

konec¢nych diferenci.

Pokracovanim této prace by mohlo byt umisténi prekazek do simulované oblasti,

rozsiteni programu do 3D a umisténi zdroje zvuku do simulované oblasti.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

1D

2D

3D

CAA

CFD

FDM

LDDRK

LEE

RK

jednodimenzionalni tloha

dvoudimenzionalni tloha

tridimenzionalni 1loha

vypocetni akustika - Computational Aeroacoustics
Computational fluid dynamics

metoda koneénych diferenci - Finite difference
method

Runge-Kuttovy metody ¢asové integrace s nizkou
disipaci a nizkou disperzi - Low-dissipation

low-dispersion Runge-Kutta algorithms

linearizované Eulerovy rovnice - Linearized Euler

equations

Runge-Kuttova metoda
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N

R

d

X =(21,...,74) =€ R?
t € (0,00)

QcR?

p(x, 1)

w(x, 1)
u(x,t)

u'(x,1)

mnozina prirozenych c¢isel
mnozina realnych cisel

dimenze prostoru

prostorova proménna

¢asova proménna

oblast v R¢

hustota

rychlost

tlak

tlak

adiabaticka konstanta

pocet rovnic, s = d + 2

rychlost sifeni

rychlost zvuku

vektor konzevativnich proménnych
vektor primitivnich proménnych
vektor akustickych proménnych
vektor stacionarnich proménnych
vektor derivaci hodnot veli¢in stredniho toku
vektor doku ve sméru j

filtrovaci funkce

sila tlumeni selektivniho filtru
funkce tlumici funkce sponge zony
sila tlumeni sponge zény

hranice oblasti
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