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Abstrakt

Mnohé tlohy inzenyrské praxe vedou na obycejné diferencidlni rovnice. Tyto rovnice jsou
v fadé piipadti matematickou formalizaci ptislusnych fyzikalnich zadkont. Cilem této prace
je uvést nékteré z téchto tloh, a to zejména s ohledem na latku probiranou v ramci studia
na FSI VUT v Brne.

Abstract

Numerous tasks of engineering practice lead to ordinary differential equations. In many
cases these equations exist as mathematic formalization of appropriate physical laws. The
aim of this thesis is to mention some of these problems especially with regard to the topic
discussed within the studies at FSI VUT in Brno.
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1 Uvod

Oby¢ejné diferencialni rovnice (ODR) jsou tradi¢ni soucésti matematické analyzy. Touto
problematikou se v jejich pocatcich zabyvali Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz,
Leonhard Euler a dalsi. Zajem o tuto problematiku v posledni dobé vyrazné nartista,
nebot je velmi vyuzivana v mnoha inzenyrskych oborech.

Tato bakalaiska prace je zamérena prevazné na sestaveni vybranych ODR, které jsou
matematickym modelem fady rozmanitych problémi. Vyuzivame zde fyzikalnich zakon,
které po jejich matematické interpretaci vytvori zaklad pro sestaveni pfislusné ODR.

Jednim ze smyslid prace bylo vytvorit text, ktery by mohli vyuzivat i studenti FSI
VUT v Brné€, zejména v souvislosti s vyukou predméti Matematika III, Fyzika I, Fyzika
II, ptipadné dalsich odbornych predmétii. Z prostorovych divodi zde neni zarazena ani
teorie ODR, ani (az na vyjimky) popis metod FeSeni. Proto ¢tenafe pii studiu teorie ODR
odkazeme napfiklad na skripta [2].

Tato bakalafskd prace ma nasledujici strukturu. V teoretické ¢asti (kapitola 2) uve-
deme fyzikalnimi zakony, které nasledné vyuzivame pii sestavovani diferencialnich rovnic
v praktické c¢asti. Dale zde vysvétlime fyzikdlni vyznam derivaci, které pii sestavovani
a feSeni ODR vyuzivame. Praktickd ¢ast (kapitoly 3 a 4) je stézejni Casti této prace, ne-
bot zde vysvétlime moznosti vyuziti fyzikdlnich zédkont pii sestavovani ODR. Kapitola 3
fesi odvozeni zakladnich pohybovych rovnic, véetné popisu kmiti harmonickych oscila-
tort. V kapitole 4 uvedeme dalsi vybrané tilohy vedouci na feseni pomoci ODR. Oddil 4.1
popisuje pribéh vypousténi kapaliny otvorem na dné valcové nadoby. V oddilech 4.2 a 4.3
aplikujeme ODR na problematiku mostnich konstrukci. Zavér praktické ¢asti vénujeme
odvozeni rovnic popisujicich pribéh napéti a proudu v kondenzatoru zapojeném v RC
obvodu.



2 Fyzikalni zakony a odvozeni uzitych derivaci

2.1 Uzité fyzikalni zakony

V této casti uvedeme prehled fyzikalnich zadkont, které nasledné vyuzijeme pii sestavovani
ODR v kapitolach 3 a 4. Plijde zejména o druhy Newtontv zadkon, vztah rovnovahy sil,
zakon zachovani energie, Hookliv zadkon a druhy Kirchhoffiv zékon.

e Druhy Newtontuv zakon. Druhy Newtontv zédkon (nékdy téz zvany zakon sil) je

znam ve tvaru
E F =ma,

kde > F je vektorovy soucet vSech sil ptisobicich na téleso, m je hmotnost, @ je vysledny
vektor zrychleni. Fyzikalni interpretace tohoto zakona tedy je, Ze vyslednice sil piisobicich
na téleso o hmotnosti m udéli télesu primo imérné zrychleni a.

Rovnovaha sil. Vztah pro rovnovahu sil vychézi z druhého Newtonova zakona. Pokud
se téleso vzhledem ke zvolené soustavé nepohybuje se zrychlenim, tedy vektor zrychleni
a =0, paki vyslednice vektorového souétu sil > F pusobicich na téleso musi byt nulova,
tj.

i=0=)Y F=0. (2.1)

eZakon zachovani mechanické energie. Tento zdkon pojednavé o celkové me-
chanické energii izolované soustavy na kterou piisobi pouze interakéni sily. Energie této
soustavy je konstantni. Jeho tvar je

Exi1+ Ep1 = Epo+ Epo, (2.2)

kde Ei, + E,:1 je soucet energie kinetické a potenciadlni v daném casovém okamziku
a B9 + E,9 je soucet energie kinetické a potencidlni v jiném ¢asovém okamziku pozo-
rované soustavy. Jinak vyjadfeno, soucet kinetické a potencialni energie je v kterémkoliv
okamziku staly.

eHookuv zakon. Pro ptfipady pruzné sily plati zobecnéné forma Hookova zakona
F, = —ky, (2.3)

kterd fiké, ze pruzna sila Fj, je pfimo tmérna vychylce télesa z rovnovazné polohy do
vzdalenosti y. Konstanta k£ > 0 je konstantou timeérnosti a jeji fyzikalni vyznam je mira
tuhosti pruziny. Znaménko minus vyjadiuje orientaci pruzné sily, ktera sméiuje opacnym
smérem oproti vychyleni y.

eDruhy Kirchhoffiv zakon. Druhy Kirchhoffav zdkon (nékdy téz zvany smyckové

pravidlo) je znadm ve tvaru
Y U= Un, (2.4)

jenz k4, ze algebraicky soucet vSech elektromotorickych napéti > U. je roven souctu
v8ech ohmickych napéti > Uq v kterémkoliv misté uzaviené smycky. Jinak feceno, soucet
napéti vSech zdroji je roven souc¢tu napéti vsech ”spotfebi¢ii” na pozorované smycce.



2.2 Fyzikalni vyznam uzZitych derivaci

V této casti vysvetlime vyznam derivaci, které vyuzivame pfi vypoctech v kapitole 3
a kapitole 4. V dalsich uvahach budeme ztotoznovat pohyb télesa s hmotnym bodem.
Hmotnym bodem rozumime mysleny objekt, ktery méa z hlediska vzajemného pisobeni
na jiné objekty vsechny znaky télesa, které reprezentuje, ovsem jeho geometrické vlastnosti
(rozméry, tvar) se v daném problému neprojevuji. Nejéastéjsim pfipadem hmotného bodu

Vv

Okamzita rychlost. Popis pohybu télesa zavedeme pomoci vztazného bodu. Nejcastéji
se jedna o pocatek souradnych os v kartézské soustave. Polohu hmotného bodu v takovém
systému popiseme polohovym vektorem

T = (‘rayaZ)a

coz je spojnice vztazného bodu a hmotného bodu, kde z,y, z jsou slozky polohového
vektoru 7, (které budeme déle chapat v zavislosti na case t.)
Okamzitou rychlost ¢' 1ze odvodit z vektoru primérné rychlosti ,

VAV

’Up = E (25)

Symbol A ve fyzice v obecném smyslu vyjadiuje zménu (pfirustek, ubytek) dané veli¢iny.
V tomto pfipadé A7 je zména polohy télesa za dany ¢as At. Rozepsanim vztahu (2.5) do
slozek ziskame vektor primeérné rychlosti

. (Az Ay Az
AU AL AL

Okamzitad rychlost ¢’ je limitni pfipad primérné rychlosti v, pro At — 0. Jedna se
tedy o derivaci polohového vektoru 7° podle ¢asu

g dr_ (de dy do
dt \dt'dt’dt)’

Dale budeme uzivat standardniho oznadeni

dr

o =1 =(0,9,%). (2.6)

U=
Okamzité zrychleni. Pokud vektor rychlosti ¥ méni smér nebo velikost, jedné se
o pohyb s ur¢itym zrychlenim @. Okamzité zrychleni @ odvodime z primérného zrychleni

@y, které je rovno poméru zmény rychlosti ¢ za urcity cas ¢t. Za pomoci vyse vysvétleného
vyznamu symbolu A lze tento pomér zmény rychlosti za urcity ¢as zapsat jako

LAY

S —— 2.
CLp At ( 7)

Okamzité zrychleni je pak limitnim pfipadem vztahu (2.7), kdy At — 0. Jde tedy o deri-
vaci rychlosti ¢ podle ¢asu

dv

E:{?:%:(fé,y,z). (2.8)

a=

Nej



Uzitim (2.8) lze napfiklad druhy Newtontv zakon prepsat na tvar
> F =mit=m(%, i, ), (2.9)

kde m je hmotnost télesa, 7 je vysledny vektor zrychleni.

Okamzity elektricky proud. Prochéazi-li elektricky proud I prurezem vodice rov-
nomeérné, pak lze Tici, Zze vodi¢em prochazi primeérny elektricky proud, ktery je definovan
vztahem

1 AQ

POAEY

kde AQ je mnozstvi preneseného naboje za ¢as At. V limitnim piipadé, kdy At — 0,

se jedna o casovou derivaci ndboje Q). Ziskdme tak vztah pro okamzity proud protékajici
vodicem ve tvaru

dQ

=

I (2.10)
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3 Zakladni rovnice pohybu hmotného bodu

V prvni ¢asti této kapitoly odvodime pohybové rovnice pro vypocet svislého vrhu (napfi-
klad uvolnéni jablka v uréité vysce), sikmého vrhu (napiiklad hod kamenem do délky)
a vodorovného vrhu (napiiklad vystiel z vodorovné umisténé pusky). Pro vétsi srozumitel-
nost jednotliva odvozeni vysSe zminénych pfipadt pohybu provedeme v riiznych dimenzich
n, kde n = 1, 2 volime v zavislosti na typu pohybu. Pti vypoctu tiloh tohoto charakteru za-
nedbame pro zjednoduseni vlivy okolniho prostfedi. Neuvazujeme odpor vzduchu a z hle-
diska interakci s okolnimi télesy zahrnujeme pouze gravitacni zrychleni Zemé. Uzivame
znaménka minus pokud gravitacni zrychleni ptisobi proti sméru vertikalni osy, v opacném

pfipadé pouzivame znaménka plus. Pohyb hmotného bodu je podrobné vysvétlen v [3]
nebo [4].

3.1 Vrh svisly

Tento typ prikladu je ndzornou ukézkou odvozeni zakladni rovnice popisujici pohyb télesa
po piimce. Volime tedy dimenzi n = 1. Jedna se o pohyb hmotného bodu v poli zemské
tize, tedy o pohyb rovnomeérné zrychleny, kde

a=—g,

pfi¢emz ¢ je gravitacni zrychleni ptisobici proti sméru osy y (orientované vzhiru). Odvo-
dime rovnice pro rychlost a polohu hmotného bodu v pfipadé svislého vrhu:

Necht y(t) je funkce popisujici vysku hmotného bodu v zavislosti na ¢ase t. Pak rychlost
v =(t) a zrychleni a = a(t) 1ze podle (2.6) a (2.8) zapsat ve tvaru

v =17, a=7q.

Z druhého Newtonova zdkona (2.9) vyplyva (ve skaldrnim pfipadé) vztah

F=mgy.
Jedinou silou piisobici na téleso je tihova sila Zemé F,, = —mg, kde m je hmotnost télesa.
Ziskavame tak ODR druhého fadu

?j =9,

odkud dvoji integraci dostavame obecné feseni ve tvaru

1
y = —§gt2 + Cit + Co.
Integracni konstanty C) a Cy ziskdme z pocatecénich podminek v ¢ase t = 0

y(0) = vo, (0) = o,

kde 1 je pocatecni vyska, vy je pocatecni rychlost. Dosazenim téchto pocate¢nich pod-
minek do obecného Feseni ziskame C; = vy, Cy = 1yo. Zpétnym dosazenim konstant Cy, Cy
do obecného feseni ziskavame partikularni feseni pro polohu hmotného bodu v ptipadé
svislého vrhu ve tvaru

1
Y = —§gt2+v0t+yo. (3.11)
Okamzitou rychlost hmotného bodu ziskdme derivaci (3.11) podle ¢asu, tj.

v = —gt + vg.

11



3.2 Vrh sikmy

Sikmy vrh si pfedstavme napiiklad jako hod kamene o hmotnosti m rychlosti vy pod
tthlem « (viz Obr. 1). Sikmy vrh popiSeme v dimenzi n = 2, tedy v roviné.

y

0

ok X
Obr. 1 Vrh sikmy
Jedinou silou plisobici na hmotny bod je sila gravitacni
F, g = (0, —myg),
Ze vztahu (2.9) pak plyne soustava ODR druhého fadu
=0, y=-g,
kterou fesime postupnou integraci. Obecné feseni této soustavy je
x = Cit + Ch. (3.12)
L,
y = —Egt + Cst + Cy. (3.13)

Integracni konstanty téchto obecnych feseni dostaneme z pocatecnich podminek. Vektor
pocatecni polohy 7 v Case t = 0 predpokladame ve tvaru

7o = (o, Yo),
odkud vyplyvaji poc¢atecni podminky
2(0) =z,  y(0) = yo.
Vektor pocatecni rychlosti je
0o = (v cos o, vg sin ),

pricemz vyznam rychlosti vy a thlu « je zndzornén na Obr. 1. Odtud mame dalsi poc¢atecni
podminky
2(0) = v cos a, 7(0) = vg sin a.

12



Dosazenim téchto poc¢ateénich podminek do (3.12) a (3.13) ziskdme integra¢ni konstanty
Ci = vgcosa, Cy = x, C3 = vgsina, Cy = yp.
Dosadime-li hodnoty téchto konstant zpétné do (3.12) a (3.13), ziskame FeSeni partikularni

T = vg cos at + xg,

1
Y= —ath + vg sin at + 1.

Rychlost hmotného bodu bychom ziskali ¢asovou derivaci analogicky jako v pripadé svis-
1ého vrhu.

Poznamka. Zvlastnim pfipadem Sikmého vrhu je vrh vodorovny. Predstavme si napiiklad
vodorovné umisténou pusku. Pozadujeme vyjadrit vztah popisujici polohu vystieleného
naboje rychlosti v v libovolném case t. Pokud je puska umisténa vodorovné, pak svira
s osou x uhel o = 0. Dosazenim tohoto predpokladu do partikularniho feseni Sikmého
vrhu ziskdme vyjadieni polohy vodorovného vrhu ve tvaru

T = vyt + x9

1 2
y= =59+ %-

3.3 Mechanické kmity - oscilatory

Necht na hmotny bod pohybujici se po pfimce pilisobi pruzna sila F),, kterd je pfimo
umeérna vychylce y z rovnovazného stavu a smér jejiho piisobeni je orientovan proti sméru
vychylky. Tuto silu popisuje Hooktv zdkon (2.3). Systém vykonavajici kmity podle uve-
deného pravidla se nazyva linearni harmonicky oscilator.

V této kapitole uvedeme rtzné pripady kmiti, jako je pohyb netlumeny, pohyb tlu-
meny, vynucené kmity, na které piisobi periodicky se ménici sila, a pohyb kyvadla, jehoz
vratnym elementem je gravitacni sila Zemé. S vyjimkou matematického kyvadla v nasle-
dujicim textu predstavuje pruzny element oscilatoru pruzina o tuhosti k, na jejimz konci
je zavésen hmotny bod. Maximalni vychylku nazyvame amplituda A. Ve vsech pripadech
zanedbame vliv tfeni vznikajici v mechanismech. Odvozeni provedeme pro linearni oscila-
tory v dimenzi n = 1. Tvar druhého Newtonova zédkona (2.9) tedy uvazujeme ve skalarnim
pripadé. Pro matematické kyvadlo pak volime dimenzi n = 2.

3.3.1 Linearni harmonicky oscilator - netlumené kmity

Méjme hmotny bod zavéseny na pruziné. Na tento hmotny bod piisobi pouze pruzna sila
F,, kterou vyjadiuje Hookiiv zakon (2.3). Z druhého Newtonova zédkona (2.9) sestavime
linearni ODR druhého fadu
po uprave

k

i+ w?y =0, kde w? = —. (3.14)

m

Jedné se o homogenni linedrni ODR druhého fadu, jejiz charakteristicka rovnice je tvaru

A +w?=0.

13



Resenim této kvadratické rovnice ziskdme kofeny \; o = +iw. Obecné feseni rovnice (3.14)
je pak ve tvaru
y = Cy coswt + Cysinwt = Asin(wt + @), (3.15)

kde C1,Csy € R. Ekvivalentnost obou tvari obecného feSeni je dana vztahy
C, = Asiny, Cy = Acos p,

kde A > 0 je amplituda, vyraz (wt+ ) se nazyva faze harmonickych kmiti. Hodnota této
taze v case t = 0 je rovna ¢ a proto se tato fazova konstanta nazyva fazovy posun, pro
ktery plati —7 < ¢ < 7. Konstanta w se nazyva thlova frekvence (kruhova frekvence),
jeji jednotkou je [s7!]. Uplatnime-li po¢ateéni podminky v ¢ase t = 0 ve tvaru

y(0) = wo, y(0) = vo, (3.16)

kde 1y je pocatecni vychylka a vy pocatecni rychlost, pak z obecného TeSeni ziskdme
konstanty

Vo
Ci = o, Cy=—.
w

Zpétnym dosazenim téchto konstant do (3.15) ziskdme partikularni Feseni ve tvaru

Vo .
Y = Yo coswt + — sin wi.
w

L
WYV

Obr. 2. Zavislost vychylky netlumeného kmitani na case ¢
Zvoleno: t €< 0;30 >, yo =3 m, vo=4ms™ !, w=1.2 N(mkg)™".

3.3.2 Linearni harmonicky oscilator - netlumené kmity v gravitaénim poli

Vysetieme pripad linearniho harmonického oscilatoru, ktery se nachazi v gravitacnim poli
Zemé. Méjme hmotny bod, na ktery pusobi tihova sila

Fy = —mg

a také sila pruzna (2.3). Uzitim druhého Newtonova zdkona (2.9) ziskdme nehomogenni
linedrni ODR druhého fadu
my = —ky —mg

14



nebo-li L
i+ wly = —g, kde w? = —.

3

Obecnym fesenim piislusné homogenni rovnice je podle pfedchézejici ¢asti vyraz
yn = C1 coswt + Cy sinwt. (3.17)
Metodou neurcitych koeficienti dostaneme partikularni feSeni ve tvaru

g

Obecné TeSeni je dano sou¢tem vztahi (3.17) a (3.18), tj.

y = C) coswt + Cysinwt — % (3.19)

Pfi pocatecénich podminkach (3.16) ziskdme z obecného feseni hodnoty konstant

9 Yo
Ci=v+ —, Co=—
w w

a dosazenim téchto konstant do (3.19) ziskdme FeSeni ve tvaru

1 .
y = —5|(yow” + g) cos(wt) + vow sinwt — g|.

AN A A AW A

WV

Obr. 3. Zavislost vychylky netlumeného kmitani na ¢ase ¢ v tthovém poli Zemé
Zvoleno: t €< 0;30 >, yo =3 m, vo=4ms™ ', w=12 N(mkg)™!, g=9,81 ms™ 2

=

[y ]

3.3.3 Linearni harmonicky oscilator - tlumené kmity

V predchozich prikladech jsme ukazali, Ze pokud na hmotny bod plisobi pouze pruzna
sila F}, nebo tihova sila F,, bude hmotny bod vykonavat kmity s konstantni amplitudou
A. V redlném piipadé je ovSsem pohyb oscilatoru ovlivnén brzdnou silou. U mechanickych
oscilatort se jedna predevsim o silu vznikajici odporem prostiedi. Tato sila pisobi proti
sméru kmitani a pri malych rychlostech je pfimo iimérna okamzité rychlosti hmotného
bodu v = 3. Konstantu imérnosti brzdné sily b > 0 nazyvame soucinitel itlumu a zavisi na
vlastnostech prostfedi a hmotného bodu. Takovy oscilator pak nazveme tlumeny oscilator.

Brzdnou silu vyjadfime vztahem
F, = —y. (3.20)
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Uzitim Hookeova zékona (2.3) a brzdné sily (3.20) lze Fici, Zze na hmotny bod ptsobi
celkovd sila

F.= —ky — by.
Z druhého Newtonova zakona (2.9) plyne
myj = —ky — by,
odkud upravou ziskdme linedrni ODR druhého fadu
i+ 20y 4w’y =0, (3.21)
kde 26 = L a w? = £. Charakteristické rovnice
AN+ 20\ + w® =0, (3.22)
je opét kvadraticka a jeji koreny jsou ve tvaru
Mo = —6 4 VIR
V zavislosti na konstantach J,w je mozné ziskat t¥i odlisné piripady feSeni:

a) Pokud § < w, pak oba kofeny rovnice (3.22) jsou komplexni. Ozna¢me w; = vw? — 2.
Obecné feseni rovnice (3.21) je tvaru

y = e °(C} coswit + Cysin wit) = Ae™% sin(wit + ¢). (3.23)
Integrac¢ni konstanty A, ¢ lze uzitim pocatecnich podminek (3.16) specifikovat jako

Vo + Yoo
w1 )

C, = Asiny =y, Cy = Acosp =

Dosazenim téchto konstant do (3.23) ziskdme partikularni Feseni

5
y = e %y coswit + Yo Yoo

sin wyt).
w1

Pohyb tohoto typu nazyvame podkriticky tlumeny pohyb. Disledkem podkritického
tlumeni je na fyzikalni Grovni snizovani frekvence. Tlumeny kmitavy pohyb tak vznika
pouze v pripadé, kdy tlumici sila je dostatecné slaba. Kiivka vyjadiujici pohyb tlumeného
oscilatoru je seviena mezi dvéma exponencidlnimi funkcemi (viz Obr. 4).

Yy = yoe ', y_ = —yoe .

kfivka rownice [3.23)
kfivka pro y+
kfivka pro y-
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Obr. 4. Zavislost vychylky na case ¢ podkriticky tlumeného kmitéani
Zvoleno: t €< 0;20 >, yo=3m, vg = 0ms™ !, w =12 N(mkg)™, ms2,
6 =0.1(kgs)™".

Podkriticky tlumeny pohyb je nejcastéjsim piripadem kmitavého pohybu. V3jchylka
kmitani y se s rostoucim casem zmensuje. Kmitani ustava teoreticky az za nekonecné
dlouhou dobu. Tento pohyb lze pozorovat napiiklad u standartnich tlumic¢d vybraci.

b) Pokud § = w, pak kofeny rovnice (3.22) jsou A;5 = —d. Obecné FeSeni rovnice

(3.21) ziskame ve tvaru
y=e H(Cit + Cy). (3.24)

Z pocatecnich podminek (3.16) urc¢ime integracéni konstanty
C1 = vo + 0y, Ca =1yo
Dosazenim téchto konstant do (3.24) ziskdme partikularni Feseni
y = e ((vg + Syo)t + o).

Tento piipad znizortiuje Obr. 5. Rikdme, Ze pohyb je tlumen kriticky.

Obr. 5. Zavislost vychylky kmith na ¢ase t pii kritickém tlumeni
Zvoleno: t €< 0;12 >, yo=3m, vg=4ms™ !, w=0=12 N(mkg)™*.

V tomto ptipadé se vychylka podle Obr. 5 zmensuje. Oscilator se rovnovazné poloze
blizi rychleji nez v pfipadé § > w (tento pfipad je uveden v néasledujicim odstavci).
Do rovnovazné polohy se vraci asymptoticky, tedy teoreticky ji dosdhne az za nekonecné
dlouhou dobu. Tohoto tlumeného pohybu se vyuziva naptiklad u méficich ptistroji, které
vyzaduji co nejrychlejsi dosazeni rovnovazné polohy.

c)Pokud ¢ > w, pak oba kofeny rovnice (3.22) jsou redlné, rtizné a zéaporné. Obecné
feseni (3.21) je tvaru

y = CLeMt + Chet?. (3.25)
Integra¢ni konstanty uré¢ime z pocatecnich podminek (3.16) ve tvaru
Vo — Ao Vo — Mo
Ci=y— ———, Cy= —"—.
1 =Y N — A 2 N — A
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Dosazenim téchto konstant do (3.25) ziskame partikularni feseni ve tvaru

1
YD

At - ( )\2t).

y ((A2yo — wo)e A1%o — vp)e

V tomto pripadé fikame, ze pohyb je tlumen nadkriticky. Vychylka klesa s ¢asem po-
maleji nez pfi kritickém tlumeni. Ptii velkém tlumeni tedy nenastava periodicky pohyb
viibec stejné jako v odstavci b). Vychyleny oscilator se z poc¢ateéni polohy yo pfiblizuje
do rovnovazné polohy pozvolna aniz by ji pFekrocil. Stejné jako v odstavcich a), b) se tedy
do rovnovazné polohy dostane teoreticky az za nekoneéné dlouhou dobu (viz Obr. 6).

3.51
3
257
7
1.5
1
0.51

a 24 5 B8 10 12 14 16 18

Obr. 6. Zavislost vychylky kmit na ¢ase t pii kritickém tlumeni
Zvoleno: t €< 0;18 >, yo=3m, vy =4ms™ ', w=1,2 N(mkg)™', 6 = 1,4 (kgs)~".

3.3.4 Linearni harmonicky oscilator - vynucené kmity pfi tlumeni

Pozadujeme-li v redlném piipadé kmitani linedrniho harmonického oscilatoru bez utlumu
kmitt, pak je nutné na oscildtor pisobit urc¢itou vnéjsi periodickou silou F,

F, = Q) sinQt,

kde ) je amplituda této sily a € jeji thlova frekvence. Pfedpokladejme déale, Ze na oscilator
pusobi pruznd sila F), (2.3) a brzdna sila F}, (3.20). Ziskame tak celkovou silu

F.=F,+F,+F,.
Dosazenim do (2.9) dostédvame

my = —ky — by + Q sin Ot
kterou po upravé prepiseme na nehomogenni linedrni ODR druhého fadu

i Lo Q.

J+ 20y +wy = — sin Q. (3.26)

m
Uvazujme piipad, kdy ¢ < w. Homogenni rovnice je totozné s rovnici (3.21), a jeji feseni
je podle (3.23) tedy tvaru
yn = Ae " sin(wit + ).
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K urceni obecného feSeni rovnice (3.26) je tieba urcit jeji partikularni feseni y,. Podle
metody neurcitych koeficientd rozlisime dva pripady:

a) Necht (2 # w. Pak
Yp = B cos it + C'sin (2. (3.27)

Vyjadfenim derivaci
Up = —BQsin Qt + CQ cos (U, i, = —BQ? cos Ot — CQ*sin Ot
a jejich dosazeni do (3.26) lze po tpravé porovnat koeficienty:

cos Ot : B(Q?—0*)+C020=0= B =0,

sinQt: C(Q2-0?)-BM2=%=p=--9_

Dostavame tak obecné feseni rovnice (3.26) ve tvaru

Y =1yn+yp =Ac " sin(wit + ¢) — cos Ot

mS20

b) Necht 2 = w (pfipad tzv. rezonance). V tomto pfipadé je nutno tvar (3.27) néasobit
proménnou ¢, nebot ¢len obsahujici D coswt je obsaZen v y,. Dostavame tak

Yp = Dt coswt + Etsinwt. (3.28)
Konstanty D, E nalezneme ¢asovymi derivacemi vztahu (3.28), tj.
Jp = coswt(D + Etw) + sinwt(E — Dtw),

ij, = coswt(2EBw — Dw?t) + sinwt(—Ew’t — 2Dw).

Analogicky jako v odstavci a) dosazenim téchto derivaci a partikuldrniho feSeni (3.28)
do (3.26) ziskdme konstanty

E= @0
©2m[6% 4+ w(1 + 6t)2]
D Qow(1 + dt)

om0 + w2(1 + 6t)2]
Obecné Teseni je tedy tvaru

Q
2m[0% + w?(1 + dt)?]

Y=Yt Y= Ae™ % sin(wt 4 @) — [(1 4 dt)wt coswt — §t sin wt].

B000 4

1l

-40007




Obr. 7. Zavislost vychylky tlumeného kmitani na case ¢ v pripadé rezonance
Zvoleno: t €< 0;30 >, yo=2m, w =0 = 1.2 N(mkg)™t, Q =100 N, m = 10 kg.

Rezonance je fyzikalni jev, ktery lze pozorovat v pifipadé vynucenych kmiti. Frekvence
vlastnich kmitt je pfi tomto procesu shodna s frekvenci budici sily. Mala budici sila je
tak schopna vyvolat velké zmény, pri kterych amplituda nucenych kmit rychle vzrista
a dosahuje maxima (viz Obr. 7.). Frekvence, pfi niZ tento jev nastava se nazyva rezonanéni
frekvence.

Poznamenejme, Ze problematiku linedrnich oscilatori lze podrobnéji studovat v [1]
nebo [2].

3.4 Matematické kyvadlo

Do kategorie nelinearnich harmonickych oscilatori patii kyvadla. Predstavme si hmotny
bod o hmotnosti m zavéseny na nepruzném vlakné délky [, jehoz hmotnost mtizeme vzhle-
dem k hmotnosti hmotného bodu zanedbat. Vychylime jej o thel ¢ a poté uvolnime (neu-
vazujeme odpor prostiedi). Tento pohyb vyjadiime jako funkci okamzité ithlové vychylky
@ v Case t. Vratnym elementem v tomto pripadé neni jako u prikladi linearnich oscilatort
stlaceni a protaZeni pruZziny, ale tithova sila F

Fg:_mg7

kterou rozlozime do te¢ného a normalového sméru. Z Obr. 8 je ziejmé, ze slozka ve sméru
normaly pisobi proti tazné sile F; vlakna, a jejich vyslednice je tedy nulova. Tecné slozka
gravitacni sily je tvaru

Fy = —mgsin ¢.

Hmotny bod urazi za cas t vzdalenost

s =lp,
po upravée
§=1p.

Uzitim druhého Newtonova zakona (2.9) ziskame
mlp = —mgsin p.
Dostavame tak nelinearni ODR druhého fadu

¢+ % sing = 0, (3.29)

kterou fesime v zavislosti na velikosti vychylky:

a) Resen{ pro malé vychylky ¢ provedeme tzv. linearizaci. Znamena to tedy, Ze neli-
nearni rovnici (3.29) upravime na linearni. Tuto tpravu lze na zakladé vztahu % — 1
pro ¢ — 0. Dostavame tak linedrni ODR druhého fadu ve tvaru

¢+%g0:0.

20



Oznacime-li

9_

! )
ziskdme ODR druhého tadu

¢+ wip = 0.
Tuto diferencialni rovnici Fesime stejnym zptisobem jako (3.14).
b) Reseni pro velké vichylky nelze uréit jednoduchou metodou jako je uvedeno vyse,

nebot se v tomto piipadé setkavame s nelinearni ODR druhého Fadu, kterou je nutno fesit
ptiblizné. Jeden z moZnych postupti je vysvétlen naptiklad v [2].

Obr. 8. Matematické kyvadlo
Poznamka. Jiny ptipad nelinearnich oscilatorti je popsan Duffingovou rovnici
F, = —ky°.

Jedna se o rovnici popisujici nelinearni oscilatory s kubickou (polynomidlni) pruznou silou
F,, ktera je pfimo imérna tfeti mocniné vychylky y z rovnovazné polohy, konstanta & je
opét mira tuhosti pruzného elementu. Oscilatory popsané Duffingovou rovnici nejsme
schopni Tesit analytickymi metodami. Tuto problematiku fesi metody numerické, které
jsou zalozeny na pribliznych metodach vypocti.
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4 Dalsi vybrané ulohy

V této kapitole provedeme sestaveni diferencidlnich rovnic pro dalsi vybrané problémy.
Zamétime se na vytok kapaliny, mostni konstrukce a elektfinu. Jedna se o kapitolu, ktera
poda nahled na moznosti uplatnéni diferencialnich rovnic v jinych ptipadech, nez je pohyb
hmotného bodu.

4.1 Kapaliny v pohybu

Predstavme si valcovou nadobu o poloméru R naplnénou kapalinou do urcité vysky.
Na dné této nadoby je maly kruhovy otvor o poloméru r, jenz v case ¢ = 0 uvolnime.
Necht funkce y = y(t) popisuje vysku hladiny v nadobé. Tento pfipad tedy uvazujeme
v dimenzi n = 2, ovSem vytok kapaliny, respektive vysku hladiny lze popsat skalarni

funkei y(t) (viz Obr. 9).

v,

Y < >

—
v
<V

Obr. 9. Kapaliny v pohybu

Predpokladejme vytok z oteviené nadoby do volného prostoru (okolni tlak tedy neuva-
zujeme). PFi proudéni kapaliny vytokovym otvorem se méni velikost vytokové rychlosti
v v Case t, kde v je slozka vektoru vytokové rychlosti ve sméru osy y. Takové proudéni

je neustélené (nestacionarni). Podrobnéjsi tivahu o proudéni kapalin 1ze nalézt napiiklad
v [6] nebo [8]. Pro odvozeni diferencialnich rovnic vyuzijeme tzv. rovnost objemovych toku

Q1= Q>

kde @1 je objemovy tok ktery do vytokového otvoru vtece a () je objemovy tok, ktery z
vytokového otvoru vytece. Ze zakona zachovani energie (2.3) ziskdme

1
mgy = §mv2 = v =/2gy. (4.30)

Tento vztah je casto nazyvan Torricelliho vztah pro vypocet rychlosti. Konstanta m je
hmotnost kapaliny v naddobé, y je vyska hladiny v daném okamziku a ¢ je gravitacni
zrychleni. Z rovnosti objemovych tokid plyne po upraveé vztah

i =—gv. (4.31)
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kde s je obsah vytokového otvoru a S je obsah fezu nadoby kolmy na osu y. Dosazenim

(4.30) do (4.31) dostavame
, S
y=-3V 29y.

Oznacime-li k = $+/2g > 0, ziskdme diferencidlni rovnici (pro vytok, tedy ,/y > 0)
ve tvaru

j=—k/y. (4.32)

Necht T je doba, za kterou kapalina z nadoby vytece. Uzitim metody separace proménnych
ziskame obecné feseni ve tvaru

[ 1(=kt+C)? pro t<T
y= 0 pro t>T.

Uplatnime-li pocatecni podminku
y(O) = Yo,

kde 1y je pocatecni vyska hladiny, z obecného feseni pak ziskdme hodnotu konstanty

C =2/,

Dosazenim dodatecné podminky
y(T) =0,

do (4.32) ziskame ¢as T potiebny k vypusténi nadrze

2

Zpétnym dosazenim téchto konstant a konstanty k& = &+/2g do obecného feseni tak zis-
kame partikularni feseni ve tvaru

y:{ﬂ—%@twm)? pro < 2/o(5v/29) ")
0 pro t>2/yo(3v29) Y.

4

L T R Btﬂ:l 12 14 16 18

Obr. 10. Zavislost hladiny pfi vypousténi kapaliny z oteviené nadoby na case ¢
Zvoleno: yop = 4m, s = 0.1 m?, S =2 m? Hodnota T = 18.061 s
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4.2 Navrh tvaru nosniku

Predstavme si pripad rota¢niho nosniku, u kterého pozadujeme, aby v kazdém tezu kol-
mém na osu rotace ptisobil predem dany konstantni tlak p. Rota¢nim nosnikem by mohl
byt valec, ovSem v takovém pripadé by rozloZeni tlaku nebylo konstantni, nebot na horni
plochu piisobi pouze tihova sila mostovky Fj;, ovSem ¢im nize se od horni plochy nosniku
nachéazime, tim vétsi je ptisobeni tihové sily nosniku Fy. Pro nazornost si uvedeme ptipad
pusobeni celkové sily F, = F)j; + Fy na valcovy nosnik. Na horni plochu mostovky piisobi
pouze tihova sila mostovky F. = Mg, kde M je hmotnost mostovky a g gravita¢ni zrych-
leni. V ptli vysky nosniku je celkova sila F, = Mg+ %mg, kde %m je hmotnost valcového
nosniku v ptli jeho vysky. Konecné na spodni podstavu valcového nosniku piisobi celkova
sila F. = Mg+ mg. Ze vztahu pro vypocet tlaku

p:§7

je ztejmé, ze pozadujeme-li tlak v kterémkoliv misté fezu konstantni, musi se nosnik
od vrchni plochy smérem k plose spodni rozsifovat. Nasim tkolem je tedy navrhnout tvar
kiivky (y = y(z)), jejiz rotaci kolem osy rotace vznikne rota¢ni nosnik s pozadovanym
rozsifenim (viz Obr. 11). Tento pfipad je popsan v [5].

Ptipad feSime v dimenzi n = 2, ovSem piisobeni tihovych sil se projevuje pouze ve
vertikdlnim sméru, proto pfi samotném odvozeni diferencialni rovnice uvazujeme pouze
slozky vektord v tomto sméru. V nasledujicim textu tak neuvadime Sipky nad vektory.
Idealizaci v tomto pripadé provedeme na samotném nosniku, ten povazujeme za nepruzny,
tedy rozmérové staly. Poznamenejme, Ze z dtivodu obvyklosti zapisu y = y(x) horizontalni
osu v tomto pripadé znacime y a vertikdlni osu z, ktera je orientovana smérem dolt

(viz Obr. 11).

[ mostovka |

0
=
R

<V

Obr. 11. Rozsifeni rotac¢niho nosniku

Jelikoz nosnik je rotacni téleso, pak kazdy fez kolmy na osu rotace mé tvar kruznice,
jejiz polomér je roven hodnoté y (viz Obr. 11). Celkova sila ptisobici na nosnik v jeho
kterémkoliv misté je obecné vyjadfena vztahem

F.=Fy+ Fy= Mg+ mg,

kde F); je konstantni. Tihova sila nosniku Fy ovSem konstantni neni, nebot s ménici se
vyskou nosniku se méni také jeho objem a tedy i jeho hmotnost. Objem nosniku je dan
vztahem

V = ﬂpg/ der,
0
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kde p je hustota materiadlu z néhoz je nosnik vyroben, y je polomér kruznice v fezu kolmém
na osu rotace a dr je nekonec¢né maly prirtstek vysky nosniku v intervalu < 0,z > . Tlak
pusobici na nosnik vyjadiime vztahem

Fy +mpg [, y*dr v
p= Wyjo = pry? = Fur + mpyg / yidr.
0

Derivaci této rovnice podle proménné = ziskdme ODR ve tvaru

dy 2
pr2Y o = TPGY
x
kterou rfesime metodou separace proménnych. Dostavame tak obecné reseni
y = Ce”, (4.33)
kde C' je integracni konstanta, jejiz hodnotu ziskdme z pocate¢ni podminky
y(O) = Yo,

kde y je dosud nespecifikovany polomér kruznice na horni ploge (S = my?) nosniku, ktery
urc¢ime ze vztahu pro tlak pisobici na tuto plochu jako

Fi Fy
p=—75=Yo=|—
™Yo P

Vyjadfenim yo a jeho dosazenim do (4.33) ziskdme hodnotu integra¢ni konstanty

F
C: _M7
™)

jejimz dosazenim do rovnice (4.33) dostavame partikularni feseni ve tvaru

4.3 Krivka rovnomérné zatizeného mostniho lana - fetézovka

Predstavme si zavéSeny most, jehoz mostovku nese tzv. nosné lano (lano je nepruzné,
tedy rozmérove stalé - idealizace). Hmotnost nosného lana zanedbejme. Toto lano je rovno-
mérné zatizeno svislymi lany nesoucimi mostovku. Nasim cilem je vyjadiit funkei y = y(x)
popisujici priuhyb lana nesouci mostovku v misté x. Odvozeni provedeme v rovinném pii-
padé, tedy v dimenzi n = 2. Horizontalni osu ozna¢me x a vertikalni osu y (viz Obr. 12).
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Obr. 12. Krivka zatizeného nosniho lana (tzv. fetézovka)

Zaméime se na ¢ast nosného lana o délce [, jehoz jeden krajni bod je umistén v nej-
niz$im misté pruhybu (do tohoto bodu umistime pocatek soustavy soutfadnic). Na tuto
¢ast lana pusobi tahové sily Fi, Fy a sila tihova F, (viz Obr. 13).

YA
7
//oci

0

KTV

X

Ty A

v

X

Obr. 13. Céast lana o délce 1,

Vektor rovnomeérné rozlozené c¢asti tihové sily je ve tvaru

o I,
Fg - (07 _ng)a

kde m je hmotnost mostovky, [ je celkova délka lana, g je gravitacni zrychleni. Clen sz
urcuje pomeér rozlozeni tihové sily. Délku c¢asti lana [, vyjadiime vztahem

L[

kde dr je nekoneéné maly piirtistek vzdalenosti na ose z. Cést lana svird s osou z thel «,
tahové sily tak lze vyjadrit ve tvaru

dr, (4.34)

Fy = (Fy cos o, Fy sin a),
ﬁl - (_Flvo)
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Most je ve statické rovnovéze, lze tedy uzit vztah (2.1). Z tahovych sil 1ze rovnovahu sil
ve sméru osy x vyjadrit ve tvaru

—F, + Fycosa=0= F;, = Fycosa. (4.35)

Analogicky vyuzijeme vztah (2.1) pro slozky sil ve sméru osy v, tj.

lﬂ) . lm
Fysina — Tmg = 0= Fysina = 7y (4.36)
Pro thel a plati vztah
dy
t =, 4.37
ana = (4.37)
kde dy je priristek na ose y a dx prirtstek na ose x. Dale pro thel « plati také vztah
; Fssina
ano = .
F5cosa

Uzitim (4.35) a (4.36) lze tento vztah pfepsat na tvar

I, mg
t = —-— 4.38
ana = - F (4.38)

Porovnanim (4.37) a (4.38) a dosazenim vztahu (4.34) ziskdme vztah

dy
\ / Lda.
da: i / da; +

Jeho derivaci dostavame ODR druhého fadu ve tvaru

d?y dy
Ty _ 1. 4
e lF1 (d:::) * (4:39)

Zavedeme substituci Z—:yc =7, a tim pfevedeme (3.39) na rovnici prvniho fadu

dn _ mg

— = —vn?*+L
dr 1RV
Metodou separace proménnych pak ziskame vztah

dn mg

— = —duz,
v+l R
ktery resime postupnou integraci ve tvaru

/ dn mg
—= | —dx
v +1 [Fy

K vypoctu integralu levé strany (4.40) vyuzijeme tabulkovy vzorec

=In|vn?+1+ 7.

(4.40)

| e
Nz
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Po integraci a odlogaritmovani tak dostaneme vztah
[T+ = T
Ch ’

jehoz upravou, kde vyjadiujeme na levé strané ¢len 7, ziskame feseni ve tvaru

mygx Cl _ mgz

Zpétnym dosazenim 7 = fl—g dostaneme

dy - 1 mgx Cl mgx

=_—eF1 — —e 1, 4.41
dr 20,7 2% (4.41)
Naslednou integraci ziskame po tpravé obecné feseni ve tvaru
mg 1 mga _mgx
= — + Cre ™1 ) + (. 4.42

Cleny v zévorce upravime pomoci vztahu
et + eft

cosht = ,
2

tj.

Lt oot Z () | (HEmG) _ o e (7}%’” _ 1ncl> .
1 1

Po dosazeni tohoto vyjadfeni do rovnice (4.42) dostédvame

mg mgx
= —= cosh —InC Cs. 4.43
v mcos(zF1 “1)+ ’ (4.43)
Jelikoz krajni body nosného lana jsou ve vodorovné poloze, pak v misté, kde x = 0 je
dy
=20
dx ’
nebot v této poloze mé kiivka své minimum. Dosazenim této skutecnosti do (4.41) ziskame
1 Cy
— = —=0=0,=1
2C, 2 '
Dosazenim podminky
y(0) =0,

kterd udava hodnotu kfivky na ose y v misté, kde x = 0, (poc¢atek souradné soustavy) do

(4.43) dostavame
myg

0= 2 cosh(—InCy) + Cs.
Dosadime-li do tohoto vyjadieni konstantu C; = 1, ziskdme hodnotu konstanty
mg
Cy=——.
TR

Zpétnym dosazenim téchto konstant do (4.43) ziskdme kone¢nou podobu rovnice popisujici

krivku tzv. fetézovky
myg mg
= —= h—z—1).
Y= 7 (cos l le )

Tento ptiklad je feSen podobnym zptisobem v [9].
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4.4 Kondenzator v RC obvodu (napéti a proud)

RC obvod je elektronicky obvod slozeny ze zdroje, rezistoru a kondenzatoru (viz Obr. 14).
Kondenzator je neaktivni prvek elektrického obvodu, jehoz vlastnosti je schopnost akumu-
lovat na svych mezi sebou izolovanych deskach (elektrodach) kladny a zaporny elektricky
naboj a uchovavat tak elektrické napéti U.. Napéti a proud jsou skalarni veli¢iny. Tento
pripad tedy fesime v dimenzi n = 1. Predpokladejme, Ze obvod pfipojime k idedlnimu
zdroji stejnosmérného napéti, tedy Uy = konst. Naboj () preneseny na kondenzator je
primo tmérny napéti kondenzatoru U, plati tedy vztah

Q=CU.=U.= % (4.44)
Konstantu timérnosti nazyvame kapacita kondenzatoru (jednotkou je farad [F]). Kapa-
cita je pro libovolny kondenzator konstantni veli¢ina, nebof zavisi pouze na geometrii

elektrod kondenzatoru (na velikosti, vzdéalenosti a tvaru elektrod).

s
Y —
R U
— —— C
T C= l,

Obr. 14. Kondenzator zapojeny v RC obvodu

Nasim cilem je nalézt funkce I = I(t),U = U(t) popisujici hodnotu proudu proché-
zejicitho kondenzatorem, respektive pribéh napéti pfi nabijeni kondezatoru v case t. Dle
Obr. 14 spojime v ¢ase t = 0 spinac¢ S, do obvodu se tak dostava napéti zdroje Uy, konden-
zatorem prochézi proud [ a ten se zacina nabijet. Aplikaci druhého Kirchhoffova zakona
(2.4) lze sestavit rovnici ubytku napéti

U +U.—Uy=0,

kde U, = RI je napéti na rezistoru (R je odpor rezistoru). Dosazenim vztahu (4.44) lze
rovnici ubytku napéti prepsat na tvar

Q
RI+—=-Uy=0
+ C 0 )
derivaci této rovnice podle ¢asu ziskame
dl  1dQ

Vyuzijeme-li vztah (2.10) pro okamzitou hodnotu proudu, dostaneme tak ODR pro proud
prochézejici kondenzatorem ve tvaru

dar 1
Rdt+C’ 0
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Metodou separace proménnych ziskame obecné feseni
[ = Kye e, (4.45)
Pocateéni podminky pfi sepnuti spinace v ¢ase t = 0 jsou ve tvaru
U.(0) =0, 1(0) = Iy, (4.46)

kde U.(0) vyjadifuje hodnotu napéti na kondenzatoru (kondenzator je vybity) a Iy vy-
jadtuje proud protékajici kondenzatorem v okamziku sepnuti spinace. Dosazenim této
pocateéni podminky do (4.45) ziskdme hodnotu konstanty

Kl = [0.

Dostavame tak partikularni feseni popisujici velikost proudu protékajiciho kondenzatorem
ve tvaru

I = Ipe RO = —e RO, (4.47)

Casovou derivaci vztahu (4.44) ziskdme rovnici pro vypocet okamzitého napéti na kon-
denzatoru

dU.  1dQ

dt — Cdt
Clen % je dle (2.10) roven vztahu (4.47). Dostavame tak ODR pro hodnotu napéti v kon-
denzatoru ve tvaru

av. 1 ¢
= —Ioe_W .

dt C

Obecné feseni ziskdme metodou variace konstant. Po tpravé tak dostavame

U, = —Upe 7¢ + K,. (4.48)

Integra¢ni konstantu opét urc¢ime z pocateéni podminky (4.46) urcujici napéti na konden-
zatoru v Case t = 0. Ze vztahu (4.48) tak ziskdme hodnotu konstanty

Ky =U,.

Celkem tedy po dosazeni této konstanty do (4.48) dostavame partikuldrni feSeni popisujici
pribéh nabijeni kondenzatoru

U. = Up(1 — e 7).
Snadno lze urcit, ze v ¢ase t = 0 je hodnota napéti U, = 0 a v ¢ase t — oo je U, = U,.
V tomto okamziku kondenzatorem jiz neprochéazi zadny proud, coz vyjadiuje Obr. 15.
Podrobné vysvétleni je mozné nalézt v [7] nebo [8].

u 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 u 0.002 0.004 0.008 0.008 0.01
1 t

Obr. 15 Zavislost proudu I na cCase t Zavislost napéti U, na Case t
Zvoleno: t €< 0;0,01 >, C =6 puF, U =12V, R =200 ()
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Cilem této prace bylo vytvofit stru¢ny, ale srozumitelny text pojednavajici o vybranych
aplikacich obycejnych diferencialnich rovnic ve fyzice, se zaméfenim na latku probiranou
v ramci studia na FSI. V tomto textu byly demonstrovany predevsim zputsoby sestaveni
obycejnych diferencialnich rovnic za pomoci nékolika fyzikalnich zakont. Bylo zde vyuzito
druhého Newtonova zékona, jehoz aplikaci byly odvozeny rovnice popisujici pohyb hmot-
ného bodu v poli zemské tize a s vyuzitim Hookeova zakona také kmitani oscilatort. Déle
za pomoci zakona zachovani energie a objemového toku byly odvozeny rovnice pro vytok
kapaliny z nadrze. Poté uzitim rovnovahy sil byly odvozeny rovnice vyjadiujici tvar most-
niho nosniku a kfivku lana nesouciho mostovku. Aplikaci druhého Kirchhoffova zakona
v posledni kapitole byly vajadifeny rovnice pro vypocet okamzitého proudu a okamzitého
napéti v kondenzatoru.

Na tuto praci je mozné navazat uzitim parcidlnich diferencidlnich rovnic ve fyzice.
Jedna se o rovnice, v nichz se vyskytuji funkce obsahujici dvé a vice neznamé a jejich
derivace. Parcialni diferencialni rovnice fesi napiiklad problémy vedeni tepla, kmity desek
apod. Je tedy zfejmé, zZe oblast diferencidlnich rovnic ma vyznamné postaveni ve fyzice
a také v jinych védnich disciplinach.
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