KVATERNION 1/2013, 51-54 51

JAK MOHL FERMAT UVAZOVAT

LADISLAV KOCANDA

ABSTRAKT. Clanek je rozdélen na dvé ¢asti. Vprvni ¢asti dokdZzeme, Ze pro zadna
pfirozena cisla x,y,z a n, kde n > 3, neplati rovnost zn 4+ yn = zn. Kdikazu
nepouzijeme pfimo ¢isla x,y, z ale jejich rozklad na ¢isla v,d a p, pro ktera plati:

na které je vprvni ¢asti odkazovano.

1. Uvop

Pierre de Fermat (1601-1665) zanechal pfed t¥ista ¢tyficeti osmi léty ve své po-
zustalosti jistou Diofantovu knihu, v niZ poznamenéva, ze pro zaddna pfirozena
¢isla x,y,z a n, kde n > 3, neplati rovnost =™ + y™ = z". Pro vice informaci je
mozné nahlédnout do literatury [1, 2, 3, 4].

Vztah 2™ 4 y™ = 2" funguje bez problému v oboru pfirozenych ¢isel pro n =1
a s pouzitim vzorct i pro n = 2. Uvazujme o tom, co se zménilo, kdyz za n zvolime
¢islo liché vétsi nebo rovno 3.

2. DUKAZ VELKE FERMATOVY VETY

Ze vztahu " + y” = 2" je patrné, ze z < z a y < z, a proto musi existovat
prirozené Cislo v takové, ze z = x + v, a prirozené Cislo d takové, ze z = y + d.

Lze dokazat, ze existuje prirozené c¢islo p takové, ze x +y = z + p. Nahradime-li
ve vztahu x + y = z + p Cislo z, pak

rt+y=z+p=x+v+p,

tedyy=p4+vazxr+y=y+d-+p,ztohox=p+d.

Pii nahrazeni ¢isel  a y plati (p+d)+ (p+v) =2+p,atedy z=p+d+o.
Plati-li pro pfirozena c¢isla x,y, z a n vztah 2™ +y™ = 2", pak platii y" = 2" — 2",
tedy y™ = (zz) - G, kde G je ¢islo pfirozené. Polozime-li z — 2 = v, lze dokézat, Ze
ze vztahu y™ = v - G bude v; = ged(y, v). Dale, plati-li pro pfirozend éisla z,y, z
a n, vztah o™ + y™ = 2", pak plati i 2™ = 2z"y", a tedy 2" = (zy) - W, kde W
je Cislo pfirozené. Polozime-li z — y = d, pak ze vztahu z" = d - W, dostavame
dy = ged(z, d). Ze vztahu v1 = ged(y, v) je

y=v1-glav=uv-go,
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kde ged(g1,92) = 1, a ze vztahu dy = ged(z, d) vyplyva, ze
x:d1~w1 ad:d1~w27

kde ged(wy,w2) = 1. Protoze p = yv, je p = v1 - (g1 — g2) ap = . —d je
p=d; - (w1 —w) a plati, Ze

U1 - (91 - 92) =dy - (wl - ’LU2)-
Protoze vy a d; jsou ¢isla nesoudélnd (v opa¢ném piipadé by byla soudélnd i ¢isla
x,y, 2), plati, Ze v1 = (w1 —wa) a dy = (g1 — g2), tedy p = vy - dy.

Nyni se vratme k otdzce, co by se zménilo, pokud by ¢&islo n bylo v&tsi nebo
rovno 3, a hlavné, kdyz n bude liché. Méjme tedy n cislo liché vétsi nebo rovno
tfem. Jestlize pro pfirozend nesoudélné ¢isla x, y, z plati 2™ = 2™ 4+ y™, pak plati,
7e 2" = (x +y) - U, kde U je ¢&islo ptirozené, tedy 23 = ged((z + y),2). Pak
z=2z1-u1 a(r+y) =2 -us. Protoze x +y = z + p, musi platit z +p = 21 - us. Z
predchoziho plyne, Ze 21 - u; + vy - dy = 21 - ug a nasledné vy - dy = 21 - ug — 21 - Uy
awvy-dy = z1 - (ug —uy). Z tohoto zapisu ale vyplyvd, ze bud v; nebo d; musi
byt soudélné s ¢islem z;. Tedy pro n > 2 liché budou c¢isla vy,d;, 21 soudélna
a tim budou soudélné i ¢isla x,y, 2. Z toho plyne zavér, ze neexistuji prirozena
nesoudélna cisla x,y, z a liché ¢islo n > 2, pro néz plati " + y" = 2™.

Zde dokazeme dvé véty, na které je v textu odkazovano.

Véta 2.1. Plati-li pro prirozend nesoudélnd cisla vztah x™ 4+ y™ = 2", pak
ezistuje prirozené€ cislo p takove, Ze plati x +y = z + p.

Dikaz. Podivejme se, v jakém vztahu jsou pfirozena ¢isla x4y a ¢islo z. Pokud
by z+y < z, pak pron > 1 plati (z+y)" < 2" . Tedy 2" +na" ly+...+y" < 2"
az”+nx" ly+...+9y" — 2" <0. Protoze 2" +y"2" =0 a na" ly+...nxy" !
je kladné, dojdeme ke sporu. Kdyz tedy « + y > z, pak existuje pfirozené cislo p
takové, ze x +y = z + p. O

Pozndmka 2.2. Pokud ve vztahu 2" 4+ y™ = 2" jen =1, pak x +y = 2, a tedy
p=0.

Véta 2.3. Plati-li pro prirozend nesoudélnd ¢isla x,y, z an > 1 vztah ™ +y™ =
2", pak ze vztahu x+y = z+p je &islo p = v1-dy, kde v1 = ged(y,v) ady = ged(x, d)
prize =v az—1y=d.

Dtikaz rozdélime na dvé ¢asti.

Véta 2.4. Plati-li gcd((g1—g2), (w1—w2)) =1 aged(x,y,2) =1, pakp = v1-ds.

Diikaz. K dikazu pouzijeme znadmou vétu: Jestlize b|ay -by a je-li ged(b,a1) =1,
pak blb;.

Necht ged((g1 — g2), (w1 — we)) = 1 ve vztahu vy - (g1 — g2) = d1 - (w1 — wa),
kdy (91 — g2)ld1 - (w1 — w2), Pii ged((g1 — g2), (w1 — w2)) = 1 je (91 — g2)|da,
tedy di = k- (91 — g2). Po dosazeni v1 - (g1 — g2) = k- (91 — g2) - (w1 — w2) je
vy = k- (w1 — we), pak dostavame

x = dy-w =k (91— g2) wi,
= Ul'g1=k'(w1—w2)'91,
z = v+v=Fk-(91—92) w1+ k- (w—wp)- g2 =

= k-((91 —92) w1 + (w1 —w2) - g2).
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Zavér: Bude-li k > 1, pak ¢isla x, y, z jsou soudélné. Pii k = 1 jsou déisla x,y, 2
nesoud€lna, jak bylo pozadovano. Tedy plati, Ze je-li dy = g1 — g2 a v1 = w1 — wa,
pak dostavame p = vy - dy. O

Véta 2.5. Prirozend cisla x,y, z jsou nesoudélnd prave tehdy, kdyZ p = vy - d;.
Diikaz. Pro nasobky trojice pfirozenych ¢isel x,y, z, pro ktera plati
ged(z,y,2) =1
zavedme: X =k -z, Y =k -y, Z=k-z kdy ged(X,Y,Z) = k.

1. Dikaz prvni ¢asti véty ,,jestlize ged(x,y, z) = 1, pak p = vy -d1“ provedeme
neptimo. Predpokladejme, ze p = vy - dy - k. Pak

p=uv1-di-k=v1-(g1— g2),

7 toho
1
d1'k=(91—92)adlZ%'(m—gz)-
Déle vy - dy - k = dy - (w1 — w2), pak
1
v1~k=(w1—w2)avlzg-(wl—wg).
Dostavame
1
fzdl'wlzg'(fhfgﬂ'wh X=x-k=(g91—g2)  wi,
1
y:vrgl:E(mfwz)yl, Y=y k= (w—w2)- g1,
a tedy
1
z = 1'+'U:%((91—92)"LU1+(’IU1—’LU2)‘92),
Z = z-k=g1-wi+wz-ga.

Zéavér: Bude-li k > 1, pak jsou X, Y, Z ¢isla soudélna. Aby byla ¢éisla X, Y, Z
nesoudélnd, musi byt k¥ = 1 a plati nase tvrzeni: Jestlize ged(x,y,2) = 1,
pak p = vy - dy.

2. Dukaz druhé ¢asti véty ,,jestlize p = vy -dy, pak ged(z,y, 2) = 1¢, provedeme
opét nepiimo. Jestlize k = ged(X,Y, Z), pak dostdvdme P = vy - d; - k.
Protoze plati:

X+4+Y = Z+P
k-x+k-yk-z = P,
Pak P=Fk-(x4+y—2)=k-p=k-vy-d;. Tedy plati: Jestlize p = v; - dy,
pak ged(z,y,2) = 1.

Zavér: Prirozend Cisla x, ¥y, z jsou nesoudé€lné pravé tehdy, jestlize p =wv1 -dy. O
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3. ZAVER

Dtkaz znamé véty, posléze nazvané Velka Fermatova véta, nebyl v pozustalosti
Pierre de Fermata objeven, ale vime, Ze Fermat nasel dikaz pro n rovno ¢tyfem.
Pro jina cisla ditkaz idajné nehledal. Dovoluji si vyslovit myslenku, ze Pierre de
Fermat objevil podobny jednoduchy dtikaz, ktery predkladdm. Z tohoto dikazu
je patrné, ze plati pro vSechna liché ¢isla vétsi nebo rovné ¢islu 3. Proto vidim
jako logické, ze Fermat musel najit diikaz pro n rovno ¢tyfem, aby jeho dikaz byl
uplny.
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