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Abstrakt

Diplomová práca objasňuje význam Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky a jej aplikáciı́ vo fyzikál-

nych problémoch. Základným aparátom pre tieto aplikácie je diferenciálna geometria na varie-

tach, tenzorový počet a diferenciálne formy, čomu je venovaná prvá čast’ práce. V druhej časti

je súhrn základnej teórie variačného počtu na varietach spolu s vybranými aplikáciami v oblasti

fyziky. Posledná čast’ práce je venovaná aplikáciám Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky pri od-

vodenı́ Maxwellovych rovnı́c a tiež pri popise geometrie obyčajných diferenciálnych rovnı́c.

Abstract

This Master’s thesis clarifies the significance of Frölicher-Nijenhuis bracket and its applica-

tions in problems of physics. The basic apparatus for these applications is differential geome-

try on manifolds, tensor calculus and differential forms, which are contained in the first part

of the thesis. The second part summarizes the basic theory of calculus of variations on mani-

folds and its selected applications in the field of physics. The last part of the thesis is devo-

ted to the applications of Frölicher-Nijenhuis bracket in the derivation of Maxwell’s equations

and to the description of the geometry of ordinary differential equations.

Kl’účové slová
varieta, diferenciálna geometria, tenzorový počet, Lieova zátvorka, Frölicher-Nijenhuisova zá-

tvorka, Maxwellove rovnice, variačný počet
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2.5 Vektorové pole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4 LIEOVA ZÁTVORKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.1 Prı́klady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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ÚVOD

Hlavným ciel’om práce je objasnit’ význam Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky a prehl’adne

ukázat’ jej aplikácie v diferenciálnej geometrii a variačnom počte. Pre splnenie tohto ciel’a však

bude potrebné naštudovat’ a zaviest’ široký aparát diferenciálnej geometrie, na ktorom budeme

fyzikálne aplikácie stavat’.

Prvá kapitola práce bude venovaná tenzorovému počtu, ako aparátu slúžiacemu k popisu

veličı́n, s ktorými budeme v práci d’alej pracovat’. Budú to veličiny, ktorých matematický popis

si vyžaduje zložitejšiu algebraickú štruktúru ako sú skaláry a vektory.

V druhej kapitole sa budeme zaoberat’ modernou diferenciálnou geometriou, postupne za-

vedieme základné pojmy ako je varieta, fibrovaný priestor a jety. Dôležitým aspektom tejto

matematickej disciplı́ny je, že manipulácia so zavedenými pojmami je oslobodená od potreby

definovania konkrétneho súradnicového systému. Práve vd’aka tejto vlastnosti diferenciálna ge-

ometria predstavuje spoločný jazyk vel’kej časti modernej fyziky, čoho dôkazom budú aj fy-

zikálnej aplikácie v tejto práci.

Tretia kapitola bude pojednávat’ o diferenciálnych formách, ktoré sú vlastne matematickým

zovšeobecnenı́m funkciı́ na hladkých varietach. V tejto kapitole ich formálne definujeme, popı́-

šeme ich vlastnosti a zavedieme operácie, ktoré s nimi môžeme vykonávat’.

Ďalšia kapitola bude venovaná Lieovej zátvorke, teda operátoru vektorových polı́. Jej ge-

ometrický význam, t.j. popis nekomutativity tokov generovaných vektorovými pol’ami, bude

ilustrovaný na názornom prı́klade z oblasti diferenciálne riadených robotov.

V piatej kapitole bude objasnený pojem konexie, ktorá definuje ”priamy smer “ v zakrive-

nom priestore. Na základe tohto pojmu následne definujeme dve dôležité vlastnosti - krivost’

a torziu konexie.

Šiesta kapitola sa bude zaoberat’ kl’účovým pojmom celej diplomovej práce - Frölicher-

Nijenhuisovou zátvorkou. V tejto kapitole je zátvorka definovaná a sú popı́sané jej vlastnosti,

pre lepšie pochopenie je tiež uvedený názorný prı́klad.

Významná rola variačného počtu a diferenciálnej geometrie vo fyzikálnych úlohách bude

rozobratá v kapitole čı́slo sedem. Variačný počet je disciplı́na, ktorá sa zaoberá vyšetrovanı́m

extrémov funkcionálov, ktoré popisujú nejakú fyzikálnu situáciu. V tejto kapitole budú uvedené

fyzikálne aplikácie demonštrujúce význam variačného počtu.

Posledné dve kapitoly budú objasňovat’ rolu Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky v apliká-

ciách. Najskôr sa budeme nachádzat’ na Lorentzovej variete, kde vd’aka tejto zátvorke zave-

dieme Maxwellove rovnice, popisujúce zákony elektromagnetického pol’a, nezávisle na vol’be

súradnicového systému. V poslednej kapitole zhrnieme druhú aplikáciu, kde pomocou Fröli-

cher-Nijenhuisovej zátvorky môžeme zaviest’ dynamickú kovariantnú deriváciu. Vd’aka tomuto

operátoru budeme môct’ geometricky pracovat’ so systémom diferenciálnych rovnı́c.
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1 TENZOROVÝ POČET

Vo fyzike, mechanike a tiež v mnohých iných disciplı́nach pracujeme s veličinami, k popisu

ktorých je potrebných viac hodnôt ako pri použitı́ skalárov alebo vektorov. Takéto veličiny

môžeme popı́sat’ tenzormi, čo je všeobecnejšia veličina. Tenzorový počet sa zaoberá práve

týmito veličinami, ich vlastnost’ami a operáciami, ktoré s nimi môžeme vykonávat’.

1.1 Tenzory

V tejto časti zavedieme základný pojem tenzor, pre lepšiu predstavu uvedieme niekol’ko

jednoduchých prı́kladov a vlastnostı́. K presnej definı́cii však budeme najskôr potrebovat’ pojem

vektorového priestoru a priestoru k nemu duálnemu.

Definı́cia 1.1. (Vektorový priestor)
Množinu V a pole R, na ktorých zavedieme nasledujúce dve operácie, sčı́tanie vektorov

+ : V ×V →V, (v,w) 7→ v+w (1.1)

a násobenie skalárom

. : R×V →V, (c,v) 7→ cv (1.2)

nazývame vektorový priestor, ak (V,+) je abelovská grupa a pre násobenie skalárom platı́

1 v = v,

c (v + u) = c v + c u,

(v + u) c = c v + c u,

(c1 c2) v = c1 (c2 v),

(1.3)

pre všetky u,v ∈V a pre všetky c,c1,c2 ∈ R. [1]

Definı́cia 1.2. (Duálny vektorový priestor)
Nech V je vektorový priestor. Priestor všetkých lineárnych foriem α : V → R sa nazýva duálny

vektorový priestor k vektorovému priestoru V . Značı́me V ∗ a je to opät’ vektorový priestor s rov-

nakou dimenziou ako dimV .

Definı́cia 1.3. (Multilineárne zobrazenie)
Nech V1,V2, · · · ,Vn,W sú vektorové priestory. Zobrazenie φ : V1×V2× . . .×Vn→W nazveme

multilineárne, ak je lineárne v každom svojom argumente. [2]

Definı́cia 1.4. (Tenzor)
Tenzor T typu (r,s) môžeme definovat’ ako multilineárne zobrazenie

T : V r
s =V ⊗·· ·⊗V︸ ︷︷ ︸

r-krát

⊗V ∗⊗·· ·⊗V ∗︸ ︷︷ ︸
s-krát

→ R, (1.4)
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kde V je vektorový priestor konečnej dimenzie a V ∗ je vektorový priestor duálny k priestoru V .

T sa nazýva r-krát kontravariantný a s-krát kovariantný tenzor na V . Čı́slo r + s nazývame

stupeň tenzoru. [2]

Poznámka. V diplomovej práci bude použı́vaná tzv. Einsteinova1 sumačná konvencia, teda

budeme vynechávat’ symbol ∑, ale sčı́tat’ sa bude automaticky, ked’ bude jeden index vo výraze

použitý 2-krát, raz ako horný a druhý-krát ako dolný index. Naprı́klad

eivi =
3

∑
i=1

eivi.

Poznámka. Tenzory môžeme popisovat’ pomocou súradnı́c. Ak {e1, . . . ,en} je báza V

a {ε1, . . . ,εn} je duálna báza V ∗, potom môžeme všeobecne tenzor T ∈V r
s zapı́sat’ jednoznačne

v tvare:

T = T i1,...,ir
j1,..., jsei1⊗ . . .⊗ eir ⊗ ε

j1⊗ . . .⊗ ε
js. (1.5)

Použili sme Einsteinovu sumačnú konvenciu, suma výrazu je cez ∑i1,...,ir, j1,..., js . Čı́sla T i1,...,ir
j1,..., js

sa nazývajú súradnice alebo komponenty tenzoru T . [2]

Poznámka. (Prı́klady tenzorov)

Skaláry sú tenzory typu (0,0).

Vektory sú 1-krát kontravariantné tenzory, teda tenzory typu (1,0), sú teda zobrazenı́m V ∗→R.

Vektorová forma je tenzorom typu (1,k), kde k ∈ N.

Lineárne formy/Funkcie/Funkcionály/1-formy sú 1-krát kovariantné tenzory, teda tenzory typu

(0,1). Sú zobrazenı́m V → R, teda sú prvkami V ∗.

Bilineárna forma je tenzorom typu (0,2). Prı́kladom je metrický tenzor.

Zmiešaný súčin vektorov v R3 u.(v×w) je tenzor typu (0,3).

Poznámka. Tenzor typu (r,s), kde s≥ 1, r ≥ 1 sa nazýva zmiešaný.

Definı́cia 1.5. (Symetrický tenzor)
Ak sa hodnota tenzoru nezmenı́ vymenenı́m dvoch kovariantných argumentov alebo dvoch kon-

travariantných argumentov, potom tento tenzor nazveme symetrický v týchto dvoch argumen-

toch. [2]

Definı́cia 1.6. (Antisymetrický tenzor)
Ak sa vymenenı́m dvoch kovariantných argumentov alebo dvoch kontravariantných argumentov

tenzoru zmenı́ jeho znamienko, potom tento tenzor nazveme antisymetrický v týchto dvoch

argumentoch. [2]

1Albert Einstein (1879-1955) - teoretický fyzik narodený v Nemecku, je považovaný za jedného z najvýznam-

nejšı́ch vedcov 20. storočia, za jeho najvýznamnejšiu prácu sa považuje formulácia všeobecnej teórie relativity
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1.2 Operácie s tenzormi

Definı́cia 1.7. (Tenzorový súčet)
Nech T1,T2,T3 sú tenzory typu (s,r), d’alej majme ich súradnice Ai1,...,ir

j1,..., js ∈ T1, Bi1,...,ir
j1,..., js ∈ T2,

Ci1,...,ir
j1,..., js ∈ T3, pre ktoré platı́

Ci1,...,ir
j1,..., js = Ai1,...,ir

j1,..., js +Bi1,...,ir
j1,..., js. (1.6)

Potom tenzor T3 nazveme tenzorovým súčtom tenzorov T1 a T3.

Poznámka. (Tenzorový súčet)

Vidı́me, že tenzorový súčet je definovaný iba pre tenzory rovnakého typu. Tenzorový súčet je

komutatı́vny.

Definı́cia 1.8. (Násobenie skalárom)
Nech T je tenzor typu (s,r), d’alej majme tenzor α typu (0,0) (skalár) a súradnice Ai1,...,ir

j1,..., js ∈ T .

Tenzor T̃ vznikne násobenı́m tenzoru T skalárom α , tento tenzor má súradnice Ãi1,...,ir
j1,..., js ∈ T̃ ,

pre ktoré platı́

Ãi1,...,ir
j1,..., js = α Ai1,...,ir

j1,..., js. (1.7)

Takto definovanú operáciu nazveme násobenie tenzoru skalárom.

Poznámka. (Násobenie skalárom)

Vidı́me, že pri násobenı́ tenzoru skalárom sa nemenı́ typ tenzoru.

Definı́cia 1.9. (Tenzorový súčin)
Nech V,W sú vektorové priestory. Množinu všetkých bilineárnych zobrazenı́ priestoru V ∗×
W ∗→ R označı́me symbolom V ⊗W a budeme ju nazývat’ tenzorový súčin vektorových prie-

storov V a W . Pre dvojicu vektorov v∈V,w∈W môžeme tenzorový súčin definovat’ analogicky

a označı́me v⊗w.

Ak e1, . . . ,em je bázou vektorového priestoru V a f1, . . . , fn je bázou vektorového priestoru

W , potom prvky ei⊗ f j pre i = 1, . . . ,n; j = 1, . . . ,m tvoria bázu vektorového priestoru V ⊗W ,

ktorého dimenzia je m.n. [3]

Poznámka. (Tenzorový súčin)

Tenzorový súčin je asociatı́vna, nie však komutatı́vna operácia.

Poznámka. Priestor všetkých tenzorov typu (r,s) značı́me⊗rV ⊗⊗sV ∗. Alebo tiež T r
s V , potom

T 1
0 V =V ∗, T 0

1 V =V, T 0
0 V = R. [4]
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2 DIFERENCIÁLNA GEOMETRIA

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ základnými pojmami modernej diferenciálnej geomet-

rie. Kl’účový pojem tejto disciplı́ny je varieta, ktorú najskôr zavedieme a potom na nej postupne

vybudujeme potrebné štruktúry - mapy, tangenciálny priestor, fibrovaný priestor, rezy variety,

jetové predĺženia, vektorové polia, toky nimi generované a na záver distribúcie.

Tieto pojmy sú vel’mi dôležité pre celistvé pochopenie diferenciálnej geometrie na varietach,

ktorá je vlastne spojenı́m geometrie a matematickej analýzy. Znalost’ pojmov z tejto kapitoly

sa ukáže užitočná neskôr pri fyzikálnych aplikáciách variačného počtu, ako aj pri aplikáciách

Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky.

2.1 Diferencovatel’né variety

Definı́cia 2.1. (Topologický priestor)
Topologický priestor je množina M spolu so systémom T otvorených podmnožı́n Ti⊂M s vlast-

nost’ami:

1. /0,M ⊂ T ,

2. Ti ∈ T, i ∈ I⇒
⋃
i∈I

Ui ∈ T ,

3. Ti ∈ T, i ∈ I, I je konečná⇒
⋂
i∈I

Ui ∈ T .

Definı́cia 2.2. (Hausdorffov priestor)
Topologický priestor X sa nazýva Hausdorffov, ak v ňom platı́ axióm oddelitel’nosti:

x1,x2 ∈ X ,x1 6= x2⇒∃O(x1),O(x2) : O(x1)∩O(x2) = /0. (2.1)

Definı́cia 2.3. (Separabilný priestor)
Topologický priestor je separabilný, ak má spočı́tatel’nú hustú podmnožinu.

Definı́cia 2.4. (Homeomofizmus)
Homeomorfizmus je spojité bijektı́vne zobrazenie, ktorého inverzné zobrazenie je tiež spojité.

Definı́cia 2.5. (Topologická varieta)
Topologická varieta je separabilný Hausdorffov priestor M, ktorý je lokálne homeomorfný s Rn.

Teda ∀x ∈M existuje homeomorfizmus

ϕ : U → ϕ(U)⊆ Rn, (2.2)

kde U je otvorené okolie bodu x v M a ϕ(U) je otvorená podmnožina Rn. [5]
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Obr. 1: Topologická varieta - mapa, Zdroj: vlastný

Definı́cia 2.6. (Mapa, súradnicový systém)
Dvojica (U,ϕ) z predchádzajúcej definı́cie sa nazýva mapa alebo tiež súradnicový systém na M,

kde U je definičný obor a obraz ϕ(p) nejakého bodu p∈M môže byt’ vyjadrený n-ticou reálnych

čı́sel (x1, . . . ,xn), ktorú nazývame súradnice bodu p. [5]

Definı́cia 2.7. (Atlas)
Sústava máp (Uα ,ϕα)α∈A na variete M taká, že Uα tvorı́ pokrytie variety M sa nazýva atlas. [5]

Prı́klad 2.8. (Prı́klady variet)

Jednorozmerná varieta - kružnica, elipsa, parabola, šróbovica alebo ich časti.

Dvojrozmerná varieta - sféra, anuloid, rotačný paraboloid, rotačný hyperboloid, valcová plocha

alebo ich časti.

Definı́cia 2.9. (Ck-atlas)
Atlas (Uα ,ϕα)α∈A na variete M sa nazýva Ck-atlas, ak všetky prechodové zobrazenia

ϕαβ : ϕβ (Uαβ )→ ϕα(Uαβ )

sú diferencovatel’né triedy Ck. [5]

Definı́cia 2.10. (Ck-ekvivalencia)
Dva Ck-atlasy sa nazývajú Ck-ekvivalentné, ak ich zjednotenie je opät’ Ck-atlasom na variete M.

[5]

Definı́cia 2.11. (Ck-štruktúra)
Trieda ekvivalencie Ck-atlasov sa nazýva Ck-štruktúra na variete M. [5]

Definı́cia 2.12. (Diferencovatel’ná varieta)
Diferencovatel’nou varietou triedy Ck nazývame topologickú varietu spolu s Ck štruktúrou a kaž-

dá mapa na tejto variete je mapou patriacou do nejakého atlasu štruktúry Ck. [5]

Definı́cia 2.13. (Podvarieta)
Nech M je n-rozmerná varieta a m celé čı́slo také, že platı́ 1 ≤ m < n Podmnožina Y ⊂ M
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sa nazýva m-rozmerná podvarieta variety M, ak ku každému bodu x0 ∈ Y existuje súradnicový

systém (U,ϕ), kde ϕ = (xi) v bode x0 na M tak, že U ∩Y = {x ∈ U |xm+1(x) = 0, . . . ,

xn(x) = 0}. [6]

Definı́cia 2.14. (Kúsok variety)
Nech M je n-rozmerná varieta. Kompaktná súvislá n-rozmerná podvarieta Ω variety M s hrani-

cou ∂Ω sa nazýva kúsok variety M. [7]

2.2 Tangenciálny priestor

Teraz je potrebné zaviest’ konštrukciu lokálneho súradnicového systému a máp na variete.

K tomu je nutné poznat’ ako sú na variete zavedené vektory.

Na zakrivenej variete však nemôžeme definovat’ vektorový priestor spôsobom uvedeným

v definı́cii 1.1. Nie je jednoznačné, ako sčı́tat’ vektory v rôznych bodoch variety. To vedie

ku konceptu tangenciálneho priestoru, pretože lokálne definované vektory majú stále význam

v zmysle infinitizimálneho posunutia v rámci dostatočne malého okolia bodu.

Definı́cia 2.15. (Tangenciálny vektor)
Nech M je varieta, a ∈ M a nech γ : (−ε,ε) ⊂ R→ M je hladké zobrazenie, pre ktoré platı́

γ(0) = a. Povieme, že lineárne zobrazenie Xa : C∞(M)→ R je tangenciálny vektor ku krivke γ

v bode a variety M, ak platı́

Xa( f ) =
d( f ◦ γ)

dt
(0),

pre všetky funkcie f ∈C∞(M)→ R. [3]

Definı́cia 2.16. (Tangenciálny priestor)
Nech M je diferencovatel’ná varieta, x ∈M. Množinu všetkých tangenciálnych vektorov v bode

x ku všetkým krivkám γ na variete M, pre ktoré platı́ γ(0) = x, označı́me TxM a nazveme tan-

genciálny priestor k variete M v bode x. [3]

Poznámka. Vektory na variete sme definovali na základe lineárneho zobrazenia z priestoru

hladkých funkciı́ do reálnych čı́sel. Všetkých prvkov z duálneho priestoru k priestoru C∞(M) je

však podstatne viac ako tangenciálnych vektorov, ktoré sme definovali pomocou tangenciálnych

vektorov ku krivke. Existuje d’alšia, všeobecnejšia možnost’ ako charakterizovat’ tangenciálne

vektory, a to pomocou Leibnizovej2 vlastnosti deriváciı́ (vlastnost’ (2.3)). [3]

Tvrdenie 2.17. Lineárne zobrazenie Xx : C∞(M) → R patrı́ do TxM práve vtedy, ked’

pre všetky f ,g ∈C∞(M) platı́:[3]

Xx( f .g) = Xx( f ).g(x)+ f (m).Xx(g). (2.3)

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) - nemecký filozof, vedec a matematik, nezávisle na Newtonovi objavil

diferenciálny a integrálny počet, dodnes sa použı́va jeho značenie
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Definı́cia 2.18. (Kotangenciálny priestor)
Nech TxM je tangenciálny priestor k variete M v bode x. Priestor duálny k tangenciálnemu

priestoru TxM, priestor kovektorov v pobe x ∈ M, nazveme kotangeciálny priestor variety M

v bode x a budeme značit’ T ∗x M

2.3 Fibrovaný priestor

Definı́cia 2.19. (Submerzia)
Zobrazenie f :Y→M medzi varietami sa nazýva submerzia v bode x∈Y , ak hodnost’ lineárneho

zobrazenia Tx f : TxY → Tf (x)M je rovná dimM. Táto hodnost’ je rovná hodnosti Jacobiho matice

l’ubovol’ného súradnicového vyjadrenia zobrazenia f . Zobrazenie f sa nazýva submerzia, ak je

submerziou v každom bode x ∈ Y . [5]

Definı́cia 2.20. (Imerzia)
Zobrazenie f : Y → M medzi varietami sa nazýva imerzia v bode x ∈ Y , ak hodnost’ zobra-

zenia Tx f : TxY → Tf (x)M je rovná dim Y . Táto hodnost’ je rovná hodnosti Jacobiho matice

l’ubovol’ného súradnicového vyjadrenia zobrazenia f . Zobrazenie f sa nazýva imerzia, ak je

imerziou v každom bode x ∈ Y . [5]

Definı́cia 2.21. (Fibrovaná varieta)
Fibrovanou varietou rozumieme trojicu (Y,π,M), kde Y a M sú diferencovatel’né variety, kde

dim M = n a dim Y = n+m, a zobrazenie π : Y → M je surjektı́vna submerzia. Varieta Y

sa nazýva totálny priestor, M sa nazýva báza fibrovanej variety a zobrazenie π sa nazýva pro-

jekcia. [5]

Definı́cia 2.22. (Vektorový fibrovaný priestor)
Uvažujme zobrazenie π : E → M. Trojicu (E,π,M) nazveme vektorový fibrovaný priestor,

ak ∀x ∈ M, inverzné zobrazenie π−1(x) má štruktúru reálneho vektorového priestoru, ktorý

sa nazýva fiber nad bodom x ∈M. [8]

Poznámka. V špeciálnom prı́pade E = T (M), fiber nad bodom x je tangenciálny priestor TxM

variety M v bode x.

Definı́cia 2.23. (Tangenciálny fibrovaný priestor)
Tangenciálny fibrovaný priestor variety M nazývame trojicu (T M,πM,M), kde T M je dis-

junktné zjednotenie T M =
⋃

x∈M
TxM a πM je projekcia

πM : T M→M daná πM(TxM) = x, (2.4)

ktorá tangenciálnemu vektoru priradı́ jeho bod dotyku. Inými slovami, fibry π−1(x) tangenciál-

neho fibrovaného priestoru sú tangenciálny priestory TxM pre x ∈M. [3]

Definı́cia 2.24. (Fibrovaný súradnicový systém)
Nech (Y,π,M) je fibrovaný priestor a (V,ψ) je súradnicový systém (mapa) na Y . Ďalej, nech

(U,ϕ) je súradnicový systém na M taký, že platı́

22



1. U = π(V )

2. pr ◦ψ = ϕ ◦π , kde pr : Rn×Rm→ Rn je kartézska projekcia na prvý faktor.

Dvojicu (V,ψ) nazveme fibrovaný súradnicový systém na Y a (U,ϕ) je s nı́m asociovaný sú-

radnicový systém na M.

Súradnicové funkcie potom značı́me ψ = (xi,yσ ) a ϕ = (xi), 1≤ i≤ n, 1≤ σ ≤ m.

Definı́cia 2.25. (Kotangenciálny fibrovaný priestor)
Kotangenciálny fibrovaný priestor variety M je vektorový fibrovaný priestor T ∗M = (T M)∗,

ktorý je duálnym priestorom k tangenciálnemu fibrovanému priestoru. [5]

2.4 Jety

Definı́cia 2.26. (Rez fibrovanej variety)
(Lokálnym) rezom fibrovanej variety (Y,π,M) nazveme hladké zobrazenie γ : U → Y , kde

U ⊆ M, ktoré spĺňa π ◦ γ = idU a γ(π(x)) = x pre každé x ∈ Y , kde U je otvorené okolie

π(x) v M. Ak U = M, potom sa jedná o globálny rez. [5]

Poznámka. Súradnicové vyjadrenie rezu p podl’a definı́cie 2.24 je v tvare

γ : x ∈U → γ(x) ∈ Y

γ(x) = (x j
γ(x i),yσ

γ(x i))

analogicky značı́me v mechanike (n = 1), kde namiesto x použı́vame t

γ : t ∈U → γ(t) ∈ Y

γ(t) = (tγ(t),qσ
γ(t))

Poznámka. Množinu všetkých rezov projekcie π s definičným oborom U budeme značit’

ΓU(π). Množinu všetkých rezov projekcie π definovaných na otvorených podmnožinách va-

riety M budeme značit’ Γ(π).

Definı́cia 2.27. (Kontakt rádu r)
Povieme, že dva rezy γ1,γ2 : U ⊆M→ Y majú v bode t ∈U kontakt rádu r, ak platı́

1. γ1(t) = γ2(t),

2. existuje fibrovaný súradnicový systém (V,ψ) na Y s asociovaným súradnicovým systé-

mom (π(V ),φ) na M tak, že platı́

dkqσ γ1(t)
dtk =

dkqσ γ2(t)
dtk , 1≤ k ≤ r v mechanike (n = 1)

∂ kyσ γ1(xi)

∂xi1 . . .xik
=

∂ kyσ γ2(xi)

∂xi1 . . .xik
, 1≤ k ≤ r, 1≤ i1, . . . , ik ≤ n v teórii pol’a (n > 1)
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Takto definovaný vzt’ah je reláciou ekvivalencie. Trieda ekvivalencie reprezentovaná rezom γ :

t→ γ(t) = (t,qσ γ(t)) sa nazýva r-jet rezu γ v bode t a značı́me Jr
t γ .

Definı́cia 2.28. (r-té jetové predĺženie)
Nech (Y,π,M) je fibrovaná varieta. Množinu JrY všetkých r-jetov lokálnych rezov variety Y ,

definovanú

JrY =
⋃

t∈M

Jr
t γ, kde γ prebieha množinu všetkých rezov Γ(π) , (2.5)

nazývame r-té jetové predĺženie Y. [9]

Poznámka. r-té jetové predĺženie variety (Y,π,M) je fibrovaná varieta (JrY,πr,M), dimenzia

tejto variety je dim JrY = (r+1)m+1.

2.5 Vektorové pole

Definı́cia 2.29. (Vektorové pole)
Vektorové pole X na variete M je hladký rez tangenciálneho fibrovaného priestoru, teda hladké

zobrazenie X : M → T M, ktoré každému bodu x ∈ M priradı́ tangenciálny vektor v ∈ T M.

Množinu všetkých vektorových polı́ na variete M budeme značit’ X(M). Spolu so sčı́tanı́m bod

po bode a násobenı́m skalárom, definovanými

[X +Y ](x) := X(x)+X(x) (2.6)

[aX ](x) := a(X(x)) (2.7)

tvorı́ X(M) vektorový priestor. [5]

Poznámka. Bázy vektorového pol’a sú(
∂

∂x i

)
, i = 1, . . . ,n báza na variete M(

∂

∂x i ,
∂

∂yσ

)
, i = 1, . . . ,n, σ = 1, . . . ,m báza na variete Y .

Súradnicové vyjadrenie vektorového pol’a vyzerá nasledovne

X = X 0(t,qν)
∂

∂ t
+ Zσ (t,qν)

∂

∂qσ
(v mechanike)

X = X i(x j,y k)
∂

∂x i + Zσ (x j,y k)
∂

∂yσ
(v teórii pol’a)

Definı́cia 2.30. (π-projektabilné vektorové pole)
Nech (Y,π,M) je fibrovaný priestor. Vektorové pole X na variete Y sa nazýva π-projektabilné,

ak existuje vektorové pole X0 na M také, že platı́ T π ◦X = X0 ◦π . Vektorové pole je teda π-

projektabilné, ak jeho tangenciálny obraz pri projekcii π je opät’ vektorové pole na variete M.

[7]
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Poznámka. Vlastnost’ π-projektibility je ekvivalentná požiadavke na nezávislost’ zložiek vek-

torového pol’a pozdĺž bázy

Poznámka. Vertikálne vektorové pole je špeciálnym prı́padom projektabilného vektorového

pol’a.

Poznámka. Súradnicové vyjadrenie π-projektabilného vektorového pol’a je nasledujúce

X = X0(t)
∂

∂ t
+ Zσ (t,qν)

∂

∂qσ
.

Definı́cia 2.31. (π-vertikálne vektorové pole)
Nech X je π-projektabilné vektorové pole, ak pre jeho súradnice navyše platı́ X0(t) = 0, ho-

vorı́me, že vektorové pole X je π-vertikálne.

Definı́cia 2.32. (Integrálne krivky)
Nech X je vektorové pole na variete M. Potom krivky γ : R→M také, že tangenciálny vektor

γ̇(t) definovaný

γ̇(t) =
d
dt

( f ◦ γ)(t), (2.8)

je identický s vektorovým pol’om, γ̇ = X , nazývame integrálne krivky. [1]

Definı́cia 2.33. (Tok generovaný vektorovým pol’om)
Tok generovaný vektorovým pol’om X je množina zobrazenı́ φ : M→M definovaných [10]

φ t : γ(t0)→ γ(t0 + t). (2.9)

Poznámka. Tokom rozumieme posunutie bodu p = γ(t) ∈ M pozdĺž integrálnej krivky γ(t)

generovanej pol’om X o vzdialenost’ parametru t do nového bodu p̃ = γ(t0 + t). [10]

Poznámka. Tok generovaný vektorovým pol’om má nasledujúce vlastnosti: [11]

1. φ0 je identita,

2. φ s
(
φ t(p)

)
= φ s+t(p) = φ t

(
φ s(p)

)
,

3. φ−t
(
φ t(p)

)
= p, t.j. φ−t je inverzné zobrazenie k φ t .

Definı́cia 2.34. (Pull-back)
Nech M, N sú variety a φ : M→ N je zobrazenie. Funkcia f definovaná v bode q ∈ N môže byt’

definovaná v bode p ∈M využitı́m vzt’ahu q = φ(p) nasledovne

φ
∗ f : M→ R, φ

∗ f (p) = ( f ◦φ)(p) = f
(
φ(p)

)
. (2.10)

Zobrazenie φ∗ sa nazýva pull-back. [1]

Poznámka. Pull-back teda umožňuje zobrazit’ vektory z tangenciálneho priestoru Vp variety M

v bode p na vektory z tangencálneho priestoru Vq variety N v bode q.
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Definı́cia 2.35. (Push-forward)
Nech M,N sú variety. Na funkciu f definovanú v bode q ∈ N aplikujeme pull-back do bodu

p ∈M a potom na to ešte aplikujeme vektor v. Výsledkom bude zobrazenie φ∗ definované ako

φ∗ : R→M, φ∗v
(

f (q)
)
= v
(
φ
∗ f (q)

)
= v( f ◦φ)(q) = v

(
f
(
φ(q)

))
. (2.11)

Zobrazenie φ∗ sa nazýva push-forward. [1]

Poznámka.
φ∗ ” t’ahá “ (pull) funkciu f definovanú na variete N ”spät’ “ (back) na varietu M.

φ∗ ” tlačı́ “ (push) vektory z tangenciálneho priestoru variety M v bode p ”do “ (forward) tan-

genciálneho priestoru variety N v bode q.

Veta 2.36. Pull-back a push-forward sú navzájom inverzné zobrazenia, t.j.

φ∗ = (φ∗)−1. (2.12)

Definı́cia 2.37. (Vlastný priestor)
Množinu všetkých vlastných vektorov prı́slušným k rovnakému vlastnému čı́slu spolu s nu-

lovým vektorom nazveme vlastný priestor alebo tiež charakteristický priestor.

2.6 Distribúcie

Definı́cia 2.38. (k-distribúcia)
Nech M je varieta. k-distribúciou na M rozumieme hladký rez D : M→ DM, teda zobrazenie,

ktoré každému bodu x0 priradı́ k-dimenzionálny podpriestor. Priradenie

D(x) = span{X1(x), . . . ,Xk(x)} ,

kde X1, . . . ,Xk sú lineárne nezávislé hladké vektorové polia. [12]

Definı́cia 2.39. (Integrálna varieta)
Nech D je k-distribúcia na M a N, kde N je podvarieta M a dim N = n, n≤ k. Potom povieme,

že N je integrálna varieta distribúcie D, ak Tx0N ⊆ D(x0). [12]

Definı́cia 2.40. (Integrabilná distribúcia)
k-distribúcia D na M sa nazýva integrabilná distribúcia, ak každý bod variety M ležı́ v nejakej

integrálnej variete. [12]

Definı́cia 2.41. (Involutı́vna distribúcia)
Ak [X ,Y ] ležı́ v D pre všetky X ,Y ležiace v D, povieme, že distribúcia D je involutı́vna dis-

tribúcia. [X ,Y ] je Lieova zátvorka, bude definovaná v deifnı́cii 4.1. [12]

Teorém 2.42. (Frobeniov teorém)
D je integrabilná distribúcia práve vtedy, ked’ je D involutı́vna distribúcia. [12]

26



3 DIFERENCIÁLNE FORMY

Táto kapitola pojednáva o diferenciálnych formách, ich vlastnostiach, grafickej predstave

a operáciách, ktoré s nimi môžeme vykonávat’. Znalosti práce s diferenciálnymi formami využi-

jeme v aplikáciách pri odvodzovanı́ a dokazovanı́ vlastnostı́ systémov, kde nám umožnia prı́stup

nezávislý na konkrétnom súradnicovom systéme.

Definı́cia 3.1. (k-forma)
Nech V je reálny vektorový priestor. Lineárne zobrazenie α : V × . . .×V︸ ︷︷ ︸

k

→ R, ktoré je homo-

morfizmom nazveme k-forma.

Definı́cia 3.2. (1-forma)
Zobrazenie dxi : V → R, ktoré priradı́ vektoru jeho i-tu zložku dxi(v) = vi nazveme 1-forma.

Definı́cia 3.3. (2-forma)
Zobrazenie α : V ×V → R definované α(v1,v2) = αi jv i

1v j
2 = αi jdx idx j nazveme 2-forma.

Definı́cia 3.4. (Symetrická 2-forma)
2-forma α , pre ktorú platı́ α(v1,v2) = α(v2,v1) pre všetky v1,v2 ∈ V , to znamená αi j = α ji

pre všetky i, j = 1, . . . ,n sa nazýva symetrická 2-forma. Zapisujeme βi jdx i�dx j, kde platı́ i≤ j

a βi j = 2αi j pre i 6= j.

Definı́cia 3.5. (Antisymetrická 2-forma)
2-forma α , pre ktorú platı́ α(v1,v2) = −α(v2,v1) pre všetky v1,v2 ∈V , to znamená αi j = −α ji

pre všetky i, j = 1, . . . ,n sa nazýva antisymetrická 2-forma. Zapisujeme βi jdx i∧dx j, kde platı́

i < j a βi j = αi j.

Definı́cia 3.6. (Tenzorové pole)
Tenzorové pole typu (r,s) na variete M je hladký rez vektorového fibrovaného priestoru

r⊗
T M⊗

s⊗
T ∗M. (3.1)

Budeme použı́vat’ názov (r,s)-tenzorové pole. [5]

Poznámka. (1,0)-tenzorové pole je vektorové pole.

Poznámka. Rez kotangenciálneho fibrovaného priestoru T ∗M je diferenciálna 1-forma.

Poznámka. Nahradenı́m vektorového priestoru V priestorom vektorových polı́ X(M) dostáva-

me z k-foriem dostávame diferenciálne k-formy.

Definı́cia 3.7. (Diferenciálna k-forma)
Diferenciálna k-forma je zobrazenie

ω : X(M)× . . .×X(M)︸ ︷︷ ︸
k

→C∞(M,R), (3.2)

ktoré je k-lineárne a antisymetrické

ω(v1, . . . ,vk) = sgn σ ω(vσ(1), . . . ,vσ(k)), (3.3)
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pre všetky permutácie σ : {1, . . . ,k}→ {1, . . . ,k}. [5]

Poznámka. Diferenciálna 1-forma môže byt’ graficky znázornená naprı́klad obrázkom 2, je

ilustrovaná ako paralelné plochy, ktoré reprezentujú ekvipotenciály pol’a. Na obrázku 3 je zob-

razená 2-forma, ide konkrétne o formu dx∧ dy. Táto forma pozostáva z dvoch množı́n para-

lelných rovı́n, jedna je kolmá k osi x a druhá k osi y , ktoré sa pretı́najú a vytvárajú akési

” trubice “ rozt’ahujúce sa v smere osi z. [13]

Obr. 2: Diferenciálna 1-forma, Zdroj: [13]

Obr. 3: Diferenciálna 2-forma, Zdroj: [13]

Poznámka. Diferenciálna k-forma je rezom vektorového fibrovaného priestoru
∧k T ∗M.

Poznámka. Diferenciálna forma na variete je kovariantné antisymetrické tenzorové pole.

Definı́cia 3.8. (Priestor diferenciálnych foriem)
Ked’ položı́me Ω0(M) = C∞(M,R). Potom priestor: [5]

Ω(M) =
dim M⊕
k=0

Ω
k(M) (3.4)

je algebrou s nasledujúcou operáciou. Pre φ ∈Ωk(M) a ψ ∈Ωl(M) a pre Xi ∈ X(M) platı́

(φ ∧ψ)(X1, . . . ,Xk+l) =
1

k! l! ∑
σ∈Sk+l

sgn σ φ(Xσ1, . . . ,Xσk)φ(Xσ(k+1), . . . ,Xσ(k+l)). (3.5)
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Takto definovaná operácia je:

• asociatı́vna, t.j. (φ ∧ψ)∧ω = φ ∧ (ψ ∧ω),

• gradovane komutatı́vna, t.j. φ ∧ψ = (−1)klψ ∧φ .

Poznámka. (Označenie priestorov)

Priestor všetkých diferenciálnych k-foriem na variete M budeme značit’ Ωk(M).

Priestor všetkých diferenciálnych foriem na variete M budeme značit’ Ω(M), je to gradovaná

komutatı́vna algebra.

Priestor všetkých vektorovo-hodnotových foriem na variete M budeme značit’ Ω(M,T M).

Priestor vektorových polı́ na variete M budeme značit’ X(M).

k-tu vonkajšiu mocninu duálneho tangenciálneho priestoru variety M budeme značit’
∧k T ∗M.

Tento priestor obsahuje kovariantné antisymetrické tenzory.

3.1 Operácie s diferenciálnymi formami

Definı́cia 3.9. ((k,l)-prehodenie)
Permutáciu σ : {1, . . . ,k,k+1, . . .k+ l}→ {1, . . . ,k,k+1, . . .k+ l}, ktorá spĺňa

σ(1)< .. . < σ(k) a σ(k+1)< .. . < σ(k+ l)

sa nazýva (k,l)-prehodenie.

Definı́cia 3.10. (Vonkajšı́ súčin)
Nech M je varieta. Binárnu operáciu ∧ : Ωk(M)×Ωl(M)→Ωk+l(M) definovanú

ω = α ∧β = eαβ , ωi1,...,ik+l = ∑
σ

sgn σ αiσ(1),...,σ(k) βiσ(k+1),...,σ(k+l), (3.6)

kde σ je (k, l)-prehodenie, nazveme vonkajšı́ súčin.

Definı́cia 3.11. (Vnútorný súčin)
Nech M je varieta. Vnútorný súčin vektorového pol’a A ∈ X(M) a k-formy ω ∈ΩkM je defino-

vaný ako

iAω = Ayω = ω(A, . . .). (3.7)

Nech ω je diferenciálna k-forma a v ∈V je vektor. Potom zobrazenie

V ×
k∧
→

k−1∧
definované vzt’ahom

ivω(v1, . . . ,vk−1) = ω(v,v1, . . . ,vk−1)

sa nazýva vnútorný súčin a platı́ ivω = 0, ak ω je 0-forma. [1]
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Definı́cia 3.12. (Vonkajšia derivácia)
Nech M je varieta. Unárnu operáciu d : Ωk(M)→Ωk+1(M) definovanú

d(α) = d α, d(αi1,...,ik dx i1 ∧ . . .∧dx ik) =

(
∂αi1,...,ik

∂xi dxi

)
∧dx i1 ∧ . . .∧dx ik , (3.8)

nazveme vonkajša derivácia.

Veta 3.13. Vonkajšia derivácia má vlastnosti [11] :

1. Vonkajšia derivácia je aditı́vna: d (α + β ) = d α + d β .

2. Ak α je 0-forma (funkcia), dα je diferenciál funkcie α .

3. Ak α je r-forma a β je s-forma potom platı́

d(α ∧ β ) = dα ∧ β + (−1)r
α ∧ dβ .

4. Pre každú r-formu α platı́

d2
α = d (d α) = 0.

Definı́cia 3.14. (Hodgeov hviezdičkový operátor)
Unárny operátor

? :
k∧
(V )→

n−k∧
(V ),

alebo tiež

? : Ω
k(M)→Ω

n−k(M),

kde n = dimV alebo n = dimM, ktorý je definovaný priradenı́m bázy z
∧n−k(V ) k báze z

∧k(V )

nasledujúcim spôsobom

? : eσ(1) ∧ eσ(k) 7→ eσ(k+1) ∧ eσ(n),

pre l’ubovol’né (k,n− k)-prehodenie σ , nazveme Hodgeov hviezdičkový operátor.

Veta 3.15. Vonkajšı́ súčin má nasledujúce vlastnosti [14]:

1. Vonkajšı́ súčin je distributı́vny

dx i ∧ (dx j + dx k) = dx i ∧ dx j + dx i ∧ dx k. (3.9)

2. Vonkajšı́ súčin je antikomutatı́vny

dx i ∧ dx j = −dx j ∧ dx i. (3.10)

3. Platı́

dx i ∧ dx i = 0. (3.11)
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Prı́klad 3.16. (Vonkajšı́ súčin v R3)

Majme diferenciálne formy ω = f1 dx1 + f2 dx2 + f3 dx3, η = g1 dx1 + g2 dx2 + g3 dx3.

Vonkajšı́ súčin vypočı́tame

ω ∧ η = ( f1 dx1 + f2 dx2 + f3 dx3) ∧ (g1 dx1 + g2 dx2 + g3 dx3)

= f1 dx1 ∧ g1 dx1 + f1 dx1 ∧ g2 dx2 + f1 dx1 ∧ g3 dx3

+ f2 dx2 ∧ g1 dx1 + f2 dx2 ∧ g2 dx2 + f2 dx2 ∧ g3 dx3

+ f3 dx3 ∧ g1 dx1 + f3 dx3 ∧ g2 dx2 + f3 dx3 ∧ g3 dx3.

(3.12)

Členy obsahujúce dx i ∧ dx i pre i = 1,2,3 sú rovné nule podl’a (3.11). A zvyšné členy upravı́me

použitı́m (3.10) do tvaru

ω ∧ η = ( f1 g2 − f2 g1)dx1 ∧ dx2 + ( f1 g3 − f3 g1)dx1 ∧ dx3

+ ( f2 g3 − f3 g2)dx2 ∧ dx3.
(3.13)

Veta 3.17. Pre diferenciálne formy platı́ [11] :

1. Nech α je r-forma a β je s-forma, potom platı́ tzv. komutatı́vne pravidlo

α ∧ β = (−1)rs
β ∧ α. (3.14)

2. V R3 platı́

α ∧ β ⇔ a × b,

d (α ∧ β ) ⇔ div a × b,

d α ⇔ curl a,

(3.15)

kde α , β sú 1-formy a a,b sú prı́slušné vektory.

3.2 Vlastnosti diferenciálnych foriem

Definı́cia 3.18. (Uzavretá forma)
Nech β je p-forma. Povieme, že forma je uzavretá, ak platı́ d β = 0. [11]

Definı́cia 3.19. (Exaktná forma)
Nech β je p-forma. Povieme, že p-forma β je exaktná, ak platı́ β = d α , pre nejakú (p− 1)-

formu α . [11]

Teorém 3.20. (Stokesov teorém)
Nech M je n-rozmerná varieta a oblast’ V ⊂ M je kompaktná s hladkou hranicou ∂ V . Potom

pre každú spojitú (p−1)-formu ω platı́ [11] :∫
V

d ω =
∫

∂ V

ω.
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Definı́cia 3.21. (Pull-back)
Nech F : Mn→W r je diferencovatel’né zobrazenie a nech α je kovariantný tenzor na W . Potom

zobrazenie

F∗ :
p∧

W →
p∧

M,

pre ktoré platı́

F∗α(v1, . . . ,vp) = α (F∗v1, . . . ,F∗vp)

nazveme pull-back kovariantného tenzoru. [11]

Definı́cia 3.22. (Horizontálna forma)
Diferenciálna forma ω na Y sa nazýva π-horizontálna, ak prekaždé π-vertikálne vektorové pole

ξ na Y platı́ iξY = 0. [16]
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4 LIEOVA ZÁTVORKA

Túto kapitolu začneme zavedenı́m dôležitého operátoru vektorových polı́ - Lieovej zátvorky.

Postupne definujeme jej vlastnosti a budeme sa venovat’ jej geometrickému významu. Práve

to, že je operátorom, ktorý vystihuje nekomutativitu tokov generovaných vektorovými pol’ami

z nej robı́ dôležitý nástroj v rade aplikáciı́. Uvedené budú tiež ilustratı́vne prı́klady pre lepšie

pochopenie výpočtu a aplikácie Lieovej zátvorky. V závere kapitoly sa budeme venovat’ Lieovej

grupe a jej pôsobeniu na variete.

Definı́cia 4.1. (Lieova zátvorka)
Nech X ,Y sú vektorové polia na variete M. Potom zobrazenie, ktoré každej funkcii f ∈C∞(M)

priradı́ funkciu:

[X ,Y ] ( f ) = X(Y ( f )) − Y (X( f )) ∀ f ∈C∞(M,R), (4.1)

sa nazýva Lieova zátvorka vektorových polı́ X a Y . [3]

Veta 4.2. (Vlastnosti Lieovej zátvorky)
Lieova zátvorka [ , ] : X(M)×X(M)→ X(M) má nasledujúce vlastnosti: [15]

• je antisymetrické zobrazenie, t.j.

• platı́ Jakobiho identita

• je bilineárne zobrazenie, t.j.

[X ,Y ] = − [Y,X ] ,

[X , [Y,Z]] = [[X ,Y ] ,Z]+ [Y, [X ,Z]] ,

[aX1 +bX2,Y ] = a [X1,Y ]+b [X2,Y ] .

Definı́cia 4.3. (Lieova algebra)
Lieovou algebrou rozumieme vektorový priestor L, na ktorom je definované zobrazenie [ , ] :

L×L→ L, ktoré má vlastnosti z vety 4.2.

Poznámka. Dvojica (X(M), [ , ]) je prı́kladom Lieovej algebry.

Definı́cia 4.4. (Gradovaná Lieova algebra)
Gradovanou Lieovou algebrou nazveme Lieovu algebru, označme L spolu s gradáciou vekto-

rových priestorov

L =
⊕
i∈Z

Li

tak, že Lieova zátvorka rešpektuje gradáciu[
Li,L j

]
⊆ Li+ j.

Poznámka. (Geometrický význam Lieovej zátvorky)
Geometrický význam Lieovej zátvorky [X ,Y ] by sme mohli charakterizovat’ ako nekomutativitu

tokov, ktoré generujú tieto polia X ,Y . Graficky znázornenú situáciu môžeme vidiet’ na obráz-

ku 4. Tok generovaný pol’om X značı́me φX a tok generovaný pol’om Y označı́me ψY .
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Na obrázku začı́name v bode x, odkial’ sa najskôr posunieme podl’a pol’a X do bodu φX x

a odtial’ podl’a pol’a Y do bodu ψY φX x. Druhou možnost’ou je ako prvé sa posunút’ podl’a pol’a

Y do bodu ψY x a potom podl’a pol’a X do bodu φX ψY x. Rozdiel medzi koncovými bodmi,

do ktorých sme sa dostali týmito dvomi spôsobmi predstavuje Lieova zátvorka [X ,Y ] vekto-

rových polı́ X a Y . [17]

Obr. 4: Geometrický význam Lieovej zátvorky, Zdroj: [17]

Teorém 4.5. Ak X a Y sú hladké vektorové polia definované na okolı́ z, potom platı́: [18]

[X ,Y ] (z) = DY (X(z))−DX(Y (z)). (4.2)

Poznámka. Výpočet rovnice (4.2) v súradniciach je nasledovný. Vektorové polia X ,Y vy-

jadrı́me ako stĺpcové vektory

X(z) =


f1(z)

...

fn(z)

 , Y (z) =


g1(z)

...

gn(z)


a Lieova zátvorka [X ,Y ] (z) sa vypočı́ta ako

[X ,Y ] (z) =


∂g1
∂ z1

. . . ∂g1
∂ zn

... . . . ...
∂gn
∂ z1

. . . ∂gn
∂ zn




f1
...

fn

 −


∂ f1
∂ z1

. . . ∂ f1
∂ zn

... . . . ...
∂ fn
∂ z1

. . . ∂ fn
∂ zn




g1
...

gn

 .
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Definı́cia 4.6. (Lieova derivácia)
Nech X ,Y sú vektorové polia na variete M a nech φ(t) = φt je lokálny tok generovaný pol’om X .

Potom φtx je bod na dráhe toku, ktorá v čase 0 začı́na v bode x, pričom je tento bod vzdialený

t sekúnd od počiatočného bodu pozdĺž integrálnej krivky X . Potom Lieovu deriváciu pol’a Y

podl’a X môžeme definovat’ ako vektorové pole £XY , ktorého hodnota v bode x je

[£XY ]x = lim
t→0

[Yφtx−φt∗Yx]

t
, (4.3)

kde φt∗Yx je push-forward Yx do bodu φtx v zmysle diferenciálu. [11]

Obr. 5: Lieova derivácia, Zdroj: [11]

Poznámka. Lieova derivácia je prirodzeným zobecnenı́m klasickej derivácie vzhl’adom k času,

charakterizuje zmenu pozdĺž vektorového pol’a.

Veta 4.7. Nech X , Y sú vektorové polia. Potom platı́: [15]

£XY = [X ,Y ]. (4.4)

Definı́cia 4.8. (Lieova derivácia diferenciálnej formy)
Nech X je vektorové pole, ω je diferenciálna forma a αu je integrálna krivka vektorového pol’a

X prechádzajúca bodom u. Potom

∂X ω = lim
u→∞

α∗u ω−ω

u

sa nazýva Lieova derivácia diferenciálnej formy ω v smere vektorového pol’a X . Táto derivácia

určuje mieru zmeny diferenciálnej formy po smere toku vektorového pol’a. [16]

Poznámka. Lieova derivácia funkcie je vlastne špeciálnym prı́padom tejto definı́cie, ked’ ω =

f je funkcia, teda diferenciálna 0-forma. Potom platı́

∂ξ f =
∂ f
∂xi ξ

i.
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Veta 4.9. Vlastnosti Lieovej derivácie sú:

1. linearita: ∂X(aω1 + bω2) = a∂X ω1 + b∂X ω2,

2. rád formy sa Lieovou deriváciou nemenı́,

3. zámena s vonkajšou deriváciou: d∂X ω = ∂X(dω),

4. vonkajšı́ súčin: ∂X(ω ∧η) = (∂X ω)∧η + ω ∧ (∂X η),

5. Cartanova formula: ∂X ω = iX dω + diX ω ,

kde ω,ω1,ω2 ∈Ωk(M), η ∈Ωl(M), a,b ∈ R.

4.1 Prı́klady

Prı́klad 4.10. Máme dané dve vektorové polia v R3 v súradniciach (x,y,z) ako

X =
[
3y+ z, z3, x4

]T
, Y =

[
4x2 + z, 3y2, x+ y2−3

]T
. (4.5)

Vypočı́tame Jakobiány DX ,DY

DX =


0 3 1

0 0 3z2

4x3 0 0

 , DY =


8x 0 1

0 6y 0

1 2y 0

 (4.6)

Ďalej podl’a vzt’ahu (4.2) vypočı́tame Lieovu zátvorku vektorový polı́ X a Y

[X ,Y ] =


8x 0 1

0 6y 0

1 2y 0




3y+ z

z3

x4

 −


0 3 1

0 0 3z2

4x3 0 0




4x2 + z

3y2

x+ y2−3



=


x4 +24xy+8xz

6yz3

3y+2yz3 + z

 −


x+10y2−3

3z2(x+ y2−3)

16x5 +4x3z



=


x(x3 +24y+8z−1)−10y2 +3

3z2(−x− y2 +2yz+3z)

4x3(−4x2 + z)+ y(2z3 +3)+ z

 .

Prı́klad 4.11. S Lieovou zátvorkou sa môžeme stretnút’ aj v oblasti diferenciálne riadených

robotov. V tomto prı́klade sa budeme zaoberat’ najjednoduchšı́m typom robota, ktorý má len dve

kolesá. Trajektória robota pozostáva z dvoch pohybov - translácie a rotácie. Skladanı́m týchto

36



pohybov môžeme docielit’ polohu robota, ktorá by sa mohla zdat’ nemožná. Z bežného života

je to naprı́klad ako pozdĺžne parkovanie auta, auto takto nezaparkujeme jedným pohybom, ale

práve zloženı́m už spomı́naných rotáciı́ a transláciı́. Na obrázku 6 vidı́me situáciu, ktorou sa

budeme zaoberat’. Počiatočný bod je q = (0,0,0) - t’ažisko v bode (0,0) a nulové natočenie.

Ďalej vidı́me postupnost’ možných pohybov - ako prvé je to posun dopredu, druhé je otočenie

dopredu, potom posunutie dozadu a posledné je otočenie dozadu. Po častiach spojitú akciu

trajektórie na intervale [0, 4t] popisuje táto funkcia

u(t) =



(1,0) pre t ∈ [0, t)

(0,1) pre t ∈ [t,2t)

(−1,0) pre t ∈ [2t,3t)

(0,−1) pre t ∈ [3t,4t)

(4.7)

Obr. 6: Diferenciálne riadený robot, Zdroj: [19]

Lieova zátvorka vyjadrı́, či sú možné pohyby robota do strán. V tomto prı́pade sa teda jedná

o systém rovnı́c 
ẋ

ẏ

θ̇

 =


cos θ

sin θ

0


︸ ︷︷ ︸

X

u1 +


0

0

1


︸︷︷︸

Y

u2. (4.8)

Ďalej vypočı́tame Jakobián vektorových polı́ X , Y a dosadı́me do vzt’ahu (4.2)

[X ,Y ] =


0 0 0

0 0 0

0 0 0




cos θ

sin θ

0

 −


0 0 − sin θ

0 0 cos θ

0 0 0




0

0

1


=
[
sin θ , − cos θ , 0

]T
.
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Na obrázku 7 môžeme vidiet’ Lieovu zátvorku vektorových polı́ X a Y . Vidı́me, že zloženie

týchto pohybov nie je komutatı́vne, teda nevrátime sa opät’ do počiatočného bodu.

Obr. 7: Lieova zátvorka - robot, Zdroj: [19]

Nakoniec interpretujeme zı́skaný výsledok. Ak do Lieovej zátvorky dosadı́me počiatočný

bod q = (0,0,0), dostaneme výsledok
[
0, −1, 0

]T
, tento vektor potvrdzuje situáciu z obrázku

6, po postupnosti pohybov sa z počiatočného bodu robot posunie do strany v smere −y. [19]

4.2 Akcia grúp

Definı́cia 4.12. (Lieova grupa)
Lieovou grupou nazveme množinu G s dvomi štruktúrami: G je grupa a G je hladká varieta tak,

že násobenie a inverzia sú spojité zobrazenia. [20]

Definı́cia 4.13. (L’avá akcia grupy)
Nech G je Lieova grupa. L’avou akciou grupy G na variete M rozumieme hladké zobrazenie G×
M→M, ktoré dvojici prvkov (g, m) priradı́ prvok Lgm = g.m a zobrazenie spĺňa podmienky:

1. Le(m) = m,

2. Lg(Lh(m)) = Lg.h(m),

kde e ∈ G je neutrálny prvok grupy G a g,h ∈ G. [20]

Definı́cia 4.14. (Pravá akcia grupy)
Nech G je Lieova grupa. Pravou akciou grupy G na variete M rozumieme hladké zobrazenie G×
M→M, ktoré dvojici prvkov (g, m) priradı́ prvok Rgm = m.g a zobrazenie spĺňa podmienky:

1. Re(m) = m,

2. Rg(Rh(m)) = Rh.g(m),
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kde e ∈ G je neutrálny prvok grupy G a g,h ∈ G. [20]

Poznámka. Ak je grupa G komutatı́vna, potom l’avá a pravá akcia sú totožné zobrazenia.

Poznámka. Akcii grupy G na variete M inými slovami tiež hovorı́me, že grupa G pôsobı́

na variete M.

Definı́cia 4.15. (Orbita)
Nech M je varieta a G grupa. Ďalej nech grupa G pôsobı́ na M a nech z ∈M. Orbitou z nazveme

množinu bodov z variety M, ktoré sú obrazom bodu z pri pôsobenı́ grupy [18]

O(z) = {g.z | g ∈ G}.

Definı́cia 4.16. (Foliácia)
Majme n-rozmernú varietu M. p-rozmernou foliáciou variety M nazveme pokrytie variety ma-

pami Ui spolu so zobrazeniami ϕi : Ui→Rn. Pre Ui ∩U j 6= /0 sú definované funkcie ϕi j : Rn→
Rn, ϕi j = ϕ jϕ

−1
i . Tieto funkcie majú pre x,y, kde x je prvých n− p súradnı́c a y zvyšných p

súradnı́c, tvar

ϕi j(x,y) = (ϕ1
i j(x),ϕ

2
i j(x,y)),

kde ϕ1
i j,ϕ

2
i j sú zobrazenia ϕ1

i j : Rn−p→ Rn−p a ϕ2
i j : Rn→ Rp.

Poznámka. Prı́kladom foliácie je, ak varietu M môžeme zapı́sat’ ako zjednotenie orbı́t pôsobe-

nia Lieovej grupy, dostaneme foliáciu variety M. Každú orbitu potom nazveme list rozvrstvenia.

[18]

Definı́cia 4.17. (Hlavný fibrovaný priestor)
Nech π : P→M je fibrovaný priestor, G nech je Lieova grupa a R : G×P→ P nech je jej pravá

akcia. Povieme, že (P,π,M) je hlavný fibrovaný priestor, ak platı́:

1. R zachováva fibry, t.j. π(u.g) = π(u), ∀u ∈ P, ∀g ∈ G,

2. R je na každom fibre Px jednoducho tranzitı́vna akcia, t.j. ∀u,v ∈ Px ∃! g ∈ G v = u.g.
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5 KONEXIA

Ako už bolo spomenuté, štruktúra variety nedovol’uje jednoducho porovnávat’ vektory, ktoré

sú prvkami tangenciálneho priestoru v dvoch rôznych bodoch. Preto je potrebné zaviest’ štruk-

túru, ktorá umožňuje posúvat’ vektory z jedného bodu do druhého. Posúvanie vektorov po uza-

vretých dráhach v rovnom Euklidovskom priestore je intuitı́vne, avšak zakrivenie priestoru túto

prácu značne komplikuje.

Zakrivenie môžeme chápat’ ako vychýlenie vektorov po posunutı́ pozdĺž uzavretej krivky.

Z tohto dôvodu musı́me najskôr zaviest’ spôsob posúvania vektorov pozdĺž kriviek. Začneme

zovšeobecnenı́m konceptu smerovej derivácie z Rn definovanı́m klasickej lineárnej konexie,

ktorá nám pomôže objasnit’, čo rozumieme pod pojmom ”priamy smer “ na zakrivenom pries-

tore.

Budeme rozlišovat’ tri základné druhy konexie - všeobecnú konexiu, lineárnu konexiu a kla-

sickú lineárnu konexiu. Postupne si tieto pojmy definujeme.

Definı́cia 5.1. (Všeobecná konexia)
Pre l’ubovol’nú fibrovanú varietu (Y,π,M) uvažujme jej prvé jetové predĺženie J1Y . Všeobecnou

konexiou potom rozumieme l’ubovol’ný rez Γ : Y → J1Y . [9]

Definı́cia 5.2. (Lineárna konexia)
Uvažujme vektorový fibrovaný priestor (E,π,M) a jeho prvé jetové predĺženie J1E. Lineárnou

konexiou rozumieme rez Γ : E→ J1E, ktorý je lineárny na fibroch. [9]

Definı́cia 5.3. (Klasická lineárna konexia)
Lineárna konexia na tangenciálnom vektorovom fibrovanom priestore, teda ak E = T M sa

nazýva klasická lineárna konexia. [9]

Veta 5.4. Klasická lineárna konexia, t.j. zobrazenie ∇ : X(M)×X(M)→ X(M) má nasle-

dujúce vlastnosti:

∇(X1+X2)(Y1 +Y2) = ∇X1Y1 +∇X2Y1 +∇X1Y2 +∇X2Y2, bilinearita (5.1)

∇X( fY ) = (X f )Y + f ∇XY, Leibnitzovo pravidlo (5.2)

∇ f XY = f ∇XY, (5.3)

pre všetky hladké funkcie f a pre všetky X ,Y,X1,X2,Y1,Y2 ∈X(M). Tenzorové pole ∇XY potom

nazývame kovariantná derivácia vektorového pol’a Y pozdĺž X . [9]

Poznámka. (Christoffelove symboly)
Klasickú lineárnu konexiu ∇ môžeme vyjadrit’ v lokálnych súradniciach

∇ ∂

∂x j

∂

∂xk = Γ
i
jk

∂

∂xk ,

kde Γk
i j sú Christoffelove symboly. [4]

40



Definı́cia 5.5. (Symetrická konexia)
Klasická lineárna konexia, pre ktorú platı́

Γ
k
i j = Γ

k
ji

sa nazýva symetrická konexia. [9]

Definı́cia 5.6. (Torzia)
Nech ∇ je klasická lineárna konexia na M a X ,Y ∈ X(M). Torziou nazveme tenzorové pole

T : X(M)×X(M)→ X(M), pre ktoré platı́: [8]

T (X ,Y ) = ∇XY −∇Y X− [X ,Y ] . (5.4)

Definı́cia 5.7. (Krivost’)
Nech ∇ je klasická lineárna konexia na M a X ,Y,Z ∈X(M). Krivost’ou nazveme tenzorové pole

T : X(M)×X(M)×X(M)→ X(M), pre ktoré platı́: [8]

R(X ,Y )(Z) = ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇X Z)−∇[X ,Y ]Z. (5.5)

Poznámka. Kovariantná derivácia je (1,1)-tenzorové pole, torzia je (1,2)-tenzorové pole a kri-

vost’ je (1,3)-tenzorové pole.

Poznámka. (Geometrický význam torzie)
Tenzor torzie môžeme interpretovat’ ako mieru toho, nakol’ko sa neuzatvára ” rovnobežnı́k “

zložený zo štyroch po dvoch rovnakých ” úsečiek “. Na obrázku 8 je znázornená táto situácia.

V bode x máme dva vektory a,b . V smere týchto vektorov pretiahneme ” úsečky “ u a v (časti

geodetı́k u(α) a v(β ) s tangenciálnymi vektormi a a b). ”Dĺžky “ obidvoch ” úsečiek “ zvolı́me

úmerné ”vel’kosti “ vektorov a a b s koeficientom s. Ďalej pozdĺž ” úsečky “ u rovnobežne pre-

nesieme vektor b z bodu u(0) = x do bodu u(s) a odtial’ vedieme d’alšiu ” úsečku “ v̄ v smere

preneseného vektoru b s dĺžkou úmernou vel’kosti vektoru b s koeficientom s do bodu v̄(s). Rov-

nako vedieme ” úsečku “ v z bodu x do v(s) v smere vektoru a a d’alej tiež ” úsečku “ ū do bodu

ū(s). Takto zostrojený ” rovnobežnı́k “ sa vo všeobecnom prı́pade neuzatvára, t.j. v̄(s) 6= ū(s).

Rozdiel medzi týmito bodmi je daný práve tenzorom torzie. Môžeme zapı́sat’

v̄(s)− ū(s)≈−s2 T (a,b), (5.6)

tento zápis nie je úplne presný, ale slúži pre názornú predstavu. [17]
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Obr. 8: Geometrický význam torzie, Zdroj: [17]

Veta 5.8. Ak T (X ,Y ) = 0, práve vtedy, ked’ je ∇ symetrická konexia. [1]

Poznámka. Z geometrického hl’adiska v prı́pade symetrickej konexie dôjde k uzatvoreniu

” rovnobežnı́ka “ z obrázku 8, tzn. v̄(s) = ū(s).

Poznámka. (Paralelný prenos vektorov pozdĺž krivky)

Na diferencovatel’ných varietach neexistuje pojem globálnej rovnobežnosti, a to kvôli zakrive-

niu priestoru. V zakrivenom priestore môžeme zaviest’ len trochu slabšı́ typ rovnobežnosti a to

paralelný prenos vektoru pozdĺž krivky. Jedná sa o prenos vektoru z jedného bodu do druhého

pozdĺž konkrétnej krivky. Tento pojem nebudeme formálne definovat’, zavedieme ho len in-

tutı́vne na obrázku 9.

Na tomto obrázku môžeme vidiet’, ako paralelný prenos vektorov na variete, konkrétne

na guli závisı́ na dráhe, po ktorej sa pohybujeme. Situácia je taká, posúvame čierny vektor

dvomi rôznymi trajektóriami - môžeme ich nazvat’ horný a dolný ” trojuholnı́k “. Po hornom

” trojuholnı́ku “ je posúvajúci vektor značený zelenou farbou a dráha prechádza severným pó-

lom. Posun po dolnom ” trojuholnı́ku “ značı́me farbou ružovou, vektor prechádza cez pól

južný. V oboch prı́padoch je prvá čast’ dráhy rovnaká - pohybujú sa po poludnı́ku, d’alej sa

ich dráhy lı́šia. Vidı́me, že nakoniec, ked’ sa dostaneme do bodu, z ktorého sme vychádzali,

ani jednou trajektóriou nedostaneme rovnobežný vektor s počiatočným čiernym vektorom. Ale

navyše ešte každou z dráh dostaneme inak orientovaný vektor.

V rovinnom priestore paralelný prenos nezávisı́ na dráhe, teda prenosom po uzavretej krivke

nakoniec zložky preneseného vektoru splývajú so zložkami vektoru pôvodného. V zakrivenom

priestore platı́, že paralelný prenos vektoru lokálne nezávisı́ na dráhe práve vtedy, ked’ je varieta

plochá, t.j. krivost’ je nulová.
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Obr. 9: Paralelný prenos vektorov, Zdroj: vlastný

Poznámka. Zavedená klasická lineárna konexia ∇ nie je definovaná unikátne. Unikátna de-

finı́cia môže byt’ zavedená pomocou Riemannovej metriky a Riemannovej variety. [1]

Definı́cia 5.9. (Riemannova metrika)
Nech M je hladká varieta. Riemannova metrika g na M je skalárny súčin gx : TxM×TxM→ R
na každom tangenciálnom priestore TxM variety M. Inými slovami, pre každé x ∈ M, g = gx

spĺňa: [21]

1. g(u,v) = g(v,u), pre všetky u,v ∈ TxM

2. g(u,u)≥ 0, pre všetky u ∈ TxM

3. g(u,u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

Definı́cia 5.10. (Riemannova varieta)
Hladká varieta M spolu s Riemannovou metrikou g sa nazýva Riemannova varieta (M,g).

Definı́cia 5.11. (Kompatibilita konexie s metrikou)
Nech M je hladká Riemannova varieta s metrikou g. Povieme, že konexia ∇ na variete M je

kompatibilná s metrikou g na variete M, ak pre každú dvojicu vektorových polı́ X ,Y na variete

M a pre každý vektor v ∈ TxM platı́ Ricciho identita

v(g(X ,Y )) = g(∇vX ,Y )+g(X ,∇vY ). (5.7)

Táto podmienka je ekvivalentná s ∇g = 0. [21]

Tvrdenie 5.12. Nech M je hladká Riemannova varieta s metrikou g. Potom existuje jediná

konexia ∇ na variete M, ktorá je symetrická a kompatibilná s metrikou g.
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Poznámka. Konexia z tvrdenia 5.12 sa nazýva Levi-Civitova konexia alebo tiež Riemannova

konexia. [1]

Definı́cia 5.13. (Christoffelove symboly pre Levi-Civitovu konexiu)
Christoffelove symboly v prı́pade Levi-Civitovej konexie sú dané vzt’ahom

Γ
k
i j(u

1, . . . ,un) =
1
2

n

∑
l=1

g̃ kl
(

∂gil

∂u j +
∂gl j

∂ui −
∂gi j

∂ul

)
, i, j,k = 1 . . .n (5.8)

kde (g̃ i j) je matica inverzná k matici (gi j). [4]

Definı́cia 5.14. (Vertikálny fibrovaný priestor)
Nech (E,π,M) je fibrovaný priestor, uvažujeme tangenciálne zobrazenie T π : T E→ T M a jeho

jadro ker T π =: V E, ktoré sa nazýva vertikálny fibrovaný priestor priestoru E. [5]

Definı́cia 5.15. (Horizontálny fibrovaný priestor)
Horizontálnym fibrovaným priestorom HE priestoru E nazveme priestor komplementárny k ver-

tikálnemu, teda taký, že platı́ T E = V E⊕HE. [5]

Poznámka. Všeobecnú konexiu môžeme definovat’ rôznymi spôsobmi, teraz spomenieme dve

hlavné ekvivalentné definı́cie:

1. Môžeme ju definovat’ ako lineárne zobrazenie κ : TY → TY , ktoré spĺňa κ ◦ κ = κ

a Im κ = VY . Takže platı́ κ|VY = idVY a κ|HY = 0. Navyše platı́ TyY = VyY +HyY

pre každý bod y.

2. Horizontálny priestor H(y) môžeme stotožnit’ s prvým jetovým predĺženı́m J1Y na totál-

nom priestore Y . Potom je konexia definovaná ako rez H : Y → J1Y . (Takto bola vše-

obecná konexia zavedená aj na začiatku tejto kapitoly v definı́cii 5.1, kde sme rez značili

Γ.)
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6 FRÖLICHER-NIJENHUISOVA ZÁTVORKA

Frölicher-Nijenhuisova zátvorka je rozšı́renı́m Lieovej zátvorky z vektorových polı́ na vek-

torovo-hodnotové diferenciálne formy. V tejto kapitole si tento pojem, ktorý je pre prácu kl’účo-

vý, definujeme, uvedieme jeho vlastnosti a ukážeme názorné prı́klady, pre lepšie porozumenie

podstaty tohto operátoru.

Budeme sa tiež venovat’ Nijenhuisovmu tenzoru, ktorý sa vypočı́ta pomocou Frölicher-

Nijenhuisovej zátvorky. Práve vd’aka tomuto tenzoru budeme môct’ formulovat’ tri základné

vety, ktoré nám objasnia pôsobenie Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky na vlastnosti štruktúry

variety.

Definı́cia 6.1. (Frölicher-Nijenhuisova zátvorka)
Nech M je hladká varieta. Ďalej nech K ∈Ωk(M,T M) a L ∈Ωl(M,T M). Platı́[

£(K),£(L)
]
= £

(
[K,L]FN

)
(6.1)

pre jednoznačne danú [K,L]FN ∈ Ωk+l(M,T M). Takto definovanú vektorovo-hodnotovú formu

[K,L]FN nazveme Frölicher-Nijenhuisova zátvorka. [22]

6.1 Vlastnosti

Teorém 6.2. Nech K1 ∈ Ωk1(M,T M), K2 ∈ Ωk2(M,T M) a K3 ∈ Ωk3(M,T M).

Potom platı́: [5]

[K1,K2]FN = − (−1)k1k2 [K2,K1]FN

[K1, [K2,K3]]FN =
[
[K1,K2],K3

]
FN + (−1)k1k2

[
K2, [K1,K3]

]
FN .

Veta 6.3. V špeciálnom prı́pade pre K,L vektorovo-hodnotové 1-formy, Frölicher-Nijenhui-

sova zátvorka je vektorovo-hodnotová 2-forma, ktorej hodnota pre dve vektorové polia X a Y

je: [23]

[K,L]FN(X ,Y ) = [KX ,LY ] − [KY,LX ] − L[KX ,Y ] + L[KY,X ]

− K[LX ,Y ] + K[LY,X ]+LK[X ,Y ]+KL[X ,Y ].
(6.2)
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Veta 6.4. Nech K ∈ Ωk(M,T M) a L ∈ Ωl(M,T M). Potom pre Frölicher-Nijenhuisovu

zátvorku platı́: [22]

[K,L]FN (X1, . . . ,Xk+l) =

=
1

k! l! ∑
σ

sgn σ

[
K(Xσ1, . . . ,Xσk),L(Xσ(k+1), . . . ,Xσ(k+l))

]
+

−1
k!(l−1)! ∑

σ

sgn σ L
([

K(Xσ1, . . . ,Xσk),Xσ(k+1)
]
,Xσ(k+2), . . .

)
+

(−1)kl

(k−1)! l! ∑
σ

sgn σ K
([

L(Xσ1, . . . ,Xσ l),Xσ(l+1)
]
,Xσ(l+2), . . .

)
+

(−1)k−1

(k−1)!(l−1)!2! ∑
σ

sgn σ L
(

K
(
[Xσ1,Xσ2],Xσ3, . . .

)
,Xσ(k+2), . . .

)
+

(−1)(k−1)l

(k−1)!(l−1)!2! ∑
σ

sgn σ K
(

L
(
[Xσ1,Xσ2],Xσ3, . . .

)
,Xσ(l+2), . . .

)
.

(6.3)

Veta 6.5. Ak je všeobecná konexia Γ na l’ubovol’nej fibrovanej variete (E,π,M) totožná

s horizontálnou projekciou, ktorá je vektorovo-hodnotová 1-forma na E, potom sa krivost’ tejto

konexie Γ zhoduje s Frölicher-Nijenhuisovou zátvorkou 1
2 [Γ,Γ]. [23]

Frölicher-Nijenhuisova zátvorka vyjadruje prekážku v integrabilite v rôznych situáciách,

v nasledujúcich troch vetách ju formulujeme a vysvetlı́me bližšie túto situáciu:

1. Veta 6.6. Nech J : T M → T M je skoro komplexná štruktúra, potom J je komplexná

štruktúra práve vtedy, ked’ Nijenhuisov tenzor 1
2 [J,J]FN = 0.

Definı́cia 6.7. (Skoro komplexná štruktúra)
Nech M je varieta. Povieme, že tenzorové pole J : T M → T M na variete M má skoro

komplexnú štruktúru, ak platı́ J2 = − id.

Existencia komplexnej štruktúry indukuje existenciu skoro komplexnej štruktúry, to je

prirodzené. Avšak otázkou je, či platı́ opačné tvrdenie. Opačne to už nie je také triviálne

a neplatı́ to vo všeobecnosti. Na každej skoro komplexnej variete môžeme komplexnú

štruktúru zaviest’ lokálne na okolı́ nejakého bodu. Ak sa nám to podarı́ v každom bode

variety, potom môžeme povedat’, že máme komplexnú štruktúru, ktorá indukuje zobraze-

nie J. Môžeme formulovat’ Newlander-Nirenbergov teorém.

Teorém 6.8. (Newlander-Nirenbergov teorém)
Skoro komplexná štruktúra je integrabilná práve vtedy, ked’ Nijenhuisov tenzor je rovný

nule. [24]

Môžeme teda definovat’ komplexnú štruktúru.
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Definı́cia 6.9. (Komplexná štruktúra)
Existencia integrabilnej skoro komplexnej štruktúry je ekvivalenstná existencii komplex-

nej štruktúry.

2. Veta 6.10. Ak P : T M→ T M je fibrovaná projekcia na tangenciálnych priestoroch fib-

rovaného priestoru M→ Y , potom [P,P]FN je jednou z možnostı́ definovania krivosti.

Odvodenie platnosti tohto tvrdenia uvidı́me v prı́klade v kapitole 8, kde pomocou Fröli-

cher-Nijenhuisovej zátvorky definujeme krivost’ vzt’ahom (8.4).

3. Veta 6.11. Ak A : T M→ T M je fibrovaná diagonalizovatel’ná projekcia, ktorej vlastné

čı́sla sú reálne s konštantnou násobnost’ou, potom vlastný priestor zobrazenia A je inte-

grabilný práve vtedy, ked’ [A,A]FN = 0.

6.2 Prı́klady

Prı́klad 6.12. Máme dané dve (1,1)-tenzorové polia K a L

K =


0 x 0

0 0 y2

−z 0 0

 , L =


0 0 y

−x2 0 0

0 −z 0

 .
Ďalej máme dané dve vektorové polia v R3 v súradniciach (x,y,z) ako

X =
[
z2, 3y, −x

]T
, Y =

[
4x, y2, −z

]T
.

Našı́m ciel’om je vypočı́tat’ Frölicher-Nijenhuisovu zátvorku [K,L]FN(X ,Y ). Výpočet bude

realizovaný pomocou vzt’ahu (6.2), kde si jednotlivé členy pre lepšiu prehl’adnost’ výpočtu

označı́me pı́smenami A-H

[K,L]FN(X ,Y ) =

A︷ ︸︸ ︷
[KX ,LY ] −

B︷ ︸︸ ︷
[KY,LX ] −

C︷ ︸︸ ︷
L[KX ,Y ] +

D︷ ︸︸ ︷
L[KY,X ]

− K[LX ,Y ]︸ ︷︷ ︸
E

+ K[LY,X ]︸ ︷︷ ︸
F

+LK[X ,Y ]︸ ︷︷ ︸
G

+KL[X ,Y ]︸ ︷︷ ︸
H

.
(6.4)

Jedná sa vlastne o výpočet siedmych Lieovych zátvoriek, ktoré budeme počı́tat’ podl’a vzt’a-

hu (4.2). Najskôr si napočı́tame vektorové polia KX , KY, LX , LY a ich Jakobiány D(KX),

D(KY ), D(LX), D(LY ) a tiež Jakobiány DX a DY .

KX =


3xy

−xy2

−z3

 , D(KX) =


3y 3x 0

−y2 −2xy 0

0 0 −3z2

 , DX =


0 0 2z

0 3 0

−1 0 0

 ,
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KY =


xy2

−y2z

−4xz

 , D(KY ) =


y2 2xy 0

0 −2yz −y2

−4z 0 −4x

 , DY =


4 0 0

0 2y 0

0 0 −1

 ,

LX =


−xy

−x2z2

−3yz

 , D(LX) =


−y −x 0

−2xz2 0 −2x2z

0 −3z −3y

 ,

LY =


−yz

−4x3

−y2z

 , D(LY ) =


0 −z −y

−12x2 0 0

0 −2yz −y2

 ,
Teraz postupne napočı́tame členy A-H, výpočet spočı́va iba v klasickom maticovom náso-

benı́, budeme uvádzat’ iba výsledky:

• A: [KX ,LY ] = D(LY )KX−D(KX)LY

[KX ,LY ] =


12x4 + xy2z+3y2z+ yz3

−8x4y−36x3y− y3z

2xy3z−2y2z3

 ,
• B: [KY,LX ] = D(LX)KY −D(KY )LX

[KY,LX ] =


2x3yz2 + xy2z

8x3z2−2x2y2z2−2x2yz3−3y3z

−4xyz+3y2z2

 ,
• C: L [KX ,Y ] = L

(
D(Y )KX−D(KX)Y

)
L [KX ,Y ] =


−2yz3

3x3y2

−4xy2z

 ,
• D: L [KY,X ] = L

(
D(X)KY −D(KY )X

)
L [KY,X ] =


−4x2y− xy3 +4yz3

6x3y2 +8x3z2 + x2y2z2

xy2z−3y2z2

 ,
• E: K [LX ,Y ] = K

(
D(Y )LX−D(LX)Y

)
K [LX ,Y ] =


−2x3yz2 +6x3z2

3y4z

−xy2z

 ,
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• F: K [LY,X ] = K
(
D(X)LY −D(LY )X

)
K [LY,X ] =


−12x4 +12x3z2

−xy4 +6y4z+ y3z

xyz+2y2z3−3yz2

 ,
• G: L K [X ,Y ] = L K

(
D(Y )X−D(X)Y

)
L K [X ,Y ] =


−6yz3

−3x3y2

−5xy2z

 ,
• H: K L [X ,Y ] = K L

(
D(Y )X−D(X)Y

)
K L [X ,Y ] =


−6x3z2

−3y4z

−5xyz

 .
Teraz už stačı́ vypočı́tané členy len sčı́tat’ podl’a vzt’ahu (6.4) a dostaneme výsledok. Fröli-

cher-Nijenhuisova zátvorka [K,L]FN(X ,Y ) sa teda rovná

[K,L]FN(X ,Y ) =


−4x2y− xy3 +3y2z+ yz3

−8x4y−36x3y+3x2y2z2 +2x2yz3− xy4 +3y3z

2xy3z+ xy2z−6y2z2−3yz2

 .
Prı́klad 6.13. Teraz si uvedieme prı́klad využitia Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky pri za-

vedenı́ torzie všeobecnej a klasickej lineárne konexie na fibrovanom priestore.

Budeme uvažovat’ tangenciálny fibrovaný priestor (T M,π,M), d’alej Weilovu algebru zdru-

ženú s funktorom T je D = R[t]/〈t2〉, teda faktorový okruh polynómov v premennej t, kde 〈t2〉
označuje ideál generovaný polynómom t2. D nazývame algebra duálnych čı́sel. Prvky algebry

duálnych čı́sel D majú tvar a+ bt a máme tu definované násobenie ako (a+ bt)(c+ dt) =

ac+(ad+bc)t. Prvok t ∈D definuje tzv. afinor Q(t) = Q na každom T M. Afinorom rozumie-

me Q : T M → T M l’ubovol’nú kanonickú tangenciálne-hodnotovú formu na M. Ak máme

všeobecnú konexiu Γ na T M, potom Frölicher-Nijenhuisovu zátvorku [Γ,Q] nazývame torzia τ

konexie Γ.

Torziu τ môžeme vyjadrit’ pomocou zátvorkových operátorov tak, že pre všetky vektorové

polia X ,Y na variete M platı́

2τ(X ,Y ) = [ΓX , p∗Y ]− [ΓY, p∗X ]− p∗([X ,Y ]),

kde p∗ : T M → V T M je pull-back, kde V T M je vertikálny fibrovaný priestor. Toto vyjadre-

nie môžeme prepı́sat’ v zmysle kovariantnej derivácie, pretože kovariantná derivácia ∇X p∗Y
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vzhl’adom ku konexii Γ je totožná so zátvorkou [ΓX , p∗Y ]. Vyjadrenie pomocou kovariantnej

derivácie potom vyzerá nasledovne

2τ(X ,Y ) = ∇X p∗Y −∇Y p∗X ]− p∗([X ,Y ]). (6.5)

Pre špeciálny prı́pad konexie, ktorým je klasická lineárna konexia, ktorej súradnice sú Chris-

toffelove symboly môžeme zjednodušit’ vyjadrenie použitı́m

∇X p∗Y = p∗(∇XY ), (6.6)

kde ∇XY je tenzorové pole odpovedajúce zavedeniu kovariantnej derivácii v klasickom zmysle.

Môžeme aplikovat’ vzt’ah (6.6) do vyjadrenia torzie pomocou kovariantnej derivácie (6.5)

2τ(X ,Y ) = p∗
(
∇XY −∇Y X ]− [X ,Y ]

)
takto dostaneme torziu pre klasickú lineárnu konexiu. [23]
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7 VARIAČNÝ POČET

V tejto kapitole budeme formulovat’ teóriu variačného počtu na fibrovaných varietach. Roz-

dielom oproti klasickému variačnému počtu je práca s geometrickými objektmi, ktoré umožňujú

bezsúradnicový prı́stup pri riešenı́ úloh variačného počtu.

Začneme definı́ciou základných pojmov, ako je lagrangián, funkcia akcie a variácia. Po-

tom odvodı́me prvú variačnú formulu, zavedieme pojem extremála a vysvetlı́me čoho sa týka

inverzný problém variačného počtu. V závere kapitoly sú uvedené aplikácie variačného počtu

na základné fyzikálne problémy.

7.1 Lagrangián

Pojem Lagrangián je jedným z kl’účových pojmov variačného počtu.

Definı́cia 7.1. (Lagrangián)
Nech (Y,π,M) je fibrovaná varieta, kde dimM = n a dimY = m+n. Lagrangiánom r-tého rádu

na fibrovanej variete rozumieme horizontálnu n-formu λ na r-tom jetovom predĺženı́ fibrovanej

variety JrY . V súradniciach môžeme Lagrangián zapı́sat’ ako

λ = L(xi,yσ ,yσ
j1, . . . ,y

σ
j1,..., jr)dx1∧ . . .∧dxn = L ω0. (7.1)

Funkcia L sa nazýva Lagrangeova funkcia. Forma ω0 = dx1 ∧ . . .∧ dxn sa nazýva objemový

element. [7]

Definı́cia 7.2. (Funkcia akcie)
Nech Ω je kúsok variety M a ΓΩ(π) je množina všetkých rezov fibrovanej variety (Y,π,M).

Potom pre každý rez γ ∈ ΓΩ(π) je pull-back Jrγ∗λ diferenciálnou n-formou na okolı́ Γ. Inte-

grovanı́m tejto n-formy na Γ dostaneme zobrazenie S : ΓΩ(π)→ R

S : γ →
∫
Ω

Jr
γ
∗
λ , (7.2)

ktoré sa nazýva funkcia akcie Lagrangiánu λ na Ω. [25]

Definı́cia 7.3. (Lagrangeova štruktúra)
Dvojicu (π,λ ) nazveme Lagrangeova štruktúra. [16]

Poznámka. Podobne ako v klasickom variačnom počte, aj na varietach riešime minimalizačný

problém. V tomto prı́pade však minimalizujeme namiesto funkcionálu funkciu akcie Lagran-

giánu. Za účelom hl’adania extrémov použı́vame prvú a druhú deriváciu, avšak priestor, na kto-

rom sa nachádzame, nemá Euklidovskú štruktúru a preto tu nepoznáme derivácie. Namiesto

klasických deriváciı́ preto budeme použı́vat’ tzv. variácie, z čoho je odvodený aj názov tejto

disciplı́ny - variačný počet.
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Definı́cia 7.4. (Prvá variácia)
Zobrazenie δS : ΓΩ(π)→ R definované ako

δS : γ →
∫
Ω

Jr
γ
∗
∂Jrξ λ , (7.3)

kde ∂Jrξ je Lieova derivácia v smere π-projektabilného vektorového pol’a ξ , sa nazýva prvá

variácia funkcie akcie Lagrangiánu λ . [16]

Poznámka. (Druhá a vyššie variácie) Na funkciu δS sa môžeme pozerat’ tiež ako na funkciu

akcie Lagrangiánu ∂Jrξ λ . V takom prı́pade pre d’alšie vektorové pole η môžeme určit’ prvú

variáciu funckie akcie δS ako zobrazenie

γ →
∫
Ω

Jr
γ
∗
∂Jrη∂Jrξ λ . (7.4)

Toto zobrazenie sa nazýva druhá variácia funkcie akcie S. Podobne môžeme definovat’ aj

variácie vyššı́ch rádov niekol’ko násobnou aplikáciou Lieovej derivácie vzhl’adom k rôznym

vektorovým poliam. [25]

7.2 Prvá variačná formula

Prvá variácia funkcie akcie nás privádza k jednej z najdôležitejšı́ch rovnı́c variačného počtu

a to k prvej variačnej formuli. Tú dostaneme rozloženı́m integrálu
∫
Ω

Jrγ∗∂Jrξ λ na súčet dvoch

členov. Jeden člen reprezentuje Euler-Lagrangeove rovnice a druhý člen reprezentuje zachová-

vajúce veličiny. Integrál môžeme rozložit’ nezávisle na súradniciach. Aplikovanı́m Cartanovej

formule dostávame∫
Ω

J1
γ
∗
∂J1ξ λ =

∫
Ω

J1
γ
∗iJ1ξ dλ +

∫
Ω

J1
γ
∗diJ1ξ λ =

∫
Ω

J1
γ
∗iJ1ξ dλ +

∫
Ω

dJ1
γ
∗iJ1ξ λ ,

kde však prvý integrál závisı́ na použitých súradniciach. [25]

Teorém 7.5. Nech λ = L ω0 je Lagrangián na J1Y . Potom existuje kontaktná forma ν

na J1Y taká, že pre každé γ je výraz J1γ∗∂J1ξ (λ + ν) nezávislý na deriváciách komponient

vektorového pol’a ξ . Platı́

ν =
∂L
∂yσ

j
ω

σ ∧ω j + µ, (7.5)

kde ω
σ = dyσ − yσ

j dx j

ω j = i∂/∂x j ω0,

µ je l’ubovol’ná forma kontaktnosti aspoň 2. [7]

Forma (7.5) sa nazýva Lepageov ekvivalent Lagrangiánu λ . Funkcia akcie Langrangiánu

λ a λ + ν sú rovnaké, rovnako aj variácie funkciı́ akciı́. Preto pri odvodenı́ invariantnej prvej
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variačnej formule môžeme použit’ formu λ + ν , tiež môžeme použit’ jej špeciálny tvar, Poincaré-

Cartanovu formu θλ . Poincaré-Cartanova forma je forma θλ = λ + ∂L
∂yσ

j
ωσ ∧ω j.

Integrálny tvar prvej variačnej formule je∫
Ω

J1
γ
∗
∂J1ξ λ =

∫
Ω

J1
γ
∗iJ1ξ dθλ +

∫
∂Ω

J1
γ
∗iJ1ξ θλ (7.6)

7.3 Extremály

Definı́cia 7.6. (Extremála)
Rez γ ∈ ΓΩ(π) definovaný na otvorenej množine U ⊂ X nazveme extremála, ak pre každé

π-projektabilné vektorové pole ξ na Y a každú Ω⊂U platı́: [16]

δS[γ] = 0. (7.7)

Poznámka. Extremály popisuje tiež nasledujúca rovnica, ktorá je dôsledkom definı́cie a prvej

variačnej formule: ∫
Ω

J1
γ
∗iJ1ξ dθλ = 0, (7.8)

pre každý π-projektabilné vektorové pole ξ na Y . [16]

Teorém 7.7. Nech λ je Lagrangián na J1Y , potom sú tvrdenia ekvivalentné: [7]

1. Rez γ : M→ Y je extremálou Lagrangiánu λ .

2. Pre každé projektibilné vektorové pole ξ na Y platı́ J1γ∗iJ1ξ dθλ = 0.

3. Pre každé vertikálne vektorové pole ξ na Y platı́ J1γ∗iJ1ξ dθλ = 0.

4. Zobrazenie γ spĺňa systém diferenciálnych rovnı́c - Euler-Lagrangeove rovnice

∂L
∂yσ

− d j
∂L
∂yσ

j
= 0, 1≤ σ ≤ m, (7.9)

kde d j je operátor j-tej totálnej derivácie

d j =
∂

∂x j + yν
j

∂

∂yν
+ yν

k j
∂

∂yν
k
. (7.10)

7.4 Inverzný problém

Pohybové rovnice fyzikálneho systému s m stupňami vol’nosti sú väčšinou popı́sané sústa-

vou m diferenciálnych rovnı́c druhého stupňa Eσ ◦ J2γ = 0, 1 ≤ σ ≤ m, kde Eσ sú funkcie

na predĺženı́ fibrovanej variety J2Y afinné v druhých deriváciách.
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Inverzný problém variačného počtu je riešenie opačnej otázky, a to, či ku každej diferenciál-

nej rovnici druhého stupňa existuje prı́slušný variačný funkcionál, t.j. či existuje lagrangián λ

taký, že existuje forma E = Eσ ωσ ∧ω0, ktorá je Euler-Lagrangeovou formou.

Teraz uvedieme niekol’ko tvrdenı́, ktoré nám pomôžu určit’, kedy je forma E variačná.

Teorém 7.8. Forma E = Eσ ωσ ∧ω0,1 ≤ σ ≤ m na JsY je variačná práve vtedy, ked’

existuje jej uzavretý Lepageov ekvivalent. [16]

Teorém 7.9. Nech E = Eσ ωσ ∧ω0 je forma na JsY . E je variačná práve vtedy, ked’ ku kaž-

dému bodu z z jej definičného oboru existuje okolie a mapa (V,ψ) na Y taká, že toto okolie je

podmnožinou π
−1
s,0 a platia tzv. Helmholtzove3 podmienky, pre 0≤ l ≤ s: [16]

∂Eσ

∂qν
l
− (−1)l ∂Eν

∂qσ
l
−

s

∑
j=l+1

(−1) j

(
j

l

)
d j−l

dt j−l

(
∂Eν

∂qσ
j

)
= 0 (7.11)

v mechanike,

∂Eσ

∂yν
p1...pl

− (−1)l ∂Eν

∂yσ
p1...pl

−
s

∑
j=l+1

(−1) j

(
j

l

)
dpl+1 . . .dp j

(
∂Eν

∂yσ
p1...pl pl+1...p j

)
= 0 (7.12)

v teórii polı́.

Teorém 7.10. Nech E = Eσ ωσ ∧ω0 je forma na JsY . E je lokálne variačná definovaná

na otvorenej podmnožine W priestoru JsY a existuje zobrazenie χ : [0,1]×W →W definované

χ(u,(x i,y µ ,y µ
p1
, . . . ,y µ

p1...ps
)) = (x i,uy µ ,uy µ

p1
, . . . ,uy µ

p1...ps
).

Potom povieme, že E je Euler-Lagrangeova forma lagrangiánu s-tého rádu, tzv. Vainberg-

Tontiho lagrangiánu [16]

Λ = yσ

( 1∫
0

(Eσ ◦χ)du

)
ω0. (7.13)

7.5 Aplikácie variačného počtu

Pomocou variačného počtu bolo odvodených mnoho fyzikálnych zákonov a pohybových

rovnı́c. Sú teda riešenı́m Euler-Lagrangeových rovnı́c správne formulovanej úlohy variačného

počtu. Predstavujú v istom zmysle najlepšiu trajektóriu fyzikálneho systému, ktorú reprezentujú

stacionárne body prı́slušného funkcionálu.

Medzi známe prı́klady využitia variačného počtu patrı́ odvodenie Snellovho zákona, ktorý

popisuje lom svetla na hranici medzi dvomi prostrediami, ktoré majú rôzne vlastnosti. Z pohl’a-

du variačného počtu môžeme tento problém popı́sat’ ako problém hl’adania trajektórie paprsku

svetla, ktorý prechádza rovinných rozhranı́m, za predpokladu minimalizácie času.

3Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) - nemecký fyziológ, fyzik a matematik
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Ďalšou známou aplikáciou je úloha o brachistochrone, je to problém hl’adania tvaru tra-

jektórie medzi dvomi danými bodmi, po ktorej sa hmotný bod najrýchlejšie dostane z pokoja

v bode, ktorý sa nachádza vyššie do nižšieho bodu, bez akejkol’vek inej ako gravitačnej sily,

vplyv trenia je tiež zanedbaný. Opät’ ide o úlohu, v ktorej sa minimalizuje čas.

V tejto časti uvedieme niekol’ko podrobnejšı́ch aplikáciı́ inverzného problému variačného

počtu vo fyzike - konkrétne na vlnovým a Maxwellovych rovniciach. Táto podkapitola je inšpi-

rovaná [16].

7.5.1 Vlnové rovnice

S vlnovými rovnicami sa stretávame v rôznych oblastiach fyziky - v elektrodynamike je to

vlnenie svetla, v mechanike sú to akustické vlny, ale tiež vlny na hladine kvapaliny. Budeme

uvažovat’ vlnovú rovnicu funkcie y(x, t), kde t je čas a x je priestorová súradnica, v ktorej smere

sa šı́ri vlnenie
∂ 2 y
∂ x2 −

1
v2

∂ 2 y
∂ t2 = 0, (7.14)

kde v je konštantná fázová rýchlost’, jej hodnota závisı́ na fyzikálnom probléme, ktorý riešime.

V mechanike volı́me v =
√

E
s , kde E je Youngov modul4 a s je hustota materiálu. Pre svetelné

vlny vo vákuu platı́ v = c, kde c je rýchlost’ svetla vo vákuu. Budeme uvažovat’ jednotky,

v ktorých c = 1.

Prejdeme do jazyka diferenciálnych foriem. L’avú stranu rovnice (7.14) môžeme vyjadrit’

ako E = E1ω 1 ∧ω0 na J2Y , kde máme fibrovaný priestor (Y,π,X) = (R2×R,π,R). Na Y

máme mapu (V,ψ), kde ψ = (t,x,y) a združená mapa na X je (π(V ),ϕ), kde ϕ = (t,x).

Ďalej máme fibrované mapy, mapu (π1,0x−1(V ),ψ1), kde ψ1 = (t,x,y,yt ,yx) na J1Y a mapu

(π2,0x−1(V ),ψ2), kde ψ2 = (t,x,y,yt ,yx,ytt ,ytx,yxx) na J2Y . Potom môžeme formu odpove-

dajúcu vlnovej rovnici zapı́sat’ ako

E = E1ω
1∧dt ∧dx = (yxx− ytt)ω

1∧dt ∧dx, ω
1 = dy− ytdt− yxdx.

Teraz overı́me, či je takto definovaná forma variačná, teda overı́me platnost’ Hemholtzovych

variačných podmienok (7.12)

∂Eσ

∂yν
− ∂Eν

∂yσ
+ di

∂Eν

∂yσ
i
− di d j

∂Eν

∂yσ
i j

= 0,

∂Eσ

∂yν
i
+

∂Eν

∂yσ
i
− 2 d j

∂Eν

∂yσ
i j

= 0,

∂Eσ

∂yν
i j
− ∂Eν

∂yσ
i j

= 0.

4Youngov modul je materiálová konštanta, ktorá charakterizuje mieru deformácie materiálu pri zat’ažovanı́.

Vypočı́ta sa ako pomer napätia a deformácie nı́m spôsobenej.
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Pre našu formu E je 1 ≤ i, j ≤ 2,σ = ν = 1. Tieto podmienky sú pre našu formu splnené

triviálne. Ďalšı́ krok je nájdenie Vainberg-Tontiho lagrangiánu Λ, ktorý dostaneme jednoduchou

integráciou formy E

Λ =
[
y

1∫
0

(u yxx−u ytt)du
]
dt ∧dx =

y
2
(yxx− ytt)dt ∧dx.

Ked’že tento lagrangián je druhého rádu, po odčı́tanı́ triviálneho lagrangiánu

λ0 =
1
2
(dx(yyx)−dt(yyt))

dostaneme lagrangián prvého rádu

λ =
1
2
(y2

t − y2
x)dt ∧dx. (7.15)

Z lagrangiánu nám plynie tvar Lagrangeovej funkcie L(t,x,y,yt ,yx) = 1
2(y

2
t − y2

x), ktorej in-

terpretáciou je rozdiel kinetickej a potenciálnej energie daného fyzikálneho problému, napr.

struny.

7.5.2 Maxwellove rovnice

Maxwellove rovnice predstavujú pohybové rovnice v elektrodynamike, ich znenie je

ε0 div E = ρ, curl B = µ0 j + µ0 ε0
∂E
∂ t

, (7.16)

curl E = −∂B
∂ t

, div B = 0, (7.17)

kde E je intenzita elektrického pol’a, B je magnetická indukcia, ρ je hustota vol’ného náboja, j je

hustota prúdu, µ0 je permeabilita prostredia a ε0 je permitivita prostredia. Máme tiež k dispozı́cii

rovnice

B = curl A, E = −gradU − ∂A
∂ t

, (7.18)

kde A je vektorový potenciál a U je skalárny potenciál. Teraz chceme ukázat’, že rovnice (7.18)

plynú z variačného princı́pu.

Najskôr si zavedieme fibrovanú varietu (Y,π,X) = (R4×R4,π,R4), kde báza X je časo-

priestor, na ktorom máme súradnice (x0,x1,x2,x3) ∈ X , kde prvá súradnica x0 odpovedá času t.

Pre metrický tenzor platı́ g = gi j dx i⊗ dx j. Na fibroch sú súradnice (A0,A1,A2,A3), ktorých

zložky sú Ai = gi j A j, Ai = gi j A j, kde (gi j) je inverzná matica k (gi j). Rovnice (7.16) môžeme

v značenı́ na zavedenej variete zapı́sat’

− 1
c

(
j i +

1
µ0

∂F i j

∂x j

)
= 0, 0≤ i, j ≤ 3, (7.19)
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kde (Fi j) a (F i j) sú kovariantné a kontravariantné zložky tenzoru elektromagnetického pol’a F ,

pre ktoré platı́ Fi j = gikg jlFkl a tiež Fi j =
∂A j
∂x i − ∂Ai

∂x j . Na predĺženom fibrovanom priestore

(J1Y,π,X) máme súradnice (x i,Ai,Ai, j), 0≤ i, j ≤ 3, kde Ai, j =
∂Ai
∂x j . Kovariantný tenzor (Fi j)

a kontravariantý tenzor (F i j) sú

(Fi j) =


0 E1/c E2/c E3/c

−E1/c 0 −B3 B2

−E2/c B3 0 −B1

−E3/c b2 B1 0

 , (F i j) =


0 −E1/c −E2/c −E3/c

E1/c 0 −B3 B2

E2/c B3 0 −B1

E3/c b2 B1 0

 .

Z toho vidı́me, že rovnica (7.19) pre i = 0 dáva ε0 divE = ρ a pre i = 1,2,3 dostávame rovnicu

curl B = µ0 j + µ0 ε0
∂E
∂ t v prı́pade, že c−2 = ε0µ0. Teraz môžeme sústavu pohybových rovnı́c

(7.19) prepı́sat’ pomocou diferenciálnej formy E, ktorej zložky sú

E i = − 1
2

[
g ik jk +

1
µ0

g i jg kl(Al, jk−A j,lk)
]
. (7.20)

Teraz môžeme overit’ platnost’ Helmholtzovych podmienok (7.12). Tie sú opät’ splnené.

Môžeme prejst’ k Vainberg-Tontiho lagrangiánu

Λ = − 1
c

Ai

1∫
0

[(
g il jl +

1
µ0

g i jg kl(Al, jk−A j,lk)
)

u

]
du

= − 1
c

[
Ai j i +

1
2µ0

g i jg klAi(Al, jk−A j,lk)
]
.

Odčı́tanı́m triviálneho lagrangiánu

λ0 = dk[Ai(Al, j−A j,l)] = Ai,k(Al, j − A j,l) + Ai(Al, jk − A j,lk),

dostaneme lagrangián prvého rádu

λ = − 1
c

(
j iAi +

1
4µ0

Fik F ik
)
. (7.21)
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8 MAXWELLOVE ROVNICE

Pojem konexia na fibrovanom priestore sme zaviedli na grupovej štruktúre. Toto zave-

denie však niekedy zakrýva geometrický význam tohto konceptu, a to najmä v prı́padoch,

ktoré nie sú charakteristické žiadnou symetriou. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ konexiou,

ktorá nie je zavedená nad grupovou štruktúrou. Táto konexia je potom zavedená v zmysle

(1,1)-tenzorového pol’a a tenzor krivosti je interpretovaný na základe Fröhlicher-Nijenhuisovej

zátvorky. Táto kapitola bude inšpirovaná [26], [11].

8.1 Pozorovatel’ na Lorentzovej variete

Nech M je Lorentzov priestoročas, teda 4-rozmerná (zakrivená) pseudo-Riemannova va-

rieta s metrickým tenzorom g so signatúrou (+ − −−). Priestoročas5 si môžeme predstavit’

ako svetelný kužel, zobrazený na obrázku 10. Priestoročas tvorı́ základný rámec pre možnosti

realizácie fyzikálnych zákonov nezávisle od vzt’ažnej sústavy, zjednocuje priestor a čas, ktoré

umožňuje vnı́mat’ nezávisle.

Budúcnosť

Minulosť

čas

Teraz priestor

Obr. 10: Priestoročas - svetelný kužel, Zdroj: [17]

Pozorovatel’om rozumieme kongruenciu času-podobných kriviek na M. (Individuálny po-

zorovatel’ je reprezentovaný jednou času-podobnou krivkou v M.) Pozorovatel’ môže byt’ tiež

reprezentovaný ako normalizované do budúcnosti orientované vektorové pole

T ∈ X(M), |T |2 = g(T,T ) = 1.

Pole smerov T := span {T} budeme nazývat’ časová distribúcia na M. Definujeme 1-formu

τ = g(T, ·) ∈ Λ1M. Distribúciu S := ker τ budeme nazývat’ priestorová distribúcia pozorova-

5Priestoročas zaviedol Herman Minkowski(1864-1909) - nemecko-pol’ský matematik, venoval sa teórii čı́sel a

klasickej geometrii
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tel’a T . Existujú dva spôsoby výberu pozorovatel’a, prvý obnáša stanovenie dvojice distribúciı́

T ∈ D1M a S ∈ D3M, ktoré sú vzájomne ortogonálne a v každom bode v M tvoria lineárny

obal tangenciálneho priestoru, teda platı́

T ⊥S a T ⊕S = T M.

Druhým spôsobom je zafixovanie dvojice {T,τ}, kde

TIME = T = span T

SPACE = S = ker τ.

Ak je priestorová distribúcia S integrabilná (pozri definı́cia 2.40), pozorovatel’ sa nazýva

holonómny, v opačnom prı́pade sa nazýva neholonómny. Poznamenajme, že podl’a Frobenio-

vho teorému (pozri teorém 2.42), priestorová distribúcia je integrabilná, ak τ ∧dτ = 0. V tejto

kapitole sa budeme d’alej zaoberat’ všeobecným pozorovatel’om.

Pomocou dvojice (T,τ) môžeme konštruovat’ (1,1)-tenzorové pole v priestoročase

κ = τ⊗T. (8.1)

Tvrdenie 8.1. Pozorovatel’ovo (1,1)-tenzorové pole spĺňa

(i) [T,κ]FN = (£T τ)⊗T ,

(ii) [κ,κ]FN =−2iT (dτ ∧ τ)⊗T ,

kde zátvorky predstavujú Fröhlicher-Nijenhuisovu zátvorku.

Dôkaz.

(i) [T,κ]FN = £T κ = £T (τ⊗T ) = (£T τ)⊗T + τ (£T T )︸ ︷︷ ︸
=0

= (£T τ)⊗T

(ii) [κ,κ]FN = [τ⊗T,τ⊗T ]FN = τ ∧ τ⊗ [T,T ]FN︸ ︷︷ ︸
a)

+ τ ∧£T τ⊗T︸ ︷︷ ︸
b)

− £T τ ∧ τ⊗T︸ ︷︷ ︸
c)

−

dτ ∧ iT τ⊗T︸ ︷︷ ︸
d)

− iT τ ∧dτ⊗T︸ ︷︷ ︸
e)

a) = 0

d) a e): vyrušia sa vd’aka antisymetrii ∧
b) a c) = −2£T τ ∧ τ⊗T

dostávame

[κ,κ]FN = −2£T τ ∧ τ⊗T = −2(iT dτ ∧ τ + diT τ ∧ τ)⊗T = −2iT (dτ ∧ τ)⊗T

�
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Teraz môžeme Lorentzov priestoročas s pozorovatel’om interpretovat’ ako fibrovaný priestor

s konexiou. Zaved’me reláciu ekvivalencie ∼ tak, že prvky sú ekvivalentné práve vtedy, ked’

patria k rovnakej integrálnej krivke z T . Môžeme definovat’ zdanlivý priestor pozorovatel’a T

ako 3-rozmernú varietu tried ekvivalencie ∼, to znamená, S = M/ ∼. Na priestoročas M sa

teda môžeme pozerat’ ako na fibrovaný priestor nad S s prirodzenou projekciou π : M → S,

t.j. (M,π,S), vybavený konexiou danou ”horizontálnou “ distribúciou S . Konexia splýva s

κ = τ⊗T definovanou rovnicou (8.1). Je zrejmé, že platı́ κ(S ) = 0 a κ(T ) = T .

Fibrovaný fibrovaný priestor (M,π,S) je hlavný fibrovaný priestor. Grupa {exp tT} definuje

akciu cez posun pozdĺž integrálnych kriviek z T . Hoci táto akcia grupy nie je vo všeobecnosti

kongruentná s horizontálnou distribúciou, to znamená κ nie je hlavná konexia. Odchýlka od to-

ho, aby bola κ hlavnou konexiou môže byt’ meraná Lieovou deriváciou κ pozdĺž T . Túto

odchýlku nazveme skrútenie pozorovatel’a

Torq(κ) = (£T τ)⊗T. (8.2)

L’ubovol’nú priestoru-podobnú 3-rozmernú varietu na M môžeme vnı́mat’ ako rez Ψ : S→
M. Potom kovariantná derivácia ∇Ψ meria ”nekompatibilitu“ Ψ ako kandidáta na priestor

vzhl’adom k pozorovatel’ovi T . Všimnime si, že ∇vΨ = g(T,Ψ∗v).

Skrútenie a krivost’ konexie κ môžeme definovat’ pomocou Fröhlicher-Nijenhuisovej zátvor-

ky takto

Torq(κ) = [T,κ]FN = (£T τ)⊗T, (8.3)

Curv(κ) =
1
2
[κ,κ]FN = −iT (dτ ∧ τ)⊗T. (8.4)

V d’alšom texte budú tieto definı́cie skrútenia a krivosti konexie κ analyzované podrobnejšie a

nakoniec sa pokúsime pomocou nich formulovat’ Maxwellove rovnice.

8.2 Všeobecná konexia na fibrovanom priestore

V tejto časti bude rozobratý koncept všeobecnej konexie na fibrovanom priestore bez gru-

povej štruktúry a formálne zavedieme a rozanalyzujeme krivost’ a skrútenie konexie.

8.2.1 Konexia

Nech M je n-rozmerná varieta. Uvažujme fibrovaný priestor π : E→M nad M s dimE = n+

N. Vo všeobecnosti konexiou na tomto fibrovanom priestore rozumieme l’ubovol’nú n-rozmernú

distribúciu H ⊂ DnE, danú H : p→ Hp, podpriestorov komplementárnych k fibrom. Preto ko-

nexia určuje dekompozı́ciu tangenciálnych priestorov pre každý bod p

TpE ∼= Hp ⊕ Vp,
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kde V ∈ DNE je vertikálna distribúcia definovaná Vp = {v ∈ TpE |π∗v = 0}. Z dekompozı́cie

plynie, že každý tangenciálny vektor X ∈ T E môžeme jednoznačne rozložit’ na jeho vertikálnu

a horizontálnu zložku X = XV +XH . Potom konexia H sa nazýva horizontálna distribúcia.

Tento rozklad môžeme zaviest’ aj pomocou endomorfizmu na E, teda pomocou lineárneho

zobrazenia κ : TpE→ TpE splňujúceho podmienky

(i) κ ◦ κ = κ,

(ii) κ|H = 0 a κ|V = id.

Aplikáciou zobrazenia κ na tangenciálny vektor X teda dostávame jeho vertikálnu zložku,

teda κ(X) = XV . Operátor κ je (1,1)-tenzorové pole.

8.2.2 Liftovanie vektorov

Horizontálna distribúcia H definuje liftovanie vektorov z bázovej variety M na totálny pries-

tor E. Pre l’ubovol’ný bod p ∈ E a π(p) ∈M môžeme pre l’ubovol’né v ∈ T M definovat’ lineárne

zobrazenie˜: Tπ(p)M→ TpE také, že

(i) ṽ ∈ H,

(ii) π∗(ṽ) = v.

Toto zobrazenie môžeme rozšı́rit’ na vektorové polia na M, ktoré sú liftované na horizontálne

vektorové polia na E. Definı́cie môžeme zhrnút’ ako postupnost’ zobrazenı́

0 → Tπ(p)M −̃−→ TpE κ−−→ TpE π∗−−→ Tπ(p)M → 0. (8.5)

Spomı́nané rozšı́renie operáciı́ ˜ a κ na vektorové polia je

(i) :̃ XM→ XHE,

(ii) κ : XE→ XV E,

kde XH značı́ horizontálne vektorové pole a XV vertikálne vektorové pole.

8.2.3 Kovariantná derivácia rezu

Horizontálna distribúcia jednoznačne definuje kovariantnú deriváciu rezu Ψ : M→E pozdĺž

vektoru v ∈ Tπ(p)M ako vertikálny vektor

∇vΨ = κ(Ψ∗(v)) ∈VΨ(π(p)) (8.6)
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v bode Ψ(π(p)) ∈ E. Ekvivalentne, ∇vΨ = Ψ∗v− ṽ, kde ṽ je liftovaný vektor k bodom rezu

Ψ(M). Vo všeobecnosti, kovariantná derivácia rezu Ψ je definovaná ako lineárne zobrazenie

Ψ : Tπ(p)M→ TΨ(π(p))E definované vzt’ahom

∇Ψ = κ ◦Ψ∗. (8.7)

Opät’, ako pri predchádzajúcich dvoch operáciách, aj tu môžeme prejst’ k rozšı́reniu kovariant-

nej derivácie na vektorové polia. Dostaneme lineárne zobrazenie z vektorových polı́ na M na

vertikálne vektorové polia pozdĺž obrazu Ψ(M) rezu.

∇Ψ = XM→ XE|Ψ(π(p)) (8.8)

Obr. 11: Kovariantná derivácia, Zdroj: [26]

8.2.4 Krivost’

Pripomeňme ako sme definovali krivost’ (8.4) a zaved’me ju formálnejšie.

Definı́cia 8.2. Ak κ je (1,1)-tenzor konexie, potom krivost’ou rozumieme (1,2)-tenzor

definovaný

Ω =
1
2
[κ,κ]FN .

Je zrejmé, že Ω je vertikálna forma, t.j. ivΩ = 0 pre l’ubovol’né v vertikálne. Ω je teda zobra-

zenie Ω : XE×XE→ XE.

Z toho, že vektorové formy tvoria gradovanú Lieovu algebru vyplýva Bianchiho identita

[Ω,κ]FN = 0. (8.9)

Čo môžeme rozpı́sat’ ako [Ω,κ]FN = [[κ,κ],κ]FN = 0 vd’aka Jakobiho identite (pozri veta 4.2).
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8.2.5 Hlavný fibrovaný priestor a skrútenie

Nech π : E→M je hlavný fibrovaný priestor, to znamená nech grupa G pôsobı́ vol’ne a tran-

zitı́vne na fibroch na E. Lieova algebra L grupy G je reprezentovaná vertikálnymi vektorovými

pol’ami

ρ : L→ XV E (8.10)

indukovanými difeomorfizmami akcie grupy. Konexia κ je hlavná, ak je invariantná voči ak-

cii grupy. Uvažujme všeobecnú konexiu na hlavnom fibrovanom priestore, ktorá nutne nemusı́

súhlasit’ s akciou grupy.

Definı́cia 8.3. Skrútenı́m všeobecnej konexie na hlavnom fibrovanom bandli rozumieme

tenzor

Torq(κ) ∈ L∗⊗T (1,1). (8.11)

Dosadenı́m a ∈ L do 8.11 dostaneme

Torq(κ)(a) = £ρ(a)κ. (8.12)

Z definı́cie vidı́me, že skrútenie je lineárne v a a meria odchýlku konexie od toho, aby bola

hlavnou konexiou. Ak {ep} je bázou v L a {ε p} je bázou v duálnom priestore L∗, potom platı́

(suma cez p)

Torq(κ) = ε
p⊗£ρ(ep)κ (8.13)

8.3 Maxwellove rovnice v M3 a M4

V tejto kapitole budeme pre lepšiu prehl’adnost’ značit’ diferenciálne formy ako E,B,J a vek-

torové polia vel’kým tučným pı́smom, t.j. E,B.

Uvažujme 3-dimenzionálnu varietu M3 s Riemannovou metrikou g, kde čas vystupuje ako

parameter, nie ako súradnica. Potom Maxwellove rovnice môžeme formulovat’ nasledovne

d∗∗∗E = ρ, dB = 0, (8.14)

dE = −∂B

∂ t
, d∗∗∗B = J+

∂ ∗∗∗E
∂ t

, (8.15)

kde E je diferenciálna 1-forma, B je diferenciálna 2-forma a d je priestorová derivácia.

Ked’ budeme uvažovat’ 4-dimenzionálny priestoročas M4, Maxwellove rovnice budú repre-

zentované len dvomi rovnicami

dF = 0, (8.16)

d ∗F = j, (8.17)

kde F ∈Ω2M4 je diferenciálna 2-forma, ktorá reprezentuje elektromagnetické pole a j ∈Ω3M

je diferenciálna 3-forma reprezentujúca hustotu elektrického prúdu.
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8.3.1 Zavedenie Maxwellovych rovnı́c M3

Budeme uvažovat’ elektrický náboj Q pôsobiaci na časticu a predpokladáme, že existuje 3-forma

σ , ktorej zintegrovanı́m cez l’ubovol’nú oblast’ U dostaneme množstvo náboja v tejto oblasti

Q(U) =
∫
U

σ . (8.18)

Zavedenı́m Riemannovej metriky, ktorú na variete predpokladáme, môžeme σ vyjadrit’ ako

σ = ρ(x) vol, kde ρ je hustota náboja. Ďalej budeme predpokladat’, že W je dvojstranná plo-

cha, potom môžeme zaviest’ prúdovú 2-formu J, kde
∫
W
J predstavuje mieru prietoku náboja cez

plochu W .

Budeme predpokladat’ platnost’ zákona zachovania elektrického náboja, preto ak 2-rozmer-

ná plocha W je hranicou kompaktnej 3-rozmernej oblasti U , t.j W = ∂U , potom pre každú

oblast’ U platı́, že miera, s akou náboj opúšt’a oblast’ U , musı́ byt’ rovná miere úbytku náboja

vo vnútri oblasti U , čo môžeme matematicky vyjadrit’∫
∂U

J = − d
dt

∫
U

σ = −
∫
U

∂σ

∂ t
. (8.19)

Ak J je spojite diferencovatel’ná, potom podl’a Stokesovho teorému platı́∫
∂U

J =
∫
U

dJ. (8.20)

Spojenı́m rovnı́c (8.19) a (8.20) dostaneme

∂σ

∂ t
+ dJ = 0, (8.21)

kde d značı́ priestorovú deriváciu.

Teraz môžeme zaviest’ prúdový vektor J, ktorý je pridružený k prúdovej 2-forme J, ako

J = iJvol. Čo môžeme v súradniciach vyjadrit’ ako iJvol =
√

gρ(v1 dy∧ dz + v2 dz∧ dy +

v3 dx∧dy).

Ďalej pre 2-formu J a J vektor pridružený k tejto forme môžeme zaviest’ divergenciu ako

dJ = (div J)vol. (8.22)

Potom použitı́m vzt’ahu (8.21) spolu s (8.22) dostávame rovnicu kontinuity

∂ρ

∂ t
+ div J = 0. (8.23)

Niekedy sa použı́va tiež vyjadrenie prúdu ako konvekčného prúdu6, teda J = ρv, kde v je

rýchlost’ nabitej látky. Súradnicové vyjadrenie pridruženej 2-formy je potom J = ρ(v1 dy∧
dz + v2 dz∧dy + v3 dx∧dy).

6Konvekčný prúd je prúd, ktorý je vyvolaný mechanickým prúdenı́m látky, v ktorej je náboj.

64



Ďalej budeme predpokladat’ rýchlost’ svetla c = 1 a elektromagnetické pole F izolované

od vonkajšı́ch sı́l. Potom môžeme zaviest’ Lorentzovu7 silu

F = q(E+v×B), (8.24)

ktorá udáva elektromagnetickú silu na bod hmoty s nábojom q pohybujúcim sa rýchlost’ou v.

Takto definujeme elektrické pole E v bode x v okamihu t, ktoré meriame ako silu na jednotku

náboja v pokoji a magnetické pole B, ktoré meriame ako sily na jednotky nábojov pohybujúcich

sa v smere jednotkových vektorov i, j a k. Sila F má smer nezávislý na orientácii priestoru M3.

Teraz by sme chceli zaviest’ elektromagnetické pole nezávisle na súradniciach, s tým nám

pomôže definovanie uvedených veličı́n pomocou ich kovariantných verziı́. Elektrické pole pri-

družı́me k 1-forme E, ktorej vyjadrenie v l’ubovol’ných súradniciach je

E = E1dx1 + E2dx2 + E3dx3. (8.25)

Formu E teraz vnı́mame ako intenzitu elektrického pol’a. Podobne magnetické pole pridružı́me

k 2-forme B

B = B23dx2∧dx3 + B31dx3∧dx1 + B12dx1∧dx2, (8.26)

ktorá reprezentuje intenzitu magnetického pol’a. Potom môžeme Lorentzovu silu zapı́sat’ ako

1-formu v tvar

f = q(E− ivB). (8.27)

V takto zavedenom systéme už môžeme formulovat’ Maxwellove rovnice.

1. Zákon spojitosti magnetického indukčného toku. Pre každú kompaktnú orientovanú

oblast’ U platı́ ∫∫
∂U

B = 0.

Budeme predpokladat’, že B má spojité prvé derivácie, potom
∫∫∫

U dB =
∫∫

∂U B = 0.

Ked’že toto platı́ pre l’ubovol’ne malú oblast’ U , platı́

dB = 0, (8.28)

čo môžeme zapı́sat’ tiež vektorovo div B = 0.

2. Faradayov zákon. Nech V je kompaktná orientovaná plocha s hranicou ∂V . Potom platı́∮
∂V

E = −
∫∫
V

∂B

∂ t
.

7Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) - holandský fyzik, laureát Nobelovej ceny za fyziku z roku 1902 spolu

s Pieterom Zeemanom za vysvetlenie Zeemanovho javu
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Ak E má spojité prvé parciálne derivácie, platı́
∫∫
V

dE+ ∂B
∂ t = 0, pre všetky plochy V .

Aplikovanı́m na malé obdĺžniky rovnobežné s rovinami xy, xz a yz, dostávame

dE = − ∂B

∂ t
, (8.29)

čo môžeme vektorovo zapı́sat’ ako curl E = − ∂B
∂ t .

Pre odvodenie zvyšných dvoch rovnı́c musı́me predpokladat’ Riemannovu metriku. Potom mô-

žeme zaviest’ dve pseudoformy

∗∗∗E = iE vol =
√

g(E1dx2∧dx3 + E2dx3∧dx1 + E3dx1∧dx2)

∗∗∗E = B1dx1 + B2dx2 + B3dx3.

Pseudoforma ∗∗∗E je 2-forma a ∗∗∗B je 1-forma.

3. Gaussov zákon. Nech U je l’ubovol’ná kompaktná oblast’, potom∫∫
∂U

∗∗∗E = 4π

∫∫∫
U

σ = 4πQ(U)

meria množstvo náboja, ktorý obsahuje oblast’ U . Ked’ budeme predpokladat’ spojité de-

rivácie, dostaneme

d∗∗∗E = 4πσ , (8.30)

čo môžeme zapı́sat’ vektorovo div E = 4πρ .

4. Ampér-Maxwellov zákon. Nech M je kompaktná dvojstranná plocha, potom∮
∂M

∗∗∗B =
∫∫
M

4π j+
∂ ∗∗∗E

∂ t
.

Za predpokladu spojitých deriváciı́ E, môžeme prepı́sat’

d∗∗∗B = 4π j+
∂ ∗∗∗E

∂ t
, (8.31)

vektorovo zapı́sané curl B = 4πJ+ ∂E
∂ t .

8.3.2 Zavedenie Maxwellovych rovnı́c v M4

Budeme pedpokladat’ rýchlost’ svetla c = 1. Uvažujme silu magnetického pol’a ako 2-formu

F = E∧dt + B,

kde E je 1-forma a B je 2-forma. Môžeme rozpı́sat’

F = (E1dx+E2dy+E3dz)∧dt + B1dy∧dz + B2dz∧dx + B3dx∧dy,
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alebo tiež

F = ∑
i< j

Fi jdxi∧dx j,

[Fi j] =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 .
V Minkowského priestore máme časovo-priestorovú deriváciu

d = d+dt ∧ ∂

∂ t
.

Zderivovanı́m sily magnetického pol’a F = E(t,x)∧dt + B(t,x), dostaneme

dF = dE∧dt +dB+dt ∧ ∂B

∂ t
=

(
dE+

∂B

∂ t

)
∧dt +dB.

Z tejto rovnice plynie

dF = 0 ⇔ dE = − ∂B

∂ t
a zároveň dB = 0. (8.32)

Vidı́me, že rovnica dF = 0 je ekvivalentná prvým dvom Maxwellovym rovniciam (8.28)

a (8.29).

Ďalej budeme vychádzat’ z Poincarého lemmy, ktorá zaistı́ platnost’ F = dA, pre nejakú 1-formu

A = φ dt +A, kde A = Aα(t,x)dxα , α = 1,2,3. Potom dosadenı́m dostávame

F = dA

E∧dt + B =

(
d+dt ∧ ∂

∂ t

)
(φ dt +A)

E∧dt + B = dφ ∧dt +dA+dt ∧ ∂A

∂ t

E∧dt + B =

(
dφ − ∂A

∂ t

)
∧dt +dA.

Z čoho plynie

E = dφ − ∂A

∂ t
B = dA.

Vektorovým vyjadrenı́m dostaneme rovnice E = ∇φ − ∂A
∂ t a B = curlA. Kde φ je skalár a A je

vektor potenciálu.

Ďalej budeme uvažovat’ nabitú látku s hustotou náboja ρ , ktorá sa pohybuje v R3 s lokálnym

vektorom rýchlosti v. Potom môžeme zaviest’ vektor prúdu j = ρv, d’alej zavedieme prúdový

4-vektor J = (ρ, j) a môžeme zaviest’ pridruženú prúdovú 3-formu S

S = iJ vol = ρ dx∧dy∧dz− ( j1dy∧dz+ j2dz∧dx+ j3dx∧dy)∧dt,

S = σ −J∧dt.
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Teraz môžeme definovat’ pseudo 2-formu ∗F

∗F = −∗∗∗B∧dt + ∗∗∗E, (8.33)

na ktorú aplikujeme časovo-priestorovú deriváciu a dostaneme

d ∗F = d∗∗∗E−
(

d∗∗∗B− ∂ ∗∗∗E
∂ t

)
∧dt.

Dosadenı́m Gaussovho a Ampér-Maxwellovho zákona, t.j. rovnı́c (8.30) a (8.31) dostaneme

2. Maxwellovu rovnicu

d ∗F = 4π(σ −J∧dt)

d ∗F = 4πS, (8.34)

ktorú môžeme tiež zapı́sat’ ako dS = 0, čo je opät’ zákon zachovania elektrického náboja. Od-

vodené zákony môžeme zhrnút’ v jednoduchom diagrame

A F 0

∗F j 0

d d

∗
d d

kde

F ∈Ω
2M je elektromagnetické pole,

∗F ∈Ω
2M je duálne elektromagnetické pole,

A ∈Ω
1M je elektromagnetický potenciál,

j ∈Ω
3M je hustota elektrického prúdu.

8.4 Rozklad elektromagnetického pol’a

Opät’ uvažujme Lorentzov priestoročas s pozorovatel’om {T,τ}, kde platı́ τ(T ) = 1. Vd’aka

vzt’ahu eτ ◦ iT + iT ◦ eτ = id, ktorý umožňuje rozložit’ formu τ na dve časti, z nich jedna je pa-

ralelná so smerom vektoru T a druhá je paralelná s opačným smerom. Potom vieme l’ubovol’nú

formu ω rozložit’ na dva členy

ω = eτ ◦ iT ω + iT ◦ eτω = eτ(Tyω)+ iT (τ ∧ω) = τ ∧ωT +ωS. (8.35)

Teraz môžeme tento vzt’ah aplikovat’ na elektromagnetické pole F ∈ Ω2, dostaneme opät’ roz-

klad na dve časti

F = Fe + Fm,
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z ktorých jedna bude čisto elektrická a druhá čisto magnetická

Fe = eτ ◦ iT F = eτ(TyF) = τ ∧ (TyF),

Fm = iT ◦ eτF = iT (τ ∧F) = Ty (τ ∧F).

Tento rozklad nám umožňuje chápat’ elektromagnetické pole F , ako súčet dvoch zložiek

F = E∧ τ + B,

kde E = −iT F, B = iT (τ ∧F).
(8.36)

V tomto vzt’ahu 1-forma E predstavuje elektrické pole a 2-forma B predstavuje pole magne-

tické. Podobne môžeme rozložit’ aj duálne pole G = ∗F na súčet dvoch zložiek

G = τ ∧H + D,

kde H = iT G, D = iT (τ ∧G),
(8.37)

kde H je 1-forma a D je 2-forma.

Zavedenı́m priestorovej a časovej vonkajšej derivácie a následnou aplikáciou na rozložené

formy môžeme Maxwellove rovnice vyjadrit’ pomocou skrútenia a krivosti. Najskôr teda zave-

dieme spomı́nané derivácie.

Definı́cia 8.4. (Priestorová a časová vonkajšia derivácia)
Nech ω ∈ ΩkM, potom pre pozorovatel’a {T,τ} môžeme zaviest’ priestorovú vonkajšiu de-

riváciu d3 a časovú vonkajšiu deriváciu nasledovne

d3ω = iT τ ∧ dω,

ω̇ = £T ω.

Lema 8.5. V referenčnom systéme pozorovatel’a {T,τ} uvažujme diferenciálnu rovnicu

dω = σ , ktorá umožňuje rozklad vonkajšej formy na dve časti, z ktorých prvá je čisto pries-

torová (aplikovanı́m iT bude rovná nule) a druhá je čisto časová (aplikovanı́m eτ bude rovná

nule). Rozpad je nasledovný

d3ωS = σS +Curv(τ)yω, (8.38)

−ω̇S +d3ωT = σT −Torq(τ)yω, (8.39)

kde

Curv(τ)yω = − iT (τ ∧dτ)∧ iT ω = − iT (τ ∧dτ)∧ωT , (8.40)

Torq(τ)yω = (£T τ)∧ iT ω = τ̇ ∧ωT . (8.41)
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Dôkaz. Budeme predpokladat’ σ = d(τ ∧ iT ω + iT τ ∧ω) z (8.35). Teraz na obe strany

rovnice aplikujeme iT ∧ τ a dostaneme

iT (τ ∧σ) = iT
(

τ ∧d(τ ∧ iT ω︸︷︷︸
ωT

+ iT τ ∧ω︸ ︷︷ ︸
ωS

)
)

σS = iT
(

τ ∧ (dτ ∧ωT − τ ∧dωT + dωS)
)

= iT
(
(τ ∧dτ)∧ωt − (τ ∧ τ)∧dωT︸ ︷︷ ︸

0

+ τ ∧dωS

)
= iT (τ ∧dτ)∧ωt︸ ︷︷ ︸

−Curv(τ)yω

+ iT (τ ∧dωS)︸ ︷︷ ︸
d3ωS

σS = −Curv(τ)yω + d3ωS.

Dokázali sme vzt’ah (8.38). Teraz na rovnicu z predpokladu σ = d(τ ∧ iT ω + iT τ ∧ω) apliku-

jeme iT , dostávame tak

iT σ = iT
(

d(τ ∧ iT ω︸︷︷︸
ωT

+ iT τ ∧ω︸ ︷︷ ︸
ωS

)
)

σT = iT
(

dτ ∧ωT − τ ∧dωT + dωS)
)

= (iT dτ)︸ ︷︷ ︸
τ̇ =£T τ

∧ωT − iT (τ ∧dωT )︸ ︷︷ ︸
d3ωT

+ iT dωS︸ ︷︷ ︸
ω̇S =£T ωS

= (£T τ)∧ωT︸ ︷︷ ︸
Torq(τ)yω

−d3ωT + ω̇S

σT = Torq(τ)yω − d3ωT + ω̇S.

Dokázaný je teda aj vzt’ah (8.39). �

Vd’aka vzt’ahom z lemy 8.5 môžeme vyjadrit’ Maxwellove rovnice pomocou skrútenia a kri-

vosti. Vyjadrenie

d3E = −Ḃ + Torq(τ)yF (8.42)

d3B = Curv(τ)yF (8.43)

d3H = Ḋ + J − Torq(τ)yG (8.44)

d3D = ρ + Curv(τ)yG (8.45)

Z rovnice (8.43) plynie, že Curv(τ)y F môžeme interpretovat’ ako zdanlivý magnetický

náboj, v rovnici (8.42) môžeme interpretovat’ Torq(τ)yF ako zdanlivý magnetický prúd. Z dru-

hej dvojice rovnı́c plynú podobné závery, z rovnice (8.45) vyplýva, že Curv(τ)yG interpre-

tujeme ako efektı́vny elektrický náboj a z rovnice (8.44), že Torq(τ)yG interpretujeme ako

efektı́vny elektrický prúd.
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Rovnica kontinuity má potom tvar

ρ̇ + d3J = −Torq(τ)yJ. (8.46)

Rovnice pre potenciál vyzerajú

E = − Ȧ+dφ − Torq(τ)ya, (8.47)

B = −d3A− Curv(τ)ya. (8.48)

8.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme sa pohybovali na Lorentzovej variete, kde sme pomocou diferenciál-

nych foriem a vektorových polı́ mohli konštruovat’ (1,1)-tenzorové pole. Na tomto tenzoro-

vom poli sme vd’aka Fröhlicher-Nijenhuisovej zátvorke mohli zaviest’ dve dôležité operácie -

skrútenie a krivost’ konexie. V d’alšej časti sme detailne rozobrali štruktúru priestoru, na kto-

rom sa nachádzame a definovali potrebné operácie. Následne sme zaviedli Maxwellove rovnice

na 3- a 4-dimenzionálnej variete, pracovali sme s diferenciálnymi formami, čo nám pomohlo

zaviest’ rovnice všeobecnejšie ako pri klasickom vektorom zavedenı́.

Nakoniec sme všetky poznatky spojili, rozložili sme elektromagnetické pole na čisto elek-

trickú a čisto magnetickú čast’, aplikovali sme na tieto časti priestorovú a časovú deriváciu, čı́m

sa nám podarilo vyjadrit’ Maxwellove rovnice pomocou skrútenia a krivosti, to znamená pomo-

cou Fröhlicher-Nijenhuisovej zátvorky. Toto vyjadrenie je významné najmä z hl’adiska toho, že

nie je závislé od vol’by súradného systému pozorovatel’a na variete.
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9 GEOMETRICKÝ VÝZNAM OBYČAJNÝCH

DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC

V tejto kapitole ukážeme súvislost’ medzi sústavou obyčajných diferenciálnych rovnı́c (d’a-

lej ODR) druhého rádu a Frölicher-Nijenhuisovou zátvorkou. Začneme zavedenı́m geometrickej

štruktúry a popisom ODR. Na tejto štruktúre pomocou Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky zave-

dieme operátor nazývaný kovariantná derivácia, ktorý nám umožnı́ geometricky pojednávat’ o

systéme ODR.

Nachádzame sa na variete M a všetky objekty uvažujeme ako hladké. Ďalej budeme uvažo-

vat’ tangenciálny fibrovaný priestor (T M,π,M), ktorý budeme označovat’ T M, množinu všet-

kých vektorových polı́ na variete M budeme podobne ako v predchádzajúcom texte značit’

X(M). Kanonická submerzia π : T M→M indukuje foliáciu (rozvrstvenie) na T M, ktorej listy

sú tangenciálne priestory π−1(p) = TpM v bode p ∈M.

Na variete M budeme použı́vat’ lokálne súradnice (xi) a na tangenciálnom fibrovanom pries-

tore súradnice (xi,y j). Zavedieme ešte tangenciálny fibrovaný priestor bez nulového rezu ako

T Mr{0} = {(x,y) ∈ T M| y 6= 0}.
Ďalej nás budú zaujı́mat’ krivky na variete. Nech I je neprázdny interval v R, potom môžeme

zaviest’ krivku c : I→M, ktorej súradnice sú c(t) = (xi(t)). Tangenciálnym liftom takto defi-

novanej krivky budeme nazývat’ krivku c′ : I→ T M, jej súradnice sú c′(t) = (xi(t),dxi/dt).

Veta 9.1. Krivku c nazveme regulárnou krivkou, ak platı́ c′(t) ∈ T Mr{0}.
Systém obyčajných diferenciálnych rovnı́c druhého rádu môžeme vyjadrit’ pomocou se-

mispreja, tento pojem si zavedieme.

Definı́cia 9.2. (Semisprej)
Nech M je varieta. Vektorové pole S ∈ X(T M r {0}) také, že každá integrálna krivka γ : I→
T Mr{0} v S je tvaru γ = (π ◦ γ)′ sa nazýva semisprej na variete M. [27]

Semisprej S je v lokálnych súradniciach daný vzt’ahom

S = yi ∂

∂xi − 2 Gi(x,y)
∂

∂yi , (9.1)

pre nejaké funkcie Gi definované na definičných oboroch (x,y).

Definı́cia 9.3. (Geodetika)
Pre integrálnu krivku γ : I→ T Mr{0} na S povieme, že krivka c : I→M je geodetika, ak platı́

c = π ◦ γ .

Veta 9.4. Regulárna krivka γ : I→ T Mr{0} je geodetika práve vtedy, ked’ platı́ S◦c′ = c′′

Veta 9.5. Regulárna krivka c : I→M je lokálne geodetikou S práve vtedy, ked’ spĺňa systém

ODR druhého rádu
d2xi

dt2 + 2 Gi
(

x,
dx
dt

)
= 0. (9.2)
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Môžeme vidiet’, že riešeniami systému ODR druhého rádu, ktorý je vyjadrený pomocou

semispreja, sú regulárne krivky na variete M.

Tangenciálnou štruktúrou rozumieme (1,1)-tenzorové pole na T M definované ako J =
∂

∂yi ⊗ dxi. Vertikálna distribúcia je distribúcia daná V : u ∈ T M 7→ VuT M = Ker Ju ⊂ TuT M.

Na takto definovanej tangenciálnej štruktúre môžeme zaviest’ všeobecnú konexiu nazývanú tiež

horizontálna distribúcia. Všeobecná konexia H je doplnkom k vertikálnej distribúcii, je daná

H : u ∈ T M r{0} 7→ VuT M ⊂ TuT M. Máme teda dekompozı́ciu TuT M = Hu⊕Vu pre všetky

u ∈ T M r {0}. Prı́slušné vertikálne a horizontálne projektory budeme značit’ v a h a ked’že

definujú dekompozı́ciu, platı́ h+ v = Id. Tieto projektory môžeme súradnicovo zapı́sat’ ako

h =
δ

δxi ⊗dxi, v =
∂

∂yi ⊗δyi, (9.3)

kde

δ

δxi = h
(

∂

∂xi

)
=

(
∂

∂xi

)
− N j

i (x,y)
∂

∂y j

δyi = dyi + Ni
j(x,y)dx j.

Pre semisprej S a prı́slušnú všeobecnú konexiu (h,v), budeme uvažovat’ vertikálne hodno-

tové (1,1)-tenzorové pole na T Mr{0}

Φ = −v◦£Sv = v◦£Sh = v◦£S ◦h, (9.4)

ktoré nazývame Jacobiho endomorfizmus. Teraz môžeme definovat’ Frölicher-Nijenhuisovu zá-

tvorku S a (1,1)-tenzorového pol’a A ako

[S,A]FN = £SA = £S ◦A − A◦£S. (9.5)

Jacobiho endomorfizmus môžeme vyjadrit’ v lokálnych súradniciach

Φ = Ri
j(x,y)

∂

∂yi ⊗dx j, Ri
j = 2

δGi

δx j −S(Ni
j)+Ni

kNk
j . (9.6)

Zložky Ri
j sú považované za druhé geometrické invarianty semispreju, nazývame ich zložky

krivosti. Pre dvojicu semispraju a konexie (S,(h,v)) budeme nakoniec uvažovat’ zobrazenie

∇ : X(T Mr{0})→ X(T Mr{0}) dané vzt’ahom

∇ = h ◦ £S ◦ h + v ◦ £S ◦ v = £S + h ◦ £Sh + v ◦ £Sv, (9.7)

ktoré nazývame dynamická kovariantná derivácia. [27]
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ZÁVER

V tejto práci sme sa zaoberali Frölicher-Nijenhuisovou zátvorkou a jej aplikáciami v geome-

trii a fyzike. Na začiatku bolo mojou úlohou najmä detailné naštudovanie rozsiahleho aparátu

diferenciálnej geometrie na varietach, ktorá sa tiež označuje ako tzv. moderná diferenciálna

geometria. Tento aparát bol základom pre zavedenie potrebných geometrických pojmov a tiež

zátvorkových operátorov - Lieova a Frölicher-Nijenhuisovou zátvorka.

Ciele práce by sme mohli rozdelit’ do troch čiastkových ciel’ov. Prvým ciel’om bolo pre-

hl’adné zavedenie pojmov z diferenciálnej geometrie spolu s ich vlastnost’ami preložené ilu-

stratı́vnymi prı́kladmi a obrázkami. Ďalšı́m ciel’om bolo dokumentovat’ podstatu vzt’ahu dife-

renciálnej geometrie a variačného počtu a vyzdvihnút’ univerzálnost’ metód variačného počtu

pri riešenı́ fyzikálnych problémov. Posledným, najdôležitejšı́m ciel’om bolo rozobratie aplikáciı́

Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky.

Prvé tri kapitoly boli venované definı́ciám základných pojmov a tvrdeniam týkajúcich sa ich

vlastnostı́. V týchto kapitolách sme sa snažili o prehl’adný text vysvetl’ujúci problematiku mo-

dernej diferenciálnej geometrie.

Nasledovalo zavedenie operátoru - Lieova zátvorka, objasnenie jej vlastnostı́ a najmä jej ge-

ometrického významu. Kapitola bola na záver doplnená prı́kladmi, ktoré majú slúžit’ k lepšiemu

náhl’adu do problematiky. V geometrickej časti práce bola d’alej uvedená kapitola vysvetl’ujúca

konexiu a štruktúry definované prostrednı́ctvom nej. Opät’ bol kladený dôraz na geometrickú

predstavu a interpretáciu. Zovšeobecnenı́m pojmu Lieovej zátvorky sme sa dostali ku kl’účo-

vému pojmu tejto diplomovej práce a to k pojmu Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky. V tejto

kapitole sa tiež pojednávalo o vlastnostiach operátoru a na záver bola doplnená prı́kladmi.

V siedmej kapitole bola detailnejšie rozobratá teória variačného počtu na varietach, ktorej

hlavnou výhodou je univerzálnost’ metód na zavedenej štruktúre. Na fyzikálnych aplikáciách,

konkrétne vlnových a Maxwellovych rovniciach, bola demonštrovaná úvaha, či pohybová rov-

nica systému je odvoditel’ná z nejakého variačného princı́pu. Tento problém sa nazýva inverzný

problém variačného počtu.

Ďalšia kapitola je pre prácu vel’mi dôležitá, práve v tejto kapitole bola dôkladne rozobratá

aplikácia Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky pri odvodenı́ Maxwellovych rovnı́c. Nachádzali sme

sa na Lorentzovej variete a zmyslom bolo zaviest’ takú štruktúru, pomocou ktorej bude možné

odvodit’ Maxwellove rovnice nezávisle na výbere súradnicového systému pozorovatel’om.

V poslednej kapitole bola popı́saná ešte jedna aplikácia Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky

z inej oblasti. Konkrétne sa jednalo o popis geometrického významu obyčajných diferenciál-

nych rovnı́c. O systéme diferenciálnych rovnı́c môžeme geometricky pojednávat’ v zmysle ten-

zorového operátoru nazývaného dynamická kovariantná derivácia. Tento operátor je definovaný

práve pomocou Frölicher-Nijenhuisovej zátvorky.
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[12] KUREŠ, Miroslav. From optimal control problems to foliations, some kinds of multifo-

liations and relations to generalised jets. Journal of Quality Measurement and Analysis

[online]. 2010, 6(2), 19-32 [cit. 2017-12-03].

[13] WARNICK, Karl F. a Peter RUSSER. Two, Three and Four-Dimensional Electromagnetics

Using Differential Forms. (2006).

75
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2017-09-22].

[18] MANSFIELD, Elizabeth Louise. A practical guide to the invariant calculus. New York:

Cambridge University Press, 2010. ISBN 978-0-521-85701-7.

[19] LAVALLE, Steven M. Planning Algorithms [online]. Cambridge: Cambridge University

Press, 2006 [cit. 2018-04-19]. ISBN 9780511546877.

[20] KIRILLOV, Alexander A. An introduction to Lie groups and Lie algebras [online]. New

York: Cambridge University Press, 2008 [cit. 2018-04-06]. ISBN 05-218-8969-3.

[21] ANDREWS, Ben. Lectures on Differential Geometry [elektronický študijný text]. Do-
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[22] MICHOR, P. W., Remarks on the Frölicher-Nijenhuis bracket. Differential geometry and

its applications (Brno, 1986), 197-220, Math. Appl. (East European Ser.), 27, Reidel, Dor-

drecht, 1987
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ZOZNAM POUŽITÝCH SYMBOLOV

SYMBOL VÝZNAM

V vektorový priestor

V ∗ duálny vektorový priestor k priestoru V

v⊗w tenzorový súčin vektorov v,w

∧ vonkajšie násobenie

M diferencovatel’ná varieta

TxM tangenciálny priestor k variete M v bode x

T ∗x M kotangenciálny priestor k variete M v bode x

T M tangenciálny fibrovaný priestor k variete M

T ∗M kotangenciálny fibrovaný priestor k variete M

Y , (Y,π,M), π : Y →M fibrovaná varieta

E vektorový fibrovaný priestor

X vektorové pole

X(M) množina všetkých vektorových polı́

[X ,Y ] Lieova zátvorka vektorových polı́ X ,Y

[K,L]FN Fröhlicher-Nijenhuisova zátvorka (1,1)-tenzorových polı́ K,L

Jr(M,N) množina všetkých r-jetov z M do N

∇ klasická lineárna konexia

Φ všeobecná konexia

g Riemannova metrika

V E vertikálny fibrovaný priestor

HE horizontálny fibrovaný priestor

φ tok generovaný vektorovým pol’om

φ∗ pull-back

φ∗ push-forward
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