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Abstrakt

Diplomova praca objasiiuje vyznam Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky a jej aplikécii vo fyzikal-
nych problémoch. Zdkladnym apardtom pre tieto aplikacie je diferencidlna geometria na varie-
tach, tenzorovy pocet a diferencidlne formy, Comu je venovana prva Cast prace. V druhej asti
je suhrn zdkladnej tedrie variacného poctu na varietach spolu s vybranymi aplikdciami v oblasti
fyziky. Posledna Cast prace je venovana aplikdcidam Frolicher-Nijenhuisovej zédtvorky pri od-

vodeni Maxwellovych rovnic a tieZ pri popise geometrie obycCajnych diferencidlnych rovnic.

Abstract

This Master’s thesis clarifies the significance of Frolicher-Nijenhuis bracket and its applica-
tions in problems of physics. The basic apparatus for these applications is differential geome-
try on manifolds, tensor calculus and differential forms, which are contained in the first part
of the thesis. The second part summarizes the basic theory of calculus of variations on mani-
folds and its selected applications in the field of physics. The last part of the thesis is devo-
ted to the applications of Frolicher-Nijenhuis bracket in the derivation of Maxwell’s equations

and to the description of the geometry of ordinary differential equations.
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UvVOD

Hlavnym cielom préce je objasnif vyznam Frolicher-Nijenhuisovej zétvorky a prehl'adne
ukdazaf jej aplikdcie v diferencidlnej geometrii a variaénom pocte. Pre splnenie tohto ciel'a viak
bude potrebné nastudovat a zaviest Siroky aparét diferencidlnej geometrie, na ktorom budeme
fyzikdlne aplikécie stavat.

Prva kapitola prace bude venovand tenzorovému poctu, ako apardtu sliziacemu k popisu
veliéin, s ktorymi budeme v praci d alej pracovat. Budu to veli¢iny, ktorych matematicky popis
si vyzaduje zlozitejSiu algebraicku Struktiru ako su skalary a vektory.

V druhej kapitole sa budeme zaoberai modernou diferencidlnou geometriou, postupne za-
vedieme zdkladné pojmy ako je varieta, fibrovany priestor a jety. Ddlezitym aspektom tejto
matematickej discipliny je, Ze manipuldcia so zavedenymi pojmami je oslobodend od potreby
definovania konkrétneho siradnicového systému. Prave vd aka tejto vlastnosti diferencilna ge-
ometria predstavuje spoloény jazyk velkej Casti modernej fyziky, coho dokazom budi aj fy-
zikélnej aplikdcie v tejto praci.

Tretia kapitola bude pojednavat o diferencidlnych formdch, ktoré si vlastne matematickym
zovSeobecnenim funkcii na hladkych varietach. V tejto kapitole ich formalne definujeme, popi-
Seme ich vlastnosti a zavedieme operacie, ktoré s nimi mdZeme vykondvat.

Dal3ia kapitola bude venovand Lieovej zdtvorke, teda operdtoru vektorovych poli. Jej ge-
ometricky vyznam, t.j. popis nekomutativity tokov generovanych vektorovymi polami, bude
ilustrovany na ndzornom priklade z oblasti diferencidlne riadenych robotov.

V piatej kapitole bude objasneny pojem konexie, ktora definuje ,,priamy smer ““ v zakrive-
nom priestore. Na zdklade tohto pojmu ndsledne definujeme dve ddlezité vlastnosti - krivost
a torziu konexie.

Siesta kapitola sa bude zaoberat kli¢ovym pojmom celej diplomovej prace - Frolicher-
Nijenhuisovou zédtvorkou. V tejto kapitole je zdtvorka definovana a st popisané jej vlastnosti,
pre lepSie pochopenie je tiez uvedeny nazorny priklad.

Vyznamna rola variacného poctu a diferencidlnej geometrie vo fyzikalnych ulohdch bude
rozobrata v kapitole ¢islo sedem. VariaCny pocet je disciplina, ktord sa zaobera vySetrovanim
extrémov funkciondlov, ktoré popisuji nejaki fyzikélnu situdciu. V tejto kapitole budi uvedené
fyzikélne aplikdcie demonstrujice vyznam variacného poctu.

Posledné dve kapitoly budi objastiovaf rolu Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky v aplika-
ciadch. Najskor sa budeme nachddzaf na Lorentzovej variete, kde vd aka tejto zdtvorke zave-
dieme Maxwellove rovnice, popisujice zdkony elektromagnetického pola, nezavisle na vol'be
suradnicového systému. V poslednej kapitole zhrnieme druhd aplikiciu, kde pomocou Froli-
cher-Nijenhuisovej zatvorky mdZeme zaviesf dynamickd kovariantnd deriviciu. Vd aka tomuto

operatoru budeme moct geometricky pracovat so systémom diferencidlnych rovnic.

15



1 TENZOROVY POCET

Vo fyzike, mechanike a tieZ v mnohych inych disciplinach pracujeme s veli¢inami, k popisu
ktorych je potrebnych viac hodndt ako pri pouZiti skaldrov alebo vektorov. Takéto veliCiny
moZeme popisal tenzormi, ¢o je vSeobecnejsia veliina. Tenzorovy pocet sa zaoberd prave

tymito veli¢inami, ich vlastnosfami a operaciami, ktoré s nimi mdZeme vykondvat.

1.1 Tenzory

V tejto Casti zavedieme zédkladny pojem tenzor, pre lepSiu predstavu uvedieme niekol'ko
jednoduchych prikladov a vlastnosti. K presnej definicii v§ak budeme najskor potrebovaf pojem
vektorového priestoru a priestoru k nemu dudlnemu.

Definicia 1.1. (Vektorovy priestor)

Mnozinu V a pole R, na ktorych zavedieme nasledujice dve opericie, s¢itanie vektorov
+:VxV =V, (v,w) —v+w (1.1)

a nasobenie skalarom

SRXV =V, (c,v) = cv (1.2)

nazyvame vektorovy priestor, ak (V,+) je abelovska grupa a pre nasobenie skaldarom plati

lv =,

cv+u) =cv+cu,
(1.3)

(v+u)c=cv+cu,

(c1c2)v = cy(cav),

pre vSetky u,v € V a pre vSetky c,c1,co € R. [1]

Definicia 1.2. (Dualny vektorovy priestor)
Nech V je vektorovy priestor. Priestor vSetkych linearnych foriem « : V — R sa nazyva dudlny
vektorovy priestor k vektorovému priestoru V. Znacime V* a je to opif vektorovy priestor s rov-
nakou dimenziou ako dimV'.

Definicia 1.3. (Multilinearne zobrazenie)
Nech Vi, V,,---,V,,W st vektorové priestory. Zobrazenie ¢ : Vi x V, x ... xV,, — W nazveme
multilinedrne, ak je linedrne v kazdom svojom argumente. [2]

Definicia 1.4. (Tenzor)
Tenzor T typu (r,s) mdZeme definoval ako multilinedrne zobrazenie

T: V/=V® --QVeV'® -V’ =R, (1.4)

TV TV
r-krat s-krat
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kde V je vektorovy priestor kone¢nej dimenzie a V* je vektorovy priestor dudlny k priestoru V.
T sa nazyva r-krit kontravariantny a s-krat kovarianmy tenzor na V. Cislo r + s nazyvame
stuperl tenzoru. [2]

I sumaénd konvencia, teda

Poznamka. V diplomovej praci bude pouzivana tzv. Einsteinova
budeme vynechdvat symbol ¥, ale s&itaf sa bude automaticky, ked bude jeden index vo vyraze

pouzity 2-krét, raz ako horny a druhy-krat ako dolny index. Napriklad

. 3 .
eV = Zeiv’.
i=1

Poznamka. Tenzory moZeme popisovat pomocou siradnic. Ak {ey,...,e,} je bdzaV
a{e!,... €"} je dudlna bdza V*, potom mdZeme vieobecne tenzor T € V; zapisat jednoznacne
v tvare:

T=T!""®. Qe¢oe®.. 0" (1.5)

AN []yeeeyly
jo- Cisla T; 0

PouZili sme Einsteinovu sumacnt konvenciu, suma vyrazu je cez Y, f

U O
sa nazyvaju suradnice alebo komponenty tenzoru T. [2]
Poznamka. (Priklady tenzorov)
Skaldry si tenzory typu (0,0).
Vektory sd 1-krét kontravariantné tenzory, teda tenzory typu (1,0), si teda zobrazenim V* — R.
Vektorovd forma je tenzorom typu (1,k), kde k € N.
Linedrne formy/Funkcie/Funkciondly/I-formy s 1-krat kovariantné tenzory, teda tenzory typu
(0,1). Su zobrazenim V — R, teda st prvkami V*.
Bilinedrna forma je tenzorom typu (0,2). Prikladom je metricky tenzor.
ZmieSany sucin vektorov v R? u.(v x w) je tenzor typu (0,3).
Poznamka. Tenzor typu (r,s), kde s > 1, r > 1 sa nazyva zmieSany.

Definicia 1.5. (Symetricky tenzor)
Ak sa hodnota tenzoru nezmeni vymenenim dvoch kovariantnych argumentov alebo dvoch kon-
travariantnych argumentov, potom tento tenzor nazveme symetricky v tychto dvoch argumen-
toch. [2]

Definicia 1.6. (Antisymetricky tenzor)
Ak sa vymenenim dvoch kovariantnych argumentov alebo dvoch kontravariantnych argumentov
tenzoru zmeni jeho znamienko, potom tento tenzor nazveme antisymetricky v tychto dvoch

argumentoch. [2]

! Albert Einstein (1879-1955) - teoreticky fyzik narodeny v Nemecku, je povazovany za jedného z najvyznam-

nejsich vedcov 20. storocia, za jeho najvyznamnejsiu pracu sa povazuje formulécia v§eobecnej tedrie relativity
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1.2 Operacie s tenzormi

Definicia 1.7. (Tenzorovy sucet)
Nech Ty, T3, T su tenzory typu (s,r), dalej majme ich stradnice A”’ ,l;' €T, B"’ ’j" €D,

C;llljrY € Tz, pre ktoré plati

i]7 lr l17 Jr l1>
th 7]3 o A yeend. +B.]17 ]s

(1.6)
Potom tenzor 73 nazveme tenzorovym siictom tenzorov 11 a Tx.
Poznamka. (Tenzorovy stcet)
Vidime, Ze tenzorovy sucet je definovany iba pre tenzory rovnakého typu. Tenzorovy sucet je
komutativny.

Definicia 1.8. (Nasobenie skalarom)
Nech T je tenzor typu (s, r), d alej majme tenzor o typu (0,0) (skalér) a siradnice A”’ fj’-X erT.

Tenzor T vznikne ndsobenim tenzoru T skaldrom ¢, tento tenzor md sdradnice A”’ ’]’. eT,
7 9 JSs
pre ktoré plati

"'i],...,ir _ 11
Aj = AR (1.7)

Takto definovanud operdciu nazveme ndsobenie tenzoru skaldrom.
Poznamka. (Ndsobenie skalarom)
Vidime, Ze pri nasobeni tenzoru skalarom sa nemeni typ tenzoru.

Definicia 1.9. (Tenzorovy sacin)
Nech V,W sui vektorové priestory. Mnozinu vsetkych bilinearnych zobrazeni priestoru V* x
W* — R oznalime symbolom V ® W a budeme ju nazyvat tenzorovy siicin vektorovych prie-
storov V a W. Pre dvojicu vektorov v € V,w € W mdZeme tenzorovy sicin definovat analogicky
a oznacime v @ w.

Ak eq,..., ey je bazou vektorového priestoru V a fi,..., f, je bdzou vektorového priestoru
W, potom prvky e; ® fjprei=1,...,n; j=1,...,m tvoria bazu vektorového priestoru V@ W,
ktorého dimenzia je m.n. [3]
Poznamka. (Tenzorovy sicin)
Tenzorovy sucin je asociativna, nie v§ak komutativna operacia.
Poznamka. Priestor vetkych tenzorov typu (r,s) zna¢ime ®"V ® ®@°V*. Alebo tiez T,V , potom
oV =V* TV =V, TPV =R. [4]
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2 DIFERENCIALNA GEOMETRIA

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf zakladnymi pojmami modernej diferencidlnej geomet-
rie. KIi¢ovy pojem tejto discipliny je varieta, ktort najskor zavedieme a potom na nej postupne
vybudujeme potrebné Struktiry - mapy, tangencidlny priestor, fibrovany priestor, rezy variety,
jetové predfienia, vektorové polia, toky nimi generované a na zaver distribucie.

Tieto pojmy st velmi dbleZité pre celistvé pochopenie diferencidlnej geometrie na varietach,
ktora je vlastne spojenim geometrie a matematickej analyzy. Znalost pojmov z tejto Kapitoly
sa ukdze uzitocna neskor pri fyzikalnych aplikaciach variacného poctu, ako aj pri aplikaciach

Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky.

2.1 Diferencovatelné variety

Definicia 2.1. (Topologicky priestor)
Topologicky priestor je mnozina M spolu so systémom 7" otvorenych podmnozin 7; C M s vlast-

nosfami:
1. OMCT,
2. TieT,iel= JU;eT,
icl

3. ;eT,iel,Ijekonecnd= NU; €T.
icl
Definicia 2.2. (Hausdorffov priestor)

Topologicky priestor X sa nazyva Hausdorffov, ak v lom plati axiém oddeliteInosti:

x1,X € X,x1 Zx3 = 30(x1),0(x2) : O(x1)NO(xp) = 0. 2.1

Definicia 2.3. (Separabilny priestor)

Topologicky priestor je separabilny, ak ma spocitatel'ni hustid podmnoZinu.
Definicia 2.4. (Homeomofizmus)

Homeomorfizmus je spojité bijektivne zobrazenie, ktorého inverzné zobrazenie je tieZ spojité.
Definicia 2.5. (Topologicka varieta)

Topologickd varieta je separabilny Hausdorffov priestor M, ktory je lokdlne homeomorfny s R”.

Teda Vx € M existuje homeomorfizmus
¢:U— o(U)CR", (2.2)
kde U je otvorené okolie bodu x v M a @ (U) je otvorend podmnoZzina R”. [5]
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X

Obr. 1: Topologicka varieta - mapa, Zdroj: vlastny

Definicia 2.6. (Mapa, siradnicovy systém)
Dvojica (U, @) z predchddzajiicej definicie sa nazyva mapa alebo tiez siradnicovy systém na M,
kde U je defini¢ny obor a obraz ¢(p) nejakého bodu p € M mdze byt vyjadreny n-ticou redlnych
&isel (x!,...,x"), ktord nazyvame siiradnice bodu p. [5]
Definicia 2.7. (Atlas)
Sustava map (Ug, Qo) qca Na variete M taka, ze Uy, tvori pokrytie variety M sa nazyva atlas. [5]
Priklad 2.8. (Priklady variet)
Jednorozmerna varieta - kruznica, elipsa, parabola, Srébovica alebo ich Casti.
Dvojrozmernd varieta - sféra, anuloid, rotacny paraboloid, rotacny hyperboloid, valcovd plocha
alebo ich Casti.
Definicia 2.9. (C-atlas)

Atlas (Ug, Qo) qea Na variete M sa nazyva C¥-atlas, ak vietky prechodové zobrazenia

Pop:  P(Uap) = 9a(Ugp)

st diferencovatelné triedy C*. [5]

Definicia 2.10. (C*-ekvivalencia)
Dva Ck-atlasy sa nazyvaji C*-ekvivalentné, ak ich zjednotenie je opif C*-atlasom na variete M.
[5]

Definicia 2.11. (C*-$truktiira)
Trieda ekvivalencie C*-atlasov sa nazyva C*-Struktiira na variete M. [5]

Definicia 2.12. (Diferencovatelna varieta)
Diferencovatelnou varietou triedy C* nazyvame topologickii varietu spolu s C* $truktirou a kaz-
d4 mapa na tejto variete je mapou patriacou do nejakého atlasu truktiry C*. [5]

Definicia 2.13. (Podvarieta)

Nech M je n-rozmernd varieta a m celé Cislo také, ze plati 1 < m < n PodmnozZina Y C M
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sa nazyva m-rozmerné podvarieta variety M, ak ku kazdému bodu xy € Y existuje stiradnicovy
systém (U, @), kde ¢ = (x') v bode xg na M tak, e UNY = {x € Ux"*(x) = 0,...,
x"(x) = 0}. [6]

Definicia 2.14. (Kusok variety)
Nech M je n-rozmernd varieta. Kompaktna stivisla n-rozmerna podvarieta Q variety M s hrani-

cou dQ sa nazyva kiisok variety M. [7]

2.2 Tangencialny priestor

Teraz je potrebné zaviest konStrukciu lokédlneho siradnicového systému a map na variete.
K tomu je nutné poznat ako sd na variete zavedené vektory.

Na zakrivenej variete vSak nemdZeme definovat vektorovy priestor spdsobom uvedenym
v definicii 1.1. Nie je jednoznalné, ako s&itaf vektory v rdznych bodoch variety. To vedie
ku konceptu tangencidlneho priestoru, pretoze lokédlne definované vektory maju stdle vyznam
v zmysle infinitizimédlneho posunutia v rdmci dostato¢ne malého okolia bodu.

Definicia 2.15. (Tangencialny vektor)
Nech M je varieta, a € M a nech y: (—¢,€) C R — M je hladké zobrazenie, pre ktoré plati
7(0) = a. Povieme, Ze linedrne zobrazenie X, : C*(M) — R je tangencidlny vektor ku krivke y

v bode a variety M, ak plati

d(foy)
Xa(f) = dt
pre vSetky funkcie f € C*(M) — R. [3]

Definicia 2.16. (Tangencialny priestor)

(O) Y

Nech M je diferencovatelnd varieta, x € M. MnozZinu vSetkych tangencidlnych vektorov v bode
x ku vSetkym krivkdm ¥ na variete M, pre ktoré plati y(0) = x, oznac¢ime T,M a nazveme tan-
gencidlny priestor k variete M v bode x. [3]
Poznamka. Vektory na variete sme definovali na zdklade linearneho zobrazenia z priestoru
hladkych funkcii do redlnych Cisel. VSetkych prvkov z dudlneho priestoru k priestoru C*(M) je
vSak podstatne viac ako tangencidlnych vektorov, ktoré sme definovali pomocou tangencidlnych
vektorov ku krivke. Existuje d'alSia, v§eobecnejSia mozZnost ako charakterizovat tangencidlne
vektory, a to pomocou Leibnizovej2 vlastnosti derivacii (vlastnost (2.3)). [3]

Tvrdenie 2.17. Linedrne zobrazenie X, : C*(M) — R patri do T:M prédve vtedy, ked
pre vsetky f,g € C*(M) plati:[3]

Xi(f-8) = Xe(f)-8(x) + f(m) X (8)- (2.3)

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) - nemecky filozof, vedec a matematik, nezavisle na Newtonovi objavil

diferencidlny a integralny pocet, dodnes sa pouZiva jeho znaCenie
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Definicia 2.18. (Kotangencialny priestor)
Nech T:M je tangencidlny priestor k variete M v bode x. Priestor dudlny k tangencidlnemu
priestoru 7:M, priestor kovektorov v pobe x € M, nazveme kotangecidlny priestor variety M

v bode x a budeme znacif 7'M

2.3 Fibrovany priestor

Definicia 2.19. (Submerzia)
Zobrazenie f:Y — M medzi varietami sa nazyva submerzia v bode x € Y, ak hodnost linearneho
zobrazenia Ty f : I.Y — Ty(,\M je rovna dimM. Této hodnost je rovna hodnosti Jacobiho matice
Tubovol'ného stradnicového vyjadrenia zobrazenia f. Zobrazenie f sa nazyva submerzia, ak je
submerziou v kaZzdom bode x € Y. [5]

Definicia 2.20. (Imerzia)
Zobrazenie f :Y — M medzi varietami sa nazyva imerzia v bode x € Y, ak hodnos{ zobra-
zenia Ty f : .Y — Ty )M je rovna dimY. Tato hodnost je rovnd hodnosti Jacobiho matice
Tubovolného siradnicového vyjadrenia zobrazenia f. Zobrazenie f sa nazyva imerzia, ak je
imerziou v kazdom bode x € Y. [5]

Definicia 2.21. (Fibrovana varieta)
Fibrovanou varietou rozumieme trojicu (Y, 7,M), kde Y a M su diferencovatelné variety, kde
dimM = nadimY = n-+m, a zobrazenie w : Y — M je surjektivna submerzia. Varieta Y
sa nazyva totdlny priestor, M sa nazyva bdza fibrovanej variety a zobrazenie 7 sa nazyva pro-
Jjekcia. [5]

Definicia 2.22. (Vektorovy fibrovany priestor)
Uvazujme zobrazenie @ : E — M. Trojicu (E,m,M) nazveme vektorovy fibrovany priestor,
ak Vx € M, inverzné zobrazenie 7~ !(x) md $truktiru redlneho vektorového priestoru, ktory
sa nazyva fiber nad bodom x € M. [8]
Poznamka. V Specidlnom pripade E = T (M), fiber nad bodom x je tangenciélny priestor T,M
variety M v bode x.

Definicia 2.23. (Tangencialny fibrovany priestor)
Tangencidlny fibrovany priestor variety M nazyvame trojicu (TM,my,M), kde TM je dis-

junktné zjednotenie TM = |J T.M a my je projekcia
xeM

Ty TM —M dand my(TM) = x, 2.4)

ktord tangencidlnemu vektoru priradi jeho bod dotyku. Inymi slovami, fibry 7! (x) tangencidl-
neho fibrovaného priestoru su tangencidlny priestory 7,.M pre x € M. [3]

Definicia 2.24. (Fibrovany siradnicovy systém)
Nech (Y, 7, M) je fibrovany priestor a (V, y) je siradnicovy systém (mapa) na Y. Dalej, nech
(U, @) je siradnicovy systém na M taky, Ze plati
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1. U =xn(V)
2. proy = @om, kde pr: R" x R" — R" je kartézska projekcia na prvy faktor.

Dvojicu (V, y) nazveme fibrovany siradnicovy systém na'Y a (U, @) je s nim asociovany su-

radnicovy systém na M.

Stradnicové funkcie potom znaéime ¥ = (x',y%)a ¢ = (x)), 1<i<n, 1<oc<m.
Definicia 2.25. (Kotangencialny fibrovany priestor)

Kotangencidlny fibrovany priestor variety M je vektorovy fibrovany priestor T*M = (TM)*,

ktory je dudlnym priestorom k tangencidlnemu fibrovanému priestoru. [5]

24 Jety

Definicia 2.26. (Rez fibrovanej variety)
(Lokdlnym) rezom fibrovanej variety (Y,7m,M) nazveme hladké zobrazenie y: U — Y, kde
U C M, ktoré spifia oy = idy a y(m(x)) = x pre kazdé x € ¥, kde U je otvorené okolie
m(x) vM. Ak U = M, potom sa jednd o globdlny rez. [5]

Poznamka. Stradnicové vyjadrenie rezu p podla definicie 2.24 je v tvare
y:xeU—yx)eY
() = (y(x),y y(x)
analogicky zna¢ime v mechanike (n = 1), kde namiesto x pouZivame ¢
y:telU—vy(t)eY
(1) = (t7(1),q%7(1))

Poznamka. Mnozinu vSetkych rezov projekcie 7 s definiénym oborom U budeme znalit
I'y (7). Mnozinu vsetkych rezov projekcie 7 definovanych na otvorenych podmnoZinach va-
riety M budeme znacit I'(7).

Definicia 2.27. (Kontakt radu r)
Povieme, Ze dvarezy y1,72 : U C M — Y majua v bode ¢t € U kontakt rddu r, ak plati

L yi(t) = na(1),

2. existuje fibrovany stradnicovy systém (V,y) na Y s asociovanym stradnicovym systé-
mom (7(V), ¢) na M tak, Ze plati
dq°n(1) _ d'q°n(1)
drk drk
V() _ INVIni)

dxil...xik  oxi...x

, 1<k<r v mechanike (n = 1)

, 1<k<r1<iy,....ix<n v tedrii pola (n > 1)
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Takto definovany vztah je relaciou ekvivalencie. Trieda ekvivalencie reprezentovand rezom 7 :
t — y(t) = (t,4°y(t)) sa nazyva r-jet rezu y v bode t a znacime J/y.

Definicia 2.28. (r-té jetové predizenie)
Nech (Y,m,M) je fibrovand varieta. Mnozinu J'Y vSetkych r-jetov lokdlnych rezov variety Y,

definovant
J'Y = U JI, kde 7y prebieha mnozinu vsetkych rezov I'(7) , (2.5)
teM
nazyvame r-1é jetové predlZenie Y. [9]
Poznamka. r-té jetové prediZenie variety (Y, 7, M) je fibrovand varieta (J'Y, 7., M), dimenzia
tejto variety je dimJ'Y = (r+1)m+1.

2.5 Vektorové pole

Definicia 2.29. (Vektorové pole)
Vektorové pole X na variete M je hladky rez tangencialneho fibrovaného priestoru, teda hladké
zobrazenie X : M — TM, ktoré kazdému bodu x € M priradi tangencialny vektor v € TM.
Mnozinu vSetkych vektorovych poli na variete M budeme znalit X(M). Spolu so s¢itanim bod

po bode a ndsobenim skaldrom, definovanymi
X +Y](x) :=X(x)+X(x) (2.6)
[aX](x) = a(X(x)) 2.7)

tvori X (M) vektorovy priestor. [5]

Poznamka. Bdzy vektorového pola si

J : ) :
— ), i=1,...,n baza na variete M
dx!
Jd d
(—.,—), i=1,....n,o=1,....m béza na variete Y.
dxi’ dy°
Suradnicové vyjadrenie vektorového pola vyzera nasledovne
X =Xx% q")i +Z%(t q")i (v mechanike)
ot "7 9q°
X =X'(x/ yk)i + Z°(x/ yk)i (v tedrii pola)
7 oxt 7 dyC

Definicia 2.30. (7-projektabilné vektorové pole)
Nech (Y, ,M) je fibrovany priestor. Vektorové pole X na variete Y sa nazyva m-projektabilné,
ak existuje vektorové pole Xo na M také, ze plati Two X = Xy o m. Vektorové pole je teda 7-
projektabilné, ak jeho tangencidlny obraz pri projekcii 7 je opit vektorové pole na variete M.

[7]
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Poznamka. Vlastnost 7m-projektibility je ekvivalentna poZiadavke na nezavislost zloZiek vek-
torového pol'a pozdiz bazy

Poznamka. Vertikdlne vektorové pole je Specidlnym pripadom projektabilného vektorového
pola.

Poznamka. Siradnicové vyjadrenie m-projektabilného vektorového pola je nasledujice

d dJ
—_ von 2 c vy_ Y
X=X (t)atJrZ (t,q )8q0'

Definicia 2.31. (7-vertikalne vektorové pole)
Nech X je m-projektabilné vektorové pole, ak pre jeho stradnice navyse plati X° (t) = 0, ho-
vorime, Ze vektorové pole X je m-vertikdlne.

Definicia 2.32. (Integralne krivky)
Nech X je vektorové pole na variete M. Potom krivky y: R — M také, Ze tangenciélny vektor
¥(¢) definovany

) = 2 (Fon(), @8

je identicky s vektorovym polom, ¥ = X, nazyvame integrdlne krivky. [1]

Definicia 2.33. (Tok generovany vektorovym pol'om)

Tok generovany vektorovym polom X je mnoZina zobrazeni ¢ : M — M definovanych [10]

s 2 Y(to) = V(o +1). (2.9)

Poznamka. Tokom rozumieme posunutie bodu p = y(r) € M pozdiz integralnej krivky y(r)
generovanej polom X o vzdialenost parametru ¢ do nového bodu p = y(#p+1). [10]

Poznamka. Tok generovany vektorovym polom mad nasledujice vlastnosti: [11]

1. ¢ je identita,

2. ‘PS(‘Pt(P)) = ¢sri(p) = ¢t<¢s(p)),

3. ¢_,(¢,(p)) =p, t.J. ¢ _; je inverzné zobrazenie k ¢;.

Definicia 2.34. (Pull-back)
Nech M, N su variety a ¢ : M — N je zobrazenie. Funkcia f definovand v bode ¢ € N mdZze byt

definovand v bode p € M vyuzitim vztahu g = ¢(p) nasledovne

O f:M—R,  ¢0°f(p) = (fod)(p) = f(o(p)). (2.10)

Zobrazenie ¢* sa nazyva pull-back. [1]
Poznamka. Pull-back teda umoziiuje zobrazif vektory z tangencidlneho priestoru V), variety M

v bode p na vektory z tangencélneho priestoru V,, variety N v bode g.
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Definicia 2.35. (Push-forward)
Nech M, N su variety. Na funkciu f definovani v bode ¢ € N aplikujeme pull-back do bodu

p € M a potom na to eSte aplikujeme vektor v. Vysledkom bude zobrazenie ¢, definované ako

¢ :R—=M,  ¢.v(f(q) =v(¢"f(q) = v(fod)(q) = V<f(¢>(61)))- (2.11)

Zobrazenie ¢, sa nazyva push-forward. [1]

Poznamka.

¢* ,,{aha“ (pull) funkciu f definovanu na variete N ,,spif « (back) na varietu M.

o, ,,tla¢i* (push) vektory z tangencidlneho priestoru variety M v bode p ,,do* (forward) tan-
gencidlneho priestoru variety N v bode g.

Veta 2.36. Pull-back a push-forward su navzdjom inverzné zobrazenia, t.j.

¢ = (¢%)". (2.12)

Definicia 2.37. (Vlastny priestor)
MnoZinu vSetkych vlastnych vektorov prisluSnym k rovnakému vlastnému cislu spolu s nu-

lovym vektorom nazveme vlastny priestor alebo tiez charakteristicky priestor.

2.6 Distribucie

Definicia 2.38. (k-distribuicia)
Nech M je varieta. k-distribiiciou na M rozumieme hladky rez D : M — DM, teda zobrazenie,

ktoré kazdému bodu x( priradi k-dimenzionélny podpriestor. Priradenie

D(x) = span{Xj(x),...,Xx(x)},

kde Xi,...,X} st linedrne nezavislé hladké vektorové polia. [12]

Definicia 2.39. (Integralna varieta)
Nech D je k-distribicia na M a N, kde N je podvarieta M a dimN = n, n < k. Potom povieme,
ze N je integrdlna varieta distribucie D, ak Ty,N C D(xp). [12]

Definicia 2.40. (Integrabilna distribucia)
k-distribucia D na M sa nazyva integrabilnd distribiicia, ak kazdy bod variety M lezi v nejakej
integrélnej variete. [12]

Definicia 2.41. (Involutivna distribucia)
Ak [X,Y] lezi v D pre vSetky X,Y leziace v D, povieme, Ze distribicia D je involutivna dis-
tribiicia. [X,Y] je Lieova zdtvorka, bude definovand v deifnicii 4.1. [12]

Teorém 2.42. (Frobeniov teorém)

D je integrabilnd distribiicia prave vtedy, ked je D involutivna distribicia. [12]
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3 DIFERENCIALNE FORMY

Této kapitola pojedndva o diferencidlnych forméch, ich vlastnostiach, grafickej predstave
a operdcidch, ktoré s nimi mdZeme vykondvat. Znalosti prace s diferencidlnymi formami vyuZi-
jeme v aplikaciach pri odvodzovani a dokazovani vlastnosti systémov, kde ndm umoznia pristup
nezéavisly na konkrétnom suradnicovom systéme.

Definicia 3.1. (k-forma)

Nech V je redlny vektorovy priestor. Linedrne zobrazenie o : V x ... xV — R, ktoré je homo-
~———

k
morfizmom nazveme k-forma.

Definicia 3.2. (1-forma)
Zobrazenie dx' : V — R, ktoré priradi vektoru jeho i-tu zlozku dx'(v) = V' nazveme I-forma.
Definicia 3.3. (2-forma)
Zobrazenie o : V x V — R definované o(vy,v2) = ; jva{ = o jdxidxj nazveme 2-forma.
Definicia 3.4. (Symetricka 2-forma)
2-forma ¢, pre ktord plati a(vi,v2) = o(va,v) pre vetky vi,v2 € V, to znamend o;; = o
pre vietky i, j = 1,...,n sanazyva symetrickd 2-forma. Zapisujeme f;;jdx' ©dx/, kde plati i < j
afij = 2w prei# j.
Definicia 3.5. (Antisymetricka 2-forma)
2-forma ¢, pre ktord plati & (vy,v2) = — a(v2,vy) pre vSetky vi,v2 € V, to znamend o;; = — ot
pre vietky i, j = 1,...,n sa nazyva antisymetrickd 2-forma. Zapisujeme f3;;dx' A dx/, kde plati
i<japPi;= o
Definicia 3.6. (Tenzorové pole)

Tenzorové pole typu (r,s) na variete M je hladky rez vektorového fibrovaného priestoru

®TM®®T*M. (3.1)

Budeme pouZival nazov (r,s)-tenzorové pole. [5]
Poznamka. (1,0)-tenzorové pole je vektorové pole.
Poznamka. Rez kotangencidlneho fibrovaného priestoru 7*M je diferencialna 1-forma.
Poznamka. Nahradenim vektorového priestoru V priestorom vektorovych poli X(M) dostdva-
me z k-foriem dostdvame diferencidlne k-formy.

Definicia 3.7. (Diferencialna k-forma)

Diferencidlna k-forma je zobrazenie

®: X(M)x ... x X(M) = C(M,R), (3.2)

J

-~

k

ktoré je k-linedrne a antisymetrické
a)(vl,...,vk) = sgnoa)(vc(l)7...,vc(k)), 3.3)
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pre vSetky permuticie 6 : {1,...,k} — {1,...,k}. [5]

Poznamka. Diferencidlna 1-forma moZe by{ graficky zndzornend napriklad obrazkom 2, je
ilustrovand ako paralelné plochy, ktoré reprezentuji ekvipotenciély pola. Na obrdzku 3 je zob-
razend 2-forma, ide konkrétne o formu dx A dy. Tato forma pozostdva z dvoch mnoZin para-
lelnych rovin, jedna je kolma k osi x a druhd k osi y , ktoré sa pretinajd a vytvaraji akési

,,trubice ““ rozfahujice sa v smere osi z. [13]

Obr. 2: Diferencidlna 1-forma, Zdroj: [13]

X

Obr. 3: Diferencialna 2-forma, Zdroj: [13]

Poznamka. Diferencidlna k-forma je rezom vektorového fibrovaného priestoru A\f 7M.

Poznamka. Diferencidlna forma na variete je kovariantné antisymetrické tenzorové pole.
Definicia 3.8. (Priestor diferencialnych foriem)

Ked polozime Q°(M) = C=(M,R). Potom priestor: [5]

dimM
QM) = P (M) (3.4)
k=0

je algebrou s nasledujticou operdciou. Pre ¢ € QF(M) a w € Q!(M) a pre X; € X(M) plati

1
(@A AY)(X,. o, X)) = il Y, senc¢(Xo1,-- - Xok) 9 (X k11) -+ Xo(ran))- (3.5

T OESk
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Takto definovand operécia je:
* asociativna, tj. (Q AY)AN® = ¢ A\ (Y A @),
* gradovane komutativna, tj. ANy = (=D y A .

Poznamka. (Oznacenie priestorov)

Priestor vietkych diferencidlnych k-foriem na variete M budeme znacit Q(M).

Priestor vsetkych diferencidlnych foriem na variete M budeme znacif Q(M), je to gradovand
komutativna algebra.

Priestor vsetkych vektorovo-hodnotovych foriem na variete M budeme znalit Q(M,TM).
Priestor vektorovych poli na variete M budeme zna&it X (M).

k-tu vonkajsiu mocninu dudlneho tangencidlneho priestoru variety M budeme znacit /\k T*M.

Tento priestor obsahuje kovariantné antisymetrické tenzory.

3.1 Operacie s diferencialnymi formami
Definicia 3.9. ((k,])-prehodenie)
Permutaciu o : {1,...,k,k+1,...k+1} —{1,...;k,k+1,...k+1}, ktord spliia

o(l)<...<o(k) a olk+1)<...<o(k+1)

sa nazyva (k,l)-prehodenie.
Definicia 3.10. (Vonkajsi sticin)

Nech M je varieta. Binarnu operéciu A : QK(M) x Q! (M) — Q¥ (M) definovani

O =aAf = e, Wiy, = ngn O Qi) ok ﬁic(k+l)7“,,c(k+l)’ (3.6)

v .

kde o je (k,l)-prehodenie, nazveme vonkajsi sicin.
Definicia 3.11. (Vnitorny sucin)
Nech M je varieta. Vniitorny siicin vektorového pola A € X(M) a k-formy @ € QFM je defino-
vany ako
W0 =A_0 = 0(4A,...). 3.7)

Nech o je diferencidlna k-forma a v € V je vektor. Potom zobrazenie

k—1
V x /\ — /\
definované vzfahom

iVCO(V],...,Vk_l) = (D(V,V],...,Vk_l)

sa nazyva vniitorny siucin a plati i, = 0, ak @ je O-forma. [1]
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Definicia 3.12. (Vonkajsia derivacia)
Nech M je varieta. Unarnu operaciu d : QF(M) — QF1(M) definovand

; ; a0, i . .
d(OC) =da, d(OCil,,..,ik dx" /\.../\dxl") = (% dxl> Adx""A . Ndx®, (3.8)
X

nazveme vonkajsa derivdcia.

Veta 3.13. Vonkajsia derivdcia ma vlastnosti [11] :
1. VonkajSia derivdcia je aditivna: d (o + ) = da + d B.
2. Ak o je O-forma (funkcia), do je diferencidl funkcie Q.

3. Ak « je r-forma a B je s-forma potom plati

dloNB)=doa AP+ (—1)aAndB.

4. Pre kazdu r-formu o plati
d>a=d(da) =0.

Definicia 3.14. (Hodgeov hviezdickovy operator)
Undarny operator
k n—k
x: A(V) = A V),
alebo tiez
*: QK (M) — QK (M),

kde n = dimV alebo n = dimM, ktory je definovany priradenim bazy z A" (V) k baze z A¥(V)
nasledujicim sposobom
x 1 eg() A €o(k) "7 €o(k+1) A\ €s(n)>

pre Tubovolné (k,n — k)-prehodenie o, nazveme Hodgeov hviezdickovy operdtor.

Veta 3.15. Vonkajsi siicin ma nasledujuce vlastnosti [14]:
1. Vonkajsi sucin je distributivny

dx! A (dx? + dx®) = dx' A dx/ + dx' A dxF. (3.9)
2. Vonkajsi sucin je antikomutativny

dx' Adx! = —dx’ A dx'. (3.10)

3. Plati
dx' A dx' = 0. (3.11)
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vvvvvv

o AN = (fi dx! + fzdxz + f3dx3) A (gldxl + gzdxz + g3dx3)
= fidx' Agrdx' + fidx' A gadx® + fidx' A gzdx® 3.12)
+ f2 dx® A g1 dx! + b3 dx® A g2 dx* + b dx® A g3 dx’ '
+ f3dx> A grdx! + frdx® A grdx® + f3dx® A gzdx®.
Cleny obsahujiice dx’ A dx? pre i = 1,2,3 sti rovné nule podla (3.11). A zvy$né ¢leny upravime

pouZzitim (3.10) do tvaru

OAN = (figa—frg1)dx' Ndx* + (figs — frg1)dx! A di®

5 3 (3.13)
+ (f283 — f382)dx” Ndx”.

Veta 3.17. Pre diferencidlne formy plati [11] :
1. Nech o je r-forma a B je s-forma, potom plati tzv. komutativne pravidlo

aANB=(-1D"BAc. (3.14)
2. VR plati

oNPB < axb,
d(aNP) < diva x b, (3.15)

do < curla,

kde o, B st 1-formy a a,b su prislusné vektory.

3.2 Vlastnosti diferencialnych foriem

Definicia 3.18. (Uzavreta forma)
Nech f je p-forma. Povieme, ze forma je uzavretd, ak plati d f = 0. [11]
Definicia 3.19. (Exaktna forma)
Nech B3 je p-forma. Povieme, ze p-forma f je exaktnd, ak plati B = d a, pre nejaki (p — 1)-
formu o. [11]
Teorém 3.20. (Stokesov teorém)
Nech M je n-rozmernd varieta a oblast V. C M je kompaktnd s hladkou hranicou d V. Potom

pre kazdi spojiti (p — 1)-formu @ plati [11] :
/da) = /a).
14 v
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Definicia 3.21. (Pull-back)
Nech F : M" — W je diferencovatelné zobrazenie a nech « je kovariantny tenzor na W. Potom

zobrazenie
p P
F*: AW — A\M,
pre ktoré plati
Fra(vy,...,vp) = a(Fuvy,...,Fvp)

nazveme pull-back kovariantného tenzoru. [11]

Definicia 3.22. (Horizontalna forma)
Diferencidlna forma @ na Y sa nazyva m-horizontdlna, ak prekazdé m-vertikalne vektorové pole
EnaY platiigY = 0.[16]
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4 LIEOVA ZATVORKA

Tuto kapitolu zaéneme zavedenim dolezitého operatoru vektorovych poli - Lieovej zatvorky.
Postupne definujeme jej vlastnosti a budeme sa venovat jej geometrickému vyznamu. Prave
to, Ze je operatorom, ktory vystihuje nekomutativitu tokov generovanych vektorovymi polami
z nej robi dolezity nastroj v rade aplikécii. Uvedené budu tiez ilustrativne priklady pre lepSie
pochopenie vypoctu a aplikdcie Lieovej zatvorky. V zdvere kapitoly sa budeme venovat Lieovej
grupe a jej posobeniu na variete.

Definicia 4.1. (Lieova zatvorka)

Nech X, Y su vektorové polia na variete M. Potom zobrazenie, ktoré kazdej funkcii f € C*(M)

priradi funkciu:
(X, YI(f) = X(¥Y(f) -Y(X(f) VfeC'(MR), 4.1

sa nazyva Lieova zdtvorka vektorovych poli X a Y. [3]
Veta 4.2. (Vlastnosti Lieovej zatvorky)
Lieova zatvorka [, | : X(M) x X(M) — X (M) ma nasledujiice vlastnosti: [15]

e je antisymetrické zobrazenie, t.j. X,Y] = —[¥,X],
e plati Jakobiho identita X,[Y.Z]] = [[X,Y],Z]+]Y,[X,Z]],
* je bilinedrne zobrazenie, t.j. [aX| +bX,Y| = a[X,,Y]+D[X,Y].

Definicia 4.3. (Lieova algebra)
Lieovou algebrou rozumieme vektorovy priestor L, na ktorom je definované zobrazenie [, ] :
L x L — L, ktoré ma vlastnosti z vety 4.2.
Poznamka. Dvojica (X(M), |, ]) je prikladom Lieovej algebry.
Definicia 4.4. (Gradovana Lieova algebra)
Gradovanou Lieovou algebrou nazveme Lieovu algebru, oznacme L spolu s gradaciou vekto-

rovych priestorov

L=@L

=/
tak, Ze Lieova zatvorka reSpektuje gradaciu

[Li,Lj] C Liyj.

Poznamka. (Geometricky vyznam Lieovej zatvorky)
Geometricky vyznam Lieovej zdtvorky [X, Y] by sme mohli charakterizovat ako nekomutativitu
tokov, ktoré generuju tieto polia X,Y. Graficky zndzornenu situdciu mdZeme vidief na obréz-

ku 4. Tok generovany polom X znacime ¢x a tok generovany polom Y oznac¢ime yy.
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Na obrazku za¢iname v bode x, odkial sa najskoér posunieme podl'a pola X do bodu ¢xx
a odtial podl'a pola Y do bodu yy ¢xx. Druhou moZnostou je ako prvé sa posuniif podla pola
Y do bodu yyx a potom podla pola X do bodu ¢xyyx. Rozdiel medzi koncovymi bodmi,
do ktorych sme sa dostali tymito dvomi spdsobmi predstavuje Lieova zdtvorka [X,Y] vekto-
rovychpoliX aY. [17]

Obr. 4: Geometricky vyznam Lieovej zatvorky, Zdroj: [17]

Teorém 4.5. Ak X aY su hladké vektorové polia definované na okoli z, potom plati: [18]

[X,Y](z) = DY (X(z)) —DX (Y (z)). 4.2)

Poznamka. Vypocet rovnice (4.2) v sdradniciach je nasledovny. Vektorové polia X,Y vy-

jadrime ako stipcové vektory

fi(2) 81(z)
X(z)=1| : |, Y(z)=| :
Jn (Z) 8n (Z)
a Lieova zdtvorka [X,Y] (z) sa vypocita ako
dg dg af af
a—ml . a—zi fi a—Z: . a_z,l, g1
X Y](z) = | @ . 3 B B :
8gn 3g,, aﬁl afn
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Definicia 4.6. (Lieova derivacia)
Nech X, Y st vektorové polia na variete M anech ¢ (¢) = ¢, je lokélny tok generovany polom X.
Potom ¢;x je bod na dréhe toku, ktora v ¢ase 0 zacina v bode x, pricom je tento bod vzdialeny
t sekind od pociato¢ného bodu pozdiz integrdlnej krivky X. Potom Lieovu derivdciu pola ¥

podl'a X mozeme definovaf ako vektorové pole £xY, ktorého hodnota v bode x je

[£xY ], = an, (4.3)

t—0 t

kde ¢y, Yy je push-forward Y, do bodu ¢,x v zmysle diferencidlu. [11]

Y(o(t)x)

¢(t).Y(x)

¢(-t).Y((t)x)

Obr. 5: Lieova derivéacia, Zdroj: [11]

Poznamka. Lieova derivicia je prirodzenym zobecnenim klasickej derivacie vzhladom k Casu,
charakterizuje zmenu pozdfi vektorového pola.
Veta 4.7. Nech X, Y su vektorové polia. Potom plati: [15]

£xY = [X,Y]. (4.4)

Definicia 4.8. (Lieova derivacia diferencialnej formy)
Nech X je vektorové pole, @ je diferencidlna forma a o, je integrdlna krivka vektorového pola

X prechadzajica bodom u. Potom

L oo — o
ox®w = lim 4——
U—roo u

sa nazyva Lieova derivdcia diferencidlnej formy @ v smere vektorového pola X. Tato derivdcia
uréuje mieru zmeny diferencidlnej formy po smere toku vektorového pola. [16]
Poznamka. Lieova derivécia funkcie je vlastne Specidlnym pripadom tejto definicie, ked @0 =

f je funkcia, teda diferencidlna O-forma. Potom plati
af ..
9 —_ = l.

ef = 555
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Veta 4.9. Vlastnosti Lieovej derivdcie su:

1. linearita: dx(aw; + ban) = adxw; + boxmy,

2. rdd formy sa Lieovou derivdciou nement,

3. zdmena s vonkajSou derivdciou: dixw = dx(dw),

4. vonkajsi sucin: Ix(wAN) = (Ixw) AN + @A (dx1N),
5. Cartanova formula: oxw = ixdw + diy o,

kde 0, wy,an € QK(M), n € Q(M), a,b € R.

4.1 Priklady

Priklad 4.10. Mdme dané dve vektorové polia v R?® v sdradniciach (x,y,z) ako

T T
X = [3y+z,z3,x4] , Y= [4x2+z, 3y2,x+y2—3] .

Vypocditame Jakobidny DX, DY

1 8x 0 1
DX =10 0 32|, Dr=1,0 6y 0
43 0 0 1 2y 0

Dalej podla vztahu (4.2) vypo&itame Lieovu zdtvorku vektorovy poli X a Y

8x 0 1] [3y+2 0 3 1] 424z
X,¥]=10 6y 0| | 22 | —]0 0 32 3y
1 2y 0 x* 433 0 0| |[x+y*-3
_x4—|—24xy+8xz x+10y*—3
= 6yz> — 322 (x+y*—3)
3y+2y23 4z 16x° +4x°7
[ (3 + 24y + 82— 1) — 10y +3
= 3722 (—x —y* +2y7+32)
| 403 (=47 +2) + (22 +3) +2

4.5)

(4.6)

Priklad 4.11. S Lieovou zatvorkou sa mdZeme stretnif aj v oblasti diferencidlne riadenych

robotov. V tomto priklade sa budeme zaoberaf najjednoduch$im typom robota, ktory ma len dve

kolesa. Trajektdria robota pozostdva z dvoch pohybov - transléacie a rotdcie. Skladanim tychto
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pohybov mdZeme docielif polohu robota, ktord by sa mohla zdat nemoZna. Z bezného Zivota
je to napriklad ako pozdiZne parkovanie auta, auto takto nezaparkujeme jednym pohybom, ale
prave zloZzenim uz spominanych rotécii a translacii. Na obrazku 6 vidime situiciu, ktorou sa
budeme zaoberat. Po¢iatoény bod je ¢ = (0,0,0) - faZisko v bode (0,0) a nulové natoCenie.
Dalej vidime postupnost moZnych pohybov - ako prvé je to posun dopredu, druhé je otocenie
dopredu, potom posunutie dozadu a posledné je otocenie dozadu. Po Castiach spojiti akciu

trajektdrie na intervale [0, 4¢] popisuje tito funkcia
((1,0) prer € [0,1)
(0,
(
(

p—

2
) pret € [t,2t) @7

—1,0) pret € [2t,3t)
0,—1) pret € [3t,41)

\

r,l|.|:|l

Obr. 6: Diferencidlne riadeny robot, Zdroj: [19]

Lieova zatvorka vyjadri, ¢i si mozné pohyby robota do stran. V tomto pripade sa teda jedna

0 systém rovnic

X cos 6 0
y| = [sin@ [ u; + |0] up. (4.8)
6 0 1

X Y

Dalej vypocitame Jakobidn vektorovych poli X, ¥ a dosadime do vztahu (4.2)

0 0 Of |cosB 0 0 —sin@| (O
X, Y] =0 0 Of [sin@| — [0 O cos® | |0
00O 0 00 0 1

T

= |sin@, —cos O, 0
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Na obrdzku 7 mdZeme vidiet Lieovu zétvorku vektorovych poli X a Y. Vidime, Ze zloZenie

tychto pohybov nie je komutativne, teda nevratime sa opif do pociatoéného bodu.

x(3t) x(2t)
X

x(0)

Obr. 7: Lieova zatvorka - robot, Zdroj: [19]

Nakoniec interpretujeme ziskany vysledok. Aylg do Lieovej zatvorky dosadime pociatocny
bod ¢ = (0,0,0), dostaneme vysledok [O, -1, 0] , tento vektor potvrdzuje situdciu z obrazku

6, po postupnosti pohybov sa z pociatocného bodu robot posunie do strany v smere —y. [19]

4.2 Akcia grip

Definicia 4.12. (Lieova grupa)
Lieovou grupou nazveme mnoZinu G s dvomi Struktirami: G je grupa a G je hladka varieta tak,
Ze ndsobenie a inverzia su spojité zobrazenia. [20]

Definicia 4.13. (L’ava akcia grupy)
Nech G je Lieova grupa. Lavou akciou grupy G na variete M rozumieme hladké zobrazenie G x

M — M, ktoré dvojici prvkov (g, m) priradi prvok L,m = g.m a zobrazenie spliia podmienky:
1. Le(m) = m,
2. Lg(Ly(m)) = Lgp(m),

kde e € G je neutrdlny prvok grupy G a g,h € G. [20]
Definicia 4.14. (Prava akcia grupy)
Nech G je Lieova grupa. Pravou akciou grupy G na variete M rozumieme hladké zobrazenie G x

M — M, ktoré dvojici prvkov (g, m) priradi prvok R,m = m.g a zobrazenie spfﬁa podmienky:
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kde e € G je neutralny prvok grupy G a g,h € G. [20]
Poznamka. Ak je grupa G komutativna, potom l'ava a prava akcia st totozné zobrazenia.
Poznamka. Akcii grupy G na variete M inymi slovami tiez hovorime, Ze grupa G pdsobi
na variete M.

Definicia 4.15. (Orbita)
Nech M je varieta a G grupa. Dalej nech grupa G pdsobi na M a nech z € M. Orbitou z nazveme

mnozinu bodov z variety M, ktoré st obrazom bodu z pri pésobeni grupy [18]

0(z) = {gz]lgeG}.

Definicia 4.16. (Foliacia)
Majme n-rozmernu varietu M. p-rozmernou folidciou variety M nazveme pokrytie variety ma-
pami U; spolu so zobrazeniami ¢; : U; — R". Pre U; N U; # 0 su definované funkcie ¢;; : R" —
R", @;j = (qu)l._l. Tieto funkcie maju pre x,y, kde x je prvych n — p suiradnic a y zvySnych p
sdradnic, tvar

¢ij(x.y) = (@;(x), 975(x.)),

kde (pilj, (pizj st zobrazenia (pilj :R"™P 5 R"Pa q)izj :R" — RP.
Poznamka. Prikladom foliécie je, ak varietu M mdZeme zapisaf ako zjednotenie orbit pdsobe-
nia Lieovej grupy, dostaneme folidciu variety M. Kazdu orbitu potom nazveme /ist rozvrstvenia.
[18]

Definicia 4.17. (Hlavny fibrovany priestor)
Nech w: P — M je fibrovany priestor, G nech je Lieova grupaa R : G x P — P nech je jej prava

akcia. Povieme, Ze (P, w,M) je hlavny fibrovany priestor, ak plati:
1. R zachovava fibry, tj. w(u.g) = n(u), Yu € P, Vg€ G,

2. R je na kazdom fibre P, jednoducho tranzitivna akcia, t.j. Vu,v € P, 3'ge€ G v = u.g.
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S KONEXIA

Ako uZ bolo spomenuté, Struktira variety nedovol'uje jednoducho porovnavat vektory, ktoré
st prvkami tangencidlneho priestoru v dvoch réznych bodoch. Preto je potrebné zaviest Struk-
tdru, ktord umoZziuje posuvat vektory z jedného bodu do druhého. Posivanie vektorov po uza-
vretych drahach v rovnom Euklidovskom priestore je intuitivne, avSak zakrivenie priestoru tuto
pracu zna¢ne komplikuje.

Zakrivenie mdzeme chdpat ako vychylenie vektorov po posunuti pozdiZ uzavretej krivky.
Z tohto dovodu musime najskor zaviest spdsob postivania vektorov pozdii kriviek. ZaCneme
zovSeobecnenim konceptu smerovej derivicie z R" definovanim klasickej linedrnej konexie,
ktord ndim pomdZe objasnit, ¢o rozumieme pod pojmom ,, priamy smer “ na zakrivenom pries-
tore.

Budeme rozliSovat tri zékladné druhy konexie - vSeobecnii konexiu, linedrnu konexiu a kla-
sicki linedrnu konexiu. Postupne si tieto pojmy definujeme.

Definicia 5.1. (VSeobecna konexia)

Pre Tubovol'ni fibrovant varietu (Y, 7, M) uvaZzujme jej prvé jetové predizenie J'Y . Vseobecnou
konexiou potom rozumieme Iubovolny rezT": ¥ — J'Y. [9]

Definicia 5.2. (Linearna konexia)

Uvazujme vektorovy fibrovany priestor (E, t,M) a jeho prvé jetové predizenie J'E. Linedrnou
konexiou rozumieme rez I' : E — J'E, ktory je linedrny na fibroch. [9]

Definicia 5.3. (Klasicka linearna konexia)

Linearna konexia na tangencidlnom vektorovom fibrovanom priestore, teda ak £ = TM sa
nazyva klasickd linedrna konexia. [9)
Veta 5.4. Klasicka linedrna konexia, t.j. zobrazenie V : X(M) x X(M) — X(M) ma nasle-

dujtice vlastnosti:

V(X1+X2) (Yl +Y2) = VX] Y] —I—VX2Y1 —|—VX] Y, + VX2Y2, bilinearita 5.1
Vx(fY)=(Xf)Y + fVxY, Leibnitzovo pravidlo (5.2)
VfXY = fVxY, (5.3)

pre vSetky hladké funkcie f a pre vSetky X,Y,X1,X»,Y1,Y> € X(M). Tenzorové pole VxY potom
nazyvame kovarianmd derivdcia vektorového polaY pozdiz X. [9]
Poznamka. (Christoffelove symboly)

Klasicki linedrnu konexiu V mdZeme vyjadrit v lokdlnych sdradniciach

d .0
V), —=I"—
ﬁaxk Tk xk?

kde F{-‘j su Christoffelove symboly. [4]
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Definicia 5.5. (Symetricka konexia)

Klasick4 linedrna konexia, pre ktort plati
rk —*
ij =4 ji

sa nazyva symetrickd konexia. [9]

Definicia 5.6. (Torzia)
Nech V je klasickd linedrna konexia na M a X,Y € X(M). Torziou nazveme tenzorové pole
T:X(M)xX(M)— X(M), pre ktoré plati: [8]

T(X,Y)=VyxY —VyX —[X,Y]. (5.4)

Definicia 5.7. (Krivost)
Nech V je klasickd linedrna konexiana M a X,Y,Z € X(M). Krivosfou nazveme tenzorové pole
T:X(M)xX(M)xX(M)— X(M), pre ktoré plati: [8]

R(X,Y)(Z) = Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vix y|Z. (5.5)

Poznamka. Kovariantna derivacia je (1, 1)-tenzorové pole, torzia je (1,2)-tenzorové pole a kri-

vost je (1,3)-tenzorové pole.

Poznamka. (Geometricky vyznam torzie)

Tenzor torzie mdZeme interpretovat ako mieru toho, nakolko sa neuzatvara ,,rovnobeZnik
zloZeny zo Styroch po dvoch rovnakych ,,useciek “. Na obrazku 8 je zndzornena tito situécia.
V bode x mdme dva vektory a,b . V smere tychto vektorov pretiahneme ,,dsecky “ u a v (Casti
geodetik u(o) a v(B) s tangencidlnymi vektormi a a b). ,, Dizky “ obidvoch ,, dsegiek “ zvolime
timerné ,, velkosti “ vektorov a a b s koeficientom s. Dalej pozdfi ,,useCky “ u rovnobezne pre-
nesieme vektor b z bodu u(0) = x do bodu u(s) a odtial vedieme d'alsiu ,,dseCku v v smere
preneseného vektoru b s dizkou imernou velkosti vektoru b s koeficientom s do bodu 7 (s). Rov-
nako vedieme ,, GseCku “ v z bodu x do v(s) v smere vektoru a a d alej tieZ ,, dsecku “ i do bodu
i(s). Takto zostrojeny ,,rovnobeznik “ sa vo v§eobecnom pripade neuzatvdra, t.j. v(s) # i(s).

Rozdiel medzi tymito bodmi je dany prave tenzorom torzie. MOZeme zapisat
i(s) —i(s) =~ —s*T(a,b), (5.6)

tento zapis nie je uplne presny, ale slizi pre ndzornu predstavu. [17]
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X

Obr. 8: Geometricky vyznam torzie, Zdroj: [17]

Veta 5.8. Ak T(X,Y) =0, prave vtedy, ked je V symetrickd konexia. [1]

Pozniamka. Z geometrického hladiska v pripade symetrickej konexie dojde k uzatvoreniu

,,rovnobeznika “ z obrazku 8, tzn. v(s) = i(s).

Poznamka. (Paralelny prenos vektorov pozdiz krivky)

Na diferencovatelnych varietach neexistuje pojem globdlnej rovnobeZnosti, a to kvdli zakrive-
niu priestoru. V zakrivenom priestore mdZeme zaviest len trochu slabsi typ rovnobeZnosti a to
paralelny prenos vektoru pozdiZ krivky. Jednd sa o prenos vektoru z jedného bodu do druhého
pozdiz konkrétnej krivky. Tento pojem nebudeme formalne definovat, zavedieme ho len in-
tutivne na obrazku 9.

Na tomto obrdzku modZeme vidief, ako paralelny prenos vektorov na variete, konkrétne
na guli zavisi na drdhe, po ktorej sa pohybujeme. Situédcia je takd, posuvame Cierny vektor
dvomi rdoznymi trajektériami - mdZeme ich nazvaf horny a dolny ,,trojuholnik “. Po hornom
,»trojuholniku *“ je posuvajuci vektor znaceny zelenou farbou a drdha prechddza severnym po-
lom. Posun po dolnom ,,trojuholniku“ zna¢ime farbou ruzovou, vektor prechddza cez pdl
juzny. V oboch pripadoch je prva Cast drdhy rovnakd - pohybuji sa po poludniku, dalej sa
ich drdhy liSia. Vidime, Ze nakoniec, ked sa dostaneme do bodu, z ktorého sme vychddzali,
ani jednou trajektériou nedostaneme rovnobezny vektor s po¢iatoénym ciernym vektorom. Ale
navyse eSte kazdou z dréh dostaneme inak orientovany vektor.

V rovinnom priestore paralelny prenos nezavisi na drahe, teda prenosom po uzavretej krivke
nakoniec zlozky preneseného vektoru splyvaji so zloZkami vektoru povodného. V zakrivenom
priestore plati, Ze paralelny prenos vektoru lokédlne nezdvisi na drahe prave vtedy, ked je varieta

ploch4, t.j. krivost je nulova.
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Obr. 9: Paralelny prenos vektorov, Zdroj: vlastny

Poznamka. Zavedena klasicka linedrna konexia V nie je definovana unikatne. Unikatna de-

finicia moZe byt zavedena pomocou Riemannovej metriky a Riemannovej variety. [1]
Definicia 5.9. (Riemannova metrika)

Nech M je hladké varieta. Riemannova metrika g na M je skaldrny sucin g, : TM X TM — R

na kazdom tangencidlnom priestore 7,M variety M. Inymi slovami, pre kazdé x € M, g = g,

spliia: [21]

1. g(u,v) =g(v,u), prevsetky u,ve .M
2. g(u,u) >0, prevsetky u € TM
3. g(u,u) =0 <= u=0.

Definicia 5.10. (Riemannova varieta)
Hladka varieta M spolu s Riemannovou metrikou g sa nazyva Riemannova varieta (M, g).
Definicia 5.11. (Kompatibilita konexie s metrikou)
Nech M je hladkd Riemannova varieta s metrikou g. Povieme, Ze konexia V na variete M je
kompatibilnd s metrikou g na variete M, ak pre kazdd dvojicu vektorovych poli X,Y na variete

M a pre kazdy vektor v € T,M plati Ricciho identita
v(g(X,Y)) =g(ViX,Y) +g(X,V\Y). (5.7)

Téato podmienka je ekvivalentnd s Vg = 0. [21]
Tvrdenie 5.12. Nech M je hladkd Riemannova varieta s metrikou g. Potom existuje jedind

konexia V na variete M, ktord je symetrickd a kompatibilnd s metrikou g.
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Poznamka. Konexia z tvrdenia 5.12 sa nazyva Levi-Civitova konexia alebo tieZ Riemannova
konexia. [1]

Definicia 5.13. (Christoffelove symboly pre Levi-Civitovu konexiu)
Christoffelove symboly v pripade Levi-Civitovej konexie st dané vztahom

dgi 98 9gij .
ki i i 98ij
(auf ou ol ) IR 68

n
l"fj(ul,...,u") = %lzlg

kde (§'/) je matica inverznd k matici (g;;). [4]

Definicia 5.14. (Vertikalny fibrovany priestor)
Nech (E, ,M) je fibrovany priestor, uvazujeme tangencialne zobrazenie T : TE — TM a jeho
jadro ker T =: VE, ktoré sa nazyva vertikdlny fibrovany priestor priestoru E. [5]

Definicia 5.15. (Horizontalny fibrovany priestor)
Horizontdlnym fibrovanym priestorom HE priestoru E nazveme priestor komplementarny k ver-
tikdlnemu, teda taky, ze plati TE = VE @ HE. [5]
Poznamka. Vieobecni konexiu mdZeme definovat roznymi spdsobmi, teraz spomenieme dve

hlavné ekvivalentné definicie:

1. Mbzeme ju definovat ako linedrne zobrazenie k : TY — TY, ktoré spiiia ko k = K
aIm x = VY. TakZe plati k|yy = idyy a k|gy = 0. NavySe plati ,Y = V,Y +H,Y
pre kazdy bod y.

2. Horizontélny priestor H(y) mdZeme stotoznif s prvym jetovym predizenim J'Y na totél-
nom priestore Y. Potom je konexia definovana ako rez H : ¥ — J'Y. (Takto bola vie-
obecnd konexia zavedend aj na zacCiatku tejto kapitoly v definicii 5.1, kde sme rez znacili
I
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6 FROLICHER-NIJENHUISOVA ZATVORKA

Frolicher-Nijenhuisova zatvorka je rozSirenim Lieovej zatvorky z vektorovych poli na vek-
torovo-hodnotové diferencidlne formy. V tejto kapitole si tento pojem, ktory je pre pracu klico-
vy, definujeme, uvedieme jeho vlastnosti a ukdZzeme nazorné priklady, pre lepSie porozumenie
podstaty tohto operétoru.

Budeme sa tieZ venovat Nijenhuisovmu tenzoru, ktory sa vypocita pomocou Frolicher-
Nijenhuisovej zatvorky. Prave vd aka tomuto tenzoru budeme moct formulovat tri zakladné
vety, ktoré ndm objasnia pdsobenie Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky na vlastnosti Struktdry

variety.

Definicia 6.1. (Frolicher-Nijenhuisova zatvorka)
Nech M je hladka varieta. Dalej nech K € Q(M,TM) a L € Q! (M, TM). Plati

[£(K),£(L)] = £([K,L]rn) (6.1)

pre jednoznacne danti [K, L|ry € QF(M,TM). Takto definovanii vektorovo-hodnotovi formu

[K,L|rn nazveme Frolicher-Nijenhuisova zdtvorka. [22]

6.1 Vlastnosti
Teorém 6.2. NechK; € QF(M,TM), K, € Q2 (M, TM) aK; € QB (M, TM).
Potom plati: [5]
K1, K2)rn = — (= 1)K, K] py
[Kla [K27K3]]FN = [[K17K2]7K3]FN + (_1)k1k2 [K27 [K17K3HFN‘

Veta 6.3. V specidlnom pripade pre K, L vektorovo-hodnotové 1-formy, Frolicher-Nijenhui-
sova zdtvorka je vektorovo-hodnotova 2-forma, ktorej hodnota pre dve vektorové polia X aY
je: [23]

K,Llpn(X,Y) =[KX,LY] — [KY,LX]| — LIKX,Y] + L[KY,X]|
— K[LX,Y] + K[LY,X|+ LK[X,Y]+ KL[X,Y].

(6.2)
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Veta 6.4. Nech K ¢ QY(M,TM) a L € Q!(M,TM). Potom pre Frolicher-Nijenhuisovu
zdtvorku plati: [22]

[K7L]FN (le' .. 7Xk+l) =

1
:W SgHG[K(XGh-..7X6k)7L(Xo-(k+1),...7X6(k+l)>]
o
—1
+—k‘ (—1)! Z&gn(iL([K(Xol,...,ng>,X6(k+1)],Xo-(k+2),...)
! e
G (6.3)
+(]§_ 1))‘1’ ZSgHGK<[L(X617. .. ,Xol)7X(;(l+1)} 7X6(l+2)7~ )
HE &~
(-1
SIS ;sgnoL<K([XGI,XGZ],XG3,...),Xo(m),,_.)
(_1 (k—1)1
+(k— DI—1)12! ZSgHGK(L([XGLng],XCﬂ,...),XG(H_Z),...).
o

Veta 6.5. Ak je vSeobecnd konexia I' na Iubovolnej fibrovanej variete (E,m,M) totoZnd
s horizontalnou projekciou, ktord je vektorovo-hodnotova 1-forma na E, potom sa krivost tejto
konexie I' zhoduje s Frolicher-Nijenhuisovou zdtvorkou % [[,T7. [23]

Frolicher-Nijenhuisova zatvorka vyjadruje prekdzku v integrabilite v rdznych situdciach,

v nasledujucich troch vetach ju formulujeme a vysvetlime bliZSie tato situdciu:

1. Veta 6.6. NechJ: TM — TM je skoro komplexnd Struktira, potom J je komplexnd

Struktira prave vtedy, ked Nijenhuisov tenzor %[J JEn = 0.

Definicia 6.7. (Skoro komplexna Struktira)
Nech M je varieta. Povieme, Ze tenzorové pole J : TM — TM na variete M ma skoro

komplexnii Struktiiru, ak plati J 2 = _id.

Existencia komplexnej Struktiry indukuje existenciu skoro komplexnej Struktury, to je
prirodzené. AvSak otdzkou je, €1 plati opacné tvrdenie. Opacne to uz nie je také trividlne
a neplati to vo vSeobecnosti. Na kazdej skoro komplexnej variete méZeme komplexnu
Struktiiru zaviest lokdlne na okoli nejakého bodu. Ak sa ndm to podari v kazdom bode
variety, potom mdZeme povedat, Ze mame komplexnu Struktiru, ktord indukuje zobraze-

nie J. MdZeme formulovat Newlander-Nirenbergov teorém.

Teorém 6.8. (Newlander-Nirenbergov teorém)
Skoro komplexnd Struktiira je integrabilnd prdave vtedy, ked Nijenhuisov tenzor je rovny
nule. [24]

Mozeme teda definovaf komplexnd Struktiru.
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Definicia 6.9. (Komplexna Struktira)
Existencia integrabilnej skoro komplexnej Struktdry je ekvivalenstna existencii komplex-

nej Struktury.
2. Veta 6.10. Ak P: TM — TM je fibrovana projekcia na tangencidlnych priestoroch fib-
rovaného priestoru M — Y, potom [P, P|ry je jednou z moznosti definovania krivosti.

Odvodenie platnosti tohto tvrdenia uvidime v priklade v kapitole 8, kde pomocou Froli-

cher-Nijenhuisovej zatvorky definujeme krivost vziahom (8.4).

3. Veta 6.11. AkA: TM — TM je fibrovand diagonalizovatelna projekcia, ktorej vlastné
isla su redlne s konStantnou ndsobnostou, potom vlastny priestor zobrazenia A je inte-

grabilny prave vtedy, ked [A,Alpy = 0.

6.2 Priklady

Priklad 6.12. Mame dané dve (1, 1)-tenzorové polia K a L

0 x O 0 0 vy
K=]10 0|, L=|-x 00
-z 0 O 0 —z

Dalej mame dané dve vektorové polia v R v sdradniciach (x,v,z) ako
T T
X = [sz 3y7 —X:| ) Y = |:4)C, )’27 _Z:| .

Nasim cielom je vypocitaf Frolicher-Nijenhuisovu zatvorku [K, L]gy(X,Y). Vypocet bude
realizovany pomocou vztahu (6.2), kde si jednotlivé Eleny pre lepSiu prehladnost vypoctu
oznacime pismenami A-H

A B C D
—l— N S /N
K,Lrn(X,Y) = [KX,LY] - [KY,LX] — LIKX,Y] + LIKY,X]
— K[LX.,Y] + K[LY,X]+LK[X,Y]+KL[X,Y].

(6.4)

Jednad sa vlastne o vypocet siedmych Lieovych zatvoriek, ktoré budeme pocitat podla vzia-
hu (4.2). Najskor si napoCitame vektorové polia KX, KY, LX, LY a ich Jakobidny D(KX),
D(KY), D(LX), D(LY) atiez Jakobiany DX a DY .

3xy 3y 3x 0 0 0 2z
KX = |—xy?|, DIKX)=|—* —2xy 0 |, DX=|0 3 0],
-2 0 0 -3 -1 0
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xy? y> 2xy 0 4 0 O
KY=|—y2|, DKY)=| 0 —2yz —*|, DY=10 12y 0|,
—4xz -4z 0 —4x 0 0 -1
—xy- [ —y —X 0
LX = | —x22%], D(LX)= |-2xz2 0 —2x%z|,
—yz 0 -z =y
LY = | -4, D(LY)= |—12x* 0 0 |,
—y?z 0 —2yz —y?

Teraz postupne napocitame Cleny A-H, vypocet spociva iba v klasickom maticovom ndso-

beni, budeme uvadzat iba vysledky:

« A:  [KX,LY] = D(LY)KX — D(KX)LY
12x% + xyzz + 3y2Z + yZ3
[KX,LY]| = —8x4y—36x3y—y3z )

2xy37 —2y*73

. B: [KY,LX] = D(LX)KY —D(KY)LX
2:3yz% + xy%z
[KY,LX] = |8x37% — 222222 — 2x%yz% — 3y’z]| ,
—4xyz + 3yzz2

. C: L[KX,Y] = L(D(Y)KX —D(KX)Y)
—2yz3
LIKX,Y] = | 3232 |,
—4xy?7
* D: L[KY,X] = L(D(X)KY —D(KY)X)
—4x%y —xy + 4y
LIKY,X] = |63y + 832 +x%y2 2|,
xyzz—3y2z2
. E: K[LX,Y] = K(D(Y)LX —D(LX)Y)
K[LX,Y] = 3y*z :

—xy°7
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s F: K[LY,X] = K (D(X)LY —D(LY)X)

—12x* + 122372
K[LY,X] = | —xy* +6y*z+yz] ,
xyz+ 2y2z3 — 3yz2

+ G: LK[X,Y] =LK (DY)X-D(X)Y)

—6yz3
LK [X,)Y] = —3x3y2 ,
—5xy%z
s H: KL[X,Y] =KL(DY)X—-D(X)Y)
—6x372
KL[X,Y] = | =3y%;
—Sxyz

Teraz uz sta¢i vypocitané Eleny len s¢itai podla vzfahu (6.4) a dostaneme vysledok. Froli-

cher-Nijenhuisova zétvorka [K,L|py(X,Y) sa teda rovna

—4x2y — xy3 + 3y2Z +yz3
K, Llpn(X,Y) = | —8x*y —36x3y 4 3x2y°2% +2x%yz® — xy* 4 3y3z
2xy3z 4 xy*z — 6y*2% — 3yz?

Priklad 6.13. Teraz si uvedieme priklad vyuzitia Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky pri za-
vedeni torzie vSeobecnej a klasickej linedrne konexie na fibrovanom priestore.

Budeme uvazovaf tangencidlny fibrovany priestor (TM, 7, M), d alej Weilovu algebru zdru-
7end s funktorom 7 je D = R[t]/(¢?), teda faktorovy okruh polynémov v premennej ¢, kde ()
oznacuje idedl generovany polynémom #2. D nazyvame algebra dudlnych &isel. Prvky algebry
dudlnych ¢isel D maji tvar a + bt a mame tu definované nasobenie ako (a + bt)(c +dt) =
ac+ (ad +bc)t. Prvok ¢ € D definuje tzv. afinor Q(¢) = Q na kazdom TM. Afinorom rozumie-
me Q: TM — TM Tubovolnd kanonicki tangenciilne-hodnotovi formu na M. Ak mame
vSeobecnu konexiu I' na TM, potom Frolicher-Nijenhuisovu zétvorku [I", Q] nazyvame torzia T
konexie I'.

Torziu T mdZeme vyjadrif pomocou zdtvorkovych operatorov tak, Ze pre vSetky vektorové

polia X, Y na variete M plati
2t(X,Y) = [[X,p*Y]—[LY, p*X] - p*([X,Y]),

kde p*: TM — VTM je pull-back, kde VT M je vertikdlny fibrovany priestor. Toto vyjadre-

nie mdZeme prepisat v zmysle kovariantnej derivacie, pretoze kovariantnd derivdcia Vy p*Y
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vzhladom ku konexii I je totoZnd so zdtvorkou [['X, p*Y]. Vyjadrenie pomocou kovariantnej

derivicie potom vyzerd nasledovne
2t(X,Y) = Vxp*Y — Vyp*X]— p*([X,Y]). (6.5)

Pre Specidlny pripad konexie, ktorym je klasicka linedrna konexia, ktorej suradnice su Chris-

toffelove symboly moZeme zjednodusit vyjadrenie pouZitim
Vxp'Y = p*(VxY), (6.6)

kde VxY je tenzorové pole odpovedajice zavedeniu kovariantnej derivécii v klasickom zmysle.

MoZeme aplikovat vziah (6.6) do vyjadrenia torzie pomocou kovariantnej derivécie (6.5)
27(X,Y) = p*(VxY — VyX] - [X,Y])

takto dostaneme torziu pre klasicku linedrnu konexiu. [23]
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7 VARIACNY POCET

V tejto kapitole budeme formulovat teériu variatného poctu na fibrovanych varietach. Roz-
dielom oproti klasickému variaénému poctu je praca s geometrickymi objektmi, ktoré umoznuju
bezsuradnicovy pristup pri rieSeni tloh variacného poctu.

Zacneme definiciou zdkladnych pojmov, ako je lagrangian, funkcia akcie a varidcia. Po-
tom odvodime prvu variaénu formulu, zavedieme pojem extremadla a vysvetlime ¢oho sa tyka
inverzny problém variacného poctu. V zavere kapitoly su uvedené aplikacie variacného poctu

na zdkladné fyzikdlne problémy.

7.1 Lagrangian

Pojem Lagrangidn je jednym z kli¢ovych pojmov varia¢ného poctu.

Definicia 7.1. (Lagrangian)
Nech (Y, 7, M) je fibrovand varieta, kde dimM = nadimY = m+n. Lagrangidnom r-tého radu
na fibrovanej variete rozumieme horizontalnu n-formu A na r-tom jetovom prediZeni fibrovanej

variety J"Y. V stiradniciach mdZeme Lagrangidn zapisat ako
A= L(xi,yc,y;-’l,...,y;?lw?jr)dxl A...Ndx" = Lay. (7.1)

Funkcia L sa nazyva Lagrangeova funkcia. Forma @y = dx' A ... Adx" sa nazyva objemovy
element. [7]

Definicia 7.2. (Funkcia akcie)
Nech Q je kidsok variety M a I'q(7) je mnoZina vSetkych rezov fibrovanej variety (Y, 7w, M).
Potom pre kazdy rez y € T'q(x) je pull-back J"y*A diferencidlnou n-formou na okoli T". Inte-

grovanim tejto n-formy na I" dostaneme zobrazenie S : I'q(7w) — R
S: y—>/]’y*7t, (7.2)
Q

ktoré sa nazyva funkcia akcie Lagrangidnu A na Q. [25]
Definicia 7.3. (Lagrangeova Struktira)

Dvojicu (7, A) nazveme Lagrangeova Struktiira. [16]

Poznamka. Podobne ako v klasickom varia¢nom pocte, aj na varietach rieSime minimalizaény
problém. V tomto pripade vSak minimalizujeme namiesto funkciondlu funkciu akcie Lagran-
gidnu. Za i¢elom hl'adania extrémov pouZivame prvi a druhi derivéciu, av§ak priestor, na kto-
rom sa nachddzame, nema Euklidovskd Struktdiru a preto tu nepozndme derivicie. Namiesto
klasickych derivdcii preto budeme pouZival tzv. varidcie, z Coho je odvodeny aj ndzov tejto

discipliny - variaény pocet.
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Definicia 7.4. (Prva variacia)

Zobrazenie S : I'q(w) — R definované ako

0S: y%/]’y*ajré/l, (7.3)
Q

kde a‘]r‘g je Lieova derivdcia v smere 7-projektabilného vektorového pola &, sa nazyva prvd
varidcia funkcie akcie Lagrangianu A. [16]

Poznamka. (Druhd a vysSie varidcie) Na funkciu 65 sa moZeme pozeraf tieZ ako na funkciu
akcie Lagrangidnu ajrgﬂ,. V takom pripade pre d alie vektorové pole 1 mozeme urCif prvi

variaciu funckie akcie S ako zobrazenie

'y—> /Jr'}/*ajrnajré‘l. (74)
Q

Toto zobrazenie sa nazyva druhd varidcia funkcie akcie S. Podobne mozeme definovaf aj
varidcie vys8ich radov niekol’ko ndsobnou aplikdciou Lieovej derivdcie vzhladom k roznym

vektorovym poliam. [25]

7.2 Prva variacna formula

Prva variicia funkcie akcie nés privadza k jednej z najdoleZitejSich rovnic variacného poctu
a to k prvej variacnej formuli. TG dostaneme rozloZenim integralu [ J’}f@JQg?L na sucet dvoch
Clenov. Jeden Clen reprezentuje Euler-Lagrangeove rovnice a druh)’/Qélen reprezentuje zachova-
vajuce veli¢iny. Integral mdZeme rozlozit nezdvisle na stradniciach. Aplikovanim Cartanovej

formule dostdvame
/J‘y*a,lgz = /le*ijlgd/l —I—/le*dijlék = /le*iﬂgdk +/dJ1y*i11§/l,
Q Q Q Q Q

kde vSak prvy integral zavisi na pouZzitych suradniciach. [25]

Teorém 7.5. Nech A = L wy je Lagrangiin na J'Y. Potom existuje kontaktnd forma v
na J'Y takd, Ze pre kazdé y je vyraz J I}f“&ﬂg (A + V) nezavisly na derivacidch komponient
vektorového pola &. Plati

aL
v==-—=0° N0+ U, (7.5)

8y§7

kde ©° =dy® —yJdx/
wj = l'a/ax,a)(),
U je Tubovolna forma kontaktnosti aspori 2. [7]

Forma (7.5) sa nazyva Lepageov ekvivalent Lagrangidnu A. Funkcia akcie Langrangidnu

A a A + v st rovnaké, rovnako aj varidcie funkcii akcii. Preto pri odvodeni invariantnej prvej
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varia¢nej formule mdZeme pouzit formu A + v, tieZ mdZeme pouZit jej Specidlny tvar, Poincaré-
Cartanovu formu 0,. Poincaré-Cartanova forma je forma 6, = A + gy—%w" N @;.
J

Integrdlny tvar prvej variacnej formule je

/le*ajlgz _ /le*ijlng;L + /le*i,lgel (7.6)
Q Q oQ

7.3 Extremaly

Definicia 7.6. (Extremala)
Rez y € I'q(w) definovany na otvorenej mnozine U C X nazveme extremdla, ak pre kazdé

n-projektabilné vektorové pole & na Y a kazdi Q C U plati: [16]

5S[y] = 0. (7.7)

Poznamka. Extremaly popisuje tieZ nasledujica rovnica, ktord je dosledkom definicie a prvej

variaCnej formule:
/le*imgdeA =0, (7.8)
Q

pre kazdy m-projektabilné vektorové pole & na Y. [16]

Teorém 7.7. Nech A je Lagrangian naJ'Y, potom sii tvrdenia ekvivalentné: [7]
I. Rezy: M —Y je extremalou Lagrangianu A.

2. Pre kazdé projektibilné vektorové pole & na Y plati J'y*i ned6; = 0.

3. Pre kazdé vertikalne vektorové pole & naY plati J'y*i ned6) = 0.

4. Zobrazenie vy spliia systém diferencidlnych rovnic - Euler-Lagrangeove rovnice

dL dL
= d. == =0 1<o< 7.9
8yo' J ay;'; ) = >m, ( )
kde d; je operator j-tej totdlnej derivécie
d v 0 v d
G =G0 TYigy T gy 710

7.4 Inverzny problém

.....

vou m diferencidlnych rovnic druhého stupna Es oJZ}/ = 0,1 <0 <m,kde Es su funkcie

na predfiem’ fibrovanej variety J?Y afinné v druhych derivaciach.
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Inverzny problém variatného poctu je rieSenie opacnej otdzky, a to, ¢i ku kazdej diferencidl-
nej rovnici druhého stupiia existuje prislu$ny varia¢ny funkciondl, t.j. ¢i existuje lagrangian A
taky, Ze existuje forma E = E;®° A wy, ktord je Euler-Lagrangeovou formou.

Teraz uvedieme niekolko tvrdeni, ktoré nam pomozu urcit, kedy je forma E varia¢na.

Teorém 7.8. Forma E = E;0° A 0,1 < 6 < m na J*Y je variatnd prdve vtedy, ked
existuje jej uzavrety Lepageov ekvivalent. [16]

Teorém 7.9. NechE = E;®° A @ je forma na J°Y . E je variaCnd prave vtedy, ked ku kaZ-
dému bodu z z jej defini¢ného oboru existuje okolie a mapa (V,y) naY takd, Ze toto okolie je

podmnoZinou Tt 01 a platia tzv. Helmholtzove® podmienky, pre 0 < 1 < s: [16]

JEs | OEy s i(7\ @' (9E,

v mechanike,

l aEv . (7 aEV _

(0}
ayP1-~~PlPl+l~~Pj

v teorii poli.

Teorém 7.10. Nech E = E;®° A ay je forma na J°Y. E je lokdlne variacna definovand

na otvorenej podmnozine W priestoru J°Y a existuje zobrazenie x : [0,1] x W — W definované

X(ua (xlvy'uayﬁlw"ayﬁl...ps)) = (x’,uy“,uyﬁl,... auyﬁl_.,ps)'

Potom povieme, Ze E je Euler-Lagrangeova forma lagrangidanu s-t€ho radu, tzv. Vainberg-

Tontiho lagrangidnu [16]

1
A= yo(/(Eoo%)du> 0. (7.13)
0

7.5 Aplikacie varia¢ného poctu

Pomocou variacného poctu bolo odvodenych mnoho fyzikalnych zakonov a pohybovych
rovnic. Su teda rieSenim Euler-Lagrangeovych rovnic spravne formulovanej ulohy variaéného
poctu. Predstavuju v istom zmysle najlepsiu trajektdriu fyzikdlneho systému, ktord reprezentuji
stacionarne body prislusného funkcionélu.

Medzi zndme priklady vyuZitia varianého poctu patri odvodenie Snellovho zdkona, ktory
popisuje lom svetla na hranici medzi dvomi prostrediami, ktoré maju rdzne vlastnosti. Z pohl'a-
du varia¢ného po¢tu mdzeme tento problém popisat ako problém hl'adania trajektérie paprsku

svetla, ktory prechddza rovinnych rozhranim, za predpokladu minimalizacie Casu.

3Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) - nemecky fyzioldg, fyzik a matematik
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DalSou zndmou aplikdciou je iiloha o brachistochrone, je to problém hladania tvaru tra-
jektoérie medzi dvomi danymi bodmi, po ktorej sa hmotny bod najrychlejSie dostane z pokoja
v bode, ktory sa nachddza vy$Sie do nizSieho bodu, bez akejkolvek inej ako gravitacnej sily,
vplyv trenia je tieZ zanedbany. Opit ide o tlohu, v ktorej sa minimalizuje Cas.

V tejto Casti uvedieme niekol'ko podrobnejsich aplikacii inverzného problému variaéného
poctu vo fyzike - konkrétne na vinovym a Maxwellovych rovniciach. Té4to podkapitola je inSpi-

rovana [16].

7.5.1 VInové rovnice

S vlnovymi rovnicami sa stretdvame v roznych oblastiach fyziky - v elektrodynamike je to
vlnenie svetla, v mechanike su to akustické vlny, ale tieZ viny na hladine kvapaliny. Budeme
uvazovat vlnovi rovnicu funkcie y(x,7), kde ¢ je Cas a x je priestorovd suradnica, v ktorej smere

sa $iri vlnenie
2%y 1 9%y
0x2  v29rt?

kde v je konstantna fazova rychlost, jej hodnota zévisi na fyzikdlnom probléme, ktory rieSime.

=0, (7.14)

V mechanike volime v = \/g , kde E je Youngov modul” a s je hustota materialu. Pre svetelné
vlny vo vékuu plati v = ¢, kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu. Budeme uvazovaf jednotky,
v ktorych ¢ = 1.

Prejdeme do jazyka diferencialnych foriem. Lavi stranu rovnice (7.14) mdZeme vyjadrit
ako E = E;®' A @y na J?Y, kde mame fibrovany priestor (Y,7,X) = (R? xR, 7,R). Na Y
mame mapu (V,y), kde y = (¢,x,y) a zdruzend mapa na X je (n(V),), kde ¢ = (¢,x).
Dalej mdme fibrované mapy, mapu (7 ox~(V), y1), kde W1 = (¢,x,%,y:,yr) na J'Y a mapu
(7r270x_1 (V),v2), kde w2 = (t,%,, Vs, Yx: Vi1, Vix, Yxx) Da J2Y. Potom moZeme formu odpove-

dajdcu vlnovej rovnici zapisat ako
E = Ey®0' ANdt Ndx = (Vxx —yn)a)l Adt N\dx, o' = dy—ydt — ydx.

Teraz overime, ¢i je takto definovand forma variacnd, teda overime platnost Hemholtzovych

variatnych podmienok (7.12)

JE O0E oE J0E

¢ Yt dim—r — didj5— = 0,
dyy  dy° ay? A
aEG aEv aEv

920 L OBV 5q, 0"

ayy T aw e Y

JE; JE, _ 0

8y}’j 3yf’j ’

4Youngov modul je materidlovad konstanta, ktora charakterizuje mieru deformacie materidlu pri zafaZovani.

Vypocita sa ako pomer napitia a deformacie nim spdsobene;.
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Pre nasu formu E je 1 < i, j < 2,0 = v = 1. Tieto podmienky si pre nasu formu splnené
trividlne. Dal3{ krok je ndjdenie Vainberg-Tontiho lagrangidnu A, ktory dostaneme jednoduchou

integraciou formy E
1
_ _ Y
A = [y/(uyxx —uyy) du] dt Ndx = E(yxx — yi)dt Ndx.
0

Ked Ze tento lagrangin je druhého radu, po od¢itani trividlneho lagrangianu

Ao = %(dx(yyx) —d;(yyr))

dostaneme lagrangian prvého radu
1
A= z(y,2 —y2)dt Ndx. (7.15)

Z lagrangidnu nam plynie tvar Lagrangeovej funkcie L(t,x,y,y1,yx) = 5(y? —y2), ktorej in-
terpretaciou je rozdiel kinetickej a potencidlnej energie daného fyzikdlneho problému, napr.

struny.

7.5.2 Maxwellove rovnice

Maxwellove rovnice predstavuji pohybové rovnice v elektrodynamike, ich znenie je

oE
gdivE = p, curl B = upj + 'uOgOE’ (7.16)
0B

curlE = 5 divB = 0, (7.17)

kde E je intenzita elektrického pola, B je magneticka indukcia, p je hustota volného ndboja, j je
hustota pridu, L je permeabilita prostredia a &y je permitivita prostredia. Mame tiez k dispozicii

rovnice
0A

Ea

kde A je vektorovy potencidl a U je skaldrny potencial. Teraz chceme ukdzat, Ze rovnice (7.18)

B = curlA, E = —gradU — (7.18)

plyni z varia¢ného principu.

Najskor si zavedieme fibrovand varietu (¥, 7,X) = (R* x R* 7, R?*), kde baza X je Caso-
priestor, na ktorom mame stradnice (x°,x!,x?,x3) € X, kde prva sidradnica x° odpoveda Easu .
Pre metricky tenzor plati g§ = g;;dx' ®dx/. Na fibroch st stradnice (Ag,A1,A2,A3), ktorych
zlozky si A; = g;; A/, A" = g A}, kde (g;;) je inverznd matica k (g"/). Rovnice (7.16) mdZeme

v znaceni na zavedenej variete zapisat

1({.. 10FU

c Uy ox/
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kde (F;j) a (F/) st kovariantné a kontravariantné zlozky tenzoru elektromagnetického pola F,

pre ktoré€ plati F;; = gugjiF k- a tiez F; = % — % Na prediZzenom fibrovanom priestore

(J'Y, ,X) mdme stradnice (x',A;,A; ;),0<i,j<3,kdeA;; = % Kovariantny tenzor (F;;)

a kontravarianty tenzor (F /) st

0 El'/c E?’/c E3/c 0 —E'YJc —E?/c —E3/c
~E'/)e 0 -B® B? i E'Je 0 -B? B?
(Fij) = 2 3 e D=, 3 1

~E’/c B> 0 -B E2/c B 0 -B
~E3/c b B! 0 E3/c P B! 0

Z toho vidime, Ze rovnica (7.19) pre i = 0 dava gydivE = p aprei=1,2,3 dostdvame rovnicu

2

curl B = o j + Uo 80%—1;: v pripade, Ze ¢~ = gyUp. Teraz mdzeme sustavu pohybovych rovnic

(7.19) prepisat pomocou diferenciélnej formy E, ktorej zlozky su
1

. R
E' = — 5[ ® e+ %g”gkl(Auk—Aij)] (7.20)

Teraz moZeme overif platnost Helmholtzovych podmienok (7.12). Tie sd opit splnené.

MoZeme prejst k Vainberg-Tontiho lagrangidnu

1
1
A=—oaif
C
0

Ir, [T

o
<8’ljz + %gljgkl(Al,jk_Aij))“] du

Odc¢itanim trividlneho lagrangidnu
Ao = diAi(Arj—Aj)] = Aik(AL; — Ajo) + AilALj — Aji),
dostaneme lagrangian prvého radu

1/, 1 ,
A== (j'ai+ —FaF"). (7.21)
c 4o
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8 MAXWELLOVE ROVNICE

Pojem konexia na fibrovanom priestore sme zaviedli na grupovej Struktire. Toto zave-
denie vSak niekedy zakryva geometricky vyznam tohto konceptu, a to najmi v pripadoch,
ktoré nie st charakteristické Ziadnou symetriou. V tejto kapitole sa budeme zaoberaf konexiou,
ktord nie je zavedena nad grupovou Struktdrou. Tato konexia je potom zavedend v zmysle
(1, 1)-tenzorového pola a tenzor krivosti je interpretovany na zdklade Frohlicher-Nijenhuisovej

zatvorky. Tato kapitola bude inSpirovana [26], [11].

8.1 Pozorovatel na Lorentzovej variete

Nech M je Lorentzov priestorocas, teda 4-rozmernd (zakrivend) pseudo-Riemannova va-

> si mdZeme predstavit

rieta s metrickym tenzorom g so signatirou (+ — — —). Priestorocas
ako svetelny kuZel, zobrazeny na obrdzku 10. Priestorocas tvori zdkladny rdmec pre moZnosti
realizécie fyzikdlnych zdkonov nezdvisle od vzfaznej sistavy, zjednocuje priestor a Cas, ktoré

umoZziiuje vnimat nezdvisle.

Budtcnost

Teraz priestor

Minulost

Obr. 10: Priestorocas - svetelny kuzel, Zdroj: [17]

Pozorovatelom rozumieme kongruenciu ¢asu-podobnych kriviek na M. (Individudlny po-
zorovatel je reprezentovany jednou Casu-podobnou krivkou v M.) Pozorovatel moze byt tiez

reprezentovany ako normalizované do buddcnosti orientované vektorové pole
Tex(M), |T=g(T,T)=1.

Pole smerov 7 := span {T} budeme nazyvatl casovd distribiicia na M. Definujeme 1-formu

T =g(T,-) € A'M. Distribiiciu .¥ := ker T budeme nazyvat priestorovd distribiicia pozorova-

SPriestorodas zaviedol Herman Minkowski(1864-1909) - nemecko-pol'sky matematik, venoval sa tedrii &isel a

klasickej geometrii
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tela T. Existuji dva spdsoby vyberu pozorovatela, prvy obndsa stanovenie dvojice distribuicii

T € D'M a.7 € D’M, ktoré si vzdjomne ortogondlne a v kazdom bode v M tvoria linedrny

obal tangencidlneho priestoru, teda plati
g1 a ToS =TM.
Druhym sposobom je zafixovanie dvojice {7, 7}, kde

TIME = = spanT
SPACE = .¥ = ker 7.

AK je priestorova distribiicia . integrabilna (pozri definicia 2.40), pozorovatel sa nazyva

holonémny, v opatnom pripade sa nazyva neholonémny. Poznamenajme, Ze podla Frobenio-

vho teorému (pozri teorém 2.42), priestorova distribicia je integrabilnd, ak TAd7T = 0. V tejto

kapitole sa budeme d'alej zaoberai vSeobecnym pozorovatelom.

Pomocou dvojice (T, 7) mdZzeme konstruovat (1, 1)-tenzorové pole v priestorotase

K=1xT.
Tvrdenie 8.1. Pozorovatelovo (1, 1)-tenzorové pole spiiia
() [T,K|pgy= (£77) T,
(i) [K,K|gy= —2ir(dTAT)®T,

kde zatvorky predstavuju Frohlicher-Nijenhuisovu zatvorku.
Dokaz.

(1) [T, K]FN = £rK = £T(T®T) = (£TT)®T+T(£TT) = (£TT)®T
-0

(i) [k, K]pn=[TRT,TRT|pn=TATR [T, T|py + TAE7TRT —£7TATRT —
A - 7 A\ 7

-~

a) b) ¢)
gl’c/\iTr®Tj—£'Tr/\dr®T/
d) o)
a)=0

d) a e): vyrusia sa vd aka antisymetrii N\
bjac)=-2£rtATRT

dostavame

8.1

K, K|py = 27T ATQRT = =2(irdt AT+ dirtAT)QT = 2ir(dtAT)QT
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Teraz mdZeme Lorentzov priestoroCas s pozorovatelom interpretovat ako fibrovany priestor
s konexiou. Zaved me reldciu ekvivalencie ~ tak, Ze prvky st ekvivalentné prave vtedy, ked
patria k rovnakej integrélnej krivke z .77. MoZeme definovat zdanlivy priestor pozorovatela T
ako 3-rozmernu varietu tried ekvivalencie ~, to znamend, S = M/ ~. Na priestoroas M sa
teda mdZeme pozeraf ako na fibrovany priestor nad S s prirodzenou projekciou 7w : M — S,
tj. (M,m,S), vybaveny konexiou danou ,,horizontalnou“ distribiciou .. Konexia splyva s
kK = T® T definovanou rovnicou (8.1). Je zrejmé, Ze plati k() =0ax(7) =T.

Fibrovany fibrovany priestor (M, ,S) je hlavny fibrovany priestor. Grupa {exp ¢T } definuje
akciu cez posun pozdiZ integralnych kriviek z 7. Hoci tito akcia grupy nie je vo vieobecnosti
kongruentnd s horizontdlnou distribuciou, to znamena x nie je hlavna konexia. Odchylka od to-
ho, aby bola x hlavnou konexiou mdZe byt merani Lieovou deriviciou k pozdiz T. Tito

odchylku nazveme skriitenie pozorovatela
Torq(x) = (£77)RT. (8.2)

LCubovol'ni priestoru-podobni 3-rozmerni varietu na M mdzeme vnimat ako rez ¥ : § —
M. Potom kovariantnd derivacia VW meria ,jnekompatibilitu“ W ako kandidata na priestor
vzhladom k pozorovatelovi T. VSimnime si, ze V,¥ = g(T,¥.v).

Skritenie a krivost konexie k mdZeme definovat pomocou Frohlicher-Nijenhuisovej zatvor-

ky takto
TOI‘q(K) = [T, K]FN = (;ETT)(X)T, (8.3)
Curv(x) = %[K‘, Klrw = —ir(dTAT)@T. (8.4)

V d al$om texte budu tieto definicie skritenia a krivosti konexie k analyzované podrobnejsie a

nakoniec sa pokisime pomocou nich formulovat Maxwellove rovnice.

8.2 VsSeobecna konexia na fibrovanom priestore

V tejto Casti bude rozobraty koncept vSeobecnej konexie na fibrovanom priestore bez gru-
povej Struktiry a formalne zavedieme a rozanalyzujeme krivost a skritenie konexie.
8.2.1 Konexia

Nech M je n-rozmerna varieta. Uvazujme fibrovany priestor 7 : E — M nad M s dimE =n+
N. Vo vSeobecnosti konexiou na tomto fibrovanom priestore rozumieme lubovolnu n-rozmerni
distribiciu H C D"E, dand H : p — H,, podpriestorov komplementarnych k fibrom. Preto ko-

nexia uréuje dekompoziciu tangencidlnych priestorov pre kazdy bod p
T,E = H, DV,
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kde V € DVE je vertikélna distribdcia definovand V, = {v € T,E | m,v = 0}. Z dekompozicie

plynie, Ze kazdy tangencialny vektor X € TE moZeme jednoznacne rozloZit na jeho vertikdlnu

a horizontdlnu zlozku X = Xy + Xy. Potom konexia H sa nazyva horizontdlna distribtcia.
Tento rozklad mozeme zaviest aj pomocou endomorfizmu na E, teda pomocou linearneho

zobrazenia K : T,E — T,E spliiujiceho podmienky
(i) Ko K=K,
(i) kxlg =0 a x|y =id.

Aplikaciou zobrazenia x na tangencidlny vektor X teda dostdvame jeho vertikdlnu zlozku,

teda x(X) = Xy. Operitor K je (1,1)-tenzorové pole.

8.2.2 Liftovanie vektorov

Horizontélna distribicia H definuje liftovanie vektorov z bazovej variety M na totalny pries-
tor E. Pre Tubovolny bod p € E a t(p) € M mdZeme pre Tubovolné v € TM definovat linedrne

zobrazenie  : Tﬂ( p)M — T,E také, Ze
(i) veH,
(i) m.(v) =v.

Toto zobrazenie mdZeme rozsirif na vektorové polia na M, ktoré su liftované na horizontdlne

vektorové polia na E. Definicie m6Zeme zhrniit ako postupnost zobrazeni
0 = TypM — TyE =5 T,E =5 Ty M — 0. 8.5)
Spominané rozsirenie operacii  a K na vektorové polia je
(i) : XM — XyE,
(i) x: XE — XyE,

kde Xy znaci horizontdlne vektorové pole a Xy vertikdlne vektorové pole.

8.2.3 Kovariantna derivacia rezu

Horizontalna distribiicia jednozna¢ne definuje kovariantni derivéciu rezu W : M — E pozdiz

vektoru v € Ty ()M ako vertikdlny vektor

Vi = k(¥«(v)) € Vig(a(p)) (8.6)
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v bode W(n(p)) € E. Ekvivalentne, V,¥ = ¥,v — v, kde v je liftovany vektor k bodom rezu
Y(M). Vo vseobecnosti, kovariantnd derivdcia rezu W je definovand ako linedrne zobrazenie

W Ty ()M — Ty(z(p))E definované vztahom
V¥ = koV¥,. (8.7)

Opiit, ako pri predchddzajicich dvoch operécidch, aj tu moéZeme prejst k rozsireniu kovariant-
nej derivicie na vektorové polia. Dostaneme linedrne zobrazenie z vektorovych poli na M na

vertikdlne vektorové polia pozdiZ obrazu W(M) rezu.

V¥ = XM — %E|ly(ﬂ(p)) (8.8)

Obr. 11: Kovariantna derivacia, Zdroj: [26]

8.2.4 Krivosf

Pripomefime ako sme definovali krivost (8.4) a zaved me ju formalnejsie.
Definicia 8.2. Ak x je (1,1)-tenzor konexie, potom Kkrivostou rozumieme (1,2)-tenzor
definovany

Q = [K', K]FN-

| =

Je zrejmé, Ze Q je vertikédlna forma, t.j. i, Q2 = 0 pre Tubovolné v vertikdlne. Q je teda zobra-
zenie Q : XE x XE — XE.

Z toho, Ze vektorové formy tvoria gradovanu Lieovu algebru vyplyva Bianchiho identita
[.Q.7 K]FN = 0. (8.9)
Co mozeme rozpisat ako [Q, k]ry = [[k, k], k]Fny = 0 vd aka Jakobiho identite (pozri veta 4.2).
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8.2.5 Hilavny fibrovany priestor a skriitenie

Nech 7 : E — M je hlavny fibrovany priestor, to znamena nech grupa G pdsobi vol'ne a tran-
zitivne na fibroch na E. Lieova algebra L grupy G je reprezentovand vertikdlnymi vektorovymi
polami

p:L—XyE (8.10)

indukovanymi difeomorfizmami akcie grupy. Konexia k je hlavnd, ak je invariantna voci ak-
cii grupy. UvaZujme vSeobecnu konexiu na hlavnom fibrovanom priestore, ktord nutne nemusi
sthlasif s akciou grupy.
Definicia 8.3. Skriitenim vseobecnej konexie na hlavnhom fibrovanom bandli rozumieme
tenzor
Torq(k) € L* @ THD. (8.11)

Dosadenim a € L do 8.11 dostaneme

Torq(x)(a) = £5(a)

K. (8.12)
Z definicie vidime, Ze skritenie je linedrne v a a meria odchylku konexie od toho, aby bola
hlavnou konexiou. Ak {e,} je bazou v L a {€”} je bazou v dudlnom priestore L*, potom plati

(suma cez p)
Torq(x) = e’ @£, Kk (8.13)

€p

8.3 Maxwellove rovnice v M> a M*

V tejto kapitole budeme pre lep$iu prehl'adnost znacif diferencidlne formy ako &, B, J a vek-
torové polia velkym tuénym pismom, t.j. E,B.
Uvazujme 3-dimenzionélnu varietu M> s Riemannovou metrikou g, kde &as vystupuje ako

parameter, nie ako sdradnica. Potom Maxwellove rovnice mdZeme formulovat nasledovne

d+& = p, dB = 0, (8.14)
0B 0x&
dé = —E, dxB = J+ 8t 5

kde € je diferencidlna 1-forma, B je diferencidlna 2-forma a d je priestorova derivécia.

(8.15)

Ked budeme uvaZovat 4-dimenzionalny priestoro¢as M*, Maxwellove rovnice budi repre-

zentované len dvomi rovnicami

dF = 0, (8.16)
dxF = j, (8.17)

kde F € Q?>M* je diferencidlna 2-forma, ktora reprezentuje elektromagnetické pole a j € QM

je diferencidlna 3-forma reprezentujica hustotu elektrického pradu.
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8.3.1 Zavedenie Maxwellovych rovnic M?>

Budeme uvaZovat elektricky naboj Q pdsobiaci na Casticu a predpokladdme, Ze existuje 3-forma

o, ktorej zintegrovanim cez lubovolni oblast U dostaneme mnoZstvo naboja v tejto oblasti

o(U) = /6- (8.18)

Zavedenim Riemannovej metriky, ktord na variete predpokladdme, mdZeme o vyjadrit ako
o = p(x)vol, kde p je hustota naboja. Dalej budeme predpokladat, Ze W je dvojstranna plo-

cha, potom moZeme zaviest priidovii 2-formu J, kde [ J predstavuje mieru prietoku néboja cez

w

plochu W.
Budeme predpokladat platnost zdkona zachovania elektrického ndboja, preto ak 2-rozmer-
néa plocha W je hranicou kompaktnej 3-rozmernej oblasti U, tj W = dU, potom pre kazdi
oblast U plati, Ze miera, s akou ndboj opusta oblast U, musi byf rovnd miere dbytku ndboja

vo vnuitri oblasti U, ¢o md6Zeme matematicky vyjadrit

Jo=-2 o= o (8.19)
U U

U

Ak J je spojite diferencovatelnd, potom podl'a Stokesovho teorému plati

/3 — /dH. (8.20)
U U

Spojenim rovnic (8.19) a (8.20) dostaneme

Jdo
S5, tdi=o, (8.21)

kde d znaci priestorovii derivdciu.

Teraz mdzeme zaviest priidovy vektor J, ktory je pridruZeny k pridovej 2-forme J, ako
J = iyvol. Co mdzeme v siiradniciach vyjadrif ako iyvol = \/gp(vl dy Ndz +v*dzNdy +
v dxAdy).

Dalej pre 2-formu J a J vektor pridruZeny k tejto forme moZzeme zaviest divergenciu ako
dg = (div]J)vol. (8.22)

Potom pouzitim vzfahu (8.21) spolu s (8.22) dostdvame rovnicu kontinuity

ap oo
5 +div] = 0. (8.23)

Niekedy sa pouZiva tiez vyjadrenie priidu ako konvekéného priidu®, teda J = pv, kde v je
rychlost nabitej l4tky. Sdradnicové vyjadrenie pridruZenej 2-formy je potom J = p(v!dy A
dz + v dzAdy + v dxAdy).

®Konvekény priid je prid, ktory je vyvolany mechanickym pridenim latky, v ktorej je naboj.
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Dalej budeme predpokladaf rychlos svetla ¢ = 1 a elektromagnetické pole F izolované

od vonkajsich sil. Potom mdZeme zaviest Lorentzovu’ silu
F =¢g(E+vxB), (8.24)

ktord uddva elektromagnetickd silu na bod hmoty s ndbojom g pohybujticim sa rychlosfou v.
Takto definujeme elektrické pole E v bode x v okamihu ¢, ktoré meriame ako silu na jednotku
naboja v pokoji a magnetické pole B, ktoré meriame ako sily na jednotky nabojov pohybujucich
sa v smere jednotkovych vektorov i,j a k. Sila F m4 smer nezavisly na orientécii priestoru M>.

Teraz by sme chceli zaviest elektromagnetické pole nezdvisle na stradniciach, s tym nam
pomoZze definovanie uvedenych veli¢in pomocou ich kovariantnych verzii. Elektrické pole pri-

druzime k 1-forme &, ktorej vyjadrenie v lubovolnych siradniciach je
€ = Eydx' + Exdx? + Ezdx’. (8.25)

Formu €& teraz vnimame ako intenzitu elektrického pola. Podobne magnetické pole pridruzime
k 2-forme B
B = Bozdx> Adx> + Bsjdx® Adx' + Biadx' Adx?, (8.26)

ktord reprezentuje intenzitu magnetického pola. Potom mdZeme Lorentzovu silu zapisaf ako
1-formu v tvar
f=q(€—iyB). (8.27)

V takto zavedenom systéme uz moZzeme formulovat Maxwellove rovnice.

1. Zakon spojitosti magnetického indukéného toku. Pre kazdi kompaktni orientovanud

oblast U plati
/ / B = 0.
U

Budeme predpokladat, Zze B md spojité prvé derivicie, potom [[f,;dB = [[;,B = 0.

Ked Ze toto plati pre Tubovol'ne mald oblast U, plati

29

¢o mdZeme zapisaf tieZ vektorovo divB = 0.

2. Faradayov zakon. Nech V je kompaktna orientovand plocha s hranicou dV. Potom plati
dB
e—- 15
j{ Jt
v 14

"Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) - holandsky fyzik, lauredt Nobelovej ceny za fyziku z roku 1902 spolu

s Pieterom Zeemanom za vysvetlenie Zeemanovho javu
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Ak € ma spojité prvé parcidlne derivacie, plati [[d& + %—? = 0, pre vSetky plochy V.
14

Aplikovanim na malé obdlZniky rovnobezné s rovinami xy, xz a yz, dostdvame

0B
dé = — — 8.29
3 (8.29)
¢o mozeme vektorovo zapisat ako curlE = — %—I:.

Pre odvodenie zvy$nych dvoch rovnic musime predpokladaf Riemannovu metriku. Potom mo-

Zeme zaviest dve pseudoformy

x& = igvol = \Jg(E'dx* Ndx® + E*dx® Ndx' + E3dx' Ndx?)
*& = B]dx1 —+ Bzd)c2 —+ B3dx3.

Pseudoforma %€ je 2-forma a *B je 1-forma.

3. Gaussov zikon. Nech U je ubovolna kompaktnd oblast, potom

4/*8 :4n/U//o — 470(V)

meria mnoZstvo ndboja, ktory obsahuje oblast U. Ked budeme predpokladat spojité de-

rivacie, dostaneme

d* & = 4rno, (8.30)

¢o mdzeme zapisaf vektorovo divE = 47mp.

4. Ampér-Maxwellov zakon. Nech M je kompaktna dvojstranna plocha, potom
d* &
*B = drj .
]{ / It dt
oM M

Za predpokladu spojitych derivacii €, mdZeme prepisat

0% &
ot ’

dxB = 4mj+ (8.31)

vektorovo zapisané curl B = 47wJ + %—l;:

8.3.2 Zavedenie Maxwellovych rovnic v M*

Budeme pedpokladat rychlost svetla ¢ = 1. Uvazujme silu magnetického pola ako 2-formu
F = ENdt + B,
kde € je 1-forma a B je 2-forma. MdZeme rozpisat
F = (Eydx+ E»dy+ E3dz) Ndt + Bidy ANdz + Badz Adx + Bzdx \dy,
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alebo tiez
F = ZF,'jdxi/\dxj,
i<j
0 —E —E, —E;
Eq 0 B3 —B
E, —Bs O B
Ey B, -B; 0

[Fij] =

V Minkowského priestore mame casovo-priestorovii derivdciu

d
d=d+dt N~
ot
Zderivovanim sily magnetického pola F = &(t,x) Adt + B(t,x), dostaneme
dB JdB
Z tejto rovnice plynie
JdB L
dFF =0 & d& =—— azaroven d3B = 0. (8.32)

dt
Vidime, Ze rovnica dF = 0 je ekvivalentnd prvym dvom Maxwellovym rovniciam (8.28)
a (8.29).
Dalej budeme vychadzat z Poincarého lemmy, ktord zaisti platnost F = dA, pre nejaki 1-formu
A=¢dt+ A, kde A = Ay(t,x)dx%*, a = 1,2,3. Potom dosadenim dostavame

F =dA

ENdt + B = (d+dr/\%) (pdr+A)

dA
EAdt + B = do Ndt +dA +dt N =

Jt
JdA
Z ¢oho plynie
dA
E=d¢— —
do ot
B = dA.

Vektorovym vyjadrenim dostaneme rovnice E = V¢ — %—‘? aB = curlA. Kde ¢ je skaldra A je
vektor potencialu.

Dalej budeme uvaZovaf nabiti latku s hustotou naboja p, ktord sa pohybuje v R3 s lokdlnym
vektorom rychlosti v. Potom mdZeme zaviest vektor pridu j = pv, d'alej zavedieme pridovy

4-vektor J = (p,j) a mdZeme zaviest pridruZeni pridovi 3-formu §
8 = iyvol = pdxANdyNdz— (jidy Ndz+ jodz Ndx+ jzdx Ady) Adt,
§ =0—-JNdt.
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Teraz mdZeme definoval pseudo 2-formu *F
xF = —«BAdt + *E, (8.33)

na ktoru aplikujeme Casovo-priestorovu derivaciu a dostaneme

d+«F = d*x & — (d*B—aék—t(‘:) Adt.

Dosadenim Gaussovho a Ampér-Maxwellovho zdkona, t.j. rovnic (8.30) a (8.31) dostaneme

2. Maxwellovu rovnicu
d+«F = 4n(c—JANdt)

’d*F = 4n8,

(8.34)

ktorti mdZeme tieZ zapisaf ako d8 = 0, o je opif zdkon zachovania elektrického naboja. Od-

vodené zdkony mdzeme zhrnit v jednoduchom diagrame

d d
A F 0
*
xF d J d 0
kde
FeQ’M je elektromagnetické pole,
«F € Q*M je dudlne elektromagnetické pole,

Ac QM je elektromagneticky potencidl,
je’m je hustota elektrického prudu.

8.4 Rozklad elektromagnetického pola

Opit uvazujme Lorentzov priestorocas s pozorovatelom {7, 7}, kde plati 7(T) = 1. Vd aka
vziahu e; oir +i7 oe; = id, ktory umoZiiuje rozlozif formu 7 na dve Casti, z nich jedna je pa-
raleln4 so smerom vektoru T a druh4 je paralelnd s opaénym smerom. Potom vieme Tubovolnd

formu ® rozlozif na dva ¢leny
® = eoip@+iroe® = e (Tu0)+ir(TA®) = TAOr + ©s. (8.35)

Teraz moZeme tento vzfah aplikovaf na elektromagnetické pole F € Q?, dostaneme opit roz-
klad na dve Casti
F =F +F ms
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z ktorych jedna bude Cisto elektrickd a druha Cisto magnetickd

F, = eroirF = e;(TJF) = tA(TJF),
Fp = iroe:F = ir(TAF) = T (TAF).

Tento rozklad ndm umoZziuje chdpaf elektromagnetické pole F, ako stéet dvoch zloZiek

F=E&ENT+ B,
kde & = —irF, B = iT(‘L'/\F).

(8.36)

V tomto vzfahu 1-forma & predstavuje elektrické pole a 2-forma B predstavuje pole magne-

tické. Podobne mdzeme rozlozit aj dudlne pole G = *F na sicet dvoch zloZiek

G=1 ANH+ D,
kde H = irG, D = iT(T/\G),

(8.37)

kde H je 1-forma a D je 2-forma.

Zavedenim priestorovej a casovej vonkajSej derivacie a naslednou aplikdciou na rozloZené
formy mdzeme Maxwellove rovnice vyjadrif pomocou skritenia a krivosti. Najskor teda zave-
dieme spominané derivicie.

Definicia 8.4. (Priestorova a ¢asova vonkajsia derivacia)

Nech @ € Q*M, potom pre pozorovatela {T,7T} modZeme zaviest priestorovii vonkajsiu de-

rivdciu d3 a ¢asovi vonkajsiu derivdciu nasledovne

d;o = irT Ndo,

0= £7rm.

Lema 8.5. V referenénom systéme pozorovatela {T,t} uvaZujme diferencidlnu rovnicu
dw = o, ktord umoZiiuje rozklad vonkajSej formy na dve Casti, z ktorych prva je Cisto pries-
torovd (aplikovanim it bude rovnd nule) a druha je Cisto casova (aplikovanim e; bude rovnd

nule). Rozpad je nasledovny

d3ws = 05+ Curv(T) O, (8.38)
—ws+dyor = or —Torq(7). @, (8.39)
kde
Curv(t)uw = —ir(tAdT)Nirw = —ir(TAdT) A Or, (8.40)
Torq(t).0 = (£77) Nit@ =T\ 0. (8.41)
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Dékaz. Budeme predpokladai 6 = d(T Nir@ + iyt A ®) z (8.35). Teraz na obe strany

rovnice aplikujeme it A T a dostaneme

ir(TAo) = iT<rAd(r/\ iT® + iTT/\CO)>
[
or Ws
Og = iT(T/\(d‘L'/\(DT — TtAdor + a’a)S)>

= iT((r/\dr)/\a), — (tAT)Ndor —|—17Adws>
0
= ir(tAdT) N + ir(TANdwy)

-~ -~

—Curv(t)a@ d3 g

os = —Curv(7)10 + d3s.

Dokdzali sme vztah (8.38). Teraz na rovnicu z predpokladu ¢ = d(T AN ir@ +i7T A ®) apliku-

jeme i, dostdvame tak
iT0 = ir (d(r/\ iT® + iﬂ%(z)))
~N =
wr g
or = iT(dr/\wT — TAdor + da)S)>
= (irdt)Nor — ir(TAdor) + irdos
—— —_—— ——
t=£r1 d3r g =£7 05
= (£r1)Nor —dz0r + O
—_—
Torg(T)s@
or = Torq(T)J0 — d3Or + .
Dokdzany je teda aj vztah (8.39). O

Vd aka vztahom z lemy 8.5 mdZeme vyjadrit Maxwellove rovnice pomocou skritenia a kri-

vosti. Vyjadrenie

d3& = —B + Torg(t)JF (8.42)
d3B = Curv(t)JF (8.43)
BH =D+ J — Torg(1).G (8.44)
D = p + Curv(t).G (8.45)

Z rovnice (8.43) plynie, Ze Curv(t)sF mdZeme interpretovat ako zdanlivy magneticky
naboj, v rovnici (8.42) mdZeme interpretovat Torg(7)JF ako zdanlivy magneticky prad. Z dru-
hej dvojice rovnic plyni podobné zavery, z rovnice (8.45) vyplyva, ze Curv(t)1 G interpre-
tujeme ako efektivny elektricky ndboj a z rovnice (8.44), ze Torg(t). G interpretujeme ako

efektivny elektricky prud.
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Rovnica kontinuity mé potom tvar
p +d3J = —Torq(t)J4. (8.46)
Rovnice pre potencidl vyzeraji

& =—A+dy— Torq(7)aa, (8.47)
B = —d3A — Curv(T)a. (8.48)

8.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme sa pohybovali na Lorentzovej variete, kde sme pomocou diferencial-
nych foriem a vektorovych poli mohli konstruovat (1,1)-tenzorové pole. Na tomto tenzoro-
vom poli sme vd aka Frohlicher-Nijenhuisovej zatvorke mohli zaviest dve doleZité operacie -
skritenie a krivost konexie. V d al$ej Casti sme detailne rozobrali Struktdru priestoru, na kto-
rom sa nachddzame a definovali potrebné opericie. Néasledne sme zaviedli Maxwellove rovnice
na 3- a 4-dimenziondlnej variete, pracovali sme s diferencidlnymi formami, ¢o ndim pomohlo
zaviest rovnice vieobecnejsie ako pri klasickom vektorom zavedeni.

Nakoniec sme vSetky poznatky spojili, rozlozili sme elektromagnetické pole na Cisto elek-
trickd a ¢isto magnetickd Cast, aplikovali sme na tieto Casti priestorovi a ¢asovid derivaciu, ¢im
sa ndm podarilo vyjadrif Maxwellove rovnice pomocou skritenia a krivosti, to znamend pomo-
cou Frohlicher-Nijenhuisovej zatvorky. Toto vyjadrenie je vyznamné najmi z hl'adiska toho, Ze

nie je zavislé od volby stiradného systému pozorovatela na variete.
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9 GEOMETRICKY VYZNAM OBYCAJNYCH
DIFERENCIALNYCH ROVNIC

V tejto kapitole ukaZzeme stvislost medzi sistavou oby&ajnych diferencidlnych rovnic (d a-
lej ODR) druhého radu a Frolicher-Nijenhuisovou zatvorkou. Za¢neme zavedenim geometricke;j
Struktiry a popisom ODR. Na tejto Struktire pomocou Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky zave-
dieme operator nazyvany kovariantnd derivacia, ktory ndm umozni geometricky pojedndvat o
systéme ODR.

Nachddzame sa na variete M a vietky objekty uvazujeme ako hladké. Dalej budeme uvaZo-
vaf tangencidlny fibrovany priestor (TM, 7, M), ktory budeme oznaCovat TM, mnoZinu vset-
kych vektorovych poli na variete M budeme podobne ako v predchadzajicom texte znacit
X(M). Kanonicka submerzia w : TM — M indukuje folidciu (rozvrstvenie) na TM, ktorej listy
st tangencidlne priestory 7~ (p) = T,M v bode p € M.

Na variete M budeme pouZivaf lokdlne sdradnice (x') a na tangencidlnom fibrovanom pries-
tore stiradnice (x',y/). Zavedieme este tangencialny fibrovany priestor bez nulového rezu ako
TM~ A0} = {(x,y) € TM|y # 0}.

Dalej nas budii zaujimat krivky na variete. Nech [ je neprazdny interval v R, potom mdZeme
zaviest krivku ¢ : I — M, ktorej stradnice st c(t) = (x'(¢)). Tangencidlnym liftom takto defi-
novanej krivky budeme nazyvat krivku ¢’ : I — TM, jej sdradnice sd ¢’ (t) = (xi(t),dx'/dt).

Veta 9.1. Krivku ¢ nazveme reguldrnou krivkou, ak plati ¢'(t) € TM ~. {0}.

Systém obycajnych diferencidlnych rovnic druhého rddu mdzeme vyjadrif pomocou se-
mispreja, tento pojem si zavedieme.

Definicia 9.2. (Semisprej)

Nech M je varieta. Vektorové pole S € X(TM . {0}) také, Ze kazdd integrdlna krivka y: [ —
TM~ {0} v S je tvaru y = (mo7y) sanazyva semisprej na variete M. [27]

Semisprej S je v lokdlnych siradniciach dany vztahom

S — l—.
Y ox!

- 2G"(x,y)aiyi, (9.1)
pre nejaké funkcie G' definované na defini¢nych oboroch (x,y).
Definicia 9.3. (Geodetika)
Pre integralnu krivku y: I — TM ~. {0} na S povieme, Ze krivka c : I — M je geodetika, ak plati
c=ToY.
Veta 9.4. Reguldrna krivkay: I — TM ~. {0} je geodetika prave vtedy, ked plati Soc’ = ¢
Veta 9.5. Reguldrna krivka c: [ — M je lokdlne geodetikou S prave vtedy, ked spl/ﬁa systém
ODR druhého radu

d*x - dx
— 4+ 2G — ] =0. 2
g +2G (x, dt) 0 9.2)
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Mozeme vidiet, Ze rieSeniami systému ODR druhého rddu, ktory je vyjadreny pomocou
semispreja, su regularne krivky na variete M.

Tangencidlnou Struktirou rozumieme (1, 1)-tenzorové pole na TM definované ako J =
3%,- ® dx'. Vertikdlna distribicia je distribuciadand V: ue TM — V,TM = KerJ, C T,TM.
Na takto definovanej tangencidlnej Struktire mdZeme zaviest v§eobecnii konexiu nazyvanu tiez
horizontdlna distribticia. VSeobecnd konexia H je doplnkom k vertikdlnej distribucii, je dana
H:ueTM~{0}— V,TM C T,TM. Mame teda dekompoziciu T,TM = H, &V, pre vietky
u € TM ~ {0}. Prislu§né vertikédlne a horizontdlne projektory budeme znacif v a h a ked Ze
definuju dekompoziciu, plati 4+ v = 1d. Tieto projektory mdZeme suradnicovo zapisat ako

1) , .
h = — ®dx', V= — R 8y, (9.3)
ox!

§ (a\ [0 j J
v =Haa) = (Ge) e

Sy =dy + N}(x,y) dx’.

kde

Pre semisprej S a prislusni vSeobecni konexiu (k,v), budeme uvazovat vertikdlne hodno-

tové (1, 1)-tenzorové pole na TM ~. {0}
® = —vofgy = vofsh=vostgoh, 9.4)

ktoré nazyvame Jacobiho endomorfizmus. Teraz mdzeme definoval Frolicher-Nijenhuisovu za-

tvorku S a (1, 1)-tenzorového pola A ako
[S,Alpy = £5A = £50A — Ao £s. 9.5)
Jacobiho endomorfizmus mdZeme vyjadrit v lokdlnych stradniciach
8G'

i J j i i i a7k

Zlozky R; su povazované za druhé geometrické invarianty semispreju, nazyvame ich zloZky
krivosti. Pre dvojicu semispraju a konexie (S, (h,v)) budeme nakoniec uvazoval zobrazenie
V:X(TM~{0}) — X(TM ~ {0}) dané vzahom

V=hofsoh+vofgov=4~£g+ hofsh+voLgy 9.7)

ktoré nazyvame dynamickd kovariantnd derivdcia. [27]
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ZAVER

V tejto praci sme sa zaoberali Frolicher-Nijenhuisovou zatvorkou a jej aplikdciami v geome-
trii a fyzike. Na zaCiatku bolo mojou ulohou najmi detailné naStudovanie rozsiahleho aparétu
diferencidlnej geometrie na varietach, ktord sa tieZ oznacuje ako tzv. modernd diferencidlna
geometria. Tento aparét bol zdkladom pre zavedenie potrebnych geometrickych pojmov a tiez
zatvorkovych operétorov - Lieova a Frolicher-Nijenhuisovou zéatvorka.

Ciele prace by sme mohli rozdelit do troch iastkovych cielov. Prvym cielom bolo pre-
hl'adné zavedenie pojmov z diferencidlnej geometrie spolu s ich vlastnostami preloZené ilu-
stratfvnymi prikladmi a obrazkami. Dal§im cielom bolo dokumentovaf podstatu vzfahu dife-
rencidlnej geometrie a variatného poctu a vyzdvihnif univerzdlnost metdd variacného poctu
pri rieSeni fyzikdlnych problémov. Poslednym, najddleZitej$im cielom bolo rozobratie aplikacif
Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky.

Prvé tri kapitoly boli venované definicidm zékladnych pojmov a tvrdeniam tykajtcich sa ich
vlastnosti. V tychto kapitoldch sme sa snaZili o prehl'adny text vysvetlujici problematiku mo-
dernej diferencidlnej geometrie.

Nasledovalo zavedenie operatoru - Lieova zdtvorka, objasnenie jej vlastnosti a najmi jej ge-
ometrického vyznamu. Kapitola bola na zaver doplnena prikladmi, ktoré maju slizit k lepSiemu
nahl'adu do problematiky. V geometrickej Casti prace bola d alej uvedena kapitola vysvetlujica
konexiu a Struktdiry definované prostrednictvom nej. Opit bol kladeny ddraz na geometricku
predstavu a interpretaciu. ZovSeobecnenim pojmu Lieovej zédtvorky sme sa dostali ku kl'i¢o-
vému pojmu tejto diplomovej prace a to k pojmu Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky. V tejto
kapitole sa tieZ pojedndvalo o vlastnostiach operatoru a na zaver bola doplnena prikladmi.

V siedmej kapitole bola detailnejSie rozobrata tedria variacného poctu na varietach, ktorej
hlavnou vyhodou je univerzdlnost metéd na zavedenej Struktire. Na fyzikdlnych aplikdcidch,
konkrétne vlnovych a Maxwellovych rovniciach, bola demonstrovand dvaha, ¢i pohybova rov-
nica systému je odvoditel'na z nejakého variaéného principu. Tento problém sa nazyva inverzny
problém variacného poctu.

Dal3ia kapitola je pre pracu velmi doleZitd, prave v tejto kapitole bola dokladne rozobrata
aplikacia Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky pri odvodeni Maxwellovych rovnic. Nachéddzali sme
sa na Lorentzovej variete a zmyslom bolo zaviest taki $truktiru, pomocou ktorej bude mozné
odvodit Maxwellove rovnice nezavisle na vybere siradnicového systému pozorovatelom.

V poslednej kapitole bola popisana eSte jedna aplikacia Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky
z inej oblasti. Konkrétne sa jednalo o popis geometrického vyznamu obycajnych diferencial-
nych rovnic. O systéme diferencidlnych rovnic mdZeme geometricky pojedndvat v zmysle ten-
zorového operatoru nazyvaného dynamickd kovariantnd derivacia. Tento operétor je definovany

prave pomocou Frolicher-Nijenhuisovej zatvorky.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV

SYMBOL VYZNAM

Vv vektorovy priestor

Vv* dualny vektorovy priestor k priestoru V

VW tenzorovy sucin vektorov v, w

A vonkajsie ndsobenie

M diferencovatelnd varieta

™M tangencidlny priestor k variete M v bode x
M kotangencidlny priestor k variete M v bode x
™ tangencidlny fibrovany priestor k variete M
"M kotangencidlny fibrovany priestor k variete M

Y, Y,a,M),n:Y - M
E

X

X(M)

[X,Y]

[K,L]rNn

J"(M,N)

\Y%

0]

8

fibrovana varieta

vektorovy fibrovany priestor
vektorové pole

mnoZina vsetkych vektorovych poli
Lieova zatvorka vektorovych poli X, Y
Frohlicher-Nijenhuisova zatvorka (1, 1)-tenzorovych poli K, L
mnoZina vSetkych r-jetovz M do N
klasickd linedrna konexia

vSeobecna konexia

Riemannova metrika

vertikdlny fibrovany priestor
horizontalny fibrovany priestor

tok generovany vektorovym polom
pull-back

push-forward
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