VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE
—/// \\/y BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVi
USTAV MATEMATIKY

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

I 5 I INSTITUTE OF MATHEMATICS

©
%
\S

/A

MODELOVANi DYNAMIKY POPULACI

MODELING OF POPULATION DYNAMICS

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE LUBOS PECKA

AUTHOR

VEDOUCI| PRACE prof. RNDr. JAN FRANCU, CSc.
SUPERVISOR

BRNO 2008






Abstrakt

Cilem této prace je popsat zakladni modely dynamiky populaci. V prvni ¢asti jsou uve-
deny modely dynamiky jedné populace, v druhé modely zabyvajici se koexistenci dvou
biologickych druhti. Vzdy zacindme s popisem modelt jednodussich a postupné jsou vy-
tvareny modely realistictéjsi. V posledni ¢asti jsou naznaceny dal$i moznosti zpresnéni
modeli, kterymi se nase ivahy pfi modelovani dynamiky populaci mohou dale ubirat.
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Abstract

The aim of this thesis is to describe the basic models of the population dynamics. In
the first part of the thesis, the models which describe the dynamic of one population are
mentioned, in the second part there are models of the coexistence of two biological kinds.
We always begin with the description of the basic models and we try gradually to create
models that are more realistic. In the last section further possibilities of specification for
the models, which can also be taken into account, are indicated
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1 Uvod

Matematika byla vzdy propojena s jinymi védnimi obory a aplikace matematiky v nich
je velmi ztetelna. Tato spojitost je patrna zejména ve vztahu matematiky a fyziky, kde je
vazba velice izka. OvsSem jeji uplatnéni ¢im dal tim vice proniké i do jinych oborti, jako
je chemie, medicina, ekonomie a samoziejmé také biologie.

Zakladni aplikaci matematiky v biologii je kvantifikace jev zivé prirody, kde se ke zpra-
covani ziskanych udaji vyuziva zejména matematické statistiky. Dalsi oblasti aplikace je
matematické modelovani. Jednou z nejvyznamnéjsich oblasti modelovani v biologii je mo-
delovani dynamiky populaci, které nam v mnoha piipadech poméaha porozumét chovani
populaci, stanovit, jak se budou populace v ¢ase vyvijet, a tim ndm umoznuje regulovat
vyvoj populaci tak, aby nedoslo naptiklad k vyhlazeni urc¢itého druhu.

Cilem této prace je popsani zakladnich vybranych modeli dynamiky populaci. U jed-
notlivych modelt jsou nejdiive uvedeny predpoklady, které vétsinou vychéazeji z praktic-
kych zkusenosti a vysledkii pozorovani, a nasledné je sestaven model ve tvaru diferencialni
rovnice (jedna-li se o model jedné populace), nebo soustavy diferencidlnich rovnic (mode-
lovani dynamiky dvou populaci). Nésledné je diferencidlni rovnice, resp. soustava diferen-
cidlnich rovnic, vyfeSena a tim je vyfeSen i model. U modeli dynamiky jedné populace
jsou rovnice spoctené nejen obecné, ale i pro konkrétni hodnoty. Pii popisu dvou biolo-
gickych druhti je jiz uvedeno pouze obecné odvozeni. U kazdého modelu je také pro lepsi
ilustraci uvedeno grafické znazornéni feseni daného modelu.

V préaci jsou timto zptisobem popsany zakladni modely popisujici vyvoj jedné popu-
lace s ohledem na predem stanovené predpoklady. Postupné se od modelt jednodussich,
spise teoretickych, dostavame postupnym urcovanim realnéjsich predpokladi k modeltim
popsany modely koexistence dvou biologickych druhii - pripad symbidzy, konkurence a
modely dravec-kofist Gauseho typu. V posledni ¢asti prace se zabyvame dalsimi moz-
nostmi vyvoje modeld a dalsimi predpoklady, které modely jesté dale priblizuji realité,
napiiklad reprodukéni schopnosti jedinct az od reprodukéniho véku.
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2 Rozdéleni modelu

2.1 Pojem modelu a modelovani

Modelem nazyvame zjednodusené zobrazeni zkoumané skuteénosti (napiiklad technického
procesu, problému Fizeni, fyzikalniho, chemického objektu), které se realizuje k uréitému
cili. Matematicky model je abstraktni model uzivajici matematicky jazyk k popisu chovani
systému. Matematické modely jsou pouzivany nejen v pfirodnich védéach (fyzika, biologie)
a inzenyrskych disciplinach (strojirenstvi, stavitelstvi, elektrotechnika), ale také ve védach
spole¢enskych (ekonomika, sociologie, politologie).

Modelovani je Gcelové zobrazovani vysettovanych vlastnosti pomoci vhodné zvolenych
vlastnosti modelu. Modelovani je dnes velmi rozsifenou pracovni metodou nachazejici
uplatnéni v rtiznych oblastech.

2.2 Zakladni déleni modelu

Modely lze klasifikovat podle riznych hledisek. Zakladnim kritériem pro jejich tiidéni je
jejich chovani v ¢ase. Z tohoto hlediska délime modely na:

e statické neboli deskriptivni (v ¢ase se neméni)
e dynamické (v Case se vyvijejici)

Matematické modely lze také délit podle charakteru veli¢in a proménnych v ném vystu-
pujicich. Jedna moznost, jak je lze z tohoto hlediska rozlisit, je déleni na:

e stochastické (v modelu se vyskytuje alespori jedna ndhodné veli¢ina)
e deterministické (v modelu ndhodn4 veli¢ina neni)

Ptitom nahodnou veli¢inou u dynamickych modelt neni cas.

Jind moznost klasifikace matematickych modeli vychazi z jejich vztahu k okoli, tj. k ve-
licinam, které nejsou soucasti modelu. V tomto ptipadé 1ze modely délit na

e autonomni (nezavislé na okoli)

e neautonomni (explicitné zavislé na néjaké vnéjsi proménné).

vvvvvv

nic se déli na autonomni a neautonomni podle toho, zda je v jejich pravych stranach
explicitné uveden cas, ¢i nikoli. Modely autonomni v case i ostatnich proménnych vyja-
diuji fundamentalni prirodni zakony; napi. rozpad Castic probiha stejné ve ctvrtek jako
v patek, na Zemi nebo na Marsu. Vétsinu pfirodnich procestt popisujeme modely auto-
nomnimi v ¢ase a neautonomnimi v jinych proménnych.

Poslednim délénim, které zde uvedeme, je déleni model na modely:
o diskrétni
® spojité
e smisené

11



Diskrétni modely jsou takové, u nichz vSechny vysSetfované vlastnosti maji diskrétni
chovani. Jsou tudiz charakteristické tim, Ze vSechny stavové proménné nabyvaji nejvyse
spocetné mnoha hodnot a v pribéhu ¢asu se méni skokem. Spojitymi modely nazyvame
takové modely, jejichz zkoumané vlastnosti maji chovani spojité, to znamena, ze se neméni
skokem, ale nabyvaji hodnot z néjakého kontinua. Uvazovanou spojitou veli¢inou miize byt
napiiklad ¢as nebo velikost populace (pocet jedincit). U modelt kombinovangch mohou
byt vysSetfované vlastnosti jak spojitého, tak diskrétniho typu.
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3 Modely popisujici jednu populaci

3.1 Zakladni predpoklady

Zabyvéame-li se modelem, ktery méa popisovat jednu populaci, predpokladame model, ktery
je dynamicky, deterministicky a se spojitym ¢asem (coz znamend s prekryvajicimi se ge-
neracemi). Dal§imi zjednodusenimi, ktera budeme piedpokladat, je, Ze neuvazujeme na-
hodné vlivy (v biologii je bézné, ze variabilita veli¢in je i 20% ) a ze celou zkoumanou
populaci povazujeme za homogenni smés, tj. neuvazujeme rozdéleni jedinct podle pohlavi,
vékovou strukturu jedincii ani jeji prostorové rozlozeni. Jedinou stavovou veli¢inou, ktera
nas tedy zajima, je velikost populace, ktera je reprezentovana poctem jedincii, populacni
hustotou, atd.

3.2 Ristové modely

Necht x = z(t) oznac¢uje néjakou ¢iselnou ,miru* velikosti jisté populace v ¢ase t. Populact
rozumime nejen spolecenstvo zivych organismt, napt. lidi, ale také tfeba mnozstvi atomu
radioaktivni latky, dfevni hmotu rostouciho stromu apod. Jako priklad vhodné miry ve-
likosti populace miize slouzit pocet milion lidi Zijicich na Zemi nebo tuny biomasy rybi
populace.

Sledujeme-li vyvoj velikosti této populace v ¢asovém intervalu (¢,t + At), miZzeme ji
vyjadrit zapisem

x(t + At) = z(t) + mnozstvi narozenych - mnozstvi zemfelych

Nyni predpokladejme, Ze b(t, x) udava miru pridavani jednotek k dané populaci za jed-
notku ¢asu na kazdou jednotku populace uvazovanou v case t pii velikosti populace z.
Je to tedy jakasi ,rychlost“ ristu populace na jednu jednotku populace, pfipadné tento
vyraz muzeme chapat jako koeficient porodnosti. Obdobné d(t, z) zna¢i miru, ve které jed-
notky populace umiraji (pfipadné jsou z populace odstrariovany), tudiz jakysi koeficient
umrtnosti.

Budeme predpokladat, Zze b(t, x), d(t,x) jsou spojité, nezdporné funkce a ze velikost
populace z = z(t) je diferencovatelna funkce. Dale pfedpokladame, ze mnozstvi naroze-
nych nebo zemfelych jedinct za kratky casovy interval délky At je imérny této délce
(trvani). Pak vySe uvedeny vztah lze pfepsat do tvaru

x(t+At) = z(t)+[b(t, z(t))+o(1)|At[z(t)+0o(1)] = [d(t, x(t)) +o(1)]|At[x(t) +o(1)], (3.1)

kde o(1) znadi libovolnou funkei konvergujici k 0 pro At — 0.
Déle tedy ze vztahu (3.1) dostavame

z(t + At) — x(t)

= [b(t, 2(t)) + o(V)][2(t) + o(1)] — [d(t, 2(1)) + o(D)][x(t) + o(1)].

At
Limitnim pfechodem At — 0 obdrzime diferencialni rovnici
d
d—f = u(t,z)z, (3.2)

kde u(t,z) = b(t,x) — d(t,z). Funkce u(t,x) je tzv. specifickd mira ristu, kterd obecné
muze zaviset nejen na ¢ a z, ale i na fadé dalsich parametri. Rovnice (3.2) sama o sobé
jesté neni matematickym modelem. Tim se stava az po stanoveni predpokladi kladenych
na specifickou miru rastu p(t, x).
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3.3 Malthusuv model

U malych populaci nemusime predpokladat zavislost specifické miry p(¢, x) na case ¢, ani
na velikosti populace x, tj. predpokladame, Ze z hlediska prostfedi, v némz populace zije,
se vliv tohoto prostfedi v ¢ase neméni. Specifickd mira riistu je tedy konstantni a oznac¢me
ji g. Potom rovnice

T =gx

s pocatecni podminkou

z(0) = xg

ma FeSeni ve tvaru

x(t) = zoe?.

U Malthusova modelu tedy mohou nastat t¥i zakladni moznosti vyvoje populace v zavis-
losti na velikosti koenficientu g.

Prvnim pripadem je, ze vyraz g nabyva kladné hodnoty. Tento pfipad nastava, po-
kud porodnost v populaci je vétsi nez umrtnost. Vykreslime si graf pro urcité hodnoty,
konkrétné pro konstanty g = 0,4 a z(0) = 100. Dostavame model tvaru z(t) = 100e%%:

300+

2001

100+

Dalsi moznosti je, ze specifickd mira ristu ¢ je zaporna. V tomto pripadé dochazi
k postupnému vymirani populace vlivem vyssi timrtnosti v populaci, nez je jeji porod-
nost. Vykreslime si i nyni graf pro konkrétni ptipad a to pro hodnoty parametrtt g = —0,4
a x(0) = 200, dostavdme pak model tvaru z(t) = 200e~%%, jehoz pribéh vidime na né-
sledujicim grafu:
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300+

200-

100+

Posledni moznosti je, ze specifickd mira ristu g je nulova. Tato moznost nastane, pokud
porodnost a imrtnost jsou stejné, tedy populace se nevyviji a pocet jedincti je konstantni,
plati tudiz g = 0, poc¢atecni velikost populace zvolime z(0) = 200. Na néasledujicim grafu
pak vidime, Ze v takovém piipadé je velikost populace konstantni:

i

300+

200

100+

Malthusiiv model dava docela dobrou shodu se statistickymi tidaji, pokud se jedna
o kratsi casovy interval a pokud neni zkoumana populace prilis velka. Pti vétsich popula-
cich jiz tento model nevyhovuje, jelikoz podle néj populace neomezené roste, coz v redlném
prostfedi neni mozné mimo jiné z diivodu omezenych zdroji a omezeného tzemi.

3.4 Verhulstova (logistickd) rovnice

V realném prostiedi je velikost specifické miry ristu funkei velikosti populace. Ve velké
populaci je velkd konkurence o zdroje, které jsou omezené, dochézi tedy k vnitrodruhové
konkurenci. Toto soupereni zvySuje imrtnost v populaci, popfipadé snizuje porodnost.
Navic konkurence je tim vétsi, ¢im vice je soupeficich jedinct. Z tohoto divodu je oprav-
néné predpokladat, ze specifickd mira ristu p je klesajici funkei velikosti populace.

15



Nejjednodussi klesajici funkei je funkce linearni: p(z) = a — bz. Koeficient a se na-
zyva koeficient rustu (jde o specifickou miru ristu populace v idealizovaném prostiedi
s omezenymi zdroji), koeficient b se nazyva koeficient zpomaleni ristu a vyjadiuje veli-
kost vnitrodruhové konkurence. Dosadime-li tedy specifickou miru rtistu do rovnice (3.2),
dostavame

dz
dt
Rovnice (3.3) se nazyva Verhulstova rovnice, nékdy také logistickd. Graf feSeni této
rovnice se nazyva logistickd krivka, coz ma naznacovat jistou podobnost s grafem logarit-
mické funkce. Rovnici (3.3) lze totiz piepsat na tvar % In(x) = a — bz.
Predpokladejme, ze koeficient rustu a je a > 0. Dale predpokladejme, Ze rovnice (3.3)
ma pocatecni podminku

= (a — bx)x. (3.3)

z(0) = x9 > 0.

Pak uvazovany pocatec¢ni problém ma feseni tvaru:
x(t)

Je-li 2p=0, pak TeSeni je tvaru z(t) = 0.

Pokud ovSem x(y > 0, dostavame jiz netrivialni feseni. Zvolme koeficient ristu a = 100
a koeficient zpomaleni ristu b = 0.5. Vykreslime si nyni prtibéh modelu pro tii rtzné
pocatecni podminky. Prvni moznosti bude pripad, kdy velikost pocatecni populace je
xo = 100, tento typ oznac¢ime I, druhy ptipad, ktery namodelujeme, je pro xy = 500,
oznac¢ime ho 1. Poslednim uvazovanym pfipadem bude xy = 5, tento typ oznac¢ime I11.
Vykreslime si priibéh pro tyto tfi pripady:

. aXo
by + (a — brg)eat

T

500t

400+

300+

200+

100+

I R A D A R

Z vyse uvedeného grafu vidime, Ze model ma pro rizné pocatecni podminky rtzné
pribéhy. Spoleénym poznatkem pro vSechny tfi pripady je, ze pro vSechna xg > 0 plati
lim; o 2(t) = ¢, konkrétné v tomto piipadé lim, .. z(t) = % = 200. Vidime, ze funkce
x je rostouci, pokud zy € (0,a/b). V tomto rozmezi lze jesté rozlisit dva piipady. Je-li
35 < To < ¢, CemuZ u nas odpovida piipad I, je funkce v celém defini¢nim oboru konkavni.
Pokud je ovSem zy < 5, coz je ptipad /11, méni se funkce z, jak miizeme vidét na grafu,
z funkce konvexni na funkci konkévni. Pro¢ tomu tak je zjistime, provedeme-li druhou

derivaci rovnice (3.3):

2" = —ba'z + (a — bx)z' = (a — 2bx)a’.
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Vidime tedy, Ze bod zlomu je opravdu zy = g;. MtZeme to vysvétlit napiiklad tim,
ze velmi mala populace na pocatku neméa tak dobré podminky pro rozmnozovani, tudiz
se zpocatku vyviji pomaleji.

Jestlize xy > a/b, je funkce z klesajici, ¢emuz odpovida kiivka I, a pro o = a/b
je funkce z funkei konstantni. Jelikoz lim, .. z(t) = ¢, plati, Ze velikost populace se
ustali na hodnoté a/b, pokud na zac¢atku néjaci jedinci dané populace existovali, pokud
neexistovali, populace se neobjevi. Konstantu a/b nazyvame wuZivnost prostredi .

3.5 Gompertzova krivka

V predchozim ptipadé jsme uvedli, Zze specifickd mira ristu v readlném prostiedi neni
konstantni, ale ze je klesajici funkci velikosti populace a uvazovali jsme klesajici linearni
funkci: p(z) = a — bx. Ovsem to neni jedind moznost, jak mize funkce specifické miry
rustu vypadat. Dalsi moznosti volby je funkce dana pfedpisem: p(z) = —a In(x/K), kde
a a K jsou kladné parametry. U tohoto modelu je ziejmé, Ze plati lim, o4 p(z) = oo.
Tuto skutecnost 1ze interpretovat tak, ze mala populace se brani intenzivni reprodukéni
aktivitou vyhynuti nebo Ze nékolik jedincii z uvazované populace se v novém prostiedi
zacne velice rychle mnozit (proto je tato funkce pouzivana i pii modelovani rakovinného
bujeni). Po dosazeni této funkce do rovnice (3.2) dostavame rovnici

dr n L
= @ no
Mame-li poc¢atecni podminku
z(0) = x9 >0,

dostavame teseni pocatec¢niho problému ve tvaru
—at Lo
z(t) = Kexp (e In f) .

Plati-li pro velikost populace na poc¢atku zo > 0, pak lim; ., z(¢) = K a mohou u mo-
delu nastat tfi zakladni moznosti vyvoje populace v zavislosti na velikosti koeficientu x.
Zvolme tedy nasledujici parametry: uzivnost prostfedi bude K = 200 a koeficient a = 1.
Nyni ndm mohou nastat opét tii zakladni moznosti, které ukazeme na konkrétnich pripa-
dech. Prvni moznost, ozna¢me ji typ I, bude ptipad, kdy x¢ = 50. Druhy pripad, typ 1,
bude x¢ = 200 a typ 11 bude zy = 500:

400+

300+

200
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Vidime tedy, ze je-li xy € (0, K), ¢emuz odpovida kiivka I, je funkce x rostouci.
U krivky 11 vidime, ze funkce = je klesajici. Obecné bude funkce klesajici pro vsechna
xo > K. K¥ivka I1 je pro zp = 200 = K a jedna se o funkci konstantni z(t) = K. Jelikoz
lim; ., z(t) = K, parametr K tedy vyjadiuje hodnotu, na niz se ustali velikost populace.

3.6 Dynamika klimaxové populace

Doposud jsme predpokladali, Ze specifickd mira ristu pu populace o velikosti X je klesajici
funkci své proménné. Takto jsme modelovali omezujici vliv vnitrodruhové konkurence
na reprodukci ¢i prezivani populace. Nékdy je ovsem tento predpoklad tfeba modifikovat.
Mize se totiz stat, ze populace, jejiz velikost je mensi nez urc¢ita mezni hodnota, vymira -
je-li populace mala, je pro jedince obtizné najit sexualniho partnera, v malé populaci je
mala variabilita imunitniho systému, a proto mtize cela populace vyhynout vlivem néjaké
infekce.

U populaci vétsich, nez je prahova velikost populace, je jiz specificka mira ristu p
rostouci funkei velikosti populace (naptiklad se miize projevit uzitek ze spolupréace pii zis-
kévani potravy ¢i ze spole¢né obrany mladat pred dravci). U velké populace je vSak jiz
tento uzitek potlacen nevyhodami plynoucimi ze spole¢ného vyuzivani omezenych zdrojiu
(vnitrodruhové konkurence).

Nyni popiseme model, pro ktery je specifickd mira ristu pu = u(x) kladné pro z € (0, K)
a zaporné pro x € (0,0) U (K, 00). Hodnota © predstavuje prah pieziti populace a kon-
stanta K > © nosnou kapacitu prostfedi. Nejjednodussi funkce spliiujici uvedené predpo-

klady je . .
=30 0-5)

Po dosazeni do rovnice (3.2) tedy dostavame diferencialni rovnici tvaru

dz x x
& ——1)(1——). 4
it " (@ K (3.4)
Nyni uvazujme kladnou pocatecni podminku
[E(O) =x9 >0,

pak Teseni dostavame implicitné ve tvaru

1
K_@<Kln

Z tohoto vyjadieni ovsem nedostavame bezprostiedni informace o tom, jak se popisovany
model chova.

Ozna¢me tedy f(z) pravou stranu rovnice (3.4). Tato rovnice ma t¥i singuldrni body
1 =029 = O a x3 = K. Protoze plati

o= (-9 +50-5)- 51

r—0
l’o—@

‘—@ln

z— K lx .
—ln— =1t
K

To — Zo

dostavame




Proto stacionarni feSeni x = 0 a x = K rovnice (3.4) jsou asymptoticky stabilni,
ovSem FeSeni x = © je nestabilni. Navic hodnota f(x) je kladna pro x € (0, K) a zdporna
pro z € (0,0) U (K, 00). Nyni jiz mame dostatek informaci k tomu, abychom opét mohli
vykreslit graf vyvoje populace.

T

Z vyse uvedeného plyne zavér: pokud zy € (0,0), pak FeSeni pocate¢niho problému
x = z(t) je klesajici funkei a lim; ., z(t) = 0. Pokud zy € (0, K), pak je feseni x = x(t)
rostouci a lim; ., 2(t) = K. Jestlize xy > K, pak je feSeni © = x(t) klesajici funkeci a opét
lim; . z(t) = K.

3.7 Shrnuti obecnych modelu popisujicich jednu populaci

Jak jsme vidéli v pfedchozich odstavcich, modelid, které popisuji dynamiku populaci, je
faktorem vyvoje je tedy funkce p, nazyvana specifickda mira rastu. Celkové chovani feseni
nezélezi pfitom na konkrétnim tvaru funkce p(z), ale na tom, kolikrat méni funkce p(x)
znaménko.

Nejjednodussi moznosti, ktera muze nastat, je pripad, kdy specifickd mira ristu ma
po celou dobu (pro jakoukoliv velikost populace) stejné znaménko, tj. porad je kladna,
nebo porad zdporné (specidlnim piipadem je, pokud je funkci konstantni). Je-li pro ja-
koukoliv velikost populace p kladna, populace roste nade vSechny meze. Je-li ovsem p
zaporna, pak funkce popisujici vyvoj populace v Case je klesajici a populace tudiz po-
stupné vymira. Specialni moznosti je piipad, kdy specificka mira rtstu je konstantni, coz
vede na nami popsany Malthustiv model. Jak jsme mohli vidét, spliiuje nase tvrzeni, ze
pro stale kladnou funkci y roste populace nade vSechny meze a pro zapornou funkci p po-
pulace vymira. Poslednim moznym uvazovanym pfipadem je moznost, Ze specificka mira
ristu je nulova, pak se velikost populace v ¢ase neméni a zistava konstantni. Tento model
je v praxi ovSem velice nerealny a shodu se statistickymi tdaji dava pouze v piipadé, ze
se jedna o pozorovani v kratkém casovém tseku a populace neni prilis velka.

Dalsi moznosti chovani modelu je pfipad, Ze specifickd mira rastu g jednou méni
své znaménko, to znamena, Ze pro velikost populace v intervalu (0, K') m& hodnotu budto
kladnou, nebo zapornou a v intervalu (K, 00) je opacného znaménka. K je konstanta, ktera
predstavuje hodnotu stacionarniho bodu. Rozdélme proto tento piipad na dvé moznosti.
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Prvni pfipad nastava, pokud funkce p je pro velikost populace v intervalu (0, K)
zaporna a od hodnoty K kladna. Pak plati, Ze pro velikost populace v intervalu (0, K) je
specifickd mira ristu zaporna, coz ma za nasledek postupné vymirani populace. Pokud je
ovsem velikost populace vétsi nez hodnota K, pak populace roste, roste ovsem neomezené,
coz nam napovida, ze tato moznost chovani modelu také neni prilis realisticka. Podivame-li
se na chovani modelu v okoli stacionarniho bodu K, miizeme si vSimnout, Ze pfi vychyleni
z hodnoty K populace budto vymira (pokud velikost populace klesne pod hodnotu K),
nebo neomezené roste (vzroste-li nad hodnotu K). Vidime tedy, Ze stacionarni bod K je
nestabilni. OvSem druhy stacionarni bod modelu, bod 0, je stabilni.

- +

>

o ¢
X o

Druhou moznosti je, ze p je funkei rostouci pro velikost populace v intervalu (0, K')
a v intervalu (K, o) funkei klesajici, kde K je opét urcitd konstanta. V tomto piipadé
vidime, Ze bod K je opét stacionarni bod a pro kazdou velikost populace se model vyviji
tak, ze velikost populace konverguje k hodnoté K. Model méa tedy stacionarni bod K,
ktery je v tomto pripadé stabilni, a proto pti vychyleni ze stacionarniho bodu se populace
opét do tohoto bodu vraci. V této praci jsme se zabyvali dvémi modely tohoto typu -
Verhulstovou rovnici a Gompertzovou kfivkou. V obou ptipadech jsme predpokladali, ze
konstanta K je tzv. Gzivnost prostredi.

+ -

>
P>

o

o9
~
x

A
\4

Dalsi pripad, o némz si nyni néco povime, je moznost, kdy specifickd mira ristu je
kladné pro velikost populace z intervalu (0, K7). Od hodnoty K je jiz hodnota u zdporna,
ovSem opét pouze po urcitou hodnotu K5, od které je hodnota specifické miry ristu opét
kladné. Vidime tedy, ze pokud je velikost populace v intervalu (0, K7), populace roste a
blizi se hodnoté K. Je-li velikost populace vétsi nez je hodnota K, populace velikost
populace postupné klesd a blizi se opét k hodnoté K;. Posledni moznosti je, ze velikost
populace je vétsi nez je hodnota K. Pak se populace rozrista a roste nade vSechny meze.
Jak si lze povSimnout, model ma tfi stacionarni body - 0, K, K, pricemz bod K; je
stabilni a body 0, K5 jsou nestabilni. Model ktery by odpovidal tomuto chovani jsme zde
neuvadéli, ovsem opét vidime, Ze je zde nerealnost v tom smyslu, Ze populace miize rist
prakticky neomezené, coz samoziejmé v praxi neni mozné.

T - +

>
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X
1 K2
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Posledni moznosti, ktera muze nastat, je pripad, kdy specificka mira ristu je funkci za-
pornou az po néjakou hodnotu velikosti populace K tj. pro velikost populace = € (0, K7).
Od hodnoty K; je jiz hodnota specifickd miry ristu p kladné, ovSsem pouze po urcitou
hodnotu Kj. Od této velikosti populace je hodnota funkce p opét mensi nez nula. Jak
tedy vidime, je-li velikost populace v intervalu (0, K7), populace vymira. Toto chovani
muzeme vysvetlit napiiklad tim, Ze pokud je populace mala, je pro jedince tézké najit
partnera, a také tim, Ze variabilita imunniho systému neni tak velka, a proto je populace
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vice nachylné na rtizné choroby a infekce. Je-li velikost populace vétsi nez je hodnota K7,
jeji velikost roste a blizi se k hodnoté K5. Posledni moznosti je, Ze velikost populace je
vétsi nez hodnota K,. Pak populace opét zmensuje svoji velikost a opét se ustali na ve-
likosti K5. Vidime tedy, ze tento model mé tfi stacionarni body - 0, K;, K, pficemz
bod K je nestabilni a body 0, K5 jsou stabilni. Takového chovani jsme mohli pozorovat
u dynamiky klimaxové populace, kde hodnota K; pfedstavovala prah preziti a hodnota
K5 tzv. zivnost prostfedi. Tento model je ze vSech zde popsanych modelt nejrealistictéjsi
a dava nejlepsi shodu s pozorovanim a se statiskymi vysledky.

- + -

<

A
A

Modely popisujici jednu populaci mohou mit i vice bodi, kde funkce p méni své
znaménko. Tyto modely jsou jiz spise teoretické a v praxi nemaji vyuziti, proto se jimi
nebudeme zabyvat.
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4 Modely koexistence dvou biologickych druhi

4.1 Predpoklady koexistence dvou druhu

Predpokladejme, ze mame dvé rizné populace, které se nachézeji na jedné lokalité. Jejich
velikosti v ¢ase ¢ oznacme X (t) a Y (t). Pokud se populace vzajemné neovliviiuji, lze jejich
vyvoj modelovat pomoci rovnic uvedenych v predchozi kapitole, tedy rovnicemi

X/ == (81 —O{lX)X,

Y/ = (62 — CKQY)K

kde a1, as, €1, €2 jsou kladné konstanty. V readlném prostiedi ovSem zmény velikosti
jedné populace byvaji ovlivnény piitomnosti populace druhé a naopak. Lze predpokladat,
ze mira ovlivnéni populaci je imérna pravdépodobnosti setkani jedinct z uvazovanych
populaci, kterou je mozné povazovat za tmérnou soucinu velikosti jednotlivych populaci.
Provedena tivaha vede k nésledujicimu matematickému modelu

X/ = (61 — OélX)X ‘|—’71XY,

Y, = (82 — OéQY)Y + '}/QXY,

coz, jak vidime, je systém dvou diferencialnich rovnic. Je-li 74 > 0, pak druha populace
podporuje rist populace prvni, pokud naopak druhé populace brzdi rist prvni, je v; < 0.
V pripadé, ze druha populace neovliviiuje prvni, je v = 0. Obdobné, pokud 7, > 0, prvni
populace podporuje rist druhé, pokud v, < 0, prvni populace brzdi rist druhé populace
a pri 7o = 0 plati, ze prvni populace neovliviiuje druhou.

Podle znamének koeficient 7;, 72 lze vztahy mezi dvéma populacemi klasifikovat
nasledovné:

4+ 4+ mutualismus

+ 0 komensalismus
+ — predace

— 0 amensalismus
— —  konkurence

0 O neutralismus

Pritom vztah mezi populacemi nemusi viibec souviset s jejich postavenim v potrav-
nim fetézci. Jako piiklad mutualismu (nazyvanym téz symbicza) mize poslouZit tieba
souziti zelenych ras a houby nebo mravencti a msic. Prikladem komensalismu je napiiklad
vztah krab poustevnicek - plz. Krab poustevnicek vyuziva ulity mrtvych plzi, ale zivym
ani neskodi, ani neprospiva. Typickym predstavitelem predace je vztah dravec - korfist.
Amensalismus nastane naptiklad tehdy, pokud prvni populaci jsou toxické produkty me-
tabolismu populace druhé. Ke konkurenci dochézi, pokud obé populace vyuzivaji stejny
omezeny zdroj (prostor, sluneéni svit, ziviny,... ). Konkurenci miZeme déle rozdélit na
exploatacni (jedinci neomezuji piistup ke zdroji ostatnim, pouze zmensuji vyuzitelnou
¢ast zdroje) a interferencni (kazdy jedinec si brani své zdroje).
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4.2 Dimenzionalni analyza

Podstatu dimenzionalni analyzy modelu si ukdzeme na modelu konkurence mezi dvéma

biologickymi druhy, ktery bude popsan v nasledujici kapitole. Mé&jme tedy soustavu dvou
diferencialnich rovnic ve tvaru:

X/ = (51 — OzHX — 0512Y)X,
Y/ = (52 - Oéng - OKQQY)}/.

Pomoci dimenzionalni analyzy snizime pocet bezrozmérnych konstant vhodnou volbou
konstant jinych. Polozme tedy

X=XX, Y=Y, t=tr

kde X, Y, ¢ zna¢i puvodni veli¢iny, X*, Y*, t* znaci skalarni nasobky (bezrozmérné veli¢iny)

a X , }/}, 7 oznacuji jednotky nesouci rozmeér. Jednotky X , 1/}, T jsou voleny pevné a

nezaviseji na case t na rozdil od bezrozmérnych velicin X*, Y* t*, které na case zaviseji.
Dosazenim dostavame

dX* = > ~ N
X = (e - an XX — oY Y)XX,
dY™ 5 * *1) *17
dt Y = 7'(52 — O{ng X — OéQQY Y)Y Y.
Polozime-li
T
€1 aq Q2
obdrzime nasledujici soustavu
dX* 19
= 1-X"——Y"X"
dt* ( Q99 )
dy* 9 921
= (= - —=X"=-Y"Y™"
dt* (81 11 )

Pokud misto X*, Y* t* piseme X,Y,t a oznac¢ime-li

a_Oé12 b_Oé21 C_€2
— T — T -
Q92 11 €1

dostavame systém tvaru

X'=(1-X-aY)X,
Y'=(c—bX —Y)Y.

Tento systém diferencialnich rovnic je mnohem jednodussi a prizracnéjsi nez systém pii-

vodni. Navic se timto zptisobem zbavime nékolika bezrozmérnych konstant. Proto také u
vétsiny modelt pred samotnym feSenim tuto analyzu provadime.
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4.3 Konkurence mezi dvéma biologickymi druhy

Prvnim pripadem, kterym se budeme zabyvat, je model konkurence dvou biologickych
druht, tj. model souziti dvou druhti, které navzajem soupefi o potravu, prostor apod.
Oznacme tedy
X ... velikost prvni populace
Y ... velikost druhé populace
g1 ... specifickd mira rtstu prvniho druhu
€9 ... specifickd mira rtstu druhého druhu

Predpokladame, ze pri velkych velikostech populaci dochéazi ke zpomaleni riistu vlivem
omezenych zdroji. Tuto skutecnost popisuji funkce f1(X,Y), f2(X,Y"). Predpokladejme
pro jednoduchost, ze

[i(X)Y) = anX + oY,

kde Q5 > 0, (Z,] = 1,2)
Matematicky model mé pak tvar systému dvou diferencialnich rovnic

X/ = (81 — 0611X — 0512Y>X,

4.5
Y = (52 — Oéle — OQQY)Y ( )

Kazdy pocatecni problém pro tento systém ma jediné tuplné feseni. Nas budou zajimat
pouze Teseni, ktera lezi v prvnim kvadrantu.
Po dimenzionalni analyze modelu dostavame tvar:

X'=(1-X—aY)X,

Y' = (c—bX - Y)Y, (4.6)

pricemz
12 91 £9
=—, b=—, c=—

(85D 11 €1

Systém (4.6) ma zfejmeé singularni body [0, 0], [1, 0], [0, ¢]. Dalsi singularni body musime
najit fesenim systému dvou rovnic

X+aY =1,
bX+Y =c

Zda takto ziskdme dalsi singuldrni bod, ktery se bude nachézet v prvnim kvadrantu,
zavisi na hodnotach a, b, c. Mohou nastat celkem ¢tyii pripady:

1. b <c,ac <1 ,slaba konkurence“

2. b > c,ac > 1 ,silnd konkurence”

3. b <c,ac>1 ,dominance” 2. druhu

4. b > c,ac <1 ,dominance* 1. druhu
Déle se budeme zabyvat pouze prvnim piipadem, jelikoz zbyvajici jsou obdobné a jejich
vypocet se témér nelisi.
»9labd konkurence®. 7 vyse uvedeného vyplyva, ze musi platit ab < ac < 1. Systém (4.6)
mé pak singularni body

l—ab’1—ab

[0,0],[1,0], [0, c], [1 —ac c—b }
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lezici v prvnim kvadrantu. Jacobiho matice systému (4.6) je

—2X —aY —aX

1
J(X’Y)_[ —bY  c—bX -2V

Hodnoty Jacobiho matice J(X,Y) v singularnich bodech [0,0],[1,0],[0,c] a pfislusna
vlastni ¢isla postupné vychazeji:

J(O,O):|:(1) (C) , AM=1>0, Ao =c >0,
J(1,0)={_01 C__“b . M =-1<0, No=c—b>0,
J(o,c)zll__bgc _OC . M=l-ac>0, J=-c<O.

Singularni bod [0, 0] je tedy nestabilni uzel, body [1, 0], [0, ] jsou sedla. Snadno urc¢ime,
ze charakteristické sméry v bodé [0, 0] jsou 0 = ( 0) Urr = +(0,1), v bodé [1,0] jsou
Uy = +(1,0), 9 = £(a,b—c—1) a v bodé [0, ¢| jsou vy = £(0,1), 07 = £(—1+ac—c,be).
V singuldrnim bodé [X, Y] = [(1 — ac)/(1 — ab), ( )/(1 — ab)] je hodnota Jacobiho
matice
ac—1 1—ac
o 1—ab _al —ab
J(X,Y) = . (4.7)
c—b b—c
l1—ab 1—ab

Matice (4.7) mé charakteristickou rovnici

o, ac—1l+b—c (1 —ac)(c—1b)
A 1—ab AT 1—ab

=0,

takze vlastni ¢isla matice jsou

ac—1+b—c++D
2(1 — ab) ’

Ao =

kde D = (ac—1+b—c)?—4(ac—1)(ab—1)(c—b). Pro diskriminant plati: D < (ac—1+b—c)?,
D= (1—ac—c+b)?*+4(1—ac)(c—b) —4(1—ab)(1—ac)(c—b) > 4ab(1 — ac)(c—b) > 0.

Vlastni ¢isla A o jsou proto realné riznd a plati A\; o < 0. Singularni bod [X, Y] je tudiz
stabilni uzel.
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Nyni jiz mame dost informaci k tomu, abychom byli schopni model popsat. Vykreslime
tedy smérové pole modelu a vyvoj obou populaci v ¢ase, ¢imz dostavame nasledujici grafy.

Obrazek 1: Smérové pole Obrazek 2: Vyvoj populaci

Z grafu je zfejmé, Ze viechny trajektorie prochazeji néjakym bodem mnoziny R?, ktery
se pro t — oo limitné blizi bodu [X,Y]. Je zfejmé, Zze po uréité dobé se obé populace
prakticky ustali na hodnotach X,Y, takze obé populace prezivaji.

Jak jsme jiz uvedli, je ,slaba konkurence“ pouze jedna z moznosti, jak mize vypadat
vyvoj modelu v piipadé konkurence. Uvedme tedy pouze vysledky pro ostatni moznosti.

Jedna-li se o ,silnou konkurenci“, mé model opét ¢tyti singularni body [0, 0], [1, 0], [0, ],

[%, f—;fb] , pfi¢emz bod [0, 0] je nestabilni uzel, singularni body [1, 0], [0, ¢] jsou uzly sta-

bilni a bod H:Z‘g, lc__fb] je sedlo. Mizeme proto logicky usoudit, ze kazd4 trajektorie (aZ
na konecny pocet trajektorii) se limitné blizi k bodu [1,0] nebo [0, ¢]. To znamena, ze

dojde k postupnému vymirani jednoho druhu.

V pripadé ,dominance” prvniho ¢i druhého druhu méa systém tfi singularni body
[0,0],[1,0] a [0, ¢, které jsou nestabilni uzel, stabilni uzel a sedlo. V piipadé dominance
druhého druhu se vSechny trajektorie limitné blizi bodu [0, ¢|, pfeziva tedy pouze druhy
druh. V piipadé dominance prvniho druhu se trajektorie blizi k bodu [1, 0], takze pfeziva
prvni druh, druhy druh vymira.
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4.4 Symbioza dvou biologickych druhu

Uvazujme dva vzajemné se podporujici druhy, tzn. pritomnost jedincti prvniho druhu
urychluje rist populace druhého druhu a naopak. Oznacme
X ... velikost prvni populace
Y ... velikost druhé populace
€1 ... specifickd mira rtstu prvniho druhu
€9 ... specifickd mira rtstu druhého druhu

Matematicky model vyvoje velikosti uvazovanych populaci pti symbidze se od modelu
konkurence z predchoziho odstavce lisi pouze opa¢nymi znaménky koeficientti vzajemného
ptisobeni. Ma tedy tvar

X/ = (81 — OéllX + OémY)X,

4.8
Y/ = (52 + OéQlX — CKQQY)Y, ( )
respektive po provedeni dimenzionalni analyzy
X' =(1-X+aY)X,
. ) (1.9
Y= (c+bX -Y)Y.
kde
Q12 Q21 €2
a = -, b = — C= —.
(6D)) 6551 1

Koeficienty a,b lze chapat jako relativni silu symbidzy vzhledem k sile vnitrodruhové
konkurence.

Systém (4.9) ma v prvnim kvadrantu singularni body [0, 0], [1,0], [0, ¢] a je-li ab < 1,
pak je singularnim bodem také

I l4+ac b+c
X, ¥] = {1 —ab’' 1 —ab} '
Jacobiho matice systému (4.9) je
| 1-2X +aY aX
J(X’Y)_[ bY c+bX—2Y}'

Snadno bychom ovéfili (uréenim vlastnich ¢isel stejné jako v pfedchozim odstavci), Ze sin-
gulérni bod [0, 0] je nestabiln{ uzel, zatimco singuldrni body [1, 0], [0, ] jsou sedla.
Necht ab < 1 (slaby mutualismus), pak v singularnim bodé [X, Y] je hodnota Jacobiho

matice
1+ ac 14+ ac

o 1—ab CLl —ab
J(X,Y) = : (4.10)
b+c  b+c
1—ab 1—ab
Matice (4.10) mé charakteristickou rovnici

_ 1—|—b—|—c—|—ac/\ (14 ac)(b+c)

)\2
1—ab 1—ab

=0,

takze vlastni ¢isla matice jsou

~(14+b+c+ac)+VD

M2 = 2(1 — ab) ’
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kde D = (1+b+c+ac)?—4(1+ac)(b+c)(1—ab). Pro diskriminant plati D < (14+b+c+ac)?
a

D= (14ac—b—c)*+4(1+ac)(b+c)—4(1 +ac)(b+c)(1 —ab) =
=1 +ac—b—c)?*+4(1+ac)(b+c)(1 —1+ab) > 4ab(1 + ac)(c+b) > 0.

Vlastni &sla \;» jsou proto redlné rtizné a plati A\;» < 0. Singuldrni bod [X,Y] je tedy
stabilni uzel.

Nyni jiz opét muzeme vykreslit do grafii smérové pole systému a vyvoj velikosti po-
pulaci v case.

Obrazek 3: Smérové pole Obrazek 4: Vyvoj populaci

Jak miizeme vidét, kazda trajektorie lezici v prvnim kvadrantu je ohrani¢end ptit — oo
a zadna trajektorie systému nemutze byt uzaviena. Dale je zfejmé, ze vSechny trajekto-
rie prochézejici néjakym bodem mnoziny R? se pro ¢ — oo limitné blizi k bodu (X,Y].
Obé populace tedy prezivaji a jejich velikosti se ustali na hodnotach, které jsou vétsi, nez
kdyby populace nezili v symbioze, ale zily osamocené.

Necht ab > 1, pak se jedna o tzv. silny mutualismus a uvnit¥ prvniho kvadrantu se
nenachazi zadny singuldrni bod. Toto zapricinuje, ze obé slozky feSeni neomezené ros-
tou, nebof pravé strany rovnic (4.9) jsou kladné. Samozfejmé tato moznost je v praxi
vyloucena, jelikoz zdroje v pfirodé jsou omezené a tak neomezeny riist neni mozny.
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4.5 Modely dravec-korist

Dalsi moznosti, kterou se budeme zabyvat, jsou modely vyvoje dvou populaci, kde prvni
populace (dravec) spotiebovava populaci druhou (kofist). Téchto spolecenstev miize byt
cela Tada - vztah Selem a jejich kofisti, velryb a planktonu, masozravych rostlin a hmyzu,
parazitii a jejich hostitelt1, atd. Ve vsech ptipadech se jedna o to, ze populace ,dravce” za-
visi na konzumaci jednoho podstatného zdroje. Proto tyto modely byvaji nékdy nazyvany
konzument-producent, v ¢inské literature pak panda-bambus kvili zdtraznéni vylucnosti
zdroje potravy.

Modeli popisujici model dravec-korist je velké mnozstvi, napt. Lotktv-Volterriv mo-
del, modely Gauseho typu, model dravec-korist s limitnim cyklem, model Leslieho typu,
atd. Reseni téchto modeld je zdlouhové, proto v nasledujicim odstavci provedeme odvozeni
pouze pro modely Gauseho typu.

4.6 Modely dravec-korist Gauseho typu

Ozna¢me velikost populace kofisti X = X (t) a velikost populace dravee Y = Y (). Nyni
uvedeme nékolik predpokladii, které nam pomohou 1épe popsat model:

e Prirtistek nebo ubytek izolované populace kotisti je tmérny jeji velikosti. Ma-li tedy
v Case t populace kotisti velikost X, pak v ¢ase t + At ma X + uy X At. Specificka
mira ristu g pritom zavisi pouze na velikosti populace, tzn. py = uq(X).

e Jeden dravec za jednotku casu zabije V jedincu koristi, tzn. za ¢as At znic¢i VAt
jedinct. Mnozstvi znicené kofisti zavisi na mnozstvi kofisti (je-li populace kofisti
mald, dravec tak snadno nenajde jedince kofisti) i mnozstvi draved (dravei mohou
spolupracovat ¢i se naopak od kofisti odhanét)

e Populace kofisti je jedingm (nebo alesponn dominantnim) zdrojem obzivy dravce.
Tzn., ze populace dravce vymiré, pokud v prostiedi nejsou jedinci uvazované koristi.
Predpokladame, ze toto vymirani mé konstantni rychlost e > 0.

e Maji-li dravci kotist, mohou se rozmnozovat. Jeden dravec ma v takovém piipadé
za jednotku casu po potomkt, za ¢as At se tudiz narodi pY At novych jedinct.
Specifickd mira porodnosti je pritom zavisld na mnozstvi zkonzumované korfisti,

tedy 2 = p2(V)
Vsechny tyto predpoklady vedou na nasledujici soustavu rovnic
X(t+ At) = X(t) + (X (1) X () At — V(X (1), Y (1)Y (t)At,
Y(t+ At) =Y (t) — Y () At + V(X (t), Y (1)) Y () At.
Limitnim pfechodem At — 0 dostavame nésledujici soustavu rovnic
X' = (X)X - V(X, Y)Y,

V' =[—e + p2(V(X,Y))]Y.

Ovsem jesté porad se nejedna o model. Modelem se soustava stava az po specifikaci funkci
1, pi2, V. Budeme predpokladat, ze p; (X) = 1 —aX, kde €1, a jsou kladné konstanty. Déle
pro jednoduchost predpokladame, ze dravci pti lovu ani nespolupracuji, ani si nepfekazi,
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coz znamend, ze funkce V' zavisi pouze na velikosti populace kofisti, tj. V = V(X).
Dalsim zjednodusenim bude predpoklad, Ze mnozstvi zkonzumované kotisti se pfimo podili
na rustu populace dravcee, tj. u2 (V') = £V, kde k predstavuje efektivnost pfemény populaci
koristi na populaci dravce. Za téchto pfedpokladi se model zjednodusi na nasledujici tvar

X' = (1 — aX)X — V(X)Y,

Y' = (—&5 + KV(X))Y. (4.11)

Posledni, co ndm zbyva, je specifikovat funkci V. Tuto funkci nazyvame trofickd funkce.
V redlném prosttedi jeden dravec zkonzumuje pouze urcité mnozstvi kofisti i pfi neomeze-
ném mnozstvi dostupné kotisti, toto mnozstvi nazyvame hladina nasyceni. Pro trofickou
funkci je rozumné predpokladat nésledujici podminky:

e V(0) = 0 — pokud neni dostupné kofist, dravci nic neulovi.

e limy ., V(X) =S — pfi nadbytku kofisti ulovi dravec za jednotku ¢asu nejvyse S
jedincti kotisti.
e Funkce V je neklesajici — vzroste-li mnozstvi dostupné kotisti, dravci ji neulovi méné.

Trofickd funkce mize mit rtzny pribéh, ktery se da urcit empiricky, ovsem pro vypocty
rozlisSujeme Ctyfi zakladni moznosti pribéhu trofické funkce.

v Typ v Typ IV
Sl
Slooo
f bl Sa X
0 S/a X :
v v Typ I
Typ Il
Sl Sl
X 0 X

Typ I- je-li kotisti méné€, nez je hladina nasyceni dravce .S, je mnozstvi znicené kotisti
pfimo tmeérné mnozstvi dostupné kotisti. Pii nadbytku kofisti zni¢ené mnozstvi koristi
odpovida hladiné nasyceni dravce. Trofickou funkeci lze vyjadrit ve tvaru

_JaX, X< S/a
V(X)_{ S, X>S/

Typ IV. Tento tvar ma troficka funkce, pokud prostfedi obsahuje jisté mnozstvi tkryti
pro jedince kofisti (dravec lovi jen neukryté jedince), nebo dravci ignoruji kofist, pokud
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ji je mélo (napf. pokud populace nepfedstavuje jediny zdroj obzivy dravce), jedna se pak
o preskok preferenci. Lze ji pak vyjadrit takto

0, X <b/a
V(X)=% aX -0, bla<<X<(S+0b)/a,
s, X > (5+0)/a,

kde a, b jsou kladné konstanty.

Typ II - je v podstaté hladkou aproximaci typu I, jde o konkavné rostouci diferenco-
vatelnou funkci blizici se asymptoticky k hladiné nasyceni. K ,vyhlazeni zlomu“ dochazi,
pokud dravec pfesné nerozliSuje mezi nasycenim a skoro nasycenim.

Typ III - je rostouci funkci, jejiz grafem je esovita hladka kiivka, ktera se asymptoticky
blizi k hladiné nasyceni. Jedna se vlastné o hladkou aproximaci funkce typu IV.

Trofické funkce lze pro typy II a III vyjadrit ve tvaru

aXk

X)= g2
ViX) San—i-l

nebo V(X)=S (1 - e’axk> :
kde a je kladna konstanta a k € (0,1) pro typ Il a k£ > 1 pro typ III
Déle se budeme zabyvat pouze systémy s trofickou funkci typu II nebo III a spliujici

V'(X) € (0,0) pro X >0 a Xlirrol V(X)) < 0.
—04

Je-li trofickd funkce V' nékterého uvazovaného typu, pak kazdy pocatec¢ni problém pro li-
bovolny systém tvaru (4.11) mé jediné uplné feSeni.
Populace kofisti nemtze byt dlouhodobé vétsi, nez je tzivnost prostfedi £;/a. Aby

populace dravce mohla dlouhodobé prezit, musi byt jeji specifickd mira ristu —eo+rkV (X)
kladna alespon v pripadé, kdy velikost populace kofisti je maximalni. Proto musi platit

1% (i> > 22 (4.12)
a K
Z vyse uvedeného, a jelikoz kV (0) — ey = —e5 < 0, plyne z Bolzanovy véty existence ¢isla
X* € (0,e1/a) takového, ze
V(X)) =2 (4.13)
K

Jelikoz trofickd funkce je rostouci, ¢islo X* musi byt pouze jediné.

Nyni zavedme pojem nulkliny. Nulkliny jsou kfivky, na nichZ jsou smérové elementy
uvazovaného dvojrozmérného systému autonomnich diferencialnich rovnic rovnobézné
se soufadnymi osami. Jejich rovnice ziskame tak, Ze pravou stranu prvni, resp. druhé,
rovnice daného systému polozime rovnu nule.

Lze lehce ovéfit, ze X-nulkliny, resp. Y-nulkliny, libovolného systému ve tvaru (4.11)
maji tyto rovnice

(51 — aX)X
X = Y=+ 7 LY = X = X*
0, V(X) , Tesp., 0,
Oznacme O\ x
v(x) = E1=oX) (4.14)



Y = u(X") = (61 — aX*)X* :Ii(él—aX*>X*' (4.15)
V(X *) €9
Vyse uvedenou funkci v mtizeme interpretovat jako pomér ptirozeného prirtistku populace
koristi a jejiho ubytku zptisobeného predaci, tedy jakousi miru predacniho tlaku - ¢im je
dany pomér vyssi, tim je predacni tlak mensi.
Libovolny systém tvaru (4.11) mé v prvnim kvadrantu t¥i singularni body

€1
o,o,[—,o] XY
0.0, [25.0] [, v
Jacobiho matice systému je

J(X,Y) = { g1 — 20X —V'(X)Y  —V(X) } |

kKV(X)Y —e9 + KV (X)

Matice
. €1 0
wo-5 O]

mé vlastni hodnoty £; a —e5 opaénych znamének, proto bod [0, 0] je sedlem. Matice

G-

mé vlastni hodnoty —e; < 0 a kVe;/a > 0 (tato nerovnost plyne z predpokladu (4.12)).
Singularni bod [e1/c, 0] je tedy také sedlem.
Ozna¢me nyni § = 2aX* —e; + V/(X*)Y™*. Dle (4.13) plati

KV (X™) —ey =0,

tedy
. -0 —V(X™)
Tato matice méa charakteristickou rovnici

A2 40X+ kY V(XHV(XF) =0,

jejiz koteny jsou
—0+t+vD
Alg = ——F—),
2
pricemz

D =8 —4rY*V(X*)V'(X*) = 6% — dk(e; — aX ) X*V/(XP),

jelikoz Y*V(X*) = (e; — aX*)X*. Z tohoto jasné vidime, zZe singularni bod [X*, Y™
je uzlem, pokud D > 0 a ohniskem, pokud D < 0. Jelikoz X* < g1/a a V/(X*) > 0
je D < §2. 7 této skutecnosti ndm plyne, Ze stabilita singularniho bodu [X*, Y*] z4visi
na znaménku ¢ : je-li 0 > 0, pak je stacionarni FeSeni [X (¢), Y (¢)] = [X*, Y*] asymptoticky
stabilni, ovSem pokud ¢ < 0, je TfeSeni nestabilni.
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Jelikoz dle predpokladu je V (X*) # 0, miZeme podle (4.14) a (4.15) psat

C20X" — g (1 — aX*)X*

S 0 G IS 75c S
_ V(X*)(ZQX —e)V(X ‘)/z-X(f;Q— a X)X V(X7) _

v [pE ] v

Podle vztahu (4.13) je V(X*) > 0, proto vyrazy ¢ a v/(X*) maji opa¢na znaménka.
7 vyse provedenych uvah dostavame Rosenzweigovo-MacArturovo grafické kriterium sta-
bility vnitiniho singularniho bodu [X*,Y*] : M&-li teéna k X-nulkliné (nulkliné kofisti)
v bodé [X*, Y*] zdpornou smérnici, je stacionarni feseni [ X (¢), Y (¢)] = [X*, Y*] asympto-
ticky stabilni (a plati tedy, ze at je pocateéni velikost populaci dravece i kofisti jakékoli,
vzdy se ustéali na jedné konkrétni hodnoté), je-li smérnice kladnd, je FeSeni nestabilni
(v takovém piipadé velikosti populaci dravce i kofisti periodicky kolisaji).

Vidime, Ze vysledny vztah pro vyvoj populaci kofisti a dravce je zavisly na poc¢atec¢nich
podminkéach. Jak se bude model v kterém pripadé chovat jsme si popsali podle zavislosti
na koeficientech v rovnicich. Vzdy ovSsem mame tii stacionarni body - dvé sedla a bod
[X*, Y*], ktery miize byt jak ohniskem, tak uzlem a miZze byt stabilni i nestabilni.

Ukazme nyni alespont pro ilustraci graf pro pfipad, Ze stacionarni bod [X* Y*] je
stabilni ohnisko.
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4.7 Shrnuti modeli popisujicich koexistenci dvou biologickych
druhu

V tvodu jsme uvedli, Ze v praxi se setkdvame s tim, Ze populace se nevyviji izolované,
ale navzajem se ovliviiuji, coz ma za nasledek, Ze nevystacime s popisem libovolné popu-
lace pouze pomoci jedné diferencialni rovnice. K popisu je proto nutné pouzit soustavu
diferencialnich rovnic, u kterych ovsem opét musime zavést specifickd omezeni a zohlednit
faktory ptisobici na vyvoj populaci.

U modelti popisujicich dvé populace je mira jejich vzajemného ovlivnéni pfimo imérna
pravdépodobnosti setkani jedincti z uvazovanych populaci, kterou lze povazovat za timér-
nou soucinu velikosti jednotlivych populaci. Toto nas vede k nasledujici soustavé diferen-
cialnich rovnic:

X/ = (51 - OélX)X +’71XY,

Y/ = (82 - OQY)Y + 'YQXY

Jaky vliv ma& prvni populace na druhou a druha na prvni, ndm urcuji koeficienty 7,
a . Tyto faktory spole¢né s dalsimi pfedpoklady urcuji chovani modelu. Jak jiz bylo
feCeno, modeli je obrovské mnozstvi a nelze je vSechny detailné popsat. OvSem z vyse
popsanych modeli mtzeme vidét, ze nékteré modely jsou realistické a davaji dobrou shodu
se statistickymi vysledky, jiné ovSsem zcela neodpovidaji a jsou tedy spise teoretické.

Mezi nerealistické modely miizeme zafadit ty, u nichz pro vSechny pocatecni ulohy
rostly velikosti obou populaci neomezené nade vSechny meze tak, jak tomu bylo napriklad
u silného mutualismu. Nerealistické nejsou ovsem pouze modely, kde velikosti obou po-
pulaci rostou neomezené, ale i modely, u nichz se stejnym zpiisobem vyviji pouze velikost
jedné populace. Tyto modely maji pouze teoreticky vyznam, jelikoz v readlném prostredi
jsou zdroje potravy omezené, a tudiz velikost populace nemize dlouhodobé ptfesahnout
uzivnost prostredi, stejné jako tomu bylo u modeli popisujicich jednu populaci.
se statistickymi vysledky. Zminéné modely obsahuji bud jeden, ¢i vice stacionarnich bodi,
v zavislosti na specifickych podminkach modelu.

Jak jsme mohli vidét, tyto stacionarni body mohou byt rtizného typu. V modelech
jsme pozorovali ptipady, kdy stacionarni bod byl uzlem (napf. u konkurence ¢i symbiézy).
Uzel byl stabilni, pokud vlastni ¢isla Jacobiho matice daného systému v daném bodé byla
obé zaporna a nestabilni, pokud obé vlastni ¢isla byla kladna. Jedna-li se o uzel stabilni,
vyjadiuje stacionarni bod hodnoty velikosti obou populaci, na nichz se populace pro urcité
pocatecni velikosti populaci ustali.

Dalsi moznosti je, ze stacionarni bod je sedlo. To nastava, pokud vlastni ¢isla Jaco-
biho matice v bodé jsou opacného znaménka. S touto situaci jsme se setkali u modelu
konkurence, symbidzy i u Gauseho modelu dravec-kotist.

Posledni variantou, se kterou jsme se u popisu koexistence dvou modeld setkali, byl
pripad, Ze stacionarni bod byl ohniskem, coz nastava za predpokladu komplexné sdru-
zenych vlastnich ¢isel Jacobiho matice. Navic, pokud realna ¢ast téchto cisel je kladna,
pak se jedna o nestabilni ohnisko, a pokud je realné c¢ast téchto c¢isel zaporna, stacionarni
bod je stabilni ohnisko a obé populace se k této hodnoté velikosti populaci asymptoticky
blizi. S ohnisky jsme se setkali u modeld popisujicich vztah dravec - kofist, tj. u modeli
Gauseho typu.
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5 SloZitsjsi modely

V ptedchozich dvou kapitolach jsme popsali zakladni modely popisujici vyvoj dynamiky
jedné a dvou populaci se zakladnimi predpoklady, mezi které patiilo zohlednéni tzivnosti
prostiedi, tedy omezenost zdrojii potravy (a tim zptsobenou vnitrodruhovou konkurenci),
moznost vyhynuti malé populace, atd.

Tyto predpoklady ovsem nejsou jediné, které nam vyvoj populace v Case ovliviuji.
Napriklad jsme doposud viibec nezohlednili to, Zze u vétsiny biologickych druht nejsou
schopni jedinci dané populace rozmnozovani, dokud nedosdhnou urcitého véku, tzv. re-
produkéniho véku. Model se tim jesté vice zkomplikuje. Pouzijeme-li tento predpoklad
napiiklad pro logistickou rovnici, pak dostavame vztah:

2'(t) = [a — bx(t — 7)]x(t),

kde konstanta 7 predstavuje hodnotu véku, kdy je jedinec schopny reprodukce. Tento
model se nazyva rovnici Hutchinsonové a popisuje nasledujici situaci: predpokladejme, ze
populace Zzije v prostiedi s dostatecnym zdrojem potravy. Proto se, zejména pii nizkém
stavu, rozmnozuje relativné rychle, ptiblizné podle exponencialniho zakona. Jakmile se
ovsem stav populace zvysi, zacne se projevovat vnitrodruhova konkurence, zdroje potravy
nedostacuji a nasledkem toho se omezi porodnost. Kdyz navic dospéji jedinci narozeni
v dobé s nizkou popula¢ni hustotou, pfemnozeni zptisobi rychly pokles popula¢ni hustoty
a cely proces se opakuje.

Dalsi moznosti je, ze uvazujeme zavislost velikosti populace na ro¢nim obdobi. V pri-
rodé totiz dochazi k tomu, Ze v rtznych roc¢nich obdobich jsou velikosti populaci rtizné
pravé vlivem casové zavisloti. U takovych modelid pak dostavame feseni, které je perio-
dicky se opakujici. Vétsinou je tato perioda jeden rok.

V neposledni fadé nesmime zapomenout na fakt, ze vétsinou nezije na daném tzemi
pouze jedna izolovand populace, popiipadé dvé navzajem na sebe pusobici (ovSem od
ostatnich populaci izolované) populace, ale Ze ve spoledenstvech vétsinou byva mnohem
rovnic. V takovych piipadech byva vyfesit dany problém obtizné a vétsinou uvazujeme
rizna zjednoduseni.

Modeli popisujicich zavislost velikosti populace na ¢ase mize byt mnohem vic, vyse
uvedené podminky mtizeme rtizné kombinovat a skladat, popripadé mizeme pridavat
dalsi, zde neuvedené podminky. Sklddanim podminek samoziejmé komplikujeme i sa-
motny model a tim se vyrazné zvysi i obtiznost fesitelnosti ulohy.
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6 Zavér

V prirodé se populace vyvijeji podle riznych zakonitosti. Matematické modely nam tyto
zakonitosti poodhaluji a poméhaji predvidat jejich dalsi vyvoj. Jak jsme mohli v praci
pozorovat, model popisujich dynamiku populace je celd fada a vzdy musime zohlednit
faktory ovliviiujici tento vyvoj.

P1i popisu modelti popisujicich jednu populaci jsme zacali od nejjednodussiho, Mal-
thusova modelu, ktery je ovSsem ve skutecnosti znac¢né neredlny, jelikoz umoznuje rist
populace nade vSechny meze. Pti odstranovani tohoto nedostatku jsme se dostali k logis-
tické rovnici a posléze Gompertzove kiivce. Predpoklad mozného vyhynuti malé populace
nas vedl k modelu dynamiky klimaxové populace, ¢imz jsme uzavieli kapitolu vénujici se
modeliim popisujicich jednu populaci.

P1i popisu modelt koexistence dvou biologickych druhti jsme vychéazeli z predpokladu,
ze mira vzajemného ovlivnéni obou populaci je pfimo iimérna pravdépodobnosti setkani
jedinct danych populaci. Zaméfili jsme se na tii mozné vztahy mezi populacemi. U modelu
konkurence a u modelu symbidzy jsme si mohli povsimnout, zZe velikosti obou populaci
se ustali na urcitych hodnotach, takze obé populace prezivaji. U modeli dravec-korist
Gauseho typu jsme zjistili, Ze vyvoj populaci zavisi na velkém mnozstvi faktord a mohou
nastat rizné piipady - bud velikosti populaci kolisaji okolo stabilni hodnoty (v pfipadé
ohniska), nebo se velikosti populaci této hodnoté blizi (ovSem nekolisd okolo ni).
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