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Abstrakt

Predkladana diplomova prace se zabyva problematikou stanoveni exponentu singularity na-
péti a zobecnénych soucinitell intenzity napéti, pomoci kterych 1ze nasledné popsat napétové
pole v okoli koncentratoru napéti. Praci je mozno rozdélit do tii hlavnich c¢asti. Prvni ¢éast
shrnuje zakladni poznatky o linedrnich anizotropnich materidlech, pojednava o zakladech li-
nearni elastické lomové mechaniky a zavadi jeji zobecnéni na pripady obecnych koncentratorta
napéti. Druha ¢ast se zabyva specialni teorii rovinné anizotropni pruznosti — formalismem
Lechnického-Eshelbyho-Stroha (LES). Déle je uvedena teorie 1-integralu, pomoci kterého je
stanoven zobecnény soucinitel intenzity napéti. Zavéreéna ¢ast aplikuje teorii LES formalismu
a Y-integralu na konkrétni materidlové konfigurace trhliny na bimateridlovém rozhrani, ktera
je specialnim pripadem ostrého bimaterialového vrubu. Pomoci analyticko-numerického vy-
poctového algoritmu v softwaru ANSY'S a Silverfrost FTN95 jsou nésledné urceny exponenty
singularity napéti a zobecnéné soucinitele intenzity napéti.

Abstract

Presented diploma thesis is concerned with problems of a stress singularity exponent and a
generalized stress intensity factor determination, by dint the stress field in the vicinity of the
stress concentrator can be consecutively determined. This task is possible to sectionalize into
three parts. The first part summarizes basic information about linear anisotropic materials,
deals with fundamentals of the linear elastic fracture mechanics and introduces its genera-
lization to the case of the generalized stress intensity factors. The second part is dedicated
to a special theory of anisotropic elasticity — Lekhnitskii-Eshelby-Stroh formalism (LES).
Furthermore, a theory of the i-integral is introduced, by dint the stress intensity factor is
determined. The final part applies the LES theory and the 1-integral to the concrete material
configuration of a crack on the bimaterial interface, a special example of a sharp bimaterial
notch. By means of analytical-numerical algorithm in ANSYS and Silverforst FNT95 soft-
ware the stress singularity exponents and generalised stress intensity factors are consecutively
computed.
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hrani, LES formalismus, zobecnény soucinitel intenzity napéti, exponent singularity napéti,
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Ondrej Krepl 1 Uvod

1. Uvod

Obrazek 1.1: Boeing 787 Dreamliner.

V dnesni dobé se stdle vice a vice setkdvame se soucastmi vyrobenymi z kompozitnich ma-
teriali. Kompozitni materidly (kompozity) jsou slozené materidly skldadajici se ze dvou a
vice slozek, z nichz kazda plni jinou specifickou funkci a ma jiné materialové charakteristiky,
které jsou vétsinou znacné odlisné [36]. Tyto materidly pfinasi vyrobkum vlastnosti jako
je vysokda pevnost, tuhost, nizka tepelna roztaznost ¢i korozivzdornost v kombinaci s casto
velmi vyraznou redukei hmotnosti. Své vyuziti nachazeji v mnoha odvétvich - od automo-
bilového primyslu, lodni vyroby, sportovnich vyrobkt az po produkty v ortopedii. Oblast,
kde se kompozitni materialy ve velmi vysoké mire uzivaji, je letecky primysl. Jako vhodny
priklad muzeme uvést dopravni letadlo Boeing 787 Dreamliner, s pokrokovou konstrukei sni-
zujici hmotnost letounu, viz obrazek 1.1. Cely trup a znacné c¢ast kridel Dreamlineru jsou
vyrobeny z kompozitu vyztuzeného uhlikovymi vlakny, objemovy podil vyuziti kompozitnich
materidla je priblizné 80% [2, 3|. Jedna z variant Boeingu 787 je pohdnéna dvojici motoru
General Electric GEnx, obrazek 1.2. Je to dvouproudovy motor, ktery jako prvni ve své tridé
uziva lopatky dmychadla vyrobené z vldkny vyztuzeného kompozitu, umoznujici jejich snad-
je vyrobeno za tcelem snizeni hmotnosti a teplotni roztaznosti z kompozitu. Ve fazi vyvoje
jsou také keramické, vldkny vyztuzené lopatky turbiny, které by motoru umoznily spalovat
palivo pri vyssich teplotach, za tcelem vyss$i Gc¢innosti [9, 10]. Vidime tedy, Ze kompozitni
materidly umoznuji soucasti dosdhnout charakteristik, které by obtizné ziskala pfi pouziti
tradi¢nich konstrukénich materialii. Na druhou stranu, uréitou dani za vyhodné vlastnosti
kompozitnich materiali je jejich obtizny napétove - deformacni popis. Konstrukéné pouzivané
vlaknové kompozity totiz vykazuji obecné anizotropni chovani.

Pri konstrukci soucasti se v inzenyrské praxi casto setkdvame s geometrickymi nespoji-
tostmi jako jsou vruby, ¢i spoje riznych materiali. Specialnim ptipadem geometrické nespoji-
tosti je vrub s nulovym tthlem rozevieni - trhlina. Velikost a tvar téchto prvki, které souhrnné
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1 Uvod Ondrej Krepl

nazyvame koncentrdtory napéti, vyrazné ovliviiuji celkové mechanické vlastnosti soucasti. V
jejich blizkosti dochazi ke koncentraci napéti a k iniciaci trhlin, které se za urcitych pod-
minek mohou télesem §itit, coz muze vyustit az v Gplné rozlomeni télesa. Lom soucasti je
jev nezadouci a nevratny. Historie bohuzel dokazuje, ze nehody zptisobené selhanim soucasti
zapricinéné lomem maji mnohdy tragické néasledky.

Ziejmé nejznameéjsim prikladem negativnich disledkti pritomnosti trhlin v konstrukénich
soucastech jsou nakladni lodé tridy Liberty. Tato plavidla byla vyrabéna jako ndhrada za
lodé potopené ponorkami nacistického Némecka. Méla poslani atlantickou cestou zasobovat
Velkou Briténii vale¢nym materidlem a potravinami z USA béhem 2. svétové valky. Ve snaze
o jejich co nejrychlejsi vyhotoveni se misto tradiéné pouzivané technologie vyroby trupu za
pomoci nytovanych spoji prechazelo na spoje svarované, a to se vSemi znamymi negativnimi
dusledky (napf. tepelné ovlivnénd zéna). Ovsem ani pouzity material trupu lodi nebyl vhodné
zvolen. Uzitd ocel vykazovala takzvané tranzitni lomové chovani, tj. pri plavbé chladnéjsimi
vodami dochazelo ke snizeni jeji odolnosti proti krehkému lomu. Vysledkem bylo, ze z 2 700
lodi postavenych béhem druhé svétové valky priblizné 400 utrpélo poskozeni lomem, 90 z
nich bylo poskozeno vazné. Nékteré z nich byly dokonce rozlomeny na dvé ¢asti [1].

Jako dalsi vhodny ptiklad konstrukénich chyb, které vyustily v tragédii, je letoun deHa-
villand Comet. Toto na svou dobu technicky revoluéni dopravni letadlo vzniklo na vykresech
britskych, ptivodné vojenskych konstruktéri. Jednalo se o prvni civilni letoun disponujici
proudovymi motory a pretlakovou kabinou. AvsSak nedlouho po uvedeni do provozu dvé z
letadel utrpéla pri letu odlomeni znac¢né ¢asti trupu, coz meélo za néasledek pad obou stroju.
Bylo zahajeno rozsdhlé vysettovani. Trup letounu byl testovan v obrovské nadrzi naplnéné
vodou, kde do trupu byla opakované privadéna voda pod vyssim tlakem, coz simulovalo pod-
minky opakované komprese a dekomprese. Vysettovani odhalilo, ze pri¢inou padu obou stroja
bylo odlomeni zna¢né ¢asti trupu zptsobené tinavovou trhlinou sitici se z oblasti koncentrace
napéti v nedostatecné zaobleném rohu okénka. Tato havarie podtrhla dulezitost zkoumani
moznosti vyskytu trhlin v leteckych konstrukeich [20]. Disledkem pro firmu deHavilland byl
jeji postupny krach. Zanedlouho hlavni podil ve vyrobé dopravnich letadel prevzala firma
Boeing. Ani tomuto vyrobci dopravnich letadel se nepovedlo predejit havariim zptisobenym
trhlinami. Prikladem mtize byt let Aloha Airlines 243 Boingu 737, kdy doslo k odtrzeni stfesni
¢asti trupu letounu a jen zazrakem se podarilo pilotim pristat.
pravy, kdy pobliz méstecka Eschede v Némecku roku 1998 doslo k tragickému vykolejeni
vysokorychlostniho vlaku ICE 883. Na viné stal lom kola vagénu zptsobeny nevhodnou kon-
cepci, dovolujici nukleaci a propagaci inavové trhliny.

Nasli bychom dalsi nespocet prikladi, kdy za selhanim stalo poruseni soucasti trhlinami.
Vyse uvedené ilustruji, ze je nutné pri navrhu soucasti s koncentratory napéti pocitat. Ve
snaze o pochopeni pri¢in a zamezeni opakovani podobnych katastrof se zacala rozvijet sa-
mostatna védni disciplina lomovd mechanika. 1 kdyz za jejiho zakladatele je povazovan A.
A. Griffith, ktery se zabyval lomy kiehkych materiali, jiz v roce 1907 profesor Petrohradské
univerzity G. V. Kolosov popsal napjatost v okoli eliptického otvoru. V tradi¢ni teorii lomové
mechaniky se jeho vysledky aplikuji na trhlinu jako limitniho pripadu eliptického otvoru.
V roce 1920 Griffith publikoval praci obsahujici kritérium sifeni trhliny zalozené na energe-
tické bilanci télesa. Na Griffithovu praci navazal v poloviné 20. stoleti G. R. Irwin, ktery
zobecnil zminéné kritérium i na houzevnaté materidly. Vypracoval na zdkladé Westergradova
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Ondrej Krepl 1 Uvod

reseni novou, odlisSnou koncepci, umoznujici urcit napéti a posuvy v blizkosti trhliny za po-
moci jediné konstanty K, zndmé jako soucinitel intenzity napéti [1]. K-koncepce je vhodnd
ovsem pouze pro pripady, kdy lomu nepredchazi vyrazna plasticka deformace. Jinymi slovy
predpoklddame, ze plasticka zéna pred ¢elem trhliny je v porovnani s rozméry trhliny mala.
Souhrnné nazyvame tuto ¢ast lomové mechaniky linedrné elasticka lomovd mechanika. Pro
materidly vykazujici vyraznou plastickou deformaci pred ¢elem trhliny byly vyvinuty odlisné
nastroje umoznujici popis chovani trhliny: tihel rozevieni COD, CTOD a J-integral (J. Rice).
Tém se vénuje elasticko plastickd lomovd mechanika [1, 34, 35].

Obrazek 1.2: Dvouproudovy motor General Electric GEnx.
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2 Popis problémové situace Ondrej Krepl

2. Popis problémové situace
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Obrézek 2.1: Typické priklady geometrické a materialové konfigurace obecného koncentratoru
napéti.

Jak bylo naznaceno v tivodni kapitole, moderni technologie vyzaduji vyrobu soucasti s kom-
plikovanou geometrii slozenou z kombinace rtiznych materialti. Schopnost predpovédét vznik
meznich stavi u téchto komponenti ma zasadni vyznam pfi urcovani jejich bezpecnosti a
zivotnosti. Pritomnost geometrickych prvka slozenych z riznych materidlt je doprovazena
vyskytem oblasti se zvySenou koncentraci napéti. Mezi tyto prvky patii geometrické a ma-
terialové nespojitosti jako je bimateridlové rozhrani na obrazku 2.1a, vrub na bimateridlo-
vém rozhrani obr. 2.1b, vrub kolmy na bimateridlové rozhrani obr. 2.1c, trhlina na rozhrani
materidlu a inkluze obr. 2.1d, trhlina na rozhrani bimaterialu obr. 2.1e, trhlina kolma na
bimateridlové rozhrani obr. 2.1f [14]. Souhrnné tyto nazyvame obecné koncentrdtory napéti.
Rozlozeni napéti v blizkosti obecného koncentratoru napéti vykazuje singularni charakter, je
umeérné vzdalenosti od korene r umocnéné na 6 — 1 tedy

Oij ~ Pt r—0
kde ¢ je obecné komplexni ¢islo, pro jehoZ redlnou ¢ast plati 0 < R {0} < 1. RozloZeni napéti
v okoli ¢ela obecného koncentratoru je obecné odlisné od rozlozeni napéti v okoli ¢ela trhliny v
homogennim materialu. Pro jeho pfesnéjsi popis je tfeba zakladni parametr linedrné elastické
lomové mechaniky soucinitel intenzity napéti K zobecnit na zobecnény soucinitel intenzity
napeti H. Dale musime urcit tzv. exponent singularity napéti § — 1. Tento v pripadé trhliny
v homogennim materialu nabyva hodnoty —%.

Predkladana prace si klade za cil aplikovat teorii linedrné elastické lomové mechaniky na
konfiguraci velmi ostrého vrubu a trhliny, na rozhrani dvou transverzalné ortotropnich mate-
riali. Dale za pomoci analyticko-numerickych metod urcit exponent singularity, a zobecnény
soucinitel intenzity napéti v okoli obecného koncentratoru napéti.
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Ondrej Krepl 3 Linearni anizotropni material

3. Linearni anizotropni material

V této kapitole se budeme zabyvat vztahy mezi napétimi a deformacemi linedrniho anizotrop-
niho elastického materidlu, ktery je nejobecnéjsim materialovym modelem. K jeho popséani
je potteba 21 nezavislych materidlovych konstant. Jestlize se omezime na linedrné pruzny
materidlovy model, konstitutivni vztahy jsou potom linearni a maji tvar Hookeova zakona
[36].

3.1. Konstitutivni vztahy

Napjatost v bodé télesa je plné popsana tenzorem napéti o;;, deformace v témze bodé télesa
je popsana tenzorem pretvoreni ¢;; [13]. Definici a vlastnostem tenzort je vénovan dodatek A.
Elasticky materidl disponuje jednoznac¢nym vztahem mezi napétimi a pretvorenimi. Existuje-
li mezi napétimi a pretvorenimi pruzného materidlu linearni zavislost, tuto zavislost nazyvame
zobecnénym Hookeovym zakonem [4, 12] a zapisujeme ji jako

0ij = Ciyjmen 4.,k 1=1,2,3, (3.1)

e Cyin je tenzor ¢tvrtého radu, jehoz prvky jsou elastické koeficienty. PTi zapisu (3.1) jsme
kde Cjji je t ctvrtého radu, jehoz prvky j lastické k ‘enty. PTi zapisu (3.1) j
pouzili Einsteinovo sumacni pravidlo, viz dodatek A.1. Tento tenzor splnuje podminky tplné
symetrie,

Cijkt = Cjiet,  Cijit = Cijies  Cijrt = Chaij, (3.2)

odvozeni je mozno nalézt napt. v [12, 33]. Diky zminénym symetrickym vlastnostem, se pocet
nezavislych elastickych koeficientli uvazovaného materialu redukuje z 81 na 21. K formalnimu
zjednoduseni zavadime tzv. zkrdcenou notaci prvkia tenzoru napéti a pretvoreni

011 = 01 022 = 032 033 = 03, (3.33>
023 = 04 031 = 05 012 = Og-
€11 =€ €99 =€ €33 = €3,
11 1 22 2 33 3 (3.3)
€23 = &4 €31 = &5 €12 = E¢-
Pro elastické koeficienty také zavadime zkracenou notaci nasledujicim zptisobem
Cijkl = Ca@, (34)
a={" PO (3.5a)
9—i—j proi#j
k rok =1,
8= P (3.5b)
9—k—1 prok #1.
Hooketiv zakon (3.1) pak mizeme vyjadrfit v zizeném tvaru [36], tj.
Oa = UapEp, 0576 - 172737475767 (36)
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3 Linedrni anizotropni material Ondrej Krepl

v maticovém tvaru pak dostaneme nasledujici

[ oy ] [ Cni Cip Ci3 Ciy Cis Cig | [ &1 ]
02 Cor Oy Oy Oy Cos Cog €9
93 | _ Cs1i Oz Cy3 Csq Css Cye | €3 (3.7)
T23 Cn Ci Cu3 Cyu Cys Cyg Vo3 | '
T31 Cs1 Csy Csz Csy Css Csg V31

L T12 | | Cs1 Cs2 Ces Cea Cos Cos | | M2

kde byla z dtivodu jasného fyzikalniho vyznamu zavedena smykova napéti a thlova pretvoreni,
a to nasledujicim pritazenim [36]:

To3 = 04, 731 = O5, T12 = Os,

V23 = €4, Y31 = €5, Y12 = €e,

(3.8)

Indexy odpovidaji smértim v kartézském souradném systému znédzornéném na obrazku 3.1a.
Protoze plati Cp = Csa, staci psat matici pouze prvky nad hlavni diagonalou

[ oy ] [ Cii Cia Ci3 Cuu Ci5 Cig | [ &1 ]
) Uy Coz Oy Oz Uy €2
o3 | _ Cs3 Csa Css Cye | €3 (3.9)
T23 Cu Cus Cys Y23 ‘
731 Css  Csg V31

| T12 | L Cos | | M2 |

Tuto matici navyvame matici tuhosti a zna¢ime symbolem C. Casto také pracujeme s Hoo-
keovym zdkonem v inverznim tvaru

Eij = SijklOkL; i, 5.k, 1=1,2,3, (3.10)

kde Sjju je tenzor ¢tvrtého fadu, jehoz prvky jsou elastické moduly. Tyto spliuji podminky
symetrie analogicky rovnici (3.2) [12, 33], tj.

Sijkt = Sjikt, Sijkt = Sijiks  Sijkt = Sklij-

Pomoci vztaht (3.5a) a (3.5b) zavadime pro elastické moduly zkracenou indexovou notaci,
tj.

Sijkt = Sap, pro « azdroven [ <3,
2Siik = Sag, pro « nebo B <3,
45k = Sap, pro « azaroven [ > 3.

Ve zizeném tvaru piseme inverzni Hooketiv zdkon
€a = Sapos, a,f=1,2,3,4,5,6. (3.11)
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Ondrej Krepl 3 Linearni anizotropni material

= oo~ /=
2=y == 2=T
1=1L

Obréazek 3.1: a) Kartézsky soutadny systém, b) Soufadny systém s vyznac¢enymi hlavnimi
materidlovymi sméry pro ortotropni material.

V maticovém tvaru ma inverzni Hookeuv zakon tvar

[ g1 ] [ S11 Si2 Sis S Sis Sis | [ o1 ]
€9 Saa Saz Saa Sas Sas 02
€3 Saz Saza Szs S36 03
= . . 3.12
Y23 Sas Sss Sas T23 ( )
V31 Sss Ss6 T31
L Y12 | L Se6 1 L T2 |

Ve vztahu vystupujici matici, kterda obsahuje elastické moduly, nazyvame matici poddajnosti
a znacime symbolem S. Vztah pro mérnou energii napjatosti W pomoci maticové symboliky
piSeme, [33]

1 1 1
W = §O'T€ = §€C€T = §O'TSO'

Aby byla mérna energie napjatosti W kladnd, musi platit

eCe’ >0 (3.13)
nebo obdobné

o’So > 0. (3.14)
Z rovnic (3.13) a (3.14) plyne, ze matice tuhosti C a matice poddajnosti S jsou pozitivné

definitni!.

3.2. Vybrané typy materialia

V nasledujicim odstavci je uveden vycet vyznamnych typt materidli z hlediska materia-
lové struktury. Vykazuje-li materidlovy model symetrické vlastnosti, dochézi k redukci poctu

1Pozitivné definitni matice M je takova matice, pro kterou plati x # 0 = x” Mx > 0, kde M je étvercova
matice, x je libovolny vektor a x,M € R, [26].
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3 Linedrni anizotropni material Ondrej Krepl

nezavislych materidlovych konstant [12], jak bude také ukdzano nize. Materidlové charakte-
ristiky budeme uvadét ve formé matic tuhosti S, které v pripadé ortotropniho a transverzalné
ortotropniho materidlu poskytuji vyhodnéjsi popis materidlovych charakteristik nezli matice

C.

Obecny anizotropni material

Jedna se o nejobecnéjsi materidlovy model. Rovina symetrie materialovych vlastnosti zde
neexistuje. Matici poddajnosti piseme ve tvaru

[ Sll SlZ 513 514 Sl5 516 |
522 523 S24 525 526
S — S33 534 535 836
544 S45 S46
555 556
L S66 _

Tento materialovy model je popsan celkem 21 nezavislymi materialovymi konstantami.

Obecny ortotropni material

U tohoto materidlového modelu existuji tti hlavni ortotropni osy 1, 2, 3, které jsou vzajemné
ortogonalni. Roviny kolmé na tyto ortotropni osy tvori roviny symetrie materidlovych vlast-
nosti. Protoze obecny ortotropni material predstavuje vhodny materidlovy model napt. pro
vrstveny kompozitni material s vlakny, znacime tyto materidlové osy také, L, T, T' jak je
patrno z obrazku 3.1b. Smér znaceny indexem L nazyvame longitudindlni (po sméru vldken)
a sméry znacené T', T transverzdlni (kolmy na vldkna). S uvazenim symetrie obdrzime matici
poddajnosti ve tvaru

Sy Siz2 Si3 00 0
S22 523 0 0 0
o S 0 0 0
Su 0 0
Sss 0
i Se6

Tato matice obsahuje celkem 9 nezavislych materidlovych konstant. Jednotlivé prvky matice
poddajnosti je mozné rovnéz stanovit pomoci inzenyrskych (nebo také fyzikalnich) charak-
teristik [12]. Tedy Poissonova ¢isla v,5, Youngova modulu pruznosti v tahu E, a modulu
pruznosti ve smyku Gs. Jestlize indexy 1, 2, 3 oznacuji jednotlivé ortotropni sméry, viz obr.
3.1b, pro matici S pak plati

S = Ey Es Es .
0 0 0 & 0 0
0 0 0 0 & 0
0 0 0 0 0 &)
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Ondrej Krepl 3 Linearni anizotropni material

7 podminky symetrie vzhledem k hlavni diagonale matice pro moduly pruznosti a Poissonova
¢isla musi platit

Vo1 V12 V31 3 V32 Va3
Ey By By By By By

Transverzalné ortotropni material

U transverzalné ortotropniho nebo téz pricné izotropniho materidlu existuje jedna hlavni
ortotropni rovina, ve které jsou ve vSech smérech mechanické vlastnosti stejné. Na obrazku
3.1b je to rovina 2,3 resp. T,T". Za pomoci tohoto materidlového modelu popisujeme cho-
vani dlouhovlaknového kompozitu s dostatetné hustou siti vlaken [36]. Matici poddajnosti
transverzalné ortotropniho materidlu piseme ve tvaru

St Sz Siz 0 0 0
522 523 0 0 0
o S 0 0 0
- 2(822 — 523) 0 0
Ses O

I Se6 |

Vy$e uvedena matice obsahuje 5 nezavislych materialovych konstant. Vztah pro Sy vyplyva
ze zavislosti? mezi modulem pruZnosti v tahu E,, modulem pruZnosti ve smyku Gas a Poi-
ssonovym cislem v53. Prvky matice S je mozno zapsat také pomoci inzenyrskych konstant

[ A —E B0 0 0]
—E o —& 0 000
w2 v L 0 0 0
Eq Eo E>
s=| B B E e (3.15)
0 0 0 0 & 0
0 0 0 0 0 &

Izotropni material

Zvysujeme-li dale materidlovou symetrii, dostaneme se az k izotropnimu materialu. Jednd se
o degenerovany pripad anizotropniho materialu, ktery vykazuje symetrii ve vSech smérech,
nezavisle na natoceni souradného systému. Pocet nezavislych parametri klesa na 2 a matici
elastickych modult miizeme zapsat ve tvaru

Si Sz Sie 0 0 0
S Sio 0 0 0
S 0 0 0
S_ 1 (3.16)
2(811 — 812) 0 0
2(511 — Si2) 0
L 2(511 - SlQ)
2Vyraz pro Sy vychazi ze vztahu mezi Youngovym modulem, modulem pruznosti ve smyku a Poissonova
¢isla pro izotropni materidl G = ﬁ, viz Lamého konstanty (3.19).
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3 Linedrni anizotropni material Ondrej Krepl

Za pomoci inzenyrskych konstant Youngova modulu E a Poissonova ¢isla v dostdvame

SR
R S T S
S = 2(1+v) 0 0 . (3.17)
E
2(14v) 0
E 2(14+v)
L E J

Na zavér tohoto odstavce doplnme, Ze izotropni material mizeme popsat také pomoci tzv.
Lamého konstant p, A. Matici poddajnosti C potom piseme

TAE2u A A0 0 0
X420 A 00 0
B A+24 0 0 0
C= L0 0l (3.18)
@w 0
I i)
kde
Ev FE
\ = __ B 3.19
Arni—20 M 20+ (3.19)

Druhou Lamého konstantu g nazyvame v inzenyrské praxi modul pruznosti ve smyku a
oznacujeme symbolem G. Timto zptisobem bude dale znacena v této praci.

3.3. Rovinné materidlové modely

Radu tloh pruznosti a pevnosti lze formulovat jako tlohy rovinné vyuzivajici rovinny ani-
zotropni material, pouzivany napt. jako vypoctovy model tenké vrstvy kompozitu — laminy.
Pro pripad rovinné napjatosti anizotropniho materidlu o3 = 731 = 735 = 0 obdrzime inverzni
Hooketiv zakon (3.12) ve tvaru

€1 S11 Sz Sie 01
E9 = Sao Sa 02
Y12 Se6 T12

Vidime, Ze vySe zminéna matice obsahuje 6 nezavislych prvka. V pripadé rovinného ortot-
ropniho materialu ma matice poddajnosti tento tvar

Sll Sl2 0
S = Sy 0 |, (3.20)
366

kde jednotlivé prvky lze vyjadfit pomoci inzenyrskych konstant podobné jako v (3.15).
Uvazujeme-li pripad rovinné deformace, bude se matice poddajnosti rovinného anizotrop-
niho materidlu skladat z redukovanych elastickych moduli s,z [12, 33], které dostaneme
prepocitanim elastickych modula S,3 pomoci vztahu

Saf = Sag — = Sa- (3.21)
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Ondrej Krepl 4 Zakladni pojmy linedrné elastické lomové mechaniky

4. Zakladni pojmy linearné elastické lomové mechaniky

Obrazek 4.1: Systém soutadnic na cele trhliny.

Sirokou §kalu problémi lomové mechaniky lze fesit metodami linedrné elastické lomové me-
chaniky. Jeji platnost je omezena splnénim predpokladu o velikosti plastické zony v blizkosti
¢ela trhliny. Ta musi byt dostateéné mald ve srovnani s rozmeéry trhliny. Omezeni velikosti
plastické zény umoznuje se vyhnout komplikovanému popisu lomovych procest v procesni
zone a vyuzit moznosti aplikace principii mechaniky kontinua na nejblizsi okoli ¢ela trhliny.
Blizsi informace o mechanismu a popisu procest lomu v procesni zéné trhliny lze nalézt v

[5].

4.1. Zony v blizkosti korene trhliny

V nejtésnéjsi blizkosti cela trhliny se nachazi procesni zéna, jak ilustruje obrazek 4.2. Je to
oblast, ktera je vystavena velmi vysokym zatizenim. Dochazi zde k tzv. dekohezi, tedy poru-
sovani soudrznosti materidlu [32]. Proto ve zminéné oblasti nemtizeme uplatnit konstitutivni
vztahy, tak jako ve zbylych castech télesa. Dekoheze probihd na mikroturovni rozdilnymi zpt-
soby pro rizné materidly. Ma obecné dvé faze. Prvni fazi je tvorba mikroskopickych poruch
materidlu. Napriklad u kovi je to vznik a rust mikro-trhlin (za snizenych teplot) nebo vznik
a rozsitovani dutin (za teplot pokojovych). Druhou fazi je propojeni mikroskopickych poruch
s primarni trhlinou [5]. Pokud je velikost procesni zény mala ve srovnani s rozmérem oblasti
tzv. K-dominance (okoli ¢ela trhliny, kde je pole napéti charakterizovano dostatetné presné
singuldrnim ¢lenem asymptotického rozvoje (4.2), viz obr. 4.4), pak dosazeni kritického stavu

Trhlina =)

= Procesni zéna

Plastickd oblast

Obréazek 4.2: Schematické znazornéni procesni zony a plastické oblasti.
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Trhlina

Obrazek 4.3: Velikost poloméru disipac¢nich zon je zde oznacena rg, oblast K-dominance Rj.

procesni zony jednoznacné souvisi s dosazenim kritické hodnoty soucinitele intenzity napéti,
lomové houZevnatosti K¢ [16].

Plastické oblast je takova oblast v blizkosti kofene trhliny (obr. 4.2), ve které je natolik
zvysené napéti, ze elasto-plasticky materidl jej neni schopen prenést bez toho, aniz by se
plasticky nedeformoval. Dochazi zde k tzv. relaxaci napéti — u kovli na hodnotu meze kluzu
materidlu. Procesni zénu a plastickou oblast oznacujeme souhrnné jako disipacni zény [5],
které jsou schématicky znazornény na obrazku 4.3. Problematika procesni a plastickych zén
v blizkosti kofene trhliny je zna¢né komplikovana a vyse uvedeny popis ma poskytnout pouze
zékladni predstavu o jejich vlastnostech. Detailni popis lze nalézt napr. v [5].

4.2. Médy zatézovani

Trhlina uvnitt télesa je tvorena dvéma volnymi povrchy, které se spojuji a vytvareji celo
trhliny. Jestlize je téleso vystaveno zatizZeni, tyto dva zminéné povrchy se viici sobé pohybuji.
Jejich pohyb muze byt vyjadien pomoci slozek posuvu

u = [u,v,w]”
v prislusnych osach z, y, z, jak ukazuje obrazek 4.1. Kazdé z uvedenych slozek posuvu
odpovida jeden ze tii modu zatéZovdni. Kazdy proces zatézovani trhlin je mozno chépat jako

Oblast K -dominance

Obrézek 4.4: Oblast K-dominance, ¢arkované je oznacen pokracujici pribéh singuldrniho

¢lenu asymtotického rozvoje \/% Symbolem o, zna¢ime vnéjsi zatizeni.
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Obrazek 4.5: Jednotlivé médy zatézovani.

superpozici téchto tif nezavislych médu [1, 5, 28]:
e Rozeviraci méd, obrazek 4.5a. Tento méd oznacujeme jako mod 1.
e Smykovy modd, obrazek 4.5b. Tento méd oznacujeme jako mod II.
e Stiihovy mod, obrézek 4.5c. Tento méd oznacujeme jako mod III.

Problémy médu I a médu IT 1ze fesit jako tlohu rovinné deformace (déle jen RD) piipadné
rovinné napjatosti (dale jen RN). U médu III se jednéd narozdil od dvou predchozich o anti-
rovinny problém. Pro slozky vektoru posuvi u pri jednotlivych moédech zatizeni plati:

e Mod I: horizontalni posuvy jsou vzhledem k ose z symetrické, vertikalni posuvy jsou
anti-symetrické

u(x,—y, Z) ZU(.T,y, Z) U(l’,—y, Z) = —v(m,y,z),
9w (4.1a)

w=0 proRD —— =0 pro RN,
0z

e Mod II: horizontalni posuvy jsou vzhledem k ose z anti-symetrické, vertikalni posuvy
jsou symetrické

U(LU, -Y, Z) = _u(l‘7ya 2)7 U(l’, _y,Z) = U(:ana Z)v

o2 (4.1b)
w=0 proRD, —W:O pro RN.,
072
e Mod III: jedinou nenulovou slozkou posuvu je w a ta je anti-symetricka vzhledem k ose
x

ow
U:'UIO, w(x, _yVZ) = —’lU(LU,y,Z), ai = 0. (41C>

z

Jsou-li postupné pro jednotlivé médy splnény podminky (4.1a), (4.1b) a (4.1c), pak v ptipadé
izotropniho materialu mezi slozkami tenzoru napéti o;; plati nasledujici rovnice:
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e

Trhlina

Obrézek 4.6: Kartézsky souradny systém umistény do korene trhliny.

e Mod I: norméalnad napéti jsou symetricka, smykova napéti anti-symetricka vzhledem k

ose T

0'1733(277 -v, Z) - Um:(f’% Z)) O-yy(xu —-Y, Z) - O-yy(x)ya Z)7
0zz<x> _y,Z) = O-zz(ma?ﬁz)a Txy(xy -v, Z) - _Txy(zvyaz)7

Tez = Ty = 0.

e Mod II: normalnd napéti jsou anti-symetrickd, smykova napéti symetricka vzhledem k

ose T

O-Z’x(xa -v, Z) - _O-mx(xay7z>7 O-yy(xa _yvz) - _O-yy(xayaz)a
O—zz(aja _y72) = _Uzz(x7y7 2)7 Txy(ma —-Y, Z) = Txy(may7z)a

Toz = Ty = 0.

e Modd III: jediné nenulové slozky tenzoru napéti tvori anti-symetricka 7., a symetricka

Ty. opét vzhledem k ose x

Oge = Oyy = Ozz = Tgy = 07
sz(xa -Y, Z) = _sz<$7 Y, Z): Tyz(xa —-Y, Z) = Tyz(xa Y, Z)a

OTy B 07y

0z 0z

=0.
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4.3. Soucinitel intenzity napéti

Uvazujme téleso z homogenniho izotropniho materialu. Podle Williamse [37] je napéfové pole
v télese s trhlinou popsano vztahem

oo = (J2) 0+ 3 a3l ), (4.2

kde o;; jsou slozky tenzoru napéti, r a 6 jsou poldrni soufadnice zndzornéné na obr. 4.6,
parametr k je konstantni, A,, jsou koeficienty clenti vyssich rada. Funkece f;; a gfjm ) (0) jsou
bezrozmérné funkce tthlu #. Reseni pro libovolnou konfiguraci obasahuje singuldrni ¢len %
Predstavme si nyni, ze se priblizujeme ke koteni trhliny, tedy » — 0. Prvni, singularni ¢len
rozvoje, roste nade vSechny meze, ¢leny pro které plati m > 0 se blizi k nule, ale ¢len m =0
pro i = j = 1 zustava konecny [1]. Tento koneény ¢len vystupuje v tzv. dvouparametrové
lomové mechanice jako T-napeti, popisujici vliv tzv. constrainu. My se v dalsim budeme
zabyvat pouze jednoparametrovou lomovou mechanikou, podrobnosti o T-napéti je mozno
nalézt v [1, 34].

Kazdy ze zminénych moda zatézovani I, I1, I11 vytvari v blizkosti ¢ela trhliny napétovou
singularitu typu 7”%, kde r je vzdalenost od korene trhliny. Pti priblizovani se ke koreni trhliny
napéti teoreticky roste nade vsechny meze, avSak v redlném materialu vznikaji v okoli kotene
trhliny pfi jejim rastu vzdy plastické deformace, takze skuteéné slozky napéti jsou konecné
velké [35]. Jejich urceni vSak neni jednoduché. Byla proto hleddna jind veli¢ina souvisejici s
polem napjatosti v elastickém materialu, ktera by vsak byla v kofeni trhliny ohranic¢ena a
mohla tak slouzit jako zakladni parametr podminky stability [35]. Jako vhodné se ukazalo
reseni Westergaarda, ktery vyuzil Airyho funkce pro ziskani vztahi napjatosti a pretvoreni
u zakladnich typt zatézovani trhliny. Podrobnosti jsou uvedeny v dodatku B.3. Uvazujme
blizké okoli ¢ela trhliny, kde je napétové pole popsano za pomoci prvniho singularniho ¢lenu
Williamsova rozvoje. Slozky napéti o, 74y, 7. jsou zndzornény na obrazku 4.6. Pro slozky
tenzoru napéti o;; a pro slozky vektoru posuvi u = [u, v, w]T u jednotlivych modu zatizeni
plati:

o Mod 1
K 0 1 — i 0 . 30
Opy = ———C0S — |1 —sin —sin — | ,
2mr 2 2 2
K 0 0 . 30
Oyy = ﬁ cos 5 [1 + sin 3 sin 2] , (4.3)

Ky 40 0 36
Tpy = —=— Sin — cos — cos —,
27r 2 2 2

0uy =V (040 +0yy) proRD, 0. =0 pro RN.

KI T 0 1+2 . 29
= —/=—cos= |k — sin” —
YoV o P |” ol
K 0 0
1}:275Y 2:rsin2[ﬁ+1—200522],
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kde K je souéinitel intenzity napéti pro méd I. V souladu s (4.3) v roviné trhliny, kde § = 0
jsou si slozky napéti o,, a 0,y navzdjem rovny a vypocitame je pomoci vztahu

K
Ouw = Opy = 75— (4.4)
o Mod II:
K
Ope = — I Sing 2+COSQ0083—0 ,
v 2mr 2 2 2
K 0 0 36
Oyy = ﬁ sin 5 €S 5 cos -, (4.5)
K 0 1 —si 0 . 30
Ty = cos— |1 —sin —sin — | ,
Yo 2nr 2 2 2
0.y =V (040 +0yy) proRD, 0., =0 pro RN.
K; 0 0
25 Sln2lﬁ+1+200822],
K 0 0
V= — 2(1;1 COSZ[H—l—QSin221.
e Mod III:
K
oy = —HL i
V2rr 2 (4.6)
Tz = K cos i
2 2’
KIII T 0

Soucinitel intenzity napéti, obecné zapsany K, J = I, 11, I1I, kde index J udava méd zatizeni,
je definovan [1, 5, 34]:

K1 = lim [ 2mroy, (r, O)} :

r—0

Ky = }ﬂlj}% { 271 Ty (7, O)} : (4.7)
K = lim [V27r,. (r,0)].

V obecném tvaru pro kombinované zatizeni muzeme vztahy pro slozky napéti a posuvi
vyjadrit

KI 1 KH 11 II1 111
oii = ———fL(0) + 0) + AL (g
J /_2 sz] ( ) /_2 szg ( ) /_2 i ( )

/ Ky [r KIII [r
U; = 1- k2 IE 521 (1— k;2 g 5u 5317

kde ;; je funkce, kterd zavisi pouze na souradnici 6 a uvazovaném modu zatézovani. Symbol
d;; je Kroneckerovo delta (B.3). Konstanta k je dana vztahem (B.9), uvedenym v dodatku B.

(4.8)
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Obrazek 4.7: Bimateridlovy vrub slozeny z materidlt LII a charakterizovany dhly w; a ws.

4.4. Podmina stability

Zakladnim principem linearni elastické lomové mechaniky pro posouzeni ristu trhliny je pred-
poklad, Ze rist trhliny nastava, jestlize soucinitel intenzity napéti dosdhne kritické hodnoty.
Toto kritérium je mozno pro méd I zapsat, [28]

K1 = Kie, (4.9)

kde K7 je soucinitel intenzity napéti, ktery charakterizuje intenzitu singularity a je zavisly na
velikosti zatiZzeni a geometrii télesa s trhlinou. Veli¢ina Ko je materialovou charakteristikou
nazyvanou lomovd houZevnatost. Na zakladé znalosti Ko je mozno urcit maximalni mozné
zatizeni o = o¢ (Kj¢). Trhlina se nebude télesem $itit, jestlize pro provozni zatiZeni o plati
o <oc [14].

4.5. Obecny koncentrator napéti

Obecny) koncentrator napeti je takovy prvek télesa, v jehoz blizkém okoli dochézi ke koncen-
traci napéti. Riizné geometrické a materialové konfigurace obecného koncentratoru napéti
byly diskutovany v kapitole 2. V této praci se dale budeme zabyvat specifickym pripadem
obecného koncentratoru a to vrubem na rozhrani dvou riiznych materiali, ktery je znazornén
na obrazku 4.7. Pole napéti v blizkosti obecného koncentratoru napéti vykazuje singularni
charakter [11, 24, 31] a popisujeme jej pomoci vztahu pro prvni ¢len Williamsova asympto-
tického rozvoje, ktery je rozepsan do tvaru

aij (r,0) ZH;J‘ o (0) (4.10)

Symbolem Hj, znacime zobecnéeny soucinitel intenzity napéti, r vzdalenost od bodu singularity
a 0y, jako charakteristickou (vlastni) hodnotu exponentu singularity 0, — 1. Funkce fii (0)
je funkci zavislou na thlu 6. Plati Hy,d, € C. V pripadé vrubu i v pripadé trhliny na
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bimateridlovém rozhrani® je n = 2. Vektor posuvii miizeme vyjadfit za pomoci vztahu

u(r,0) = zn: Hkr‘;’“nk 0), (4.11)
k=1

kde funkce n,, (0) zaviseji zaviseji na ihlu 6, geometrii obecného koncentratoru a pouzitém
materidlu [14]. zpusob jejich urceni je uveden v kapitole 6.2. V piipadé vrubu na bimateria-
lovém rozhrani existuji dva rizné realné H;, Hy a odpovidajici dva rizné realné d; a d,. Se
snizujicim se hlem rozevieni vrubu se vyskytne mezni ithel charaterizovany tzv. bifrukac¢nim
bodem, ve kterém se ptuvodné dvé ruzné realné o, stanou komplexné sdruzenymi. Tento jev
muzeme pro danou bimateridlovou konfiguraci pozorovat na obrazku 4.8. Pro pripad trhliny
na bimateridlovém rozhrani dostavame komplexné sdruzené H, H a komplexné sdruzené ¢ a

0 [12] Vztahy pro slozky napéti (4.10) je mozné prepsat do tvaru

oz (1,0) = Hr‘s_l)\,y ( T‘s_l)\i,y 9), (4.12)

oy (r,0) = Hr' 7'\ X . (0) + Hr* ' X, ()

=
|
T

kde X (6) je thlova funkce, jejiz vypocet bude uveden v kapitole 6.2. Carka v indexu znaci
derivaci podle dané souradnice, pruh nad symbolem komplexni sdruzenost. Obdobné je mozné
formulovat vztah pro vektor napéti (4.11)

u(r,0) = Hrn () + Hr'n (9), (4.13)
Vlastni hodnotu exponentu singularity miizeme zapsat
(Sk =9 R =+ ie.

Jeho redlnd ¢ast nabyva hodnot dg € (0, 1) a € nazyvame oscilacni index, bezrozmérné realné
¢islo znacici miru elastické odlisnosti dvou ruznych materidla [29]. Ve specidlnim piipadé
trhliny v homogennim materialu je charakteristickd hodnota exponentu singularity 6 = %,
jak je patrné ve vztazich (4.3), (4.5), (4.6). Uvazujeme-li trhlinu na bimateridlovém rozhrani,
pak

§ == *+ie. (4.14)

3Piipad trhliny na bimateridlovém rozhrani je specidlnim pfipadem vrubu na bimateridlovém rozhrani s
nulovym thlem rozevieni.
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Obrazek 4.8: Pribéh realné a imaginarni slozky vlastnich hodnot exponentii signularity d; a
09 v zavislosti na tthlu rozevreni w; pro bimateridlovou konfiguraci transverzalné ortotropnich
materidld s moduly pruznosti £, = 50GPa, E,; = 100GPa, F,» = 400GPa, E,» = 100GPa.

Podminka stability trhliny v télese s obecnym koncentratorem napéti

Pro téleso s obecnym koncentratorem napéti je mozno podminku stability sifeni trhliny (4.9)
zobecnit do tvaru

Hy, = Hyc,

kde Hyc je obdobou kritického materidlového parametru K;o. Potom analogicky jako v pred-
chozim pripadé pro maximélni zatizeni plati o = o¢ (Hyc) a trhlina se télesem nebude Sitit
jestlize provozni zatiZeni o < o¢ [14]. Vice o stanoveni podminek poruseni bimateridlovych
vrubi lze nalézt v [15].
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5. Lechnického-Eshelbyho-Strohtv formalismus

V druhé poloviné minulého stoleti byla zformulovana teorie rovinné anizotropni pruznosti,
ktera byla vystavéna na vlastnostech funkci komplexni proménné. Podle jmen svych tvirct
Lechnického (1950), Eshelbyho, Reada a Shockleyho (1953) a Stroha (1958) je tato teorie
znamd jako tzv. Lechnického-Eshelbyho-Strohiv formalismus (dale jen LES formalismus).
LES formalismus umoznuje plné popsat anizotropni material za pomoci pouze Sesti charakte-
ristickych (vlastnich) cisel materidlu. Pivodni Lechnického formalismus predpokldda zavis-
losti slozek napéti pouze na souradnicich x a y a popisu materialu pomoci matice poddajnosti,
kdezto Strohuv formalismus je odvozen za predpokladu zavislosti posuvi na soutradnicich x
a y a popisu materidlu matici tuhosti. Ackoli Lechnického formalismus je néstrojem k reseni
obecnéjsich problému (napt. tah a krut anizotropniho prutu, vice v [12, 11, 33]), Strohuav
formalismus je matematicky elegantnéjSim nastrojem pri feSeni dvojdimenzionalnich tloh
anizotropni pruznosti [12, 33].

5.1. Obecné reseni

Rovnice rovnovahy bez uvazovani objemovych sil mé tvar, [5, 11, 12, 33]
0ij; =0, 4,5,k 1=1,2,3, (5.1)

kde ¢arka v indexu znaci derivaci. Vztah mezi slozkami posuvii vektoru u; a slozkami tenzoru
pretvoreni ¢;; 1ze zapsat ve tvaru

1 o
ey = 5 (wiy Tug), ) =123 (5.2)

A konecné zobecnény Hooketiv zdkon (3.1) s uvdzenim rovnice (5.2) a symetrickych vlastnosti
tenzoru Cyji (3.2) ma tvar

Oij = UijkiUk,- (53)

Substituci (5.3) do (5.1) dostavame diferencidlni rovnici, kterou musi splnovat slozky posuvi
ug, ve tvaru

Cz’jkluk,lj = 0. (5-4)

Diferencidlni rovnice (5.4) tvoii soustavu homogennich diferencidlnich rovnic druhého radu.
Pro rovinnou deformaci plati, ze

ﬁuk

— =0 kE=1,2,3
31‘3 ’ ) Sy Dy

uy, tedy zavisi pouze na 1 a s, [5]. Obecné feseni rovnic (5.4) u; budeme hledat ve tvaru
linedrni kombinace soutadnic x; a x9, [12, 33]. Zvolme

ur = af (2), (5.5)
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kde
Z =21+ pra.

V predchozich dvou vyrazech vystupuje libovolna funkce f (z), dale komplexni vektor ay a
komplexni ¢islo u, které je nutno urcit?. Derivaci viyrazu (5.5) podle z; dostavame

df dz

T, = O i) ' (2), (5.6)

Up) = Ak

kde d;; je Kroneckerovo delta, definované vztahem (B.3). Dalsim derivovanim pfedchoziho
vyrazu podle z; dostdvame

Up 1 = {5115]'1 + 1 (011852 + 012051) + N25125j2} arf" (z) = 0.
Protoze f”(z) je libovolna a nenulovéa funkce, rovnice (5.4) bude splnéna, jestlize
{Cilkl + 11 (Cirkz + Ciggr) + M20i2k2} ar, = 0.
Tuto rovnici mizeme zapsat pomoci maticové symboliky ve tvaru
{Q+u(R+RT) +p*Tha =0, (5.7)
kde T' zna¢i maticovou transpozici a Q, R a T jsou matice 3 x 3, pro jejichz ¢leny plati
Qir = Carr, R = Cira, Tir = Ciopa. (5.8)

Pro matice Q a T déle plati, Ze jsou pozitivné definitni [12, 33]. Pro netrivialni feseni a musi
byt

det [Q+ (R +R”) + 42T| =0, (5.9)

dostavame tedy rovnici Sestého stupné pro p. Kvili podmince o kladné deformacni energii
je dokdzano [33], Ze rovnice nemuZe mit kofeny redlné, nybrz tii pary kofent komplexné
sdruzenych, které oznac¢ime gy a fi,. Po urcéeni kofent py k ziskani a zpétné dosadime do
(5.7). Jelikoz py, a a stanovené z (5.9) a (5.7) zavisi pouze na Cjjy;, nazyvame je vlastnimi cisly
materidlu® a vlastnimi vektory materidlu. Vlastni éisla materidlu a vlastni vektory materidlu
jsou komplexné sdruzené, coz mizeme zapsat|12]

%,uk >0, prrs = M, k=1,2,3, (510)

Ak+3 = ag. (511)

4Symbolem p zde neni myslena druha Lamého konstanta, kterd je v této praci znacena, jak je zvykem v
inZzenyrské praxi, tedy symbolem G.

5Vlastni &isla materidlu jsou nékdy také nazyvana charakteristickd ¢isla materidlu. Ackoli py, a a nazyvime
hodnotami vlastnimi, jejich feseni neodpovida standardnimu tvaru feSeni problému vlastnich hodnot Ax =
AX.
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Slozky tenzoru napéti o;; ziskdme dosazenim rovnice (5.6) do (5.3) a diky (5.8) dostavame

oir = (Qir + nRi) arf' (2),
0o = (Rpi + pTi) ar f' (2) .

Pro zjednoduseni zapisu zavedme vektor b vychazejici z (5.7) jako

(5.12)

b= (RT—I—MT)a: _lll(Q+MR) a, (5.13)

ktery je podobné jako vlastni vektor materidlu (5.11) komplexné sdruzeny
bits = bg.
Vztahy pro slozky tenzoru napéti (5.12) potom piSeme
031 = —Mbif/ (2)7
o =b;if' (2).

Podobné jako pri zavedeni Airyho funkce napéti v dodatku B, kterda automaticky splnuje
rovnici rovnovahy (5.1), je vyhodné zavést funkci napeti ¢;, i = 1,2, 3,

(5.14)

0,1 = —¢i,2,

032 = <Z5z',1-

(5.15)

Diky symetrickym vlastnostem slozek napéti o5 = 091 jsou slozky funkce napéti provazany
vztahem [33]

1,1+ P22 = 0.

Porovnanim rovnice (5.14) s (5.15) dostédvame

b = bif (2), ¢ =Dbf(z).

Obecné Teseni muzeme zapsat

u="> {apfi(2) + @iz (%)},
k=1 (5.16)

¢ = ]; {bkfk (21) + brfrss (Tk)}

Pro ziskani realného reseni vektoru posuvi u a vektoru funkce napéti ¢ zavedme

fres = fr, k=1,2,3.

Potom vztahy (5.16) piechazi v

u = 2%’; {aefr ()},
¢ =2R> {bpfi(z)},
k=1
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Tyto mizeme pomoci maticové symboliky zapsat jako

u = 2R {Af ()}, (5.17)
¢ = 2R {Bf ()}, (5.18)
kde
A=[a a) ag], (5.19)
B=|b by by, (5.20)

f(z) = [ fi(z1) f2(z2) f3(2s) }T.

P11 pouziti vysSe uvedenych sloupcovych vektort, vztah (5.16) mizeme vyjadrit [12, 33]

=15 st i

5.2. Okrajové podminky

Obecné Teseni splnujici 15 rovnic (5.1), (5.2), (3.1) je odvozeno ve vztazich (5.17) pro vektor
posuvu u a vektor funkce napéti ¢. V téchto vztazich jsou matice A a B plné urceny, jsou-li
znamy materidlové charakteristiky. Funkce f (z) uréime ze znalosti okrajovych podminek [12].
Okrajové podminky predepsané pomoci posuvii zapiseme

u=2R{Af (2)} =4,

kde 1 = ( Uy o g ) jsou posuvy predepsané na hranici oblasti. K predepsani okrajovych
podminek pomoci napéti, je tfeba najit vztah mezi vektorem funkce napéti ¢ a vektorem
napéeti t. Pro rovinnou tlohu, kde ng = 0, miuzeme zapsat Cauchyho rovnici pro slozky
vektoru napéti ¢;

ti = 0;iN; = 0,11 + 0;0N9. (522)

Dosazenim (5.15) do rovnice (5.22) a pfi uvazeni vztahti mezi norméalovym a te¢nym vektorem
hranice oblasti, jak ilustruje obrazek 5.1,

dy dz
nG — —— No — —
1 dS ) 2 dS )
dostdvame rovnici
b= de; dry i de; dzo o de;
“day; ds o dazy ds ds”

kterou muzeme vektoroveé vyjadrit

_do

t=—. 5.23
1o (5.23)
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X

Obréazek 5.1: Materidlova oblast s naznacenym tecnym a normalnym smérem hranice.

Poznamenejme, Ze pro zachovani spravného znaménka ve vztahu (5.24) musi byt splnén tento
predpoklad: smér tecného vektoru s je zvolen tak, ze pri pohybu po hranici oblasti v tomto
sméru, lezi oblast napravo jako na obrazku 5.1 [12, 33]. Celkové napéti podél hranice oblasti
je potom vyjadieno

T [t =) -9 ().

52

Okrajové podminky predepsané pomoci vektoru napéti t = ( ty ty 1 ) zapiseme

10 _om {IB%dfdiZ)} _i (5.24)

nebo

T— (52— b(s0) = 2R{BE ()} = [ b

52

5.3. Vlastni ¢isla materialu

Z obecného teseni (5.17) je zfejmé, Ze vlastni ¢isla materialu py a jim odpovidajici vlastni
vektory a; a by, plni dulezitou roli v Strohové formalismu [12]. Tyto, jak bylo jiz uvedeno,
ziskdme vytesenim (5.9), (5.7) a (5.13). RozepiSeme-li vztahy (5.8), dostdvame

Cii Cis Cis Cis Ci2 Cua Css Cos Clus
Q=1|Ci Cos Cs6 |, R=|Cos Cyp Cus |, T=1]Cy Co Co |. (5.25)
Cis Css Css Cse Cos Ui Ci Coy Cu

Poznamenejme, zZe matice Q a T jsou podmaticemi C,3, proto jsou symetrické a pozitivné
definitni, tudiz Q a T nejsou singularni. RozepiSeme-li rovnici (5.7) s uvdZenim (5.25) obdr-
Zime

Ch1+ 2uCi6 + 12Ces Chg + 11 (Cra + Cop) + p2Cag Chs + 11 (Cry + Csg) + 1 (Cag)
Cos + 2uCag + 112Con Cs6 4+ 1 (Cos + Cug) + p?Coy |a =0
Cs5 + 2pCls5 + p*Cay
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Vlastni ¢isla materidlu p ziskdme ze vztahu (5.9), tedy polozime-li determinant matice v
predchozi rovnici roven nule, tj.

Ch1 +2uChs + 1*Ces Che + 11 (Cra + Cop) + 12Co  Chs + 11 (Cra + Csp) + p* (Cag)
det Cos + 21Co6 + p*Cay Cs6 4 1 (Cos + Cug) + p2Coy
055 + 2#045 + ,UQC44

Tento determinant mize byt zjednodusen pro specialni typy materiald, jako napt. material
ortotropni, pri¢né izotropni ¢i izotropni, diskutované v kapitole 3. Vysledkem reseni determi-
nantu, tedy rovnice 6. stupné pro u, jsou vlastni ¢isla materialu. Podrobnéji odvozuje vlastni
¢isla materialu pro jednotlivé typy materiali Ting v [33]. Pro izotropni material vyse uvedend
maticova rovnice nabyva po zjednoduseni tvaru

(A +2G) + *G A+ Q) 0
G+ p* (A +2G) 0 a=0. (5.26)
G(1+ )

Kde A a G jsou Lamého konstanty (3.19). Po zjednoduseni (5.26) dostavame pro u rovnici
G* (A +2G) (1+ ;ﬂ)?’ = 0.

Jelikoz plati, ze Lamého konstanty jsou vzdy kladné [33], jedinym moznym feSenim je troj-
nasobny komplexné sdruzeny koren

W= *i.

5.4. LES formalismus v pripadé ortotropniho materialu
Ve specidlnim pripadé ortotropniho materialu zavedl Suo dva bezrozmérné parametry, [29]
2
/\:E, p:(512+366)'

522 (S11522)

Symbolem A zde neni myslena prvni Lamého konstanta. Parametry A a p vyjadiuji miru
anizotropie. Vykazuje-li material kubickou symetrii, plati A = 1, jedna-li se o pri¢né izot-
ropni materidl, pak A = p = 1, [29]. Charakteristickou rovnici pro vlastni ¢isla ortotropniho
materialu piseme

At + 2p/\%,u2 +1=0.
Aby byla splnéna podminka kladné deformacni energie musi platit
A>1, 1 <p<oo.
Resenim jsou vlastni &sla materidlu ve tvaru

ulzi)\’%(n—i—m), ,ugzi)\’i(n—m), pro 1< p< oo,
1

,ulz)\_i(in—i-m), e =A"1(in—m), pro —1<p<l,
=2 =1\"1, pro p=1,
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kde parametry n a m ur¢ime pomoci

V dal$im budeme uvazovat, ze p # 1. Napiseme matici A, kterd je obdobou matice (5.19) a
matici vlastnich ¢isel materidlu L [6, 30, 33| pro pripad ortotropniho materidlu

2 2
S11H7 + S12 S11H2 + S12 —p1 —pe
A= , L= : 5.27

[ Siapn + Sa2/ 1 S12p2 + Saa/i2 ] [ 1 1 ] (5.27)

potom dostaneme vztahy pro posuvy u;, napéti o;; (5.16) a slozky vektoru napéti T, (5.24)
ve tvaru

i = 2§R{iAijfk (zk)}, T, = —2&)%{22: Lifr (zk)}, (5.28)

k=1 k=1

o9 = 2R {Z Lir [y (Zk)} ; o1 = —2% {Z Lifur f, (Zk)} :

k=1 k=1

Vektorové komplexni funkce fy, (z) zavisi na zadanych okrajovych podminkéch tlohy, [11, 29].
Zavedme pozitivné definitni hermitovskou® matici

(5.29)

B — jAL_l o [ 271)\% (SHSQQ)5 i [(811522)5 + 812:| ]

1 1
—1 [(811822)2 + 312} 2n\i (511522)2

Touto matici neni myslena diive uvedend matice (5.20). Potom matici H, zahrnujici bimate-
ridlové charakteristiky piseme

H =B+ By =

[V

1
Hyy —iB (H11Hos)?
lﬁ (HIIHQQ) H22

Kde indexy I a II znaci odliSné materialy. Pro ¢leny matice H plati

1 1 1
H11 = [271)\i (811822)2}1 + |:27l/\‘11 (811822)2}117

Hy = [271)\_% (sllsgg)ﬂl + [Qn)\_% (511322)%}11

a tzv. zobecnény Dundursiv parametr [6, 29], uréime pomoci vztahu

5= [(311522)% + 812LI - [(8111822)% + 812}1. (5.30)
(Hi1Hy)?

—T —T

5Rovné-li se komplexné sdruZend transponovans matice M piivodni matici, tj. M = M, fikdme Ze matice
M je hermitovsky symetricka neboli hermitovska. Kazdd hermitovska matice, jejiz vlastni ¢isla jsou kladn4,
je pozitivné definitni [26].
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6. W-integral

Obrazek 6.1: Schématické znazornéni integracni k¥ivky v = v; +v1 + 72 + Ve-

Pro popis napjatosti v okoli obecného koncentratoru musime kromé vlastnich hodnot expo-
nentt singularity” ;, ur¢it také zobecnény soucinitel intenzity napéti® Hy,. Zatimco hodnoty
ziskame TeSenim problému vlastnich hodnot na zakladé znalosti okrajovych podminek tlohy,
hodnoty Hj uréime pomoci numerického reseni. Existuje nékolik rtiznych metod (napt. me-
toda primé extrapolace, viz [11, 15, 18]), tato prace se zaméruje na metodu W-integralu. Tento
integral, nékdy také nazyvany H-integrdl, patii do skupiny na integracni cesté nezavislych in-
tegralu. Jako dalsi priklady uvedme J-integrdl nebo M-integral [12]. Metoda 1-integralu ndm
umoznuje urcit napjatost v blizkosti singularniho bodu pomoci pole napéti vzdalenych bodi,
kde vysledky ziskané napt. metodou koneénych prvka vykazuji vysokou presnost [24]. Tato
efektivni metoda je implikaci Bettiho reciprocniho teorému, ktery 1ika, ze je-li téleso vysta-
veno pusobeni dvou systému sil, tak prace vykonand prvnim systémem na slozkach posuvi
druhého systému je stejna jako prace, kterou vykona druhy systém na slozkach posuvia prv-
niho [12, 13]. Pfi zanedbéani objemovych sil muzeme Bettiho teorém zapsat

y§ (u"t —a"t)ds =0, (6.1)
!

kde u a t je vektor posuvii a vektor napéti tzv. aktudlniho reseni. Symboly 1 a t znadime tzv.
pomocné Teseni. Necht ~y je uzaviend krivka, skladajici se z krivek v;, 71, 72, 7., jako na obr.
6.1. Protoze na volnjch povrsich vrubu plati t =t = 0 (pro k¥ivky v a 72) z predchoziho
vztahu (6.1) vyplyva

/ (uT’E — ﬁTt) ds = —/ (qu — ﬁTt) ds = / (uT’E — ﬁTt> ds
Ye! Ye

Vi e

"Déle jen VHES.
8Déle jen ZSIN.
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kde 7; a 7. jsou ktivky jdouci od lice vrubu 8 = —wy k lici vrubu 6 = w; proti sméru
hodinovych rucic¢ek. Potom t-integral je definovan [12, 14, 24| jako

W = / (u”t —a"t) ds. (6.2)

Uvazujme piipad komplexné sdruzenych VHES?, ktery odpovida piipadu velmi ostrého vrubu
nebo trhliny na bimateridlovém rozhrani. Pouziti ¥-integralu v pripadé redlnych VHES lze
nalézt napt. v [11]. Funkci f (2) muzeme pséat ve tvaru

f(2) = HZ'v + HZ’W, (6.3)
kde v a w jsou vlastni vektory. Pro vektor posuvi a funkci napéti plati

u(r,0) = Af (2) + Af (2), (6.4)
¢ (r,0) =Lf (2) + Lf (2). (6.5)

Matice A a IL jsou definovany vztahy (5.27). Dosadime-li (6.3) do (6.4) a uvazujeme-li expo-
nent singularity ve tvaru 6 = dgr + ie, miizeme vyse uvedené vztahy vyjadrit

u(z) =A(HZ'v+HZW) +A (HZ% + HZéw) (6.6)
— 1 (AZ (r,0)v+AZ (r,0)w) + T (AZ‘5 (r,0) W + AZ (r,0) v>

=" { Hr€ | AZ(O) v+ AZ () w | + Hr ' | AZ () W + AZV

n(0) n(0)

Vektor posuvii mizeme ve vysledném tvaru tedy zapsat
u(z) = r'% {Hri*n (0) + Hr 7 ()}, (6.7)

ktery odpovidd vztahu (4.13) uvedeném jiz ve 4. kapitole. Obdobnym zpusobem, tedy dosa-
zenim (6.3) do rovnice (6.5) pro funkci napéti dostavame

¢(2) =L(HZ'v+HZ'W)+L (ﬁév + HZ(SW) (6.8)
= H (LZ‘s (r,0)v +1LZ (r,0) W) +H (IL,Z5 (r,0)w + Lz (r,0) v)

=R HPE | LZ(0)v+LZ(0)w | + Hr | LZ (0) W+ LZv | ¢,

A(9) ()

a vysledny vztah obdrzime ve tvaru

¢ (2) = r"* {Hr"X(0) + H*X(0)}, (6.9)

9Piestoze plati, Hy, k = 1,2 nebudeme dale znacit ZSIN indexem k. Pii konfiguraci trhliny na bimateri-
alovém rozhrani, zkoumané v predkladané praci, jsou totiz hodnoty H komplexné sdruzené a plati H; = H,

Hy=H.
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jehoz derivaci podle souradnic z a y bychom ziskali vztahy pro napéti o,; a 0,,, vztah (4.12).
Pro funkci n (0) tedy plati vztah

n(0)=AZ(0)v+AZ(0)w. (6.10)
Obdobné funkci A (6) piseme

AO)=LZ(0)v+LZ(H)w, (6.11)
a pro jeji derivaci derivaci A’ (6) podle soutadnice 6 plati

X (0)=17Z 0)v+LZ (6) w. (6.12)
Vektor napéti t pomoci vzorce (5.23) vyjadiime

1
g dol

— Nl
do r’ (6.13)

s vyuzitim vztaha (6.13), (6.8) a (6.12) muzeme vysledny vztah pro vektor napéti zapsat
t =% {HrN (0) + Hr N (0)} .

Vyraz pro diagondlni matici Z a jeji derivaci Z', kde vlastni ¢islo materidlu uvazujeme ve
tvaru p = p' + iy [24] je
Z(0) = diag [ (cos B + pysin®)’, (cosf + g sin )’ } (6.14)
= diag [ RS (0) €99 RS (6) V() } ’

7' (0) = diag [(5 ((cos@ + 1 sin0)°" (= sin 6 + pq cos 6)) : (6.15)
5 ((COS 0+ posin €)' (—sin @ + po cos 6’))}
= diag [(5R‘f_1 (0) e C=V¥10=L (_sin @ + iy cosh),
SR (0) €01 O) (—sin 6 + pp cos 0)]

kde R; a ¢; (§) uréime pomoci vztaht

R? (0) = (cos& + 1 SiH9>2 + (u}' sin&)z, j=1,2.
0 pro 6 =0,
t 0+ 1 sin@/p!! sind 0 e (0,m),
05 (0) = arcco ((cos s sin @/ p sin )) pro (0,7) i=1.9

arccot ((cos@ + pf; sin 0/ piff sin 9)) —7m pro 6¢€(—m0),

0 pro = —T.

43



Ondrej Krepl Ondrej Krepl

71 II

w2

72

Obrazek 6.2: Kruhova integracni cesta v; a 7s.

Matice komplexné sdruzené Z (0) a Z' (0) vyjadiime

Z(0) = diag { (cos 6 + iy sin 9)5 (cos 0 + iy sin «9)5 }
= diag [ RS (0) e~ 010) RS () e i02(0) } ’

7' (0) = diag [5 ((cos 0 + 7, sin 0)° ™ (— sin 6 + 7, cos 6))
J ((cos 0 + i, sin0)° " (— sin 0 + 7, cos 0))}
= diag [5}2‘15_1 (0) e~ 0~ V¥19=1 (_sin § + 71, cos A)
SRS (9) e~ 10129 (_in @ + 7z, cos 0)} :

Pomocné a dudlni feseni ¢-integralu predpokldadame [12] ve tvaru
~/

a(r,0) = Hr— 0=+ 95 9y §(r,0) = Hr =X (4). (6.16)

Uvazujeme-li integracni cestu v tésné blizkosti singularity a zvolime-li vhodné pomocné reseni,
muzeme na zakladé predchozich vztaht vyjadrit ¢-integral jako funkei ZSIN H [12, 24]. Nej-
jednodussim zpusobem teseni je kruhova cesta v, z wy do wy, jako na obrazku 6.2. Substituci
(6.16) do (6.2) dostavame na poldrni souradnici r nezéavisly vysledny vztah pro -integral

b=H /_ B (0" ()X (0) — " (9) X (6)) do. (6.17)

Odvozeni vztahu (6.17) je mozno nalézt v [12]. Zavedme druhy i-integral, jehoz hodnotu
uréime za pomoci numerického feSeni [11, 24]. Oznacme jej ¥, jestlize H = 1 miZeme psét

o = [ () X 0 - v )¢ o

w2
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Hodnoty vektori posuvii u™ a napéti t* ziskdme pomoci metody kone¢nych prvki. Jako in-
tegracni kivku volime kruznici r = ry viz obr. 6.2, kde jsou vysledky ziskané MKP dostatecné
presné. Potom ZSIN H obdrzime ze vztahu

M ffLQ r-
H _— /wi p—

N

(w)" A (0) = " (9) tM] d6

19
= : (6.18)
n” (0) X (0) — 7" (O) X (0)) do

45



Ondrej Krepl Ondrej Krepl

7. Vypocet vlastni hodnoty exponentu singularity

”
TN
Lip —= //I /

Obréazek 7.1: Trhlina na bimateridlovém rozhrani, indexy I a II znaci odlisné materidly. V
levé ¢asti obrazku jsou znazornény longitudinalni sméry jednotlivych materidli.

7.1. ReSeni na zdkladé problému vlastnich hodnot

Uvazujme pripad trhliny na rozhrani dvou pri¢né izotropnich materialii. Nejdriive je treba
zformulovat okrajové podminky. Pro konfiguraci trhliny na bimateridlovém rozhrani, znazor-
nénou na obrazku 7.1 existuji okrajové podminky dvojiho druhu. Na volnych povrsich vrubu
je vektor napéti, viz vztah (6.5), T nulovy. Index J = I, 11 znaci materidlovou vrstvu

T = ¢' (r,0) = 0, pro 6=, (7.1a)

T = ¢" (r,0) = 0, pro 6= —m, (7.1b)

A protoze predpokladame dokonalé spojeni materiali I a II, predepisujeme na rozhrani pod-
minky rovnosti posuvi a rovnosti napéti, rovnice (6.4) a (6.5),

u' (r,0) =u (r,0) pro 6 =0, (7.1c)

T =¢(r,0) =T" = ¢ (r,0) pro 6 =0. (7.1d)
Na zakladé vyse uvedenych okrajovych podminek (7.1a-7.1d), vztahu (6.10) a (6.11), kde

u’ =n’,
T/ =X’

muzeme sestavit soustavu osmi rovnic. Tato se da vzdy redukovat na soustavu dvou rovnic
[24]

K (6;) L'v} = 0, (7.2)
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kde vi je vlastni vektor a 0 je nulovy vektor 2 x 1. Matici K vyjddiime
K=B +BY - (B'+BY") (E-Y") (E-Y) ,
kde matici B’ ziskdme ze vztahu (5.29), E je jednotkova matice a pro matice Y, X platf
Y= (%)%, x/ =Lz () (L)
Aby soustava (7.2) méla netrividlni Feseni, musi platit
det (K (%)) = 0. (7.3)

Dostavame nelinearni rovnici proménné J;. Kvili omezenim, plynoucim z konecné velikosti
deformacni energie a singularniho charakteru ¢lenu asymptotického rozvoje, uvazujeme pouze
koreny lezici v intervalu 0 < 0, < 1. D4 se ukdzat [24], ze FeSenim rovnice (7.3) jsou také
tzv. pomocnd reseni o = —0r a jim odpovidajici pomocné vlastni vektory Vgom . Pomocna
Fesen{ 0y nemaji fyzikalni vyznam, ale jejich znalost je potiebna k urc¢eni ZFIN Hy na zédkladé
metody -integralu [11, 24]. Dosadime-li kofeny 8, resp. o), zpét do rovnice (7.2), dostaneme
odpovidajici vlastni vektory vi resp. v} Zbyvajici vlastni vektory ziskame pomoci

pom*
vi=(E-Y") " (E-Y), (7.4)
wi = -Y/vj.

7.2. Urceni vlastnich hodnot exponentti singularity konkrétnich ma-
teridalovych konfiguraci

| Oznaceni materidlt | By [Gpa] | Er [Gpa] | vir [F] | ver[F] | Gur [GPa] |
My 100 40 0,30 0,30 5
M 150 20 0,25 0,20 10
Mo 175 80 025 | 0,22 12
My 200 85 0,30 0,15 14

Tabulka 1: Materidlové charakteristiky materiald My, My, My, My

Uvazujme 4 riazné pri¢né izotropni materialy uvedené v tabulce 1 a konfiguraci znazornénou
na obrazku 7.1. Vypocet hodnot VHES je, na zdkladé teorie uvedené v predchozi podkapitole,
naprogramovan jako numericky algoritmus v jazyce FORTRAN. Rovnice 7.3 mé pro pripad
trhliny na bimateridlovém rozhrani dva komplexné sdruzené kofeny, tj. 6; = &, do = d. Pro
VHES tedy mtzeme psat

(S:(SR+18, g:(sR—iS,

kde redlna slozka dr je pro konfiguraci trhliny na bimateridlovém rozhrani vzdy rovna %
Imaginarni slozky VHES uré¢ime pro ortotropni material pomoci vztahu [29],

(1=5)(1+8)
2 ’

e=1In
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kde /3 je Dundursuv parametr definovany pomoci vztahu (5.30). Hodnoty € jsou bezrozmérné
a zavisi na kombinaci materidlii. Srovnani vypoctenych hodnot pro konkrétni materidly zna-
zornuje histogram 7.2. V tabulce 2 jsou shrnuty vypoc¢tené komplexné sdruzené VHES 6 a 0
a odpovidajici vlastni vektory

VFRT = (U17U2) )

pro jednen z materialt bimateridlové kombinace. Druhy vlastni vektor je mozno dopocitat

ze vztahu

—27e
WpRT = € VERT-

Vektory pro druhy materidl bimateridlové kombinace je mozno urcit ze vztahu 7.4.

Konfigurace I + 11 ) ) U1 Vg

M + My 0,5—10,012308771i 0,54 0,012308771i | —0,5i | 0,49742499
M; + Mg 0,5 —0,0033035092i | 0,5+ 0.0033035092i | —0,5i | 0,52430569
M; + My 0,5 —0,00077708659i | 0,5+ 0,00077708659i | —0,5i | 0,52770650
Mir + My 0,5+ 0,00089951455i | 0,5 — 0,000899514551 | —0,5i | —0,52714475
My + My 0,5+ 0,0064960067i | 0,5 — 0,0064960067i | —0,5i | 0,53179938
My + My 0,5 —0,0021305794i | 0,5+ 0,0021305794i | —0,5i | 0,49798767

M; + My 0,5 —0,0154308361 0,54 0,015430836i | —0,5i | 0,48593897
My + My 0,5—0,010936272i 0,54 0,010936272i | —0,5i | —0,49308974
My + M; 0,5 —0,014934418i 0,5+ 0,0149344181 | —0,5i | 0,49520553

Tabulka 2: Komplexné sdruzené vlastni hodnoty exponentti singularity §,0 a odpovidajici
vlastni vektor vpgrr pro rozdilné kombinace materidli. V pripadech, kdy se materidlové
oznaceni shoduji tj. My + M; a My + My uvazujeme stejné materialy, ovSem s kolmo na
sebe orientovanymi sméry L. V pfipadé poslednim, tj. My + M uvazujeme stejné materialy
jako v pripadé M; 4+ My, ale oba materialy maji sméry L pootocené o 90°.

0.016

0.014

0.012

0.01

— 0.008

0.006

0.004

0.002

leoo LT LT

I+II 400D IV IO IIHIVIIIHLY I4+D II4HIT I1+1

Konfigurace

Obréazek 7.2: Grafické srovnani hodnot € pro riizné bimateridlové konfigurace. Rimské éislice
znaci rozdilné materidly M;, ¢ = I, 11, I11, IV.
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8. Vypocet zobecnéného soucinitele intenzity napéti

Algoritmus vypoc¢tu zobecnéného soucinitele intenzity napéti H pomoci metody -integralu
popsané v kapitole 6 miizeme rozdélit do dvou hlavnich ¢asti. Prvni ¢ast tvori uréeni napéti
a posuvil ve volitelné vzdalenosti od singularity, ktera by méla byt dostatecné velka. Ve
vetsi vzdalenosti od singularity totiz numerické metody vypoctu vykazuji vysokou presnost,
coz tvori zakladni myslenku urcéeni ZSIN H pomoci ¥-integralu. Numerickou metodou pro
urceni pole posuvi a napéti bude v nasem pripadé metoda konecnych prvka v CAE softwaru
ANSYS. V ¢ésti druhé je tieba ziskané parametry na zakladé matematické teorie ¢-integralu
zpracovat a numericky integrovat. K tomu slouzi vypoctovy algoritmus naprogramovany v
jazyce FORTRAN v softwaru Silverfrost FTN95.

8.1. Urceni pole napéti a posuviat pomoci MKP

Pro jednoduché opakovani vypoctu a snadné zadavani vstupnich parametri bylo napsano
makro, které lze nacist v ANSYS. Byl vytvoren dvojrozmérny model predstavujici zkusebni
bimaterialové téleso s vrubem, jako na obrazku 8.1. Jeho rozméry jsou shrnuty v tabulce 3.

A [mm] | 150
B [mm] | 150 gl Eﬂ O’Sg !
SQ [mm] | 50 2

Tabulka 3: Parametry modelu, jeho geometrie je znazornéna na obrazcich 8.1 a 8.3.

Uhly w; a w, charakterizuji rozevieni vrubu. Jejich velikost je moZzno ménit v rozsahu
<§ = 7r>. Symboly I a II oznacuji dva obecné odlisné pricné izotropni materialy, zadavané
pifslusnymi parametry, tj. Ef, B vl vigq, Gip, J =111 Tyto jsou nakonec vypsany do
souboru a slouzi jako vstupni data do druhé ¢asti procedury. Detailni pohled na geometrii
stfedni ¢asti modelu je znédzornén na obrazku 8.3. Zde se nachazi kruznice s polomérem R,
tedy kruznice na které zjistujeme pole posuvii a napéti uzli jednotlivych prvki. Jeji po-
lomér je mozno ménit v rozsahu (R; + Ry). Vytvorenou sit modelu ilustruje obrazek 8.2.
Velikost prvku je vhodné zmensovana pri jeho priblizovani ke korenu vrubu. Vstupni para-
metr ovliviiujici vyslednou sit modelu P; je pocet déleni obvodu ¢tvrtiny kruznice R. Tento
je mozno ménit. Bylo tfeba vytvorit sit mezi poloméry Ry a Ry takovym zpiisobem, aby pro
rizné hodnoty R byla co nejvice stejna. Jako vhodny pristup se ukazalo déleni na prvky,
které se svym tvarem limitné blizily tvaru ¢tverce. Nejprve byl testovan zptsob déleni na za-
kladé naprogramovani aritmetické posloupnosti, tento se ovsem ziejmé kviili zaokrouhlovaci
chybé neosvédcil a byl nahrazen délenim na zakladé naprogramovani cyklu. Obecné plati, ze
pouzitim jemnéjsi sité se zvysuje presnost vysledku, ale na tkor delsiho vypocetniho ¢asu.
Jako idedlni pocet prvku na ¢tvrtkruznici uvadi Hrstka P, = 45, [11]. Tento parametr je v
této praci testovan. Jako prvek muzeme volit rovinny linearni PLANE182 nebo kvadraticky
PLANEI183, vliv na vysledek je v nasledujicim zkouman. Déle je na vybér, zdali bude vypo-
cet proveden pro stav rovinné deformace nebo rovinné napjatosti. Vychozim nastavenim je
rovinna deformace. Okrajové podminky pro model jsou znazornény na obrazku 8.6. Velikost
zatiZeni o, muiZeme libovolné ménit, vychozi hodnota byla nastavena na o, = 50MPa. V
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pravé c¢asti modelu je zamezeno posuvu v ose x a v jednom bodé, ktery odpovida bimateri-
alovému rozhrani, je navic zamezen posuv v ose y. Jedna se o mdéd zatézovani I, ktery je z
hlediska posuzovani télesa s trhlinou povazovan za nejnebezpecnéjsi [34].

A

I u

w2

II Ln

[il

Obrazek 8.1: Geometrie modelového télesa, indexy I a I oznacuji rizné materialy. Symboly
Ly a Ly; znadi longitudindlni sméry materiali.

I O I I

I A

Obrazek 8.2: Modelové téleso s vytvorenou siti v softwaru ANSYS. Odlisné barvy znaci
odlisné transverzalné ortotropni materialy.
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Obrazek 8.3: Detail ¢asti modelového télesa. Kruznice s polomérem R; v blizkosti korene
vrubu, kruznice s polomérem R znaci integracni cestu a kruznice s polomérem Ry ohranicujici
vnitni oblast modelu.
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Obrézek 8.4: Detailni zobrazeni prvka ve vnitini oblasti modelu.
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Obrézek 8.5: Zobrazeni oblasti v tésné blizkosti kofene trhliny.

“$$$$$$$$$11$$$$$$$$‘

I u, =0
an "
L/ "

I1

u, =0

RVAVAVAVAVAVAVAVAVANS

YV Y VYT Y YT

g

Obrézek 8.6: Zatizeni a vazby vzorku.

Napisme znovu vztah (6.18) pro urceni ZSIN

T
v I, ("T(e)j\/(@—'f)T(@)X(e)) a0

Ve vztahu vystupujici parametr r je integracni polomér, tedy vzdélenost od kofene vrubu,
kde zjistujeme pole posuvi a napéti jednotlivych prvki. V pripadé kone¢noprvkového modelu
jej oznacujeme R. Po provedeni vypoctu zjistime zminéné hodnoty v postprocesoru ANSYS
na zakladé prikazu *GET. Vystupem vypoctujsou tedy dva soubory obsahujici tyto charak-

teristiky u, u;, 7, 07, 77,, materidli J = LII, sefazené v zdvislosti na vzristajicim dhlu

zxr Cyyr Tzy
f a konstantnim poloméru R. Tyto slouzi jako vstupni data pro druhou ¢ast vypoctu.
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8 Vypocet zobecnéného soucinitele intenzity napéti

‘ Material ‘ EL [Gpa] ‘ ET [Gpa] ‘ 125 H ‘ v H ‘ GLT [GPa] ‘

M; 100 40 0,30 | 0,30 5
My 150 50 0,25 | 0,20 10
M 175 80 0,25 | 0,22 12
My 200 85 0,30 | 0,15 14

Tabulka 4: Materidlové charakteristiky pri¢né izotropnich materiala My, My, My, Myy.

8.2. Urceni ZSIN H za pomoci y-integralu pro pripad trhliny na
rozhrani

Druha ¢éast algoritmu je realizovana pomoci programu napsaném v jazyce FORTRAN. Vstupni
parametry do této procedury jsou materialové charakteristiky a hodnoty posuvii a napéti na
zvoleném poloméru R, doplnéné o hodnotu déleni kruznice R. Na zakladé matematického
aparatu uvedeného v predchozich kapitolach program uréi potfebné parametry, numericky
zintegruje vstupni hodnoty a vypocita hodnoty ZSIN. Integrace je provadéna numericky Rom-
bergovou metodou s chybou 1071, kterou miizeme z numerického hlediska povazovat za nulu.
Pripad trhliny na bimaterialovém rozhrani je specidlnim pripadem vrubu na bimateridlovém
rozhrani. Pro thly w; a wo charakterizujici geometrii modelu plati

wp =T, Wy = —T.

8.2.1. Vypodet ZSIN

Uvazujme 4 rtizné transverzalné ortotropni materialy, jak ukazuje tabulka 4, jejichz materi-
alové charakteristiky jsou shodné jako v pripadé urcovani VHES. Vypocet byl proveden pro
hodnoty lezici na integra¢nim poloméru o velikosti R = 15mm, pii parametru déleni P, = 25
a pro pripad rovinné deformace. Prvkem byl zvolen kvadraticky PLANE183. Nasledujici ta-
bulka shrnuje vypoctené, komplexné sdruzené ZSIN pro konkrétni bimaterialové konfigurace.
Vysledné hodnoty jsou graficky zndzornény v histogramu, kde je mozno graficky porovnat
velikosti jejich realnych a imaginarnich casti.

mat. kombinace I+ 11 H |MPa!—? H |MPa!—d
M + My, 10, 822226 — 2, 37476151 | 10,822226 + 2, 37476151
My 1 Mo 11,061130 — 2,05035401 | 11,061130 + 2, 05035401
M; + My 11,210218 — 1,9913405i | 11,210218 4+ 1, 99134051
My + My 10,871021 — 2,2005274i | 10,871021 4 2, 20052741

Tabulka 5: Vypoctené hodnoty komplexné sdruzenych ZSIN H a H pro uvedené bimateridlové

konfigurace.
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— R{H} —
IS{H} —3

H [MPam'~?]
[=2}

LT

Mi+Mp; M+Mpr Mj+Mpy Mpr+Mgg

Konfigurace

Obrazek 8.7: Porovnani redlné a imaginarni ¢asti ZSIN pro rtizné kombinace materiali.

8.2.2. Urceni optimalniho poctu prvkia na integracni cesté

Diilezitym parametrem ovliviiujici presnost a rychlost vypoctu ZSIN H pomoci ¢-integralu
s hodnotami ziskavanymi z MKP je pocet prvkil na integracni cesté. V pripadé modelového
objektu znézornéného na obrazku 8.1 resp. 8.3 je integracni cestou kruznice s polomérem
R a parametrem ovliviujici pocet prvkia je pocet déleni ¢tvrtinové casti kruznice P;. Byl
proveden test pro zjisténi optimalniho déleni integracni cesty R. Zavislost redlné R{H} a
imagindrni ¢asti S {H } ZSIN H materidlové konfigurace My; + My je vykreslena v grafech
8.8a a 8.8b. Hleddme takovou mezni hodnotu Py, jejiz zvysovani nemd na hodnoty R {H}
a S{H} podstatny vliv. Jeho zvySovanim dochézi pouze k prodluzovani vypoctového Casu.
Jako optimalni parametr déleni integracni cesty modelového télesa se pro danou konfiguraci

ukazala byt hodnota
Py = 24.

—1,43

11,9
11,76 |- sl
11,62 |

—1,474 |-

11,48 -

H [MPam!~%]

—1,496

H [MPam!~%]

11,34 -
—1,518 -

11,2 |-

S{H) —

® {H\} - I

0 10 20 30 40 50 60
Pl

I —1,54

11,06 L L
0 10 20 30 40 50 60

Pl

(a) Prubéh redlné ¢asti ZSIN R{H} na P; (b) Prubéh imagindrni ¢dsti ZSIN S {H} na P;

Obrézek 8.8: Vykresleni zavislosti realné a imaginarni ¢asti ZSIN H na parametru F;, tedy
poctu déleni ¢tvrtiny integracni cesty. Zvolené materidly M + Myy, integracni polomér
R = 3mm, rovinna deformace, typ prvku PLANE183.

8.2.3. Urceni optimalni integracni cesty

V této podsekci je vysetiena zavislost velikosti ZSIN H na velikosti poloméru R kruznice po
které je provadéna numericka integrace. Modelovy objekt umoznuje jeho nastaveni v rozsahu
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(0.001 = 20) mm. Byla testovana zavislost pro tii rizné materidlové konfigurace, tj. My + My,
M + My a Myy + My. Pocet déleni na étvrtkruznici byl zvolen P, = 20. Zavislosti R {H}
a S{H} pro zminéné konfigurace jsou vyneseny do grafu 8.9, 8.10 a 8.11. Z vykreslenych
zavislosti je patrné, ze existuje takova mezni hodnota integracniho poloméru R,,, pod kterou
dochdzi k ndhlym zménam parametri R {H } a I {H}. ZSIN stanoveny na integracni kruznici
s polomérem mensim nezli je Ry, nelze povazovat za reliabilni. Ze zavislosti usuzujeme, ze

R, = 1lmm.

7, vykreslenych vysledki je mozno pozorovat, ze dochéazi k jisté konvergenci realné a ima-
gindrni hodnoty ZSIN se zvysSujicim se polomérem integracni kruznice, coz je v souladu s
teorii. Déle je mozno podotknout, ze redlnd cast R {H} konverguje rychleji nezli ¢ast ima-
gindrni S {H}. Pro zjisténi ZSIN H tedy volime integra¢ni polomér ve vétsi vzdalenosti od
singularity, v ptipadé uvedeného modelového télesa to miize byt interval

Ropt = (15— 20) mm

H [MPam'~%)
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10,29
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0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02
R [m]

(a) Zévislost R{H} na R

H [MPam!~%)

-2,2
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—2,64
~2,86
—3,08
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3,74 |
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R {‘H} -

0

0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02
R [m]

(b) Zavislost S{H} na R

Obrézek 8.9: Vykresleni pritbéhu redlné a imaginarni éasti ZSIN H na poloméru integracni
cesty R, materidlova konfigurace My + My, pouzité prvky PLANE183, rovinna deformace
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0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02

H [MPam'~%1]

—4,25
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0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02
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(b) Zavislost S{H} na R

R [m]

(a) Zéavislost R{H} na R

Obrazek 8.10: Vykresleni pribéhu redlné a imaginarni ¢asti ZSIN H na poloméru integracni
cesty R, materidlova konfigurace My + My, pouzité prvky PLANE183, rovinna deformace.
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Obrézek 8.11: Vykresleni pribéhu realné a imaginarni ¢asti ZSIN H na poloméru integracni
cesty R, materidlova konfigurace Myt + My, pouzité prvky PLANE183, rovinna deformace.

8.2.4. Urceni optimalniho typu prvku

Pti vypoctu vstupnich hodnot pomoci uvazovaného modelu, nutnych k urcéeni ZSIN H, je
mozno vytvorit sit riznymi prvky. Je mozno pouzit linearni PLANE182 nebo kvadraticky
PLANE183. Pii pouziti kvadratického prvku je potfeba delsi vypocetni ¢as. Napriklad pri
urcovani zavislosti ZSIN H na integra¢nim poloméru, jako v ptipadé podsekce 8.2.3 pri 23
iteracich, pouzitim linedrniho prvku vypocetni cas ¢inil 7min 45s. Pouzitim kvadratického
prvku bylo tfeba 12min 25s. Vliv zvoleného prvku na pfesnost vypoctu R{H} a S{H}
materidlové konfigurace My; + My je znédzornén v grafech 8.12. Z grafii je mozno pozorovat,
ze pouzitim kvadratickych prvkia dostavame hladsi kiivku zévislosti realné ¢asti ZSIN R {H }
na R. Jak lze pozorovat z grafu 8.12b, prubéh imagindrni ¢asti S { H } na volbé prvku nezavisi.
Prestoze se hodnoty ZSIN H ziskané pouzitim odlisnych prvki od sebe ovSem vyrazné nelisi,
volime vyssi presnost kvadratického prvku na tkor rychlejsitho vypoctu. Optimalnim prvkem
tvoricim sit je tedy kvadraticky PLANE183.

11,022

11
10,978
. 10,956 | .
T 10,934 | T
E o0l g
g £
2 10,89 | =
T 10,868 - I
10,846
i R{H} - P182 —— oal S{H} - P182 ——
10,824 R{H} - P183 %4 S{H} - P183 -
10,802 I I I I I I I | I —25 I I I I I I | I I
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02 0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02
R [mm)] R [mm)]
(a) Zévislost R{H} na R pfi pouziti prvku (b) Zévislost S{H} na R pfi pouziti prvka
PLANE182 nebo PLANE183 PLANE182 nebo PLANE183

Obrazek 8.12: Vykresleni pribéhu redlné a imaginarni ¢asti ZSIN H na poloméru integracni
cesty R pri pouziti ruznych prvki, materialova konfigurace My + My, rovinna deformace
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8.3. Pribéhy napéti

Uvazujme konfiguraci modelového télesa a okrajové podminky znazornéné na obrazcich 8.1
a 8.6. Predpokladejme pripad télesa s trhlinou na bimaterialovém rozhrani charakterizované
uhly wy = 7, wy = —m. Uvazujme tyto bimateridlové konfigurace: My + My, M + My,
My + My a Myy + My a ptipad rovinné deformace. Nyni srovnejme pribéhy slozek napéti
Ozzy Ty & Oy ziskané dvéma odlisSnymi zptisoby. Prvnim zpisobem je urceni slozek napéti
analyticky na zakladé singularniho feseni pro prvni ¢len Williamsova asymptotického rozvoje
za pomoci vztahii 6.9 a 5.15. Druhym zplisobem je vypocet numericky za pomoci MKP,
ktery v sobé zahrnuje slozky napéti odpovidajici vyssim célenim Williamsova rozvoje, viz
rovnice (4.2). Srovnani pribeht slozek napéti o,,, 7,y a 0y, na thlu 6 je na urcité kruznici
r vykresleno v grafech 8.13, 8.14 a 8.15. Vypocty jsou provedeny pro ruzné vzdalenosti od
singularity. Na zavislostech mtizeme pozorovat, ze pii vzrustajici vzdalenosti od singularity
se na vysledné slozce napéti projevuji vyssi mérou nesinguldrni éleny Williamsova rozvoje.
Singularni feseni tedy vykazuje vyssi presnost v tésné blizkosti kotene vrubu, naopak MKP
poskytuje spolehlivé hodnoty mimo oblast, kde dominuje singularita.
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Obrazek 8.13: Srovnani o, vykreslené v zavislosti na thlu € po kruhové cesté v riznych vzda-
lenostech od singularity. Cervené je znazornén prubéh o, ziskany MKP, modfe je znazornén
priubéh o,, ziskany analyticky za pomoci singularniho reseni.
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Obrézek 8.14: Srovnani 7, vykreslené v zavislosti na thlu 6 po kruhové cesté v riiznych vzda-
lenostech od singularity. Cervené je znazornén pribéh 7, ziskany MKP, modfe je zndzornén
pribéh 7., ziskany analyticky za pomoci singuldrniho feseni.
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Obrézek 8.15: Srovnani oy, vykreslené v zavislosti na tthlu 6 po kruhové cesté v riiznych vzda-
lenostech od singularity. Cervené je znadzornén prubéh o, ziskany MKP, modie je zndzornén
pribeh o, ziskany analyticky za pomoci singularniho feseni.



Ondrej Krepl 9 Zavér

9. Zavér

Cilem predkladané prace byla aplikace teorie lomové mechaniky na konfiguraci ostrého vrubu
a trhliny na rozhrani dvou ortotropnich materialt, analyticky popis napéti v okoli ostrého
bimaterialového vrubu a nasledné stanoveni zobecnénych soucinitelt intenzity napéti ost-
ré¢ho bimateridlového vrubu pomoci analytickych metod v kombinaci s MKP. Nejdtive bylo
treba seznamit se s problematikou anizotropnich materiali, konkrétné s ortotropnim a priéné
izotropnim materidlovym modelem, které svym chovanim mohou zastupovat kompozitni ma-
terialy s vlakny. Déle byly nastudovany zakladni principy linearni elastické lomové mechaniky
a pomoci soucinitele intenzity napéti uvedeno kritérium pro posouzeni stability trhliny. Na-
sledoval popis obecného koncentratoru napéti, coz je geometrickd a materialova nespojitost,
v jejimz okoli dochazi ke koncentraci napéti. Principy LELM byly aplikovany na specialni
pripad koncentratoru — bimaterialovy vrub a podminka stability trhliny zobecnéna na téleso
s obecnym koncentratorem. V ramci resersni c¢asti bylo dale pojednano o elegantni metodé
reseni anizotropni pruznosti zvané Lechnického-Eshelbyho-Strohtiv formalismus, kterda umoz-
nuje efektivné popsat vlastnosti anizotropniho materiadlu za pomoci vlastnich ¢isel. LES for-
malismus je vhodnym nastrojem pro urceni vlastnich hodnot exponentii singularity. V dalsi
kapitole byl podrobné vysvétlen princip -integralu, na integracni krivce nezavislého inte-
gralu, vychazejiciho z Bettiho principu. Koncept y-integralu slouzi v kombinaci s metodou
konec¢nych prvki jako mocny aparat k urceni zobecnéného soucinitele intenzity napéti H.
Vypoctova ¢ast se zamérila na specialni pripad bimateridlového vrubu, tedy na trhlinu
na bimateridlovém rozhrani. Pro rizné materidlové konfigurace byly urc¢eny komplexné sdru-
zené vlastni hodnoty exponentti singularity § a . Redlna ¢ast VHES 6 v pifpadé trhliny
na bimaterialovém rozhrani je pro vsechny materialové konfigurace shodna, kdezto jeji ima-
ginarni ¢ast ¢ je odlisna. Ackoli pfi posuzovani singularity hraje dominantni roli redlna c¢ast
OR, jeji imaginarni ¢ast € neni v urc¢itych pripadech zanedbatelna. Vypoctené vysledky ima-
ginarni c¢asti VHES jsou znazornény v histogramu v zavéru kapitoly 7. Vysokych hodnot &
bylo dosazeno pri pouziti dvou elastickymi moduly podobnych materiali, které byly na sebe
kolmo orientovany longitudialnimi sméry. Dale byly na zadkladé problému vlastnich hodnot
urc¢eny vlastni vektory, nutné jako jeden ze vstupnich parametri pro vypocet zobecnéného
soucinitele intenzity napéti, pomoci metody ¢-integralu. Jako dalsi vstupni parametry byly
vypocteny pomocné exponenty singularity (bez fyzikalniho vyznamu) a jim odpovidajici po-
mocné vektory. V dalsi kapitole vypoctové c¢asti bylo predstaveno vytvorené modelové téleso,
které predstavuje zkuSebni téleso s vrubem na bimateridlovém rozhrani. Méd zatézovani
byl uvazovan jako I, rozeviraci, ktery je z hlediska moznosti vzniku mezniho stavu stability
dostavame téleso s trhlinou, na ktery aplikujeme vypoctovy algoritmus -integralu. Vysledné
zobecnéné soucinitele intenzity napéti Hy, k = 1,2 jsou v tomto pripadé komplexné sdruzené
H, = H, H, = H. P¥i uvazovan{ shodnych materidlovych parametrii jako pfi vypoctu VHES
byl proveden vypocet ZSIN pro trhlinu na rozhrani pro 4 rtizné bimateridlové kombinace.
Vysledné hodnoty ZSIN byly graficky zpracovany v histogramu, kde je mozno porovnat veli-
kosti jejich redlnych a imaginarnich ¢asti. Maximalni hodnoty realné slozky ZSIN dosahoval
pro bimaterial My 4+ Myy, kdy se jedna o kombinaci s nejvice odlisSnymi moduly pruznosti.
Model byl podroben sérii testti. Prvnim z nich bylo urceni optimalniho poc¢tu prvka na in-
tegracni cesté, kterou je kruznice s polomérem R. Vysledkem testovani byl mezni parametr
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déleni ¢tvrtinové c¢asti kruznice Py, = 24, coz po celé délce kruznice odpovida 94 integra¢nim
bodtim!®. Vy&§i zvysovani parametru déleni nepfineslo vyssi piesnost, pouze delsi vypocetni
cas.

Efektivita metody ¢-integralu spoc¢iva ve schopnosti urcit ZSIN, tedy parametr popisujici
blizké okoli singularity, za pomoci hodnot posuvii a napéti ziskanych v dostatecné vzdalenosti
od singularity. Metoda kone¢nych prvki totiz v tésné blizkosti singularity pti pouziti béznych
prvkl neposkytuje spolehlivé vysledky a singularitu je nutné modelovat pomoci specidlnich
degenerovanych trianguldrnich prvka. Pouziti degenerovanych triangularnich prvki, ve vy-
pocetnim programu ANSYS prikazem KSCON, v pripadé vrubu a trhliny na bimaterialovém
rozhrani neni mozné.

Nésledujici ¢ast testovani byla zamérena na urceni optimalniho poloméru integra¢ni kruz-
nice R, na které budou zjistovana posuvy a napéti slouzici jako vstupni parametr pro stano-
veni ZSIN. P1i testovani raznych bimateridlovych konfiguraci vyplynulo, ze minimalni velikost
integracni kruznice je tfeba stanovit na hodnotu R, = Imm. Poc¢itame-li hodnoty ZSIN na
kruznici mensi nez na této mezni hodnoté, dostaneme nespolehlivé vysledky. Byl také stano-
ven interval hodnot polomért optimalnich integra¢nich kruznice Rop = (15 — 20) mm, ktera
zarucuje uréitou konvergenci redlné a imaginarni slozky ZSIN H. Test volby optimélniho
prvku prokazal v podstaté predpokladany vysledek. Na tkor delsiho vypocetniho ¢asu pri
pouziti kvadratického prvku dostdvame presnéjsi vysledek, resp. hladsi prubeh realné slozky
ZSIN v zavislosti na integra¢nim poloméru R. Bylo zjiSténo, ze imagindrni ¢ast ZSIN H na
volbé prvku nezavisi.

V posledni ¢asti této prace jsme se vénovali srovnani pritbéhii slozek tenzoru napéti o,,,
Try & Oyy V zavislosti na soutadnici ¢ ziskanych dvéma riznymi zptsoby. Prvnim zpisobem
je ziskani pole napéti na urcité kruznici charakterizované polomérem r primo numerickou
metodou konecnych prvkia. Druhym zplisobem bylo urceni slozek napéti na zakladé vztahu
pro vypocet napéti pomoci prvniho singularniho ¢lenu asymptotického Williamsova rozvoje.
Toto je podminéno predchozim vypoctenim ZSIN H. Vysledky byly zaneseny do graft. Je
mozno pozorovat, ze pti relativné nizké vzdalenosti od singularity se singuldrni a MKP feseni
témer shoduje. Ve vétsi vzdalenosti jsou vysledky rozdilné. Toto je zptsobeno tim, ze MKP
v sobé zahrnuje i vyssi éleny Williamsova rozvoje a jim odpovidajici slozky napéti. Jednou
z téchto slozek je tzv. T-napéti, které méa podstatny vliv na iniciaci a sifeni trhliny. Proto
pro presnéjsi posouzeni napétovych stavii télesa s trhlinou je nutné vyssi ¢leny Williamsova
rozvoje zahrnout.

0Dva, integracéni body, tj. uzly, lezici na bimateridlovém rozhrani neuvazujeme.
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11. Seznam pouzitych symboli

LILIILIV Indexy pro médy zatézovani K; / indexy pro materialy M;

A Matice vlastnich vektora a

A, Koeficienty ¢lent vyssich radi Williamsova rozvoje

a Vlastni vektor v ramci LES formalismu

A [mm]| Délkovy parametr modelu

b Komplexni vektor v ramci LES formalismu

B Matice komplexnich vektorii b / matice pro popis ortotropnich materiali

B [mm] Délkovy parametr modelu

o4 [—] Dundurstv parametr

Cijki [Pal Tenzor elastickych koeficienttu

Cap [Pal Tenzor elastickych koeficientl ve zizeném tvaru

C [Pa] Matice tuhosti

A Laplaceuv operator

o [—] Vlastni hodnota exponentu singularity

0—1 [—] Exponent singularity

Or [—] Redlna ¢ast exponentu singularity

dij [—] Kroneckerovo delta

E, [Pal Younguv modul pruznosti v tahu

o) Funkce napéti

fi [Nm™3]  Objemova sila

€ij [—] Tenzor pietvoreni

€ [—] Tenzor pretvoreni ve zkraceném tvaru

€ [—] Oscila¢ni index

n(0) Funkce zavisejici na uhlu 6

Go [Pal Modul pruznosti ve smyku

Hy, MPal_‘s} Zobecnény soucinitel intenzity napéti

i ) Imaginarni jednotka

S{} Imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

Ky MPa*%} Soucinitel intenzity napéti

Kc MPa_%} Kriticka hodnota soucinitele intenzity napéti, lomova houzevnatost

K ) Matice soustavy rovnic pro urceni d

L Matice vlastnich ¢isel pro ortotropni materialy

LT1T Index lonigudinalniho a transverzalnich sméri

A [—] Lamého konstanta / bezrozmérny parametr pouzivany pii popisu
ortotropniho materialu

A(0) Funkce zavisejici na thlu 6

m Parametr pouzivany pii popisu ortotropniho materialu

o [—] Druha Lamého konstanta

[ [—] Vlastni ¢isla materidlu

n Parametr pouzivany pri popisu ortotropniho materialu

Vas [—] Poissonovo ¢islo v danych smérech

P, [—] Parametr pro déleni ¢tvrtinové ¢asti integracni kruznice
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11 Seznam pouzitych symbola

BRI O
—
—

ijkl

NN ™
O

Wi, W2

RN
RD
LELM
VHES
ZSIN

Y-integral

Matice materidlovych charakteristik v ramci LES formalismu
Polarni souradnice

Realna c¢ast komplexniho ¢isla

Matice materidlovych charakteristik v ramci LES formalismu
Parametr pouzivany pti popisu ortotropniho materialu
Délkovy parametr modelu

Tenzor elastickych modula

Tenzor elastickych modult ve zizeném tvaru

Tenzor redukovanych elastickych moduli

Matice poddajnosti

Tenzor napéti

Tenzor napéti ve zkraceném tvaru

Vnéjsi zatizeni

Kritické zatizeni

Matice materidlovych charakteristik v ramci LES formalismu
Smykové napéti

Slozky vektoru napéti

Vysledny vektor napéti podél hranice

Polarni souradnice

Slozky vektoru posuvii

Vlastni vektor

Mérna energie napjatosti

Vlastni vektor

Uhly rozevieni vrubu

Rovinna napjatost

Rovinna deformace

Linearné elasticka lomova mechanika
Vlastni hodnota exponentu singularity
Zobecnény soucinitel intenzity napéti
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A. Definice a zakladni vlastnosti kartézskych tenzoru

Z3

x1 =2}

Obrazek A.1: Priklad ortogonalni transformace souradnic

A.1. Ortogonalni transformace souradnic

Uvazujme trojrozmérny euklidovsky prostor. V ném jsou dany dveé soustavy primocarych
pravouhlych souradnicovych os se spole¢nym pocatkem O jako na obrazku A.1. Souradnice
libovolného bodu P oznacmé 1, x9, x3 v soustavé jedné, ne¢arkované, a 'y, x5, x%, v soustavé
druhé, ¢arkované. Chceme-li naptiklad vyjadrit, ze pri transformaci jsou souradnice ¢arkované
funkcemi souradnic necarkovanych, muzeme podle [4] psat:

af = xi(wy, 20, 3) j=1,2,3. (A1)
Déle nebudeme vypisovat vSechny tii soufadnice, ale budeme psét vzdy pouze x;, popf.
t].
' .
v =ai(r) j=1,2,3.

Jsou-li obé soustavy souradnic pravouhlé a kartézské (jak predpokladdme), nazyvame pri-
slusnou transformaci soutadnic ortogondlni. Smérové kosiny uhli, které svird osa x} s necar-
kovanymi osami, oznac¢ime a;1, a2, a;3, tedy

—_— — —

a; = cos(x},x1) ap = cos(xh, xa) a3 = cos(x), x3)

Prvni index v a;; se tedy vztahuje k ¢arkované a druhy k necarkované soustavé soufadnic.
Koeficienty a;; se nazyvaji smérovymi kosiny transformace. Transformaci (A.1) mizeme vy-
jadrit ve tvaru

3
ZIZ'; = Zaij:cj 1= 1, 2, 3, <A2)
j=1
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pro inverzni transformaci plati

3

Ty = Zaijx; ] = 1, 2, 3. (AS)
i=1

Ve vzorcich (A.2) a (A.3) séitdme vzdy podle indexu, ktery se na pravé strané vyskytuje

dvakrit. Kvuli zjednoduSeni je mozné zavést Finsteinovo sumacni pravidlo [4]: sumace se

nevyznacuje symbolem > a prosté si ji myslime provedenou podle kazdého indexu, ktery se

vyskytuje v jednom ¢lenu dvakrat. Po této imluvé mizeme rovnice (A.2) a (A.3) psat

I‘; = Qi Tj (A4>

Tj = Q;T;.

%

A.2. Definice kartézskych tenzora

Méjme 2 vektory A a B. Vzajemnym vynasobenim jejich slozek obdrzime 9 podvojnych
soucini A;B;. Ty se budou transformovat podle (A.1) nasledovné

/ /
A = aiAy, Bj=auB,
takze dostavame
/ /
Az’Bj = a,-kalekBl.

Vidime, Ze ¢arkovand veli¢ina A; B} je linedrnf homogenn{ funkef deviti necarkovanych velicin
AgB;. Vsimnéme si déle, ze pri transformaci je AxB; jednim celkem, tedy je stale ve formé
souc¢inu jedné slozky vektoru A a jedné slozky vektoru B. Podle tohoto chovani podvojnych
souc¢init A;B; definujeme tenzor druhého radu:

Devet velicin Tj;, které se pii ortogonalni transformaci soufadnic transformuji podle za-
kona

/
Tij = aikalek:la

nazyvame slozkami tenzoru druhého radu anebo prosté tenzorem druhého radu; mame pritom
ovsem na mysli soubor vsech deviti veli¢in [4].
Obdobnym zptisobem definujeme tenzory vyssich fadu

T l:air---altTT..-t’
—_— ——

i...
——
n n n
indexy 7,...,t jsou zde scitaci. Napf. v pruznosti a pevnosti dilezité Cypgys5 & Sapys, které se

transformuji podle pravidla

Tiig = QimGnQiraisTnnrs.
Pro inverzni transformaci plati

Tmnrs - aimajnakralsnljkl-

Tenzor ¢tvrtého fddu ma obecnd v trojrozmérném prostoru 3* = 81 nezavislych sloZek.
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B. Airyho funkce napéti

B.1. Odvozeni Airyho funkce napéti

Nejdiive uvedme rovnice rovnovahy [4, 12], které bez uvazovani objemovych sil muzeme
zapsat ve tvaru

Oijj = 07 Z7] = 17 27 37 (Bl)

kde o;; jsou slozky tenzoru napéti a ¢arka v indexu znaci derivaci podle soufadnice, ktera ji
nasleduje. Dale uvazujme konstitutivni vztahy pro izotropni material

1 .
eij = g oy —viowdy —oy)l, 4,5k =123, (B.2)

kde E je Youngiv modul pruznosti, v je poissonovo ¢islo a d;; je Kroneckerovo delta [4]
definované vztahem

0ij = {O’ prot #J. (B.3)
1. proi =y

Pro zjednoduseni uvazujme rovinnou tlohu pruznosti. Napisme rovnici kompatibility, kterou
muzeme chapat jako podminku, kterou musi splnovat slozky pretvoreni, aby z nich bylo
mozné odvodit spojité funkce posuvu [25]. Zde je kvili nazornosti uvedena v konkrétnim
tvaru:
ey Pegn 0y
oxdy  Oy? ox?

(B.4)

Potom ze vztahu (B.1), (B.2) a (B.4) plyne dulezité rovnice, zndma jako Levyho podminka
A (0yy + 0yy) =0, (B.5)

kde symbol A znac¢i Laplaceiv operdtor [4]

0? 0?

0 0
875171’ ceny E
[21]. Soucet napéti (04, + 0yy) z rovnice (B.5) je tedy harmonickou funkei proménnych =z,
y. Rovnice rovnovahy (B.1) je moZno splnit zavedenim tzv. Airyho funkce napéti F (z,y)

[5, 28, 35]

a operator V = ( ) nazyvame Hamiltonovym operdtorem neboli operdtorem nabla

O*F O?*F O?*F
Oxz = A 5 -

, Oyy = —=, Tay = .
0y? W Da2 Y 0z0y

(B.6)

Z Levyho podminky (B.5) tedy dostavame podminku

NF O*F *r
2 =A’F =0
oyt + 0x20y? + Oxt ’

kterd 1ika, ze F (x,y) je biharmonickd funkce.
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B.2. Muschelisviliho komplexni potencialy

Muschelisvili dokazal [5], Ze jakoukoli biharmonickou funkci, F'(z,y) lze vyjadrit pomoci
dvou vhodnych holomorfnich funci komplexni proménné ¢ (z) a x (z), také zndmych jako
Muschelisviliho komplexni potencidly,

Fr,y) =R{z¢ (2) + x(2)} (B.7)

kde R znaci redlnou cast funkce komplexni proménné a z znamena ¢islo komplexné sdruzené
k ¢islu z. Upravami Airyho funkce napéti (B.6) a rovnice (B.7) detailné uvedenymi napriklad
v [28, 5] dostdvame pro napéti vztahy

Ouw+ 0y = 2[00 (2) + 0 ()] = 4R (),

Opw — Oyy + 170y = 2[20" (2) + X" (2)] .
Pro slozky posuvu plati

26 (u-+iv) = T (2) — 2 (2) - X (2 (B3)

kde symbol G zna¢i modul pruznosti ve skmyku a k je konstanta definovand Brobergem [5]

2(1-v)?
1—v

=5, pro rovinnou napjatost

1=2v ro rovinnou deformaci
v { D (B.9)

kde v je Poissonovo &slo. Uelem pro jeji zavedeni je moznost v jedné rovnici (B.8) vyja-
drit jak pripad rovinné deformace, tak rovinné napjatosti. S tzv. Kolosovovou konstantou
definovanou

(B.10)

3—
T pro RN

{3—4y pro RD
K =

je provazana vztahem

1+ R

I{—il_kz.

Vztah (B.8) potom piSeme ve tvaru

2G (u+1iv) = w1 (2) — 29/ (2) = X' (2).

B.3. Westergaardovo reseni

Westergaard dokézal, ze v fadé pripadi 1ze vystacit pri feseni rovinné tlohy s jedinou holo-
morfni funkci komplexni proménné [1], svazanou s Airyho funkei napéti vztahem

F(x,y) =R{Z (2)} +yS3{Z ()},
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Obréazek B.1: Trhlina v nekonecné velké desce zatizené dvojosym tahem

kde

Z(2) = diiz), Z(2) = ‘if.

Westergaardovo feseni je zvlastnim piipadem Muschelisviliho feseni [35] pro

1
v =12().  x(@)=-1Z().
Z rovnic (B.6) pro slozky napéti plyne

oy = R{Z (2)} +yS{Z'(2)}, (B.11)
oy = —yR{Z ()}

Jako vhodnou holomorfni funkei, spliujici okrajové podminky, mizeme podle [1] pouzit

Ooo?

Z(2) = ——, B.12
kde symbolem o, znac¢ime zatizeni v dostatecné vzdélenosti od trhliny, a je polovina délky
trhliny, jak ilustruje obrazek B.1. Z rovnic (B.11) vyplyva, Ze v roviné trhliny plati

Ooo
2

Opw = Oyy = R{Z} = (B.13)

12 —a?

Ozna¢me horizontalni vzdalenost od kofene trhliny £ = = — a, potom rovnice (B.13) pfi
uvazeni ¥ < a prechazi v

g a
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Srovname-li tuto rovnici s rovnici (4.4), kterou zapiseme

Opy = Oyy = K
W Vend
dostaneme znamy vztah
K; = ooy/7a. (B.14)
Po dosazeni (B.14) do (B.12) mame
Z(3) = il (B.15)

Vorz’

kde Z = z — a. Za predpokladu r > a, Eulerova vztahu (C.5) a rovnice (B.15) plynou vztahy
pro slozky tenzoru napéti (4.3), viz [1].
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Obrézek C.1: Gaussova rovina

C. Funkce komplexni proménné

C.1. Komplexni ¢isla
Komplexnim ¢islem nazyvame ¢islo ve tvaru, [7],
z =z + 1y,

kde z, y jsou libovolnd redlnd ¢&isla a i je tzv. imagindrni jednotka s vlastnosti i2 = —1.
Redlné ¢islo x nazyvame redlnou ¢asti komplexniho ¢isla z a znac¢ime je R {z}, redlné ¢islo y
nazyvame imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla a znacime je S {z} tj.

z=R{z} +iS{z}.
Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z znac¢ime % a je definované vztahem
z=R{z} —iS{z}.

Modulem, neboli absolutni hodnotou, komplexniho ¢isla z nazyvame realné ¢islo |z| defino-
vané vztahem, viz [19],

o] = (72)7 = /92 {2} + 92 {2}

Mnozinu vSech komplexnich ¢isel oznacujeme symbolem C. Kazdé komplexni ¢islo z si mi-
zeme zobrazit jako bod v tzv. Gaussovée roviné, viz obrazek C.1. Je mozné zavést také polarni
souradny systém, kde polohu kazdého komplexniho ¢isla pak urcuje vzdalenost » bodu z od
bodu 0. Z Pythagorovy véty je zrejmé, ze r = |z|. Uhel ¢ navyvame argumentem kompexniho
¢isla a znac¢ime arg z. Argument ¢isla z neni urcen jednoznacné, nebot thly lisici se o celistvy
nasobek ¢isla 2I1 povazujeme za totozné, [7]. Proto se definuje hlavni argument ¢éisla Argz.
Je to argument ¢isla z lezici v intervalu (—m, )

arg z = Argz + 2mm,
kde m je celé ¢islo. Funkce Argz je jednoznacnd. Z obrazku C.1 je zfejmé, ze plati
R{z} = |z| cosp, S{z} = |2| sin g,
odtud 1ze komplexni ¢islo z 1ze psat v tzv. Gaussové tvaru [19]

z =1 (cosp +isingp). (C.1)
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C.2. Funkce komplexni proménné

Necht M C C, N C C. Zobrazeni f mnoziny M na mnozinu N nazyvame funkci kompexni
proménné [7], kterou muzeme zapsat ve tvaru

f(z)=w=u(ry)+iv(z,y),

kde u, v jsou realné funkce dvou realnych proménnych pro které plati

u(@,y) =R{f (=)},  vl(ry) =3{/(2)}

a nazyvame je realnou a imginarni ¢asti funkce f (z). Definice funkce muze vést k nejedno-
znacnostem. Zpravidla se s touto situaci setkdvame u implicitné zadanych funkei F' (2, w) = 0,
resp. u inverznich funkei G (w) = z. Rtznd feSeni wy, = fi (2) se nazyvaji veétvemi funkce w
[19].

Dilezitym pojmem je tvz. holomorfnost funkce komplexni proménné. Funkce f(z) je
holomorfni v bodé zy € C, kdyz existuje takové okoli bodu O (zy) bodu zj, Ze existuje
derivace funkce f (z) v kazdém bodé z € C. Je-li funkce f (z) holomorfni v kazdém bodé
mnoziny M C C, pak fekneme, Ze je holomorfni na mnoziné M. Funkce f (z) je holomorfni
v bodé zy = ¢ + iyo prave, tehdy kdyz obé funkce u (x,y), v (z,y) jsou diferenciovatelné v
bodé [z, yo] a plati pro né tzv. Cauchyho-Riemannovy podminky.

Ou (zo,90)  Ov (0,%0)

= C.2
Ox oy (C.2)
du (xo, Yo) _ v (0, Yo)
oy oxr
Je-li funkce holomorfni v bodé zy, pak plati
£ (z0) = Ou (20, Yo) +130 (0, Yo) _ Ou (20, Yo) B i(?v (0, Yo) (C.3)

ox ox oy oy

Reéalnou funkei dvou realnych proménnych u (x, y) nazveme harmonickou funkci na oblasti D,
mé-li u (x,y) spojité parcidlni derivace prvniho a druhého fadu na D a vyhovuje Laplaceove
diferencidlni rovnici

Au = 0.

Uzitim (C.3) pro funkei f’(2), kterd je holomorfni pro kazdé z € D, a véty o zdménnosti
parcialnich derivaci, dostavame

Ou(z,y)  0*v(z,y) v (x,y) 0% (x,y)
oxz  Oxdy o2 Ozdy
*v(z,y) _ Pul(z,y) 0% (z,y) _ 0%u(z,y)
o2 Oxdy oy2  Oxdy

tj. je splnéna Laplaceova diferencidlni rovnice jak pro funkei u (z,y), tak pro funkci v (z,y)
pro kazdy bod [z,y] € D. Plati tedy nasledujici véta.

Véta: Je-li funkce f(z) holomorfni funkce na oblasti D C C, pak u (z,y) a v (z,y) jsou
harmonické funkce. Opacné tvrzeni neplati, viz [7].
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C.3. Euleruv vzorec

Vztah mezi trigonometrickymi funkcemi a komplexni exponencialni funkci je popsén tzv.

Bulerovym vzorcem*!

e = cosw +isinw. (C4)

Euleruv vzorec s uvazenim Gaussova tvaru komplexniho ¢isla (C.1) ndm umoznuje zapsat
komplexni ¢islo v exponencidlnim tvaru

z = re’. (C.5)

UFyzik Richard Feynman navzal tuto rovnici jednou z nejpozoruhodnéjsich, témét udivujicich rovnic v
celé matematice [8].
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