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Abstrakt

Cielom tejto prace je zefektivnit vypocet biochemickych reakénych sieti. Na modelovanie
biochemickych systémov pomocou numerickych metéd sa pouzivaju Markovove refazce v
spojitom case. Problémom pri biochemickych reakcidch je vznik nezvladnutelného mnoz-
stva stavov. Metdda rychlej adaptivnej uniformizicie riesi tento problém za cenu malej
zaokrithlovacej chyby. Tato metéda bola implementovand v nastroji STORM, ktory slizi
na analyzu systémov obsahujicich pravdepodobnostné javy. Nasledne bola efektivita tejto
metddy overend na sade experimentov.

Abstract

The aim of the thesis is to make computation of the biochemical reaction networks more effi-
cient. Modeling of biochemical systems using numerical methods uses continuous-time Mar-
kov chains. The problem is that in biochemical reactions arises an unmanageable amount
of states. The fast adaptive uniformization method solves this problem at the cost of a
small rounding mistake. This method was implemented in the STORM, which is tool for
the analysis of systems involving random or probabilistic phenomena. Consequently, the
effectiveness of this method was verified on a set of experiments.
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Kapitola 1

Uvod

Fyzici, chemici ¢i biolégovia pri svojej vedeckej ¢innosti od nepaméti vyuzivaji experimenty,
ktoré su casto velmi néroc¢né z financného, casového a mnohokrat aj z bezpecnostného
hladiska. S prichodom pocitacov a vypoctovej techniky sa vsak otvoraji nové moznosti.

V stcasnosti sa uz na mnozstvo experimentov pouzivaji pocitacové simuldcie. Redlny
systém nahradime pocitacovym modelom a nasledne na nom vykoname experimenty. Tato
metdda sa pouziva v mnohych odvetviach cez meteorolégiu, strojarstvo, az po biochémiu.
Pomocou simulécii vieme ziskat nové poznatky o redlnom systéme. Vyhodou je napriklad
moznost urychlit cas experimentu. Nemusime cakat niekolko rokov kym vyrastie les v pri-
rode, mozeme to jednoducho simulovat. I ked je toto odvetvie Siroko vyuzivané, stile ma
svoje uskalia, medzi ne patri aj ndro¢nost na vypoctovy vykon pocitaca.

V mojej préaci sa budem zaoberaf spominanymi biochemickymi systémami. Tato veda
skima chemické reakcie, zliceniny, latky a deje v zZivych organizmoch. Konstruovanie bio-
chemickych pocitacovych modelov sa pouziva uz od roku 1969 [3] a stile je aktuilnou
témou [2]. Tieto procesy st naro¢né na spracovanie, pretoze prebiehaji v redlnom case a si
nédhodné. Nevieme presne urcit, kedy a ktord reakcia nastane.

Predstavime si Markovove retazce v spojitom ¢ase[141], pomocou ktorych mézeme vhodne
popisat biochemickt reakénu siet, ktora sa sklada z chemickych reakcii a ich rychlosti. Na-
priklad to mo6ze, byt génova expresia, rozhodnutia o osude buniek alebo cirkadidanne kmity.
Markovov retazec reprezentuje chemické populacie ako ndhodné premenné. Jeho vyvoj je
dany systémom linedrnych obycCajnych diferencidlnych rovnic, zndmych ako zakladna che-
mickd rovnica.[17] AvSak velkost Markovovho retazca v spojitom case, ktori predstavuje
biochemicka reakénd siet, zvycajne presahuje to, ¢o je uskutocnitelné. Toto je dalsi problém
biochemickych systémov, takzvana stavova explozia. V tejto praci si predstavime metédu
rychlej adaptivnej uniformizécie [16], ktord za cenu malej aproximacnej chyby zvladne tento
vypocet. Nasledne experimentalne vyhodnotime jej prakticku uzitocnost.

Ako néstroj do ktorého budem implementovat rychlu adaptivnu uniformizaciu, som si
zvolila Storm [6]. Patri medzi najvykonnejsie nastroje pre pravdepodobnostné overovanie
modelov, avsak v sticastnosti neobsahuje tito metédu.

Prva vacsia cast prace je prevazne teoretickd predstavime si biochemické systémy, Mar-
kovove modely, standardnt a adaptivnu uniformizaciu. Nésledne si vysvetlime s vyuzi-
tim predchadzajicej teédrie rychlu adaptivnu uniformizaciu. V druhej polke prace vyuzijem
nadobudnuté vedomosti. Struc¢ne opiseme nastroj Storm a implementaciu. Potom budem
postupne na roznych experimentoch ukazovat vlastnosti rychlej adaptivnej uniformizacie.
Predstavim jej vyhody a nevyhody v porovnani s pévodnym vypoctom nastroju Storm ale
aj voci standardnej uniformizacii.



Kapitola 2

Modelovanie biochemickych
systémov

Pocitacovym modelovanim sa snazime napodobit prvky, deje redlneho sveta. Modelovanie
systémov je zalozené na transformovani redlneho systému do matematického modelu. Ten
moze byt napriklad Petriho siet, tedria automatov, diferencidlne procesy alebo Markovove
procesy. Modelovat je mozné c¢okolvek, ale musime charakterizovat klticové spravanie sys-
tému.

Po vytvoreni modelu je dolezité ho verifikovat a validovat ¢i sa vlastnosti modelu zhoduju
so systémom. S modelovanim je uzko spdta simulécia, inak povedané experimentovanie
s modelom. Pomocou experimentov s modelom ziskavame nové informécie o systéme, ktoré
je potrebné analyzovat. Vyhodou simulécii je moznost ovplyvnovat cely systém skrz zmenu
jednotlivych parametrov v ramci modelu.

Modelovanie a simulécia je aplikovand v mnohych odvetviach cez ekonomiku, psycholé-
giu ¢i strojarstvo. Vyuzivaji sa ako nahrada za drahé, nebezpecné a casovo narocné expe-
rimenty. Prikladom moze byt jednoduchy statisticky softvérovy program, pouzivany pri
obchodnej analyze, ale i ndro¢né simulacie pocasia na ktoré st zvycajne vyuzivané super-
poéitace. Simuldcie riek mézu pomdct pri rozhodovani o potrebnosti vodnych nadrzi. Dalsie
moznosti pre modelovanie mozu byt jadrové vybuchy alebo Sirenie infekénych choréb.

Modelovanie a simulacia svoje uplatnenie nachadza aj v biochémii. Biochemické sys-
témy st vo svojej podstate velmi zlozité, kedze sa v nich vyskytuju sticasne mnohé reakcie
alebo procesy. Chovanie takychto systémov sa ¢asto musi skiimat nepriamymi metédami,
ktoré vyzaduji manipulaciu s velkym mnozstvom tdajov, ktoré sa casto nedaji spracovat
pomocou manualnych vypoctov. Meniace sa data mézu viest k velkému poc¢tu nelinearnych
diferencidlnych rovnic. Prirodzenou odpovedou na tato situiciu je vyuzivanie pocitacov a
modelovania.

Vypoctovy systém v bioldgii moéze na zdklade matematickych pristupov vyvinutych
v kontexte informatiky a techniky prispiet k vytvoreniu silnych néastrojov na simuléciu,
analyzu a argumentaciu pre biolégov. Tieto nastroje moézu byt pouzité pri navrhovani no-
vych experimentov a v kone¢nom dosledku pre pochopenie funkénych vlastnosti buniek
a organizmov.



2.1 Biochemicky systém

Vsetky biologické systémy, od jednotlivych biochemickych ciest po mnohobunkové orga-
nizmy, mozno povazovat za velmi zlozité systémy. Tieto systémy mozeme brat ako reakéné,
pretoze neustale vytvaraju interakcie s ich prostredim. Systémova biolégia skiima zlozité
interakcie v biologickych systémoch s cielom lepsie pochopif procesy, ktoré sa vyskytuju
v takomto systéme, ako aj pochopit nové vlastnosti takého systému ako celku [5].

Na popis biologickych systémov st siroko pouzivané biochemické reakéné siete. Tie sa
skladaju zo zoznamu chemickych reakcii a stvisiacimi reakciami.

2H50 i> 2Hy + O

Rychlost 1 z chemickej reakcie znazornuje tendenciu uskutocénif reakciu. Tieto siete sa
vyuzivaju pri numerickych analyzach rozdelenia pravdepodobnosti medzi vsetky mozné
stavy, ktoré si témou tejto prace. V poslednej dekdde zaznamenali stochastické modely
s diskrétnym stavovym priestorom zviacsujuci sa zaujem , pretoze poskytuju primerany popis
systémov s molekuldrnym sumom. Tento Sum vyplyva z ndhodnostnych udalosti v bunke,
ktoré vyznamne ovplyvnuji zakladne biologické procesy [17].

2.2 Zakladna chemicka rovnica

Zakladnu chemickd rovnicu (angl. chemical master equation) budeme dalej v texte ozna-
covat ako CME. Je to siibor linedrnych, autonémnych, obycajnych diferencidlnych rovnic.
Jedna diferencidlna rovnica je definovana pre kazdy mozny stav systému. Riesenie xtej rov-
nice ndm urcuje pravdepodobnost p(x,t), ze systém sa nachddza v danom stave x v ¢ase t.
CME opisuje ¢asovy vyvoj pravdepodobnosti p(z, t). Podstatné je, ze pocet diferencidlnych
rovnic nie je dany poc¢tom druhov, ale po¢tom moznych stavov systému.

Systémy ktorymi sa budeme zaoberat buda obsahovat rézne typy molekul alebo chemic-
kych druhov. Ich pocet bude vyjadreny pomocou premennej N. Tieto molekuly sa moézu
zucCastnif na jednotlivych alebo viacerych typoch chemickych reakcii R. Stav systému sa
moze menif pomocou ktorejkolvek z reakcii M teda R, : p € {1,2,..., M'}. Pravdepodob-
nost a,(x)dt, znaci ze R, je dalsia reakcia, ktora sa objavi v ramci nasledujicej dt ¢asovej
jednotky [11].

Definicia CME:

d M
ap(%t) = Zau(:c = su) (@ — s, t) — au(z) - p(z, 1)
pn=1

Kedze je CME linedrna moze byt zapisana ako %p(t) = p(t)Q. Vypocet tejto rovnice si
podrobne vysvetlime v ¢asti o Markovovych retazcoch v spojitom ¢ase (sekcia 3.2), pretoze
vyvoj tychto Markovovych retazcov je dany prave CME. Riesenim CME je teda rozdelenie
pravdepodobnosti vo vSetkych stavoch Markovoveho retazca v konkrétnom case.

Vezmime si jednoduchy priklad s N = 3 druhy molekual {A, B,C} a M = 2 typy reakcii.

e 1 A + B — C molekula A a molekula B po spojeni vytvoria molekulu C

e Ry C — A + B molekula C sa spédtne zmeni na molekulu A a B



Ak zacneme s L. molekulami typu A a B a so ziadnou molekulou typu C tak:

Potom stavovy vektor S(t) moze nadobudnit hodnoty

L] [L-1] [L-2 0
L| ,|L—1| ,|L-2|,..,]0
0 1 2 L

Existuje teda L 4 1 roznych stavov.Velkost zavisi od celkového pocétu pritomnych molekul
a od presnej formy chemickych reakcii. Vo vSeobecnosti CME mé extrémne velki velkost,
ktord nemoze byl zvladnuta analyticky alebo numericky [12].



Kapitola 3

Markovove retazce

Markovove retazce patria k zakladnym forméam sliziacim k popisu nahodnych procesov. Ty-
pickym prikladom nadhodného procesu moze byt hod mincou alebo kockou. Existuje siroka
skéla oblasti, kde ndjdeme praktické vyuzitie Markovovych refazcov, ¢i sa jedné o robotiku,
informatiku, ekonomiku alebo priemyselnt vyrobu.

Charakteristickou vlastnostou Markovovych retazcov je, ze si bez paméte. Nasledujuci
stav zavisi len na tom, v ktorom stave sa nachddzame préve teraz. Predchddzajici hod
kockou nemaé ziaden dopad na vysledok dalsieho hodu. Rovnako pri hode mincou méame pri
kazdom pokuse rovnakt pravdepodobnost, hodit rub alebo lic bez ohladu na predchadzajici
hod.

Markovove retazce vieme ilustrovat pomocou koneénych automatov, pri ktorych st pre-
chody ohodnotené pravdepodobnostami. Rozdeluji sa na dve zakladné skupiny podla casu,
v ktorom prebiehaji. Prvii skupinu tvoria retazce prebiehajice v diskrétnom case a druhu
v spojitom case.

Pre popis biochemickych reakcii st najcastejsie vyuzivané Markovove refazce v spojitom
case (angl. Continous time Markov chains), dalej v praci uvadzané ako CTMC.

Metéda rychlej adaptivnej uniformizacie zahina diskretizaciu CTMC s ohladom na rych-
lost prechodov. K tomu budeme potrebovat Markovove retazce v diskrétnom case a Poissono
rozlozenie. Preto si v nasledujicej sekcii 3.1 definujeme Markovove retazce v diskrétnom
case (angl. Discrete time Markov chains), dalej uvadzané ako DTMC. Tieto retazce si
intuitivnejsie a jednoduchsie na popis, ale kedze st obmedzené na diskrétny cas vedia opi-
sat mensie mnozstvo procesov. Na DTMC si jednoduchsie predstavime zakladné vlastnosti
a vypocty s Markovovymi retazcami[9] .

3.1 Markovove retazce v diskrétnom case

V tejto sekcii sa budeme venovat pravdepodobnostnému DTMC. Ako uz bolo spomenuté
zadefinujeme si zdkladné vlastnosti a predstavime priklady. Nésledne na zaklade DTMC
vysvetlime zlozitejsi a analyticky narocnejsi CTMC.

Este pred samotnou definiciou Markovovych retazcov si stru¢ne objasnime stochastické
procesy. Tieto procesy sa plynutim ¢asu ndhodne menia bez toho, aby sme ich vedeli kon-
trolovat. Jednym z typickych prikladov je rast populacie baktérii. Mozeme ich definovat
ako stibor ndhodnych premennych. Nahodnym procesom mézme nazvat zobrazenie, ktoré
kazdej hodnote &k € N, priradi ndhodnt velicinu Xj. Mnozina ndhodnych premennych



X1, Xo, ..., X, ... definuje stochasticky proces [1].
{Xi:k >0}

Markovove retazce definujeme pomocou koneénej mnoziny stavov S a prechodov. Dalej
podiatoéného stavu sg, ktory patri do S. Kazdy Markovov retazec musi spliiat zékladni Mar-
kovovu vlastnost. T4 znie nasledovne: pravdepodobnost, zZe sa dostanem do stavu s’ v Case
k + 1, je zavisla len na tom, Ze v Case k som v stave s. Nezalezi na tom, kde som bol
v predchadzajicom case k — 1. Definicia P(X} = s) urcuje pravdepodobnost, ze proces X
je v Case k v stave s.

P(X]H_1 = (S,|)(]g = S,Xk_l = Sk—1, ---,XO = 50) = P(Xk+1 = S/|Xk = S)

Matica pravdepodobnosti prechodu P(s, s’), udéva pravdepodobnost vykonat prechod
zo stavu s do s’. Kedze sa jednd o pravdepodobnost jej hodnota musi byt v rozmedzi
0 < P(s,s") < 1. Sucet pravdepodobnosti prechodu vychadzajicich z jedného stavu je 1.

Definicia 3.1.1 DTMC je trojica D = (S, so, P) kde:
e S je konecny pocet stavov
e 59 € 5 je pociatocny stav

e P: S xS — [0,1] je matica pravdepodobnosti prechodu kde
vsetky s € S

ves P(s;s") =1 pre

Obrazok 3.1 nam ilustruje koneény automat popisujici DTMC. Stavy sa znazornuju
pomocou kruhov. U biochemickych systémov stavy typicky zodpovedaji poctu molekil
roznych chemickych latok. Prechody st znacené pomocou sipok s oznac¢enim pravdepodob-
nosti prechodu, uskuto¢nuji sa pri vzajomnej reakcii molekul. Poc¢iatocny stav sq je znaceny
vchédzajicou sipkou. Zobrazeny Markovov retazec obsahuje 5 stavov S = (sg, s1, S2, S3, S4).

Obr. 3.1: Priklad Markovovho retazca v diskrétnom case

Dany kone¢ny automat nam graficky znazornuje maticu pravdepodobnosti prechodu P.
V matici ndm riadky znézoriujt odkial vychédzaji prechody a stipce uréuju kam. Takze
prvy riadok ndm urcéuje, ze budeme vychadzat zo stavu sg a druhy stipec urcuje, ze pojdeme
do stavu s; s pravdepodobnostou 1. Podobne pri stave si, 2. riadok matice, sa mdzeme
dostat do stavov so, s3, s4. TUto pravdepodobnost zapiSeme na odpovedajice miesta, teda
do 2., 3. a 4. stipca.



0 1 0 0 0

0 0 0.35 0.35 0.3

P = 0 0475 0525 O 0
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3.1.2 Stavova pravdepodobnost a tranzientna analyza

Jedna zo zakladnych veci, ktora nas zaujima pri DTMC je pravdepodobnost Ze sa nacha-
dzame v konkrétnom stave po uskutocneni urcitého poctu krokov k. Teda ak zaciname
v stave sg, aka je pravdepodobnost, ze sa po n krokoch stile v tomto stave nachadzame.
Tato pravdepodobnost zistujeme pre cely retazec stavov. Stavovi pravdepodobnost defi-
nujeme ako 7s(k) = P[X) = s, teda pravdepodobnost, ze v Case k sa proces X nachadza
v stave s. Mozeme dalej definovat stavovy vektor

(k) = [r(k), w1 (k), ...

Vyjadruje ndm pravdepodobnost, Ze sa nachddzame sa v konkrétnom stave m; v Case k.
Velkost vektora je uréend mnozstvom stavov Markovovho retazca.
Specialnym pripadom stavového vektora je inicidlny stavovy vektor, ktory vyjadruje
pravdepodobnost v ¢ase 0:
71'(0) = [71'0(0), 71'1(0), ]

Typicky sa v ¢ase 0 nachddzame v pociatoénom stave sg s pravdepodobnostou 1. Teda ak
by mal Markovov retazec 4 stavy a 1. stav by bol pociatoc¢ny, inicidlny stavovy vektor by
vyzeral nasledovne

mo=[1 0 0 0]

Tranzientna analyza [1] sa vyuziva pri distribtcii pravdepodobnosti. Taktiez ju pouzi-
jeme v pripade, ked budeme zistovat pravdepodobnost, Ze sa nachadzame v stave s; v ¢ase
k. Pri vypoctoch budeme potrebovat inicidlny stavovy vektor m(0). Z ktorého sa odvijaju
vypocty.

Tato definicia nam ukazuje, ze k vypocitaniu pravdepodobnosti daného stavu potre-
buje len predchadzajuci stavovy vektor a maticu pravdepodobnosti prechodu. Pomocou
substiticie vyjadrime vektor m(k + 2):

wk+2)=nk+1)P=n(k)PxP

Ak by sme postupovali rovnako, zistili by sme, Ze na vyjadrenie akéhokolvek 7r (k) ndm
postacuje inicidlny stavovy vektor 7 (0):

w(k) =mw0)P* k=1,2,..
Vzajomné nésobenie matic je vSak vypoctovo narocnd operacia, preto si v sekcii 4.5.2
ukazeme, ako tuto metodu zrychlit.
3.1.2.1 Problém hazardného hraca

Uvazujte o hracovi, ktorého pociatocny majetok je 1€. Na zaciatku hry vlozi 1 euro a s prav-
depodobnostou p vyhra. Pri vyhre ziska 1€ a vrati sa mu vlozené 1€. V pripade prehry



s pravdepodobnostou p-1 strati vlozené 1€. Takto pokracuje kym sa hra neskon¢i. To na-
stane v pripade prehry vsetkych penazi alebo pri vyhre 5€. Ak4 je pravdepodobnost, ze
vyhra 5€ po 5 hrach?

Obr. 3.2: Markovov refazec problému hazardného hraca

Vytvorime maticu pravdepodobnosti prechodu P, ktort ilustruje obrézok 3.2. Hru zaci-
name v stave 1. Ak sa dostaneme do stavu 0 alebo 5 hra konéi, ¢o vyjadruju vlastné slucky.
Teda zo stavu 1, ktory ilustruje 2. riadok matice, sa vieme dostat s pravdepodobnostou p
do stavu 0 a s pravdepodobnostou p-1 do stavu 2. Tieto hodnoty zapiseme odpovedajicim
stipcom p10 zapiseme do 1. stipca a p12 zapiseme do 3. stipca

0 0 0 1-p
0 0 0 0 0

1 0 0 0 00

1—p 0 P 0 0 0

p_ 0 1—p 0 P 0 0
0 0 1—p 0 p 0

0 p

1

Ako prvé si definujeme stavovy vektor. Na zaciatku hry je pravdepodobnost 1, Ze
sa nachddzame v poéiatotnom stave 1 7(0) = [0,1,0,0,0,0]. Nésledne pouzijeme vzorec
7(k) = w(0)P* na vypoéitanie stavu v 5. kroku

w(5) = w(0)P°

Zaujima nas pravdepodobnost, Ze hra¢ vyhral 5€ po 5 hréch, ktora je p*. Tato hodnota
75 je vyjadrend ako 6. udaj vektora m(5)

7(5)=[ 2p(1—-pP+(1—-pHp—p+1 0 5(1—p)?*p* 0 31—pp* p*]

Pre lepsiu ilustraciu si mézeme ukézat tento priklad na konkrétnych hodnotach. Budeme
pocitat s pravdepodobnostou vyhry 50% teda % Po dosadeni hodnoty do rovnice ndm
vychédza, ze pravdepodobnost vyhrat hru méa hra¢ len 0.0625 naopak pravdepodobnost

prehrat hru je 0.6875. Pravdepodobnost, ze stale hra hru je zvysnych 0,25.

7(5)=1[0,6875 0 0,15625 0 0,09375 0,0625 ]

3.2 Markovove retazce v spojitom case

Ako sme uz spominali v ivode kapitoly chemické reakcie prebiehaju v redlnom teda spo-
jitom case. Analyza tohto ¢asu je narocnejsia na vypocet, pretoze zmeny v systéme mozu
nastat v akykolvek redlny cas t. Je s nim vSak mozné popisat véicsie mnozstvo problémov.
V DTMC sa zmeny vyskytovali iba po diskrétnych casovych krokoch. Preto st jednoduch-
Sie na analyzu a vypocet. Je pre nas ddlezité snazit sa previest analyzu spojitého casu na
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analyzu diskrétneho bez straty informacie, ktori obsahovala. Postupne si ukdazeme kroky,
ktorymi vieme transformovat CTMC na DTMC.

CTMC st definované podobne ako DTMC mnozinou stavov S a pociatoénym stavom sg.
Aj pre refazce v spojitom Case musi platit Markovova vlastnost. Definuje zavislost budiceho
stavu len na sucasnom podobne ako pri DTMC 3.1 lenze v spojitom case t.

P(X(tir1) = 8| X (t) = 8, X (1) = Sh_1, s X(t0) = 50) = P(X (tp1) = 8| X (t) = )

Zakladny rozdiel medzi tymito refazcami je, ze zatial ¢o u DTMC mame pravdepodob-
nost prechodu u CTMC je to rychlost prechodu E(s). Cim vicsia je rychlost tym vicsia je
pravdepodobnost prechodu. V diskrétnom case sme vyuzivali maticu pravdepodobnosti pre-
chodu P. Pri spojitom case sa vSak mézu udalosti vyskytnut kedykolvek medzi k£ a k + 1.
Preto nemoé6zeme tito maticu pouzif. Budeme vyuzivat maticu prechodovej rychlosti R,
ktord urcuje rychlosti prechodov medzi stavmi.[/]

Definicia 3.2.1 CTMC je trojica C = (S, so, R) kde:
e S je konecny pocet stavov
e s50€S je pociatocny stav

e R:5x 85— R >0 je matica prechodovej rijchlosti

Ako sme uz spominali pomocou kone¢ného automatu vieme popisat CTMC podobne
ako DTMC. Jedinym rozdielom je ohodnotenie hran. Zatial ¢o pri DTMC to boli pravde-
podobnosti pri CTMC su to rychlosti odchodu zo stavu E(s). Obrézok 3.3 ndm popisuje
jednoduchy priklad CTMC. Vidime ze obsahuje 4 stavy S = (s, s1, 2, $3), dalej vieme, ze
pociatoCny stav je sg.

Obr. 3.3: Priklad Markovovho retazca v spojitom case
Matica prechodovej rychlosti R nam schematicky vyjadruje obrazok 3.3. Tato matica

sa opdt konstruuje podobne ako pravdepodobnostnd matica P. Avsak zamenime pravdepo-
dobnosti s rychlostami.

Ry

Il
—_ o O O
S W o w
W= O = O
O R w= O
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3.2.2 Rychlost odchodu

V mnohych pripadoch sa stava, ze z jedného stavu sg sa vieme dostat do viacerych stavov
s;. V tom pripade nemame len jednu rychlost odchodu E(s) zo stavu ale mame ich viac.
Cas straveny v stave sg je exponencidlne rozdeleny s rychlostou E(s) medzi tieto stavy. Ako
sa tento Cas rozdeluje si vysvetlime v kapitole o Standardnej uniformizacii 4.5. Ak E(s) =0
tak sa jednd o absorbujuci stav. Rychlost odchodu zo stavu sp je E(sg) a vypocitame ju
ako sumu vsetkych rychlosti z daného stavu.

E(s) € Y R(s,s)

s'esS

Pre predchadzajicu maticu R platia rychlosti odchodu:

o E(s0) =3
o E(s1) =3
o E(sz) =14
o E(s3) =3

3.2.3 Prechodova matica

Ako sme si uz viackrat spominali pri vypoc¢toch CTMC budeme vyuzivat DTMC. Budeme
premienat rychlosti na pravdepodobnosti. Vyuzijeme k tomu prechodovi maticu, ktora
zmeni rychlosti CTMC.

Vlozenie (angl. embedded) DTMC do CTMC C = (S, sg, R) je DTMC
emb(C) = (S, sg, P™(E)) kde pre s,s" € S :

Blss) gk B(s) #0

We E(s)
pemblO (s, sy =4 1 ak E(s) =0 as=¢
0 inak.

Pomocou definicie a vypocitanej rychlosti odchodu sme vytvorili z matice R maticu
meb(cl). Pravdepodobnost vychadzajica z jedného stavu musi byt rovnd 1. Zostavame
v stave s po dobu meskania, ktoré je exponencidlne rozdelené s rychlostou F(s) a na-

sledne urobime prechod. Pravdepodobnost Ze tento prechod bude do stavu s’ je urcend
Pemb(cl)(s,s/). [ ]

Plemb(Cl) _

Blw O O O
ORlw O =
= O Rlw O
ORI O

3.2.4 Infinitezimalna generatorova matica

Infinitezimélna generatorova matica sa mdze nazyvat aj matica intenzity. Tato matica po-
dobne ako R vyjadruje rychlosti medzi stavmi. Oproti R je tu vSak zasadny rozdiel v tom,
ze pribudli rychlosti odchodu zo stavu.

Pre C = (5, 59, R) je matica @ : S x S — definovana ako:

12



R(s, s ak s # s
Q(S, Sl) — { ( ) ' 7&
- ZS";&SR(S,S”) inak.
Ttto maticu jednoducho vytvorime z R. Na hlavnej uhlopriecke st vlastné slucky, ktoré
znazornujui odchadzajicu rychlost. Pre tito maticu plati, ze riadky sa sc¢itaji do 0. Tidto
maticu vyuzijeme pri redukcii CTMC na DTMC [14].

-3 3 0 0

0 -4 1 1

_ 3 3
Q=19 3 _4 1
1 4

10 3 -3

3.2.5 Priklad

V zmrzlinarni predavaju rozne typy nanukov a zmrzlin. Ak pride k predajni zdkaznik a vidi,
ze je stanok so zmrzlinou obsadeny ide si kipit zmrzlinu do iného stanku. Zakaznici kupu-
juci zmrzlinu prichddzaja do predajne v intervaloch danych Poissonovym rozdelenim (sekcia
4.1) s rychlostou A = % a zakaznici kupujici nanuk s rychlostou A = %. Nabratie zmrz-
liny a obsliZenie zdkaznika trva spolu 3 minuty p, = % Ak zakaznik kupuje iba nanuk
trva to len 2 minaty p, = % Na tomto priklade si ilustrujeme vytvorenie matic definova-
nych v predchddzajicich podsekciach 3.2.4, 3.2.3. Budeme ich potrebovat pri nasledujtcich

vypoctoch.

W
8»—1

| —
B[ =

Obr. 3.4: Markovov retazec predajne zmrzliny

S = [Z(zmrzlina), P(prazdna predajna), N (nanuk)]

Rychlost prichodu zakaznika je rozdelena podla tovaru, ktory kupuje. Do prazdnej pre-
dajne nam vstupuje teda nanuk alebo zmrzlina s réznou rychlostou. Rovnako po réznej dobe
z neho odchadzaji. Z danych rychlosti vieme vytvorit maticu prechodovej rychlosti. Na-
sledne pomocou rychlosti prechodu vytvorime prechodovi maticu. Ako posledni vytvorime
infinitezimélnu generatorovi maticu.

0 2 0 010 -1 1 0

— 11 1 b(C) _ | 4 1 _ 2 1 1
R=|3 0 5| P™9=[3 03| Q=|% -1 %
0 3 0 010 o 1 -3
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Kapitola 4

Uniformizacia

4.1 Poissonovo rozdelenie

Pri vypocte uniformizacie budeme vyuzivat Poissonovo rozdelenie. Pre lepsie pochopenie,
si ho preto definujeme este pred samotnou uniformiziciou. Poissonovo rozdelenie sa po-
uziva na skimanie vyskytu istého javu. Napriklad prichod zékaznika do obchodu alebo
vznik chybného kusu pri vyrobe. Ndhodné veli¢ina X, udava pocet udalosti, ktoré nastani
za jednotku casu. Vieme, zZe priemerne nastava A udalosti za dant jednotku casu. Pravde-
podobnostna funkcia Poissonovho rozdelenia s parametrom A je

7
VX =1i)= Fe*&z‘ =0,1,2, ...

Zanedbatelné hodnoty sa nachadzaji na zaciatku a konci Poissonovho rozlozenia. Napri-
klad pri rychlosti A = 20 vidime (obr. 4.1), Ze od 0 do 5 je pravdepodobnost bezvyznamna
rovnako aj od 35 dalej. Pri vyssich ¢islach je zanedbatelnych stavov omnoho viac. V na-
sledujuicej kapitole si ukazeme spdsob ako obmedzit vypocet tohto rozlozenia len na stavy
s podstatnou pravdepodobnostou.

0.09
008
0.07f
0.06
0.05
0.04]
0.03f
002
001

N

1

Obr. 4.1: Poissonovo rozlozenie

https://www.medcalc.org/manual/poisson_distribution_functions.php
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4.2 Fox Glynnov algoritmus

Vo vSeobecnosti sa da tento algoritmus vyuzit pri vypocétoch zahinajicich Poissonove prav-
depodobnosti. Predstavime si zjednodusenu verziu algoritmu, kedze jeho implementaciu len
vyuzivame. Detailné vysvetlenie tohto algoritmu sa nachadza v ¢lanku Computing Pois-
son Probabilities [7]. Tento algoritmus vyuzijeme pri vypocte Standardnej aj adaptivnej
uniformizécie v nasledujicich sekciach 4.5 4.6. .

V podstate nam tento algoritmus ndjde pravy R a lavy L bod skréatenia Zf; I %e"\ <
1 — e. K tomu budeme potrebovat hodnotu e, ktord nam urcuje presnost vypoctu. Fox
Glynnov algoritmus ndm zarucuje, ze pravdepodobnost medzi bodmi L a R je véacsia ako 1—
€. Zvys$na pravdepodobnost mimo bodov skratenia teda bude mensia ako e. Najjednoduchsi
sposob vypoctu je postupne zvysovat hornt hranicu ¢ :

V bode dosiahnutia dostatoc¢nej presnosti e ukonc¢ime vypocet, ¢o nam usetri mnozstvo poci-
tania. Tento jednoduchy spdésob vSak neriesi problém pociatocnych zanedbatelnych hodnot.
V pripade ak bude A = 1000 je mnozstvo zaciato¢nych zanedbatelnych stavov 900.

4.3 Vypocet skratenia

Vieme urcit pravdepodobnost, ze sa udeje presne ¢ udalosti z definicie Poissonovho roz-
lozenia p(i) = %e_)‘. Pri definovani vypo¢tu pravého bodu skratenia budeme poditat, ze
sa udialo aspon ¢ udalosti Q (i) = Z;’il pa(7). Naopak pri vypocte lavého bodu skratenia

budeme pocitat pravdepodobnost, Ze sa udialo najviac ¢ udalosti Ty (i) = Z;’:O A7) -
K nasledujticim vypoctom budeme potrebovat urcit premenné

et V2
Je*
a2 (kv23s4) )

modus m = | \]

(1+
(1+
\) =

ax
b
d(k,

K vypoctu lavého bodu skratenia L vyuzijeme definiciu pre T (7). KedZe budeme pocitat
2 body skratenia, pravdepodobnost od pravého a lavého bodu bude postacujica, ak bude
nanajvys §

Definicia 4.3.1 Ak A>2ak > %
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Lavy bod skratenia L vypocitame tak, ze vezmeme spodni hranicu k a postupne ju
zvicsujeme o 1 pokial nieje rovnica mensia ako §.

—k2
(o) st

Tak potom lavy bod skratenia vypocitame ako L = {m

|
oyl
S
|
N
L

7
Definicia 4.3.2 Ak A >2 a \/ﬁ<k§2\f

_ k2

o [ervmi ) < 2413

Pravy bod skratenia R vypocitame tak, ze vezmeme spodni hranicu k a postupne ju
zvicsujeme o 1 pokial nieje rovnica mensia ako 5.

2

i
Qa([m+kvV2X + §]) < 2l =

IA
[\elle}

Tak potom pravy bod skratenia vypocitame ako R = [m + kV2A 4+ %]

4.3.3 Priklad

K vypoctu Fox Glynnovho algoritmu potrebujeme uréit A = 300 a ¢ = 1 * 10_8 Kedze je
splnend podmienka 300 > 2. Zvolime k aby bola splnena aj nasledujica k > Pre prvy
vypocet zvolime k=1.

2+300 300

2
(1 + 300)68*3006 21

1x+/27

Postupne zvidsujeme k kym vysledok nieje mensi ako 5% 107

=0,24

2
(1 + 300)68*3006 26

6 % /21

Postupne sme sa dopracovali k vysledku k& = 6.

Ts00 ( {300 — 6300 — ;’J) <5%107°

=1x%x1079

Tento vypocet nam urcil L = 194.
Podobne ako pri Tavom bode aj pri pravom bode zvolime premennu k spliajicu pod-

: 1
<
mienku 5735300 = k

ek ! =
(1 + 300)616\/i(lfexp(*%(ler%))) °

127
Postupne zvicsujeme k, kym vysledok nieje mensi ako 5 * 1077 a zdroven musi platit,

Ner)
aby k < ENVR

=0,27
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1 =2
(1-eon(—3 (ov2500:3)))
6121

Vyslednd hodnota nam vysla k£ = 6.

(1+ gh5)e1654/2

=1,1%107°

Q300([300 + 6v/2 % 300 + ;) <5%107°

Vysledné R = 449.

Tento vypocet ndm zredukoval Zi:o 3’%—?}66_300 <1l-—e€na 2:7:2179 3%)k e3% . Namiesto
pocitania 179 stavov so zanedbatelnou pravdepodobnostou sme pomocou 12 vypoctov urcili
hranice vypoctu.

4.4 Vypocet vah

V momente, ked uz vieme vypocitat body skratenia mézeme prejst na vypocet diskrétneho
Poissonovho rozlozenia. Je dolezity pre efektivnost a spravnost uniformizac¢ného algoritmu.

(A)*
A

Pocet vah, ktoré budeme pocitat je R - L, teda w[i], L < i < R. Tieto hodnoty pocitame
rekurzivne od hodnoty modusu m = [At| po body skratenia w(m — 1), w(m — 2),...,w(L)
aw(m+1),w(m+2),..,w(R). Od inicidlnej hodnoty modusu w(m) = m budeme
pocitat jej predchadzajice a nasledovné hodnoty. Pricom 2 je rovnd najvic¢siemu moznému
¢islu. Nazyva sa tiez prah pretecenia. Predchadzajice vahy vypocitame ako w(j — 1) =
j% (7),7 = m. Néslednikov w(m) vypocitame ako w(j + 1) = %w(j),j = m. Pre vahy
plati, ze ich suma sa rovna 1 ) w[i] = 1. Celkova vdha W sa rovnd suctu vsetkych vah
W =w(L)+..+w(R) [3].

Diskrétne pravdepodobnosti sa rovnaju:

(k) = wlkl/W

’YAt(k) =

Tymto vypoctom sme znacne urychlili a zjednodusili vypocet Poissonovho rozlozenia.

4.5 Standardna uniformizacia

Predstavime si techniku Standardnej uniformizacie (angl. standart uniformization), dalej
uvadzana ako SU. Tato metdda je tiez znama ako metdda randomizacie alebo Jensenova
metdda. Vyuziva sa pri pravdepodobnostnych metddach, sltzi na vypocet prechodovych
rieseni konec¢nych CTMC, pomocou aproximécie procesu DTMC.

Povodny Markovov retazec modifikujeme pomocou najvacsej prechodovej rychlosti A >
maz{FE(s)|s € S}, ktord sa nazyva aj uniformizacnd rychlost. Vsetky rychlosti v CTMC st
normalizované vzhladom na \. To znamend, ze kazdy stav s s rychlostou E(s) = A, v jednej
epoche uniformizovanej matice zodpoveda jednému exponenciénalne rozdelenému meskaniu
s rychlostou A. Pri tychto stavoch nevznika zZiadna dodatoéna vlastné slucka. V pripade ak
je stav s pomalsi E(s) < A, méd dlhsiu dobu pobytu. Jedna epocha nieje dostatoéne dlha
na uskutoc¢nenie prechodu. Preto sa tieto stavy moézu vratit spat do seba samého pomocou

; o ) E(s)
vlastnej slucky s pravdepodobnostou 1 — =~.
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Definicia 4.5.1 Pre vsetky CTMC C = (S, sp, R) s infinitezimdlnou generdtorovou ma-
ticou Q, a uniformizacnou rychlostou A > max{E(s)|S € S}, uniformizované DTMC je
dané unif (C) = (S, sg, P*" 1)) kde:

Q(S;:Sj) ak; S; # Sj

1— & ak s; = sj.

Maticovy zapis:

A
Pomocou tychto definicii pretransformujeme infinitezimalnu generdatorovi maticu Q1
zo sekcie 3.2.4 na uniformiza¢nii maticu. Jednotkovd matica I ma velkost n. Je rozmeru
stvorca n X n. Na hlavnej diagonale sa nachddzaju 1 na vsetkych ostatnych miestach s
0. Parameter uniformizovanej rychlosti A sme vypocitali z rychlosti odchodu uvedenych
v sekcii 3.2.2 a rovna sa 4.

-3
0
=,
1

—_
—wli= O

»
Loq | -

1
3

|
S P @
Rl © owi
O ledg|oomleo
5‘»—\ o S\w ]
S‘OO%MAB‘H o

_4
3

Matica Plu nif (C) opéat spiﬁa pravidlo, ze riadky sa sc¢itaji do 1. Pri stave Q1(2,2) je
v matici Pf‘ nif(€) vidiet, ze rychlost sa premenila na P{L nif (C)(Z, 2) = 0. Kedze hodnota A
sa rovnala hodnote E(2) znamen4 to, ze v dany bod nemé vlastnt slucku.

Ked uz sme mali moznost pracovat s uniformizovanou maticou, mdézeme si vSimnut
rozdiel oproti vlozenému DTMC P¢™(C). Epocha sa pri CTMC a emb(C) zhoduje. Pri
uniformizacii unif(C) epocha zodpovedd jedinému exponenciénalnemu rozloZzenému one-
skoreniu s rychlostou A v C.

| Uniformizacia

/7-0 p)
1= _M
2 ‘ 00,1 @1 i

A

Obr. 4.2: Grafické zndzornenie uniformizacie

7 obrazku 4.2 vidime, Ze pri uniformizécii vznikaji nové vlastné slucky. Na prvy pohlad
by sa mohlo zdat Ze si tieto stavy navyse. Tieto vlastné slucky nemaju ziaden vplyv na
chovanie Markovovho retazca. Dany stav nebol ovplyvneny a kedze pri Markovych modeloch
plati Zze nezélezi na predchiadzajicom stave Cas, ktory zostava do dalsieho prechodu nebol
ovplyvneny, nadalej bude exponencidlne rozdeleny s rychlostou A;.
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Definujeme si maticu vsetkych prechodovych pravdepodobnosti pre cas t, IL;(s;, s;) =
7(s;). S pouzitim uniformizovného DTMC moéze byt vyjadrend ako:

(AR
K€

oo
A k
I, = Y (A - (PO kde (M) =
k=0
Pre zacdiato¢nu distribuiciu stavového vektora m(0), v ¢ase t, vypocitame 7 (t) ako
> , k
k=0

Vyjadruje ndm rovnicu pre vypocet stavového vektora (podsekcia 3.1.2) v case (t). Ak
sa na to pozrieme lepsie, mdézeme si uvedomit, Ze jeden krok uniformizovaného DTMC
zodpovedd jednému exponencionélne rozlozenému meskaniu s parametrom A. Mocnina ma-

tice (P“mf (C)> nam déava pravdepodobnost prechodu medzi vSetkymi dvojicami stavov

v DTMC v k krokoch. Poissonove rozloZenie v;(At) s parametrom At je pravdepodobnost,
ze tieto prechody sa uskutocnia v ¢ase ¢, vzhladom na meskanie rozdelené s rychlostou A.

V definicii vektora 7(t) sa vsak teraz nachadza nekoneénd suma. Na skratenie vyuzijeme
techniku Fox Glynn (sekcia 4.2), ktorti sme si uz definovali. Umozni ndm efektivne vypocitat
~v(At) ale aj hranice L a R.

4.5.2 Tranzientna analyza

V pripade tranzientnej analyzy, ktord sme si uz spominali v sekcii 3.1.2, ndsobime maticu
s maticou. Tento matematicky tkon je vypoctovo naroény a preto sa ho budeme snazit
zefektivnif. Preusporiadanim mézeme vyjadrit stavovy vektor ako sumu vektorov namiesto
sumy mocniny matice.

w(t) = 3 (M) - 7(0) - (Prrif©)
k=0

Stavovy vektor v kazdom prvku stictu je vypocitany nadsobenim matice a vektora pomocou
vektora z predchadzajicej iteracie.

m(0) (P“m'f <C>>k = (rr(o) : (Pumﬂ@)k_l) . punif(©)

Nahradili sme nasobenie matice s maticou nasobenim vektora s maticou,

4.6 Adaptivna uniformizacia

Rozdiel medzi standardnou a adaptivnou uniformizaciou je v pocitani uniformizacnej ma-
tice. Standardni uniformiza¢ni maticu vypoéitame na zadiatku vypoétu s maximéalnou
prechodovou rychlostou A. Pri adaptivnej uniformizacii tito maximéalnu rychlost mézeme
zmenit pri kazdom kroku procesu, takze neméme jednu rychlost A, ale mame sekvenciu
rychlosti Ao, A1, A2, ... € Ryg [19].

) Q(5i,55) k s )
P;‘"Z“CRD(HD=sj|D<k>=si>:{ A,

-5 ak s =s;.
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Maticovy zapis:
; 1
PO — 1y —Qp, k=0,1,2, ...
Ak
Lokalnu maximalnu rychlost \; vypocitame z aktivnych stavov. Pod tymito stavmi roz-

umieme tie, ktoré maji nenulovi hodnotu v stavovom vektore (k). Tato hodnota znamen4,
ze existuje moznost nachadzania sa v danom stave.

Ap ={s; € S|mn(s;) >0}, A, C S

Zésadna vyhoda v porovnani so Standardnou unifomizaciu je v pripade, ak maximalna
rychlost A sa nenachiddza medzi aktivnymi stavmi. Teda vSetky stavy si pomalsie. To
znamend, ze za jeden krok moézeme prejst mensiu vzdialenost. V niektorych pripadoch sa
za dobu behu vypoctu ani nemusime dostat k najrychlejsiemu stavu.

%2

Aktivne stavy

X1

Obr. 4.3: Ukazka stavového priestoru

Na obrézku 4.3 moézeme jasne vidief, Ze sice maximéalna rychlost A je 45. Avsak tato
rychlost sa nenachddza medzi aktivnymi stavmi, takze nieje mozné spravit, taky rychli
prechod. Preto bude postacujica lokdlna maximélna rychlost \; = 5.

4.7 Priklad

Pre nézorni ukazku rozdielu medzi standardnou a adaptivnou uniformizaciou vypocitame
ten isty priklad obidvoma sposobmi. Uvazujme o opravarovi, ktory opravuje stroj skladajici
sa z dvoch casti. Stroj je opravitelny pokial funguje aspon jedna suciastka. V momente, ked
sa pokazia vSetky suciastky, stava sa stroj dalej nepouzitelny. Rychlost opravy je podstatne
vacsia ako rychlost pokazenia sa. Prva cast sa kazi s rychlostou 2 a nasledne sa druhé kazi
s rychlostou 1. Oprava ma rychlost 8. Zo zadanych tidajov vytvorime maticu prechodove;j
rychlosti R.

02 0
8 0 1
000

R =

Pre lepsiu ilustraciu si vytvorime grafické znazornenie prikladu pozri obrazok 4.4. Zaci-
name s nepokazenymi suciastkami takze v stave nula. S = 0, 1, 2 ¢isla zndzornuji mnozstvo
pokazenych stciastok.
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8

Obr. 4.4: Markovov retazec stroja

4.7.1 RieSenie Standardnou uniformizaciou

Prvy krok je vypocitanie infinitezimalnej generatorovej matice (). Nasledne zistime ma-
ximéalnu prechodovi rychlost A. Pomocou tychto hodno6t vytvorime uniformiza¢ni maticu
Punif(C) ktord sa nebude menit pocas celého vipodtu.

-2 2 0 . é 20
Q=8 -9 1], A=9,Pm/O =15 ¢ |
0 0 0 0 0 1

Stavové vektory ndm urcuju ako sa bude vyzerat pravdepodobnost po 2 krokoch bez
zmenenia rychlosti. Ako sme si definovali v sekcii4.5.2 uz nemusime nésobif navzajom ma-
tice, staci ak vzdy pouzijeme predchidzajici stavovy vektor.

o = (17 Oa O)
1 = 7 - PURTC) — (
7y =y - PUNIf(C) — (

)

=

2
9

9

> o

)
1

OO‘OE@\\I
=[Ot
2

2

4.7.1.1 Riesenie adaptivnou uniformizaciou

V tomto pripade vypocitame tiez maticu @, avSak maximalnu rychlost prechodu X zistu-
jeme iba z aktivnych stavov. Zo stavového vektoru mp = (1,0,0) zmapujeme aktivne stavy.
V nasom pripade mé nenulovii hodnotu iba stav 1, teda Ayg = {0}

2 2 0 | 010
Q=[0 0 0], n=2P""=(0 1 0
0 00 00 1

Kedze mame aktivny iba prvy stav prisposobime tomu maticu ). Rovnako aj maximéalna
lokalna rychlost bude pocitana iba z nenulovych stavov. Nasledne vytvorime uniformizac¢nt

. . . , . . . if (C
maticu. Pomocou tranzientnej analyzy teda nésobenia vektora my a matice P(;L i (©) Josta-
neme nasledujici vektor 71, ktory ndm hovori, Zze v druhom kroku sa budeme nachadzat

v stave 1. Z vektoru 7, odvodime vSetky hodnoty podobne, ako v predchadzajicom priklade.

0 0 0 | 100
m=(0,1,0,4, ={1},Q1=[8 =9 1|, A =9, P/ D=8 o 1
0 0 00 1

- 2 2 0 e (010

m:(g,o,g),Agz{w},Qg: 00 0], =2Pm =01 0

0 0 0 00 1

Po vypocte 2 krokov obidvoma uniformizdciami vidime, ze pravdepodobnost je rozdis-
tribuovana rozdielne.
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Kapitola 5

Rychla adaptivna uniformizacia

Meto6da vychadza z dvoch zakladnych predpokladov. Prvy znie nasledovne, ked sa do niekto-
rého stavu dostaneme s velmi malou pravdepodobnostou, mézeme tento stav do budicnosti
zanedbat. Podla toho ¢o budeme povazovat za mald pravdepodobnost, ndm samozrejme na
druht stranu bude vznikat chybovost, s ktorou musime pocitat. Preto je dolezité spravne
zvolit bod prahu, od ktorého budeme povazovat pravdepodobnost za zanedbatelna.

ry
x2 0.3073701
0.27963

®
0,587

0.0000001

x1
Obr. 5.1: Sirenie pravdepodobnosti v stavovom priestore

Dalsi fakt z ktorého této metéda vychddza je ten, Zze vadSinu ¢asu nie sme v celom
stavovom priestore, ale iba v jeho casti. V praxi to znamend, Zze nemusime pocitat so
vSetkymi stavmi, pretoze vacsinu Casu sa pocitame iba v malej casti priestoru. Zvysna
vicsia Cast je nulova. O tato cast sa uz postarala adaptivna uniformizacia, ktora pocita iba
s aktivnymi stavmi.

t+h

‘/t_ {—} t+2h
\}J\

x1
Obr. 5.2: Posun v ¢ase v stavovom priestore

Rychlu adaptivnu uniformizéciu (angl. fast adaptive uniformisation) budeme v dalej
texte oznacovat ako FAU. Zikladnou myslienkou FAU je rozdelit Markovov retazec v spo-
jitom case {s(t),teR>0} na dva samostatné ndhodné procesy. Prvy proces je Markovov
retazec v diskrétnom ¢ase {D(k), keN}, uchovava ndm informécie o stave. Druhy je Marko-
vov retazec v spojitom case, ktory sa chova ako jednoduché pocitadlo diskrétnych krokov
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v spojitom case {B(t),teR>0}. Nazyva sa proces narodenia (angl. birth process) a urcuje
ndm plynutie ¢asu. [10]

5.1 Abstrakcia s prahom

Zakladna myslienka abstrakcie je odfiltrovanie zanedbatelnych stavov. Pravdepodobnost
ze, sa dostaneme v danej dobe do tychto stavov je bezvyznamna. K aproximacii budeme
potrebovat maly kladny prah &, pomocou ktorého budeme menit vektor 7(9) na (. Bu-
deme prechadzat cez cely vektor m; a vSetky hodnoty, ktoré sii mensie ako § zmenime na
0. Symbol " znamend abstrakciu s prahom. Touto aproximaciou znizime pocet aktivnych
stavov (sekcia 4.6).

P(D(k+1) =3 ~d* V@)= > o®(s)P(D(k+1) = 3|D(k) = s)

5, W) (5)>6

V stavovom priestore sa v kazdom kroku nachidzaji oblasti, v ktorych sa hromadi
pravdepodobnost. V tychto oblastiach existuje relativne maly pocet stavov s pomerne vy-
sokou pravdepodobnostou. Cim viac sa stav od tychto stavov vzdaluje, tym viac mu klesé
pravdepodobnost.

Pri zmenseni poc¢tu aktivnych stavov méze adaptivna uniformizacia pracovat s mensou
hodnotou Ag, pretoze maximalna rychlost A\ z aktivnych stavov pred aproximaciou moze
byt vécsia ako po nej M-

A = Sups’wk(s)>0)\s > A\ = Sups,’dik(s)>0>\3

Pri nagich experimentoch sa pohybujeme s prahom § v rozmedzi 1079 < § < 10715,
Vysledné hodnoty si s touto aproximaciou dostatocne presné. Zaroven dosahuje znacéné
uspory pri sietach opisujucich chemické rekcie.

5.2 Proces narodenia

Pri standardnej uniformizacii je nositelom casu Poissonovo rozdelenie. Uniformizacia pre-
biehala pomocou maximélnej rychlosti A. Proces narodenia P{B(t) = k} je specialny pripad
Poissonovho procesu s konstantnou rychlostou A = (A, A, ...). Pri adaptivnej uniformizacii
pre proces narodenia v Case t neexistuje také jednoduché riesenie. Rychlost sa mo6ze zmenit
s kazdym krokom A = (Ao, A1, ...). Z toho vyplyva, Ze nemdzeme pouzit tento proces. [9]

m(t) = Y w(k)P(B(t) = k), P(B(t) = k) = y(\t) = e ADE

= k!

Proces B je Specidlny pripad Markovovho retazca v spojitom case, kde je iba jeden typ
stavovych prechodov a to zvéicsenie stavu o 1. Tento Markovov retazec si najskoér definujeme
v jednoduchsej diskrétnej verzii. V tomto pripade sa stav s; zvysuje o 1 s pravdepodobnostou
p. Prechod do stavu s;11 sa nazyva proces narodenia.
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Obr. 5.3: Markovov retazec procesu narodenia v diskrétnom case

Dalej mézeme skombinovat Standardni uniformizaciu a abstrakciu s prahom.

R
P(B(t) = k) =Y a (Du(r)
I=L
Aproximacia stavu pravdepodobnosti DTMC Dp spojena s B sa znaci wfi (I+1). Este
pred samotnym vypoc¢tom si potrebujeme definovat vypocet pravdepodobnosti prechodu,
kedze sa meni rychlost A.

Ak L
1—5 ak sj = sg

Psps; = P(DP(1+1) = 55| DP(1) = s1,) = AA’“ ak sj = sp+ 1
0 inak

Grafické znazornenie procesu narodenia v spojitom cCase zndzornené na obrazku 5.4.

Obr. 5.4: Markovov retazec procesu narodenia v spojitom Case
Vypocet Dp:
B B B
wsk (l + 1) = wSk (l) *pSk,Sk + wSk_l(l) *pskflvsk

Maticové znazornenie vypocétu

F@K b

wl(0) wi(l 0

o2

w?(0) w*(1) w?(2)

Obr. 5.5: Matica vypocCtu procesu narodenia

Nad hlavnou diagonalou sii na obrazku 5.5 stavy s pravdepodobnostou 0. Ak vezmeme
prvy riadok matice vidime, Ze iba na prvom mieste je nenulova pravdepodobnostna hodnota.
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V prvok kroku sa vSsak mézeme nachadzat iba v 1. stave, takze tato hodnota sa bude rovnat
1. Obdobne v 2. kroku sa mézeme nachadzat iba v prvych dvoch stavoch, teda iba tieto
dva stavy budi nenulové.

Vysledny vypocet stavového vektora () pomocou procesu narodenia.

R R
w(t) =y (k)Y wi (D) - u(A) = & (1)
k=0 I=L

Pri vipoéte budeme hodnotu w2 (1) - y;(At) znacit 8(k). Této hodnota ndm uréuje prav-
depodobnost, ze urobime presne k krokov v danom case.

Obidve skratenia vedi k viacerym aproximéciam vektoru m(t). To isté robi aj abstrakcia
s prahom pri vektore w(k). Takze aproximécia p(t) je viacndsobnou aproximéciou p(t).
Celkova chyba je dand 1 —>° cg) Pa(t).

Tento vypocet budeme opakovat do bodu skratenia R alebo pokial 8 < €, 5 = Zf; . B().
Preto priddvame pravdepodobnost narodenia pri kazdom kroku a zastavime prechod sta-
vovym priestorom, ak jeho hodnota ziska aspon nami uréeni presnost e. Na rozdiel od
standardnej uniformizacie, kde bol bod skratenia pevne urceny,teraz vieme rozhodnuf po-
¢as vypoctu, kedy mdze byt suma bezpecne skratena.

5.3 Priklad

Zadanim prikladu bude v tomto pripade matica prechodovej rychlosti R a pociatoény stav
bude 0. Chceme zistit aké bude vysledné pravdepodobnostné rozlozenie. Zvolime si presnost
e=20,9aprah d =0,1.

w O O

1
0
= 0

()
— o N O
S O NN O

4

Pre lepsiu predstavu si uvedieme aj ilustraciu 5.6 matice prechodovej rychlosti R. Zistime
si maximalnu rychlost prechodu A = 5.

Obr. 5.6: Markovov retazec v spojitom case

Prvym krokom, ktory spravime bude vyuzitie Fox-glynovho algoritmu na zistenie lavého
a pravého ohranicenia. Dalsou hodnotou, ktort nim zistime budua vahy.

~[ 0,2231 0,3347 0,251 0,1255 ], L=0,R =3

N&s vypocet budeme budeme opakovat 4 krat. Ak by vsak Iavé ohrani¢enie bolo vicsie ako
0 musime vypocitat vsetky hodnoty stavového vektora aj pred hodnotou L. Nasobit vAhami
vsak zacneme az ked dosiahneme hranicu L.
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Vieme ze pociatoény stav je 0, preto inicidlny stavovy vektor bude vyzeraf nasle-

dovne wg = [ 1 0 0 0 ]. Skontrolujeme ¢i niektory zo stavov nemd mensiu pravde-
podobnost ako prah 0. KedZe ziadna hodnota nieje menSia ako J, aproximovany vektor
wo=[1 0 0 0 ]nezanedbal ziadnu pravdepodobnost. Aktivny stav je v tomto pripade

iba jeden a to prvy Ag = {0}. Pomocou adaptivnej uniformizicie vypocitame uniformiza¢ni
maticu.

1100 0100
o o000 ; wnifc)y |10 1 0 0
Q=19 0o ol =L “lo o1 0]

0 000 0001

Doterajsie vypoc¢ty sme uz videli pri Standardnej uniformizécii. Dalsi krok potrebny
k vypoctu je proces narodenia. Jednd sa o prvy vektor procesu narodenia, preto bude
postacovat wé%) (i+1)= wé%) () * pi ;. Vektor wﬁ_l) je zatial nulovy. Prvy prvok bude mat
pravdepodobnost 1 w(])3(0) = 1, jedna sa o inicidlny prvok a od neho sa bude odvijat cely
nasledujuci vypocet. Rychlost prechodu sa rovnd ppog = 1 — % Pomocou tychto hodnot
dopocitame proces narodenia.

wl=[1 0,8 0,64 0,512 ]

Hodnota 8y ndm udava pravdepodobnost, Ze sme urobili 0 krokov, vypocitali sme ju
skaldrnym sic¢inom medzi vektorom procesu narodenia a vektorom viah 5y = wg” -v. Nésledne
pripoc¢itame By k 8. Kedze 3 je stdle mensia 8 < €, pokracujeme vo vypocte.

Bo = 0.7158, = 0.7158

Pripoc¢itame pravdepodobnost procesu narodenia v kazdom kroku 7 (i) = 7 (i) 4 wo(4) *
Bo. Vysledkom je skuto¢ny vektor 7.

7=[0,7158 0 0 0]
Postupne aplikujeme ten isty postup pokial nebude splnend podmienka 5 > e.

w=[0 10 0]d,=[0 1 0 0]A4 ={1},

0 0 0 0 10 0 0
Q=g o oo M=%h “loo 1 o
0 0 0 0 00 0 1

Kedze uz mame aj predchadzajaci vektor wy_1, bude vypocet procesu narodenia trochu

komplikovanejsi. Najskor si urc¢ime rychlosti pg1 = % ap=1- %, ktoré budeme potre-

bovat k vypoctu. Postupnym vypoctom pomocou vzorcu wﬁrl(l) = wP(1) % % +wB(1) %
vypocitame nasledujici vektor procesu narodenia. Na prvom indexe sa nachadza 0. Zna-
mena ze v ¢ase 0 nemozeme byt v stave 1.

wP =10 0,2 0,2 0,168 ],

f1 =0.1382, 5 =10.8540, # =] 0,7158 0,1382 0 0]

Kedze nebola splnend podmienka 3 < e pokracujeme vo vypocte:
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wy=[0 0 0,5 0,5]de=[0 0 0,5 0,5]Ay=1{2,3},

0000 1 0 0 0
oo o0 0] « . Lwirc) [ O 1 0 0
@=13 09 o] 27> “ 355 0 2/5 0
0410 0 4/5 1/5 0
5
PL2=g p2=1-¢, wl¥ =10 0 0,16 0,16 ]

Pri pripoc¢itani fo = 0,0602 k S nam vysla pravdepodobnost vicsia 8 = 0,91443 ako
presnost €, teda mbézeme skoncit vypocet. Vysledny vektor pravdepodobnosti bude:

7 =10,7158 0,1382 0,0301 0,0301 ]

Nemuseli sme vykonat dalsi cyklus vypoctov, pretoze sme uz dosiahli splnenti presnost.
Celkovd chyba nasho vypoctu je 1 — Z(Ses) Pz (t) = 0,08557.
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Kapitola 6

Implementacia

6.1 Storm

Storm je néstroj, ktory slizi na analyzu systémov zahinajicich ndhodné alebo pravdepo-
dobnostné javy. Ci uz sa jedna o distribuované algoritmy, bezpe¢nost, vstavané systémy
alebo uz mnoho krat spominanda bioldgia. Tento nastroj je open source od roku 2017. Je to
novy nastroj, ktorého zamerom je byt flexibilnejsi a rychlejsi ako jemu podobné nastroje,
napriklad PRISM [15], MRMC [13] a ISACMC [10]. Storm je v sticastnosti state of art, teda
dosahuje najvyssiu troven zo sucasnych nastrojov.

Zakladnou charakteristikou Stormu je:

e podporovanie réznych nativnych forméatov vstupu: vstupny format v Prism , genera-
lizované stochastické Petriho siete, dynamické stromy portich

e podpora Markovovych retazcov, MDPs (Markovove rozhodovacie procesy), Markovov
automat, model obsahujici pravdepodobnostné rozvetvenie, nedeterminizmus a expo-
nencialne rozlozené oneskorenia

e explicitna alebo plne symbolicka kontrola modelu ale aj spojenie tychto modelov

e moduldrna zostava umoznujica jednoduché menenie réznych riesitelov (angl. solvers)
a odlisnych balikov rozhodovacich diagramov

e poskytovanie rozhrania PythonAPI, ktoré ulah¢uje jednoduché a rychle vytvaranie
prototypov inych nastrojov pomocou prostriedkov a algoritmov Stormu

e poskytovanie nasledovnych funkcionalit: syntézu protiprikladov, herné abstrakcie MDPs
nekoneénymi stavmi, efektivne algoritmy pre podmienené pravdepodobnosti a od-
meny, dlhodobé priemery na MDPs

e vykon z hladiska rychlosti overovania a paméte v pristroji PRISM benchmark je
vacsinou lepsi v porovnani s nastrojom PRISM [(]

Pri pravdepodobnostnej kontrole modelu existuji dva rozhodujice aspekty a to je
efektivnost z hladiska casu a priestoru. Storm mé ako jeden z cielov poskytovat dobry
priestorovo-casovy kompromis pri rieseni tychto tloh. Pravdepodobnostné kontrola modelu
je naroc¢na uloha pretoze vicsina technik vyzaduje, aby bol v paméti dostupny cely systém
a spolieha sa na riesenie obrovskych rovnic.
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V tejto préaci budeme implementovat uz vysvetlent rychlu adaptivnu uniformizaciu (sek-
cia 5), ktoru tento ndstroj neobsahuje. Pri vypocte budeme vyuzivat Fox Glynnov algorit-
mus, ktory je uz v Storme implementovany. Pre tsporu dat vyuzivame riedke matice.

6.1.1 Riedka matica

Matice ktoré obsahuju zvicsa 0 sa nazyvaju riedke. St vyuzivane v informatike ale aj pri
numerickej analyze. Maticu mozeme povazovat za riedku ak je viac ako polovica prvkov 0.
Naopak ak je vicsina prvkov nenulova nazyva sa matica husta. Zatial ¢o pri hustej matici
si potrebujeme zapamaétat vsetky hodnoty pri riedkej nam stacia nenulové. Na ukladanie
tychto matic vyuzijeme bezstratovi kompresiu dat. Ak by sme riedku maticu ukladali
kompletnii bolo by to znac¢né plytvanie paméfou pocitaca.

6.1.1.1 Komprimovana riedka matica

Pri mensich maticiach nieje tispora tak viditelna. Avsak pri maticiach ktoré obsahuju tisicky
stavov nam tato komprimacia usetri mnozstvo miesta a vypoctov.

O OO = O
oON O O OO
O O O = Ut o
N O O O oo
(e R en B en B e B e B @]
N O O O OO

Vektor hodnét V' reprezentuje vSetky hodnoty, ktoré nie su 0.

V=[155449 22 7]

Nasledujtci vektor C' ndm urcuje, z ktorého stipca hodnota pochddza. Prvd hodnota 1
pochadza zo stlpca 0, druhd hodnota 5 pochadza z 3. stlpca.

C=[03 402313 5]

Posledny vektor R ndm urcuje poradie ¢isla pre vsetky prvé ¢isla v danom riadku. V prvom
riadku je prvé Cislo 1 a je zaroven aj prvé ¢islo v V takze dostane hodnotu 0. V druhom
riadku je prvé ¢islo 5 toto ¢islo je 2. ¢islo takze dostane hodnotu 1. Pri 3. riadku uz vsSak
méame prvé ¢islo 4 ale nieje 3. ale az 4. v poradi vo vektor V takze méd hodnotu 3 [18].

R=[01356 7]

6.2 Rychla adaptivna uniformizacia

Zékladny cyklus metédy FAU, ktory pocita od 0 po R alebo pokial 8 < € sa skladd z 3
zékladnych casti. Pred hlavnym cyklom je vSak eSte potrebné zistift A. Vyuzitim algoritmu
Fox Glynn dostaneme body ohranicenia R a L a Poissonovo rozdelenie ~. Deklarujeme a de-
finujeme si vSetky potrebné premenné, ktoré budeme vyuzivat. Zvolime si prah § a presnost
€ a nasledne mozeme prejst na hlavna cast algoritmu.
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6.2.1 Proces narodenia

Pri procese narodenia postupujeme od 0 po pravé ohranicenie R. Po dosiahnuti Tavého
ohraniCenia L pri vypocte vektoru newBirthProcess za¢neme pocitat hodnotu §. Hod-
noty newBirthProcess nasobime Poissonovym rozdelenim, ktoré vypocital Fox Glynnov
algoritmus.

6.2.2 Tranzientna analyza

Pred vypoétom tranzientnej analyzy si nevytvdrame celt maticu P*"f(C). Postupne si
dopocitavame iba hodnoty, ktoré potrebujeme. Nasobime teda postupne hodnoty vektoru m
s vypocitanou hodnotou pomocou rychlosti Ap vypocitanej pri filtrovani aktivnych stavov.
Vo vektore activeStates mame ulozené indexy aktivnych stavov, takze nemusime prechadzat
cely stavovy vektor ale iba aktivne stavy.

Nasledne si vytvarame vektor indexov stavov, ktoré sa zmenili checkedActiveStates.
Budeme ho vyuzivat pri zistovani aktivnych stavov. Dévod preco hned nezistujeme, ¢i je
dany stav aktivny je ten, ze v priebehu propagacie pravdepodobnosti sa méze niekolkokrat
navysit pravdepodobnost, Ze sa dostaneme do toho stavu. Do jedného stavu sa mdzeme
dostat z viacerych stavov.

6.2.3 Filtrovanie aktivnych stavov

Pri filtrovani aktivnych stavov vyuzivame vektor checkechActiveStates. Nemusime pre-
chadzat teda cely vektor m, sta¢i porovnavat hodnoty, ktoré boli zmenené s §. Zaroven
vytvorime vektor aktivnych stavov activeStates, ktory vyuzijeme pri tranzientnej analyze.
Dalej tento cyklus vyuzivame na zistenie \; zo stavov, ktoré vyhodnotime ako aktivne.
Ttato hodnotu si pripravime pre dalsi beh cyklu.
Rovnako ako \j aj ziskavanie vysledného stavového vektora 7 prebieha hned po prehlé-
seni stavu za aktivny. Teda ndsobime hodnoty vektora w(k) s (k).

6.3 Standardna uniformizacia

Pri SU je postup podobny ako pri FAU, hlavny cyklus obsahuje filtrovania aktivnych sta-
vov aj tranzientnu analyzu. Namiesto vypoctu procesu narodenia pri filtrovani aktivnych
stavov nasobime stavovy vektor Poissonovym rozdelenim v vypocitanym z Fox Glynnovho
algoritmu. Zasadnd zmena je v hlavnom cykluse, pretoze pocita az do R nemdze skoncit
skor. Dalsia podstatné zmena je, Ze pri priebehu tranzientnej analyzy nemusime dopocitavat
hodnoty matice PUf(C) pretoze si ju vypocitame este pred hlavngm cyklom.
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Kapitola 7

Experimenty

Pomocou experimentov budeme porovnavat ¢asy vypoc¢tu nastroju Storm a doimplemento-
vanej Standardnej uniformizécie a rychlej adaptivnej uniformizacie. Experimenty boli vyko-
navané na pocitaci s procesorom Intel Core i7 4510 a 8GB RAM na systéme Linux Ubuntu
17.04. Budeme vykonéavat sady experimentov na dokazanie efektivnejsieho vypoctu doim-
plementovanych SU a FAU v protiklade so Stormom, ktory tieto metédy neobsahuje.

7.1 Modely

Na nasledujicich modeloch predstavenych v tejto sekcii vykoname sadu experimentov.
Vsetky modely st implementované v jazyku PRISM.

7.1.1 Epidemicky model

Jednoduchy matematicky model epidémie sa casto oznacuje aj ako SIR model. Je vhodny
na predikciu ochoreni, ktoré sa prenasaju z cloveka na c¢loveka ako napriklad osypky alebo
ruzienka. Simuluje tiez zotavenie z ochorenia a ziskani imunitu na tito chorobu.

e S - nachylné (angl. susceptible)
e [ - infikované (angl. infected)

e R - vyliecené (anlg. recovered)

S st zdravé molekuly, ktoré este neboli napadnuté infekciou. Nie je u nich vytvorena
imunita a preto mézu byt napadnuté. Infikované molekuly I maji chorobu a mézu ju pre-
nasat na zdravé molekuly. Molekuly ktoré sa uz vyliecili z choroby a st iminne na tato
chorobu sa oznacuju R.

Na zaciatku mame pocet molektul N. Predpokladame, ze vic¢sina populacie je zdrava
a par molekul je infikovanych. S rychlostou ki méze I nakazit S. Podobne s rychlostou kr
sa moze I vylie¢it a zmenit na R. V momente, ked neexistuje ziadna I molekula nenastava
uz ziadna reakcia.

Reakcie:

o S+ 1591

oIgR
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7.1.2 Lotka-Volterr model

Model Lotka-Volterra sa nazyva aj jednoduchym modelom dravec-korist. Tento model sa
moze pouzivat pri simuldcii zvierat v prirode. Moze sa jednat o populacie lisSok a zajacov
v lese, ryb v jazere alebo aj hmyzu.

e D - dravec (angl. predator)
e Y - korist (angl. prey)

Korist Y prosperuje v pripade ak neexistuje ziadny dravec D, pripadne ich je mélo. S roz-
mnozenim dravcov D sa znizuje populdcia Y. V pripade ak je nedostatok Y, tak ubtuda aj
z populacie D pretoze bez Y nemdze prosperovat. Velkost modelu ovplyviiujeme pomocou
hodnoty N, ktora vyjadruje maximélny pocet jedincov. V pripade ak je Y bez D ma priro-
dzent rychlost narastu populdcie ky. Dalej potrebujeme rychlost tmrtnosti kd populécie D
v pripade nepritomnosti Y. Poslednym tidajom bude ako sa navzdjom ovplyviuji Y a D,
teda rychlost ko reprodukcie D po skonzumovani Y.

Reakcie:
° k—y> Y

e Y + R X oR

k
e R %

Populédcia Y rastie s urcitou rychlostou a zaroven zaniké pri vytvoreni nového R. Naopak
populdcia R umiera a reprodukuje sa iba po skonzumovani Y.

7.1.3 Model dvojzlozkovej signalizacnej cesty

Predstavime si komplikovanejsi model dvojzlozkovej signalizacnej cesty. Tato cesta je dana
4 druhmi a 9 cestami. Aby bola analyza uskutoc¢nitelnd, obmedzili sme stavovy priestor
celkovych populacii v intervaloch 25 < H 4+ Hp < 35 a 25 < R+ Rp < 35. Toto skracovanie
mé vyznamny vplyv na distribtciu premennej Rp, ktora reprezentuje vstupny signal [1].

e H - histidin kinédza

e R - reguldtor odozvy

e Hp - fosforylaciova forma
e Rp - fosforylaciova forma

Model reakénej signdlnej cesty, kde X € {H,Hp,R,Rp} a Y € {H,R}. VSeobecna
reakcia prenosu signalu

e H+SYLHp+S
e Hp+ R2LH + Rp

e Rp 1% R
Degradécia/syntéza zloziek

0.01
e X —

e, v pre sig(n) = 1_S§n
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7.2 Experimenty

V tabulke stipec s ndzvom aktivne oznacuje priemerny pocet aktivnych stavov v stavovom
vektore. V stipci s oznacenim cykly néjdeme podet iterdcii hlavného cyklu. Cas sme merali
iba v rdmci vypoctu algoritmov. Nie je v niom zapocitany ¢as, pocas ktorého Storm vytvaral
maticu prechodovej rychlosti, alebo vykonaval svoju réziu potrebni k behu, kedze sme
do tychto cCasti implementacne nezasahovali. Doba trvania tejto casti bude pri vSetkych
metddach rovnaka. Hodnota prahu sa bude ¢asto menit, ale hodnota presnosti € bude pri
pokusoch rovna le — 7, ak nebude uvedené inak. Pri pokusoch je v tabulkach aj texte pre
lepsi forméat uvadzany € ako e = 1 —e.

7.2.1 Experimenty s epidemickym modelom

Zacneme so sadou experimentov s modelom SIR. Zvolime hodnotu maximalnej populécie
1450 a ur¢ime mnozstvo infikovanych stavov 5. Vypocet tohto modelu trval Stormu 165.19s,
¢o je 226 krat pomalSie oproti metéde FAU, ktorej to priemerne trvalo 0.743s. Této hodnota
je priemerom ¢asov z tabulky 7.1, stipcu FAU ¢as. Pocet stavov pri experimente je 1053411,
avsak metéda FAU podita priemerne len s 664 stavmi. Mnozstvo stavov s ktorymi pocita,
je teda 1586 krat mensie.

Pri porovnani Stormu s SU zistime, ze ¢as sa zrychlil 150 nésobne a stavovy pries-
tor sa zmensil 1848 krat. V idedlnom pripade by sa vsak c¢as zmensil tolko krat kolko sa
zmens$il stavovy priestor. Ak by sme pocitali s o 100 krat menej stavmi aj ¢as by teda mal
byt 100 krat mensi. AvSsak c¢as vypoctu zahrnuje aj zistovanie aktivnych stavov, tvorenie
uniformizacnej matice ¢i vytvaranie vektora zmenenych stavov.

SU FAU
Prah | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly
1le-9 | 0.988 | 7.6e-06 342 1564 | 0.74 | 9.7e-08 569 86
le-12 | 1.13 | 3.1e-09 590 1077 | 0.74 | 8.0e-08 684 90
le-15 | 1.177 | 1.0e-10 779 1077 | 0.75 | 8.5e-08 739 91

Tabulka 7.1: Experiment s priblizne miliénom stavov

Zrychlenie FAU oproti SU je len mierne. Pri analyze ¢asovej naro¢nosti vypocétu som
zistila, Ze pociato¢né inicializécia trva priblizne 90% casu. Inicializicia je takmer rovnaka
v obidvoch pripadoch. Z ¢asu vypoctu 0,74s trva inicializicia az 0,70s. V jej Casti sa na-
chadza Fox Glynnov algoritmus, deklaricie, zistovanie uniformizac¢nej rychlosti. Pri SU
obsahuje aj vypocet uniformizacnej matice, ktord tato ¢ast spomali. Zaujimavé je, ze i ked
FAU pocita priemerne s viac stavmi ako SU, urobi omnoho menej cyklov. Dynamika tohto
experimentu je malé, kedze je méalo infikovanych buniek.

Dalej nas bude zaujimat, ¢ zrychlenie bude stale rovnaké aj v pripade vicsieho mnozstva
aktivnych stavov pri viaéSom modeli. Nastavili sme teda velkost populacie na 2150 a z nich
sme infikovali 700 molektl. Velkost stavového priestoru je tentokrat 2069126x2069126.
Storm priklad pocital 583.92s.

V tomto pripade uz inicializacia nezaberala vic¢sinu ¢asu vypoctu, preto mozeme v ta-
bulke 7.2 vidiet uz vyraznejsie zrychlenie FAU oproti SU. Na druht stranu oproti Stormu
sa zrychlenie zmensilo na 66 krat. Dévod tohto poklesu je, viac¢sia dynamika modelu ktora
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SU FAU
Prah | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly
le-9 | 8.09 | 1.2e-04 | 10032 1532 | 3.96 | 5.2e-05 5498 1014
le-12 | 11.85 | 1.4e-07 | 16121 1532 | 9.58 | 1.6e-07 9043 1033
le-15 | 15.86 | 1.6e-10 22084 1532 | 12.99 | 9.1e-08 12709 1049

Tabulka 7.2: Experiment s navySenim aktivnych stavov

mala za pric¢inu zvysenie mnozstva aktivnych stavov. Teda stavovy priestor sa zmensil len
227 krat.

V pripade ak sa pozrieme lepsie na chybu vidime ze v 1. vypocte je chyba FAU mensia
avsak v 3. je vacsia. Tento jav je spOsobeny hodnotou presnosti A = le — 7. FAU po
dosiahnuti presnosti 1-¢ ukonéi vypocet, zatial ¢o SU pocita dalej.

V experimente ¢islo 3 sme zistovali ako ovplyvinuje hodnota presnosti vypocet FAU. Prah
sme nastavili na pevni hodnotu le-12 a modifikovali sme teda hodnotu epsilon. Tentokrat
sme navysili mnozstvo infikovanych buniek na 500 a populacia bola velkosti 1450. Pocitali
sme s 1008276 stavmi.

Epsilon | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly
le-3 2.41 | 9.5e-04 6328 569
le-5 2.86 | 1.0e-05 6721 598
le-7 2.87 | 1.2e-07 7049 620
le-9 2.85 | 3.1e-08 7324 642
le-11 | 2.95 | 3.0e-08 7572 660

Tabulka 7.3: Experiment s prahom

Z tabulky 7.3 je mozné vidiet, ako sa postupne zvysSuje mnozstvo cyklov aj aktivnych
stavov pre dosiahnutie potrebnej presnosti. Pri kazdom zmeneni presnosti mierne klesa
rozdiel medzi cyklami. Casy vypoctu sa lisia len mierne.

7.2.2 Experimenty s Lotka-Volterr modelom

V prvom experimente s tymto modelom sme nastavili maximélnu velkost populédcie na
1000. Snazili sme sa nastavit podobné mnozstvo stavov ako mal pri prvom experiment
model SIR. Model experimentu mé 1002001 stavov. Zaujimalo nas ako sa rézne modely
chovaju pri rovnakom pocte stavov. Stormu vypocet trval priblizne hodinu a pol.

SU FAU
Prah | Cas Chyba | Aktivne | Cykly | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly
le-9 | 108.13 | 2.0e-03 | 6233 35156 | 23.4 | 3.9e-4 9487 2905
le-12 | 194.9 | 2.7e-06 | 11355 | 35156 | 37.6 | 8.0e-08 | 15615 3220
le-15 | 2955.3 | 3.2e-09 | 16925 | 35156 | 54.78 | 9.7¢-08 | 21970 3509

Tabulka 7.4: Experiment s priblizne miliénom stavov
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V porovnani s prvym experimentom SIR, ktory obsahoval tiez priblizne 1000000 stavov
je vyrazne pomalsi. Dokonca je pomalsi aj ako experiment ¢islo 2, ktory prebiehal s dvoj-
nasobnym poc¢tom stavov. I ked bolo mnozstvo aktivnych stavov v experimente 2 (hodnoty
v tabulke 7.2) pri druhom priklade podobné ako v experiment 4 (hodnoty v tabulke 7.4)
cas vypoctu nezalezi len od velkosti daného modelu a poctu aktivnych stavov. Pri dalSom
experimente sme navysili pocet stavov na 2253001. V tomto experimente ¢islo 5 sa najviac
prejavila vypoctova sila metédy FAU. Zvlddla do mintity vypocitat priklad, ktory Stormu
trval takmer 7 hodin. Maximé&lna velkost populédcie bola 1500.

SU FAU
Prah Cas Chyba | Aktivne | Cykly | Cas | Chyba | Aktivne | Cykly
le-9 | 127.79 | 2.6e-03 3612 71768 | 36.17 | 3.9¢-4 7779 3337
le-12 | 267.2 | 3.7e-06 6824 71768 | 47.4 | 6.0-07 12683 3590
le-15 | 367.97 | 1.0e-10 | 10363 | 71768 | 60.27 | 8.7e-08 | 17620 3824

Tabulka 7.5: Experiment s navySenym mnozstvom stavov

Rovnako ak sa aj pozrieme do tabulky 7.5 vidime mnohondsobné zrychlenie FAU v po-
rovnani s SU. Tento priklad mézme brat za takmer idedlny, kedze SU zredukovala stavovy
priestor 108 krat a ¢as 97 krat. Vo vSeobecnosti jednoduché modely ako epidemicky alebo
Lotka-Volterr ukazuju pozitivne stranky SU a FAU, pretoze nemaju velki dynamiku. St
vSak aj modely, ktoré si komplikovanejsie a maji vaésiu dynamiku, pre ktoré to neplati.

Pri tomto experimente sme nemenili hodnotu prahu, t4 bola le-11. Modifikovali sme
mnozstvo stavov, nad ktorymi prebiehal vypocet.

SU FAU
Stavy Cas Chyba | Aktivne | Cykly | Cas Chyba | Aktivne | Cykly
106276 | 121.88 | 1.3e-05 | 41847 5940 | 131.85 | 1.3e-05 | 43721 5054
303601 | 164.84 | 2.0e-05 | 25183 | 13102 | 57.57 | 7.7e-06 | 26139 3590
609961 | 161.48 | 2.2e-05 | 14154 | 23086 | 35.41 | 5.6e-06 | 16815 3141
904401 | 166.69 | 2.4e-05 | 10360 | 32197 | 31.92 | 5.1e-06 | 14065 3108
1104601 | 196.47 | 2.6e-05 8946 38245 | 33.97 | 4.9e-06 | 13127 3138

Tabulka 7.6: Experiment s meniacou sa velkostou modelu

Pri tomto experimente sme objavili zaujimavy jav. Pri malom mnoZstve maximéalnej
populécie bolo mnoho stavov aktivnych a i ked FAU spravila takmer o 1000 cyklov menej,
vypocet jej trval dlhsie ako SU. Dokonca tieto algoritmy spravili rovnakd chybu. V tomto
pripade by SU bola o ¢osi rychlejsia ako FAU. Avsak je vidiet, ze zo zvySovanim mnozstva
stavov, opat FAU preukazuje, Ze je rychlejsia a presnejsia.

7.2.3 Experiment s modelom dvojzlozkovej signalizacnej cesty

V tomto experimente sme chceli zistit aké bude zrychlenie FAU pri komplikovanom mo-
dely. Pretoze doteraz v ziadnom modely nebola vysoka dynamika. Stormu trval vypocet
3372.156s pracoval s 600625 stavmi. Pri tomto experimente sa ukazala slaba stranka me-
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SU FAU
Prah Cas Chyba | Aktivne | Cykly Cas Chyba | Aktivne | Cykly
le-9 | 1204.76 | 8.6e-02 45835 25754 | 743.04 0.4e-2 56129 11228
le-12 | 3719.82 | 1.7e-04 | 144567 | 25754 | 2385.3 | 9.2e-05 | 157654 | 12652
le-15 | 6364.5 | 2.2e-07 | 262983 | 25754 | 4565.19 | 8.7e-08 | 276386 | 13918

Tabulka 7.7: Experiment na zlozitom modely

t6dy FAU. Ak budeme od FAU chciet vécsiu presnost bude musiet pocitat az s takmer
poloviénym stavovym priestorom spravit skoro 14000 cyklov. I ked Storm spravi 262983
cyklov s 600625 stavmi je rychlejsi. FAU totiz pocita navyse proces narodenia, filtruje ak-
tivne stavy, dopocitava uniformiza¢ni maticu ¢i pocita maximalnu rychlost. Z tohto dévodu
pri pohlade na celkovy cas nie je schopné predbehntt Storm. Na druhd stranu pri nizkej
presnosti je sice FAU rychlejsia ale chyba je pomerne velké, takze vysledky by nemuseli byt
pouzitelné. Avsak FAU je rychlejsia od SU, kedze stile moze ukoncit vypocet skor.

7.2.4 Zhrnutie experimentov

7 experimentov sa da vyvodit, Ze ¢im je aktivita modelu mensia tym je FAU rychlejsia. Pri
malej aktivite vie zredukovat ¢as vypoctu dokonca 500 nasobne. Na druhii stranu v pripade
velkého poctu aktivnych stavov straca svoje vyhody. Ak je model zlozity moze byt pomalsia
ako Storm. Vo vécsine pripadov vsak FAU urychluje vypocty v porovnani s SU. Existuje
mnozstvo modelov pre ktoré je metéda FAU rychla aj pri malej chybe. St vsak aj modely
pre ktoré to neplati a pri ocakavanej malej chybe je FAU pomalSia. Zrychlenie je vzdy
zavislé od dynamiky daného modelu.
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Kapitola 8

Zaver

V praci som vysvetlila, ako modelovat biochemické systémy pomocou stochastickych mode-
lov. Predstavila som tieto modeli, teda Markovove retazce v diskrétnom a potom aj v spoji-
tom case. Nasledne som podrobne objasnila aproximacné techniky, Standardnt a adaptivnu
uniformizdciu. Nacrtla som Fox Glynnov algoritmus, ktory vyuzivam pri vypocte Poisso-
novych pravdepodobnosti. Po vysvetleni zakladnej problematiky som objasnila fungovanie
rychlej adaptivnej uniformizacie. Teoretické casti st doplnené praktickymi prikladmi pre
lepsie pochopenie danej problematiky.

Rychlu adaptivnu uniformizaciu som implementovala do nastroju Storm, ktory sa v st-
castnosti radi medzi najvykonnejsie néstroje orientované na pravdepodobnostné overovanie
modelov. Tento nastroj vyuziva zlozité konstrukcie jazyka C++, preto bolo naro¢né roz-
sirovat jeho funkcionalitu. Okrem rychlej adaptivnej uniformizacie som pre demonstraciu
rozdielnych vlastnosti implementovala aj standardnt uniformizéciu.

Pomocou experimentov som si overila vyhody rychlej adaptivnej uniformizacie. Tieto
experimenty som vykonala na epidemickom, na modeli Lotka-Volterr a nad modelom dvoj-
zlozkovej signalizaénej cesty. Pomocou réznych hodnét presnosti vypoctov, velkosti a para-
metrov modelov som zistovala dopad na rychlost a chybu vypoctu. Rychla adaptivna uni-
formizécia bola vo vécsine pripadov mnohonasobne rychlejsia ako Storm. Na druhi stanu
jej efektivita znacne klesla pri naro¢nom dynamickom modely. Pocas experimentov som
zistila aj znacné zrychlenie oproti standardnej uniformizacii.
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