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Abstrakt

Tato prace se zabyva navrhem ekonomicky efektivniho vyuziti biomasy pii spoluspalo-
vani s uhlim pro redlnou teplarnu, jejimz pozadavkem bylo optimalni vyuziti stavajici
palivové zakladny a napldnovani ro¢niho provozu vzhledem k mési¢ni poptévce po teple.
Pti vytvareni matematického modelu teplarny, ktery je zalozen na poskytnutych provoz-
nich datech, aplikujeme regresni analjzu a stochastické programovani. Celkovy model
energetického zdroje pak pouzivame pro navrh optimélniho planovani provozu s ohledem
na ekonomiku. Zejména jde o planovani davkovani paliv a vyroby energii.

Summary

This master’s thesis deals with the proposal of the cost-effective biomass and coal com-
bustion concept for a real generation plant. The optimization of the current fuel basis
exploitation and annual operation scheduling was the main goal. Applying the regression
analysis and stochastic programming the mathematical model was constructed based on
the operating data. The overall energy source model was implemented to the concept of
the optimal operation scheduling considering the economic aspects. The fuel utilization
and energy production planning are the main applications of this design.
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1 Uvod

Motivaci k tématu mé diplomové prace je projekt optimalizace teplarenského provozu,
na kterém spolupracuje Ustav matematiky (UM) s Ustavem procesniho a ekologického
inzenyrstvi (UPEI) v souvislosti s aktivitami projektu Vyzkumné centrum MSMT CQR
¢.1M06047. Jedna se o vhodné zaclenéni biomasovych paliv do stavajiciho energetického
zdroje s cilem maximalniho finan¢éniho zisku. Teplarna pracuje v kogenera¢nim rezimu,
coZ znamena, ze soucasné vyrabi tepelnou a elektrickou energii.

Zisk teplarny se skldda z prodeje energii a navic ze zelenych bonust, naopak naklady
teplarny tvoii predevsim nakup paliv a dale naklady na vlastni provoz. Zelenymi bonusy
se stat snazi podpofit vyuzivani obnovitelnych zdrojt energie, protoze naklady na takto
vyrobenou energii jsou v porovnani s energii z neobnovitelnych zdrot (fosilnich paliv)
mnohem vyssi, podrobnosti viz kapitola 2 a 3.

(Cilem prace je sestaveni vhodného stochastického modelu dané teplarny, ktery bude vérné
popisovat realny provoz. Jelikoz mame k dispozici provozni data teplarny, je mozné na je-
jich zakladé tento model vytvorit. Pro co nejpresnéjsi popsani tohoto provozu vyuzivame
matematickych metod, které popisujeme v kapitolach 4-6. Velmi diilezité je stochastické
programovani, které nam umoznuje popsat a nasledné implementovat neurcitosti a na-
hodnosti realného provozu do naseho modelu, navic tento model nasledné efektivné resit.
Pro urceni zavislosti z poskytnutych provoznich dat vyuzivame regresni analyzu.

Vytvoreny stochasticky model uvadime v kapitole 8, poté ho implementujeme do op-
timalizacniho softwaru GAMS (General Algebraic Modeling System). Vypocty potiebné
predevsim k regresni analyze budou provadény ve vypocetnim programu Matlab.

V posledni ¢asti diplomové prace uvadime a popisujeme vysledky stochastického modelu
teplarny, do kterého zafadime scénaie popsanych neurcitosti (vySe poptavky a hodnota
zelenych bonust). Cilem je, aby tento model nam pro danou poptavku uréil optimalni
davkovani vSech dostupnych druhi paliv, které nam zaruci maximalni zisk.

Nasledujici schéma ukazuje vyvoj prace.

Provozni data Deterministicky
model

N

Regresni analyza H Stochasticky
model

(-

v / o Regeni WS uloh
Analyza vysledku H
jednotlivych scénatd

Neurcitosti
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2 Motivace

V poslednich letech se staty na celém svété potykaji s ekologickymi problémy. Jednim
z nejdiskutovanéjsich je globalni oteplovani zptisobené nadmérnou produkei sklenikovych
plynt pii vyuzivani fosilnich paliv a z energetického hlediska je to vycerpani svétovych
zésob fosilnich paliv (pfedevsim uhlf) v horizontu desitek let. Rada statt se kviili global-
nimu oteplovani v rdmci Kjotského protokolu zavazala ke snizeni produkce sklenikovych
plynii (pfestoZe oxid uhli¢ity CO, neni jedinym sklenikovym plynem, zaméfujeme se pravé
na néj). Jednim zpusobem jak omezit tuto produkei a zaroven snizit zavislost na fosilnich
palivech je vyuzivani obnovitelnych zdrojt energie (OZE). Fosilni paliva jako je uhli totiz
stale dominuji v soucasnych zafizenich na vyrobu energie. Vyuzivani fosilnich paliv ma
negativni dopad na zivotni prostfedi kvili tézbé, zpracovani a skodlivinam ve spalinach.

EU se zavazala snizit objem vyprodukovanych emisi sklenikovych plynti o pétinu oproti
produkci v roce 1990. Ceska republika jako ¢len EU musi plnit zavazky dané smérnicemi
EU (2009/28/ES [1]). Zavazek CR ke splnéni indikativniho cile, coz je procentualni podil
OZE na hrubé domaéci spotiebé elektiiny, byl ve vysi 8% v roce 2010 a cil na nésledujici
desetileti (do roku 2020) je pro CR 13% [1]. S nyné&jsim narfistem fotovoltaickych elektra-
ren se k cili vice pfiblizime, ale zatim se tyto cile bohuzel nedafi plnit, proto je zde snaha
o vyuziti dalsich OZE, pfedevsim biomasy.

V CR vyuzivdme k vyrobé elektfiny energeticky mix nékolika zdroji. Na Obrazku 1
vidime jejich pomér na vyrobé hrubé domaéci elektiiny v CR. Polovinu palivového mixu
tvofi hnédé uhli, které se vyuziva ve velkych elektrarenskych a teplarenskych provozech.
Vice jak 30% tvori jaderné palivo, které se pouziva ve dvou jadernych elektrarnach. Jak
vidime, OZE tvori pouze 4,5% ze vSech paliv, coz neni prilis uspokojivé.

Ostatni paliva
1%

Plynna paliva

5,1%

OZE
4,5%
-~

—
Hnédé uhli

50,5%

Jaderné
elektrérny 31,8%

Obrazek 1: Vyroba elektiiny podle zdrojii v CR v roce 2008 [2]

Vzhledem k tomu, Ze biomasa patii mezi obnovitelné zdroje s vysokym potencidlem, bu-
deme se zabyvat pravé timto typem OZE.

2.1 Biomasa a jeji vyuziti

Biomasou se rozumi hmota organického piivodu, kterou mtzeme délit na rostlinnou a
zivocisnou. V energetice se nejvice pouziva z lesnického provozu dievni Stépka, piliny a
kiira, zatimco zemédélské provozy poskytuji slamu, seno, kukufici, fepku olejku a v po-
sledni dobé se rozsifuje péstovani rychle rostoucich dfevin viz [4].

11



Biomasa ma velky potencial jako obnovitelny zdroj. Po vodnich elektrarnach mé nej-
vétsi podil (Obrazek 2) a zfejmé je brzy piekond i diky dotacim stétu.

Biomasa
R X 1,4%
Vodni elektrarny
2,42%

Bioplyn
0,32%

Tuhé komundlni

X odpady 0,01%
Fotovoltaické

elektrarny Vetrné
0,02% elektrérny
0,29%

Obréazek 2: Vyroba elekttiny z OZE v CR v roce 2008 [2]

BéZznym zpiisobem energetického vyuziti biomasy je piimé spalovani. Dalsim zpiisobem
je zplynovani, kdy se energeticky vyuziva az vznikly plyn. V soucasnosti je nejrozsirené;jsi
spoluspalovani biomasy s uhlim ve velkych teplarenskych nebo elektrarenskych kotlich.
Budoucnost spoluspalovani v CR zavisi prevazné na:

e ekonomickych podminkéch (dotace za zelenou energii, ceny biomasy a uhli, ...),

e dostupnosti biomasy.
V soucasnosti by bez podpory statu spoluspalovani biomasy nebylo ekonomicky vyhodné.
Duvodem je vyssi cena pofizeni biomasy, jeji nekonstantni vlastnosti (napt. vlhkost), vétsi
naklady na udrzbu zafizeni a mozné snizeni i¢innosti kotl pfi spoluspalovani.

Cilem prace je navrhnout ekonomicky efektivni vyuziti biomasy pfi spoluspalovani s uhlim
pro realnou teplarnu, jejimz pozadavkem je optimélni vyuziti stavajici palivové zakladny
a naplanovani ro¢niho provozu vzhledem k mési¢ni poptavce po teple.

2.2 Popis teplarenského provozu

Teplarna zajistuje dodavky tepla pro technologické ucely, otop ¢i ohfev topné a uzit-
kové vody. Soucasné vyrabi také elekttinu, jde tedy o tzv. kogeneracni vyrobu elektfiny a
tepla. Energie se ziskava spalovanim paliv, v nasi teplarné jde o uhli a biomasu. Vyrobena
para z kotld je privedena na do strojovny, kde se na turbinach vyrabi teplo a elektfina.
Ve strojovné jsou instalovany protitlakova parni turbina a odbérova kondenzacni turbina
(Obréazek 4). Po expanzi na protitlakové turbiné se para vyuziva pro technologické tcely
a pro ohfev vody pro sit CZT (centralni zdsobovani teplem). Po expanzi na kondenzaéni
turbiné je jiz energie v pafe nevyuzitelna a je vedena na vzduchovy chladi¢ (kondenza-
tor). Vzhledem k nedostatku informaci nelze modelovat kazdou turbinu zv14st a jsou tedy
modelovany jako jedna turbina. V p¥ipadé, kdy je to zadouci, 1ze vyuzit obtok (by-pass
viz Obrézek 3) a pouzit tak pro vyrobu tepla paru piimo z kotle. (Odbornou terminologii
piebirdme z UPEL)

Abychom mohli provést ekonomickou analyzu spoluspalovani biomasy a uhli, musime po-

psat vztahy, které se na tomto procesu podili a vytvorit jejich matematicky model. Ten
musi odpovidat readlnému provozu, ktery je znazornén na Obrazku 3.
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Trenosove

J

Kotelna Il a 111

Teplona
vyrobu
elektim

P

Biomasa

Turbiny

Uzitecéné
teplo

By-pass

~
Kotelnal

28

Ztratyna
kotlich

Obrazek 3: Blokové schéma teplarny [4]

Fara z kot
Para na protittakovou turbinu
Rozdélovad

i
-+ L

Péra ha kondenzadni turbinu

Flotitlakova turbina Kiqndenzacni turbina

kondenzatorfmafeni tepla)

Obrazek 4: Zapojeni turbin ve strojovné
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Nejvice se budeme zabyvat kotli v kotelnach 2 a 3, protoze zde je moznost spoluspa-
lovani biomasy s uhlim (kotel v kotelné 1 na to neni uzptisoben). Mnozstvi davkované
biomasy je ale omezeno pouzitou technologii, v pfipadé kotleny 2 muze biomasa zauji-
mat maximalné 10% celkové hmotnosti paliv a v piipadé kotelny 3 je to 30% z celkového
pifkonu v palivu (pfikon v palivu je hmotnost x vihfevnost). Reseni optimaliza¢ni tlohy
nam urc¢i mnozstvi davkovanych paliv do jednotlivych kotli, které nam zajisti splnéni
poptavky s maximalnim ziskem.
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3 Deterministicky model teplarny

Model teplarny byl vytvoren s pouzitim realnych provoznich dat. Pfedpoklada se, ze mnoz-
stvi dostupné biomasy je dano pro cely rok, ¢imz dochazi k propojeni jednotlivych mésicti
a ulohu nelze Fesit pro kazdy mésic v roce zvlast. Protoze nékteré z transformacnich funkei
(napt. popis pfemény paliva v energii pfi spalovani) v modelu jsou nelineérni, vyuzivame
nelinearni programovéani (NLP).

Model je realizovan v systému GAMS, coz je software vyuzivany pro modelovani op-
timaliza¢ni tlohy. Nelinearni optimaliza¢ni tlohy jsou feSeny pomoci zahrnutych fesictu
problémi NLP (CONOPT, BARON). Pro uzivatelsky pfijemnou a komfortni préaci se
systémem GAMS a pro lepsi prezentaci vysledkt bylo vyvinuto excelovské rozhrani viz
[4].

Ve své praci navazuji na jiz vytvoreny deterministicky model teplarny viz [3]. Abychom
lépe pronikli do tohoto modelu, podrobné si ho popiSeme. Nejprve si zavedeme potiebné
indexové mnoziny, poté vSechna omezeni a nakonec uc¢elovou funkci.

3.1 Indexové mnoziny

e Pismenem J oznac¢ime mnozinu vSech paliv, 7 € J oznacuje konkrétni druh paliva a
|J| = n, je mohutnost mnoZiny typt paliv. Mnozina paliv J zahrnuje vSechny druhy
paliv, které jsou pouzity v provozu. Pouzita paliva jsou fosilni (uhli) a biomasova paliva,
jako napt. dfevni Stépka, mlato (zbytky z vyroby piva), fepné Fizky (zbytky z vyroby
cukru), fepkovy 8Srot (zbytky z vyroby oleje), slune¢nicovy srot (zbytky z vyroby oleje) a
podsitna frakce mulcovaci kiiry.

e Nyni zavedeme mnozinu obsahujici kotelny K. Jednotlivé kotelny oznacime k € K
a |K| = nk. Tento provoz mé t¥i kotelny, v prvni se davkuje pouze uhli a slouzi spise
jako pomocné v dobé, kdy poptavku nepokryje vyroba v druhé a tfeti. V druhé a tieti se
miuze davkovat uhli i biomasa, jejich pomér je vsak omezen.

e Mnozina 7" obsahuje ¢asova obdobi brand po mésicich. ¢ znaci jednotlivé meésice t € T’
a pocet obdobi |T'| = ny. V naSem piipadé uvazujeme roéni provoz, ny = 12.

e Pismenem [/ oznac¢ime mnozinu turbin a navic i redukéni stanici. Prvky mnoziny ¢ € 1
ozna¢uji konkrétni turbiny a znovu mohutnost této mnoziny oznacime |I| = n;.

e Posledni mnozinu ozna¢ime M, kterd zahrnuje typy vyprodukovanych energii (elektfina
a teplo). Jeji mohutnost oznacime |M| = nyy.
3.2 Omezeni

Vektor x = (2j;)jesrerx (slozka se dvéma indexy) oznacuje vstupni mnozstvi paliv dav-
kovanych do kotld. Pomér vstupnich paliv je omezen stavajici technologii a paliva jsou
omezena velikostmi zdrojt a navic kazdy typ paliva ma riznou vyhfevnost.

Indexy s velkymi pismeny pouzivame pro vyjadfeni sou¢td, napf. x; = (2 x)kex, kde

Tik =D jcs Tik-
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Matice E, = (Ey k)it jeskek, kde Ey i, € {0,1}, nam vyjadiuje, které typy paliv jsou
dévkovéany do konkrétnich kotlii v daném ¢asovém obdobi (sloupce maji dva indexy). Vek-
tor b, = (b,;)jes € R" oznacuje dostupné mnozstvi vSech druhii paliv. Nulovy vektor
ozna¢ime 0 a vektor jedni¢ek je oznacen 1, dimenze je urcena kontextem (podle pouZiti).
Déle by, = (brjx)jesrerx € R™ " je vektor, ktery vyjadiuje technologicky nejnizsi mozné
mnozstvi vstupt (dévkovaného paliva do kotli) a také uréuje pomér mezi vstupnimi pa-
livy (sloupce maji dva indexy). Naproti tomu vektor by = (by ;i) jesrex € R "5 definuje
technologicky maximalni mozny vstup a znovu urcuje pomér mezi vstupnimi palivy. Zde
jsou omezeni pro vstup:
E.x <b,,

0<xeRV"K,
b;1"x<x < bUlTX.

Vektor oznacujici energii, kterd vstupuje do kotld, (slozka se dvéma indexy) oznacime
jako u = (uji)jeskex. V modelu oznacuje o = (a,),en, € R™ vektor koeficientd vy-
hfevnosti jednotlivych typt paliv (LHV), |A,| = n,. Funkce f : R/ ™K x R — RrImK
popisuje preménu paliva na energii (spalovani). Obdobné jako pro paliva zavedeme ma-
tici E, = (Eynjk)nek jeskek, kde By i € {0,1}. Tato matice ndm udavé, které typy
paliv jsou pfeménény na energii (sloupce maji dva indexy). Zavedeme si mezni vektor
be = (bok)kerx € R, ktery nam vyjadiuje maximalni mnozstvi vstupujici energie, toto
mnozstvi je urceno technologii kotli. Omezeni plynouci z technologie kotli a vlastnosti
spalovaciho procesu jsou tvaru:
u = f(x, ),

0<ue R,
Euu S bc.

Vektor v = (vji)jesrex je vektor mnozstvi pary vystupujici z kotld (slozky maji dva
indexy) a n = (m,).,ea, € R™ je vektor vyjadfujici Gc¢innosti kotlt, |A,| = n,. Potom
funkce g : R K x {1 — R K popisuje preménu energie v paru (vyprodukované teplo
ohfiva vodu, ktera se pfeméni v paru). Vektor e, = (e, k) jeskek, kde e, jr € {1,0} udava,
které vystupy z kotli miii do strojovny na vyrobu elektrické energie, a které piimo na
uzitkové teplo, navic také zahrnuje deterministické ztraty (v nasem piipadé priblizné 4%)
v siti mezi kotly a strojovnou (turbiny). Nyni ozna¢ime vektor e,, = (€y jki)jeskek.icr, kde
ew,ijk € {1,0}, jako vektor urcujici, které vstupy jdou na kterou turbinu. Nyni oznacime
W = (Wjki)jesrek,icr € W jako vektor energetickych tok ve strojovné (slozky se tfemi
indexy), definovany pro detailni popis a maximéalni flexibilitu. Nésledujici rovnice jsou
rovnice transformace energie v paru v jednotlivych kotlich a bilan¢ni rovnice pro vystupy
z kotli a vstupy do turbin:

v = g(u,7),
0<veRV"K,
efv = egw7
0<welWgRWn"KE"

Nyni zavedeme vektor y € R/ 51" ktery popisuje vyrobené energie (slozky se ¢tyfmi
indexy). Tento vektor je definovan pro detailni popis procesu, ale velmi ¢asto indexy ozna-
¢ujici turbiny a kotle nejsou pfilis dilezité, proto pouzivame sc¢itaci indexy (jak jsme jiz
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uvedli na zacatku této Casti) yxr = (Yxr.jm)jcsmer, Kde Yxrjm = D rex 2 icr Ykijm- Ma-
tice By = (Euweagjkim)ejclrkeknicl,omeMs Kde Ey yoojeam € 10,1} je matice udavajici,
které vystupni energie se vyrabi ve strojovné, a které ne (prvky matice maji ¢tyfi in-
dexy). Zavedeme si dalsi vektor ~, ktery interpretuje G¢innost turbin, v = (7,).ea, € 2™,
kde |A,| = n,. Mame zobrazeni vektorové mnoziny H umoznujici popis strojovny H :
W x R — & ¢ QRWTETTM (g de 2R TETIM 56 mnozina viech podmnoZin mnoZiny
ronenena - Nyni si zavedeme matict E, = (Ey kojkim )ojetmkek el o,meM, J€jiZ prvky
E, wojkim € {0,1} (prvky matice maji ¢tyfi indexy). Tato matice ndm udava, které ener-
getické vystupy vychazi pfimo z kotld (neprochézi turbinami). Matice obvykle obsahuje
jednicky takovym zptisobem, ze scita slozky vektoru y, je-li y ;5 pouzito, potom se néko-
lik jednicek objevi pouze na hlavni diagonale a ostatni hodnoty a i vétsina prvki hlavni
diagonaly jsou rovny nule. Zavedeme matici Ex = (Ek xpjkim )i je ke icl,0,meM, JEIZ
prvky Exinojrim € {0,1}, (sloupce matice maji ¢tyfi indexy). Tato matice ndm udava,
které energetické vystupy vychézi piimo z kotli (neprochézi turbinami). Matice obvykle
obsahuje jednicky takovym zpiisobem, Ze s¢ita slozky vektoru y, je-li y ;5 pouzito, potom
se néekolik jednicek objevi pouze na hlavni diagonale a ostatni hodnoty a i vétsina prvkt
hlavni diagonaly jsou rovny nule. Jednotkovou matici standardné oznac¢ime I, rozmér ma-
tice je opét urcen kontextem. Zapis sgn nam udava funkci signum, ktera pfirazuje nulovou
hodnotu na nulu, kladnym hodnotam prifadi +1 a zdpornym hodnotdm —1. Pokud funkci
sgn aplikujeme na vektor, aplikujeme tuto funkci na kazdou slozku vektoru zvlast. To je
uzite¢né pro popsani ztrat v siti, které se uvazuji pouze mezi kotli a strojovnou. Oznac¢ime
diag jako vektorovou funkci, kterda vytvari ¢tvercové matice a dava vektor v argumentu
na hlavni diagonalu. Pak souvisejici omezeni jsou uvedena takto:

E,y € {H(w,7),w € W},
0 S y G %nJ'nK'nI'nl\/[’
E,y = Ex(I — diag(sgne,))’v.

Poslednim omezenim je omezeni velikosti poptavky. Nyni si zavedeme matici Ep =
(ED,ojkim)jeikek, icl,omeM, J€j1Z prvky Epgjkim € {0,1}. Matice Ep je matice vyjadiu-
jici kombinaci vyrobenych energii z riznych zdroji (pomoci souc¢tu) pro splnéni poza-
dované poptavky (fddky maji jeden index a sloupce maji ¢tyfi indexy). Potom bp, =
(bpL.m)mem € R™ je vektor dolni hranice mozné poptavky, naopak vektor bpy =
(bpum)mem € R™ je vektor horni hranice mozné poptavky, omezeni je tedy tvaru

bpr < Epy < bpy.

Toto jsou vSechna omezeni optimaliza¢niho modelu nasi teplarny. Nyni mame nadefino-
vané pouzité mnoziny indext, omezeni a zbyva uz nam pouze ucelova funkce.

3.3 Ucelova funkce

Funkci popisujici zisk z prodeje tapla a elektfiny oznacime dp : "/ "5 — R Kromé
toho, vektor m = (m,),ea, € R~ je vektor ¢asového parametru tucelové funkee, |A;| = n,.
Funkce dg : " memma — § popisuje zisk z dotaci od statu. Potom p = (1,)iea, € R™
je vektor ¢asového parametru ucelové funkce, |A,| = n, a ¢ : R™"€ — R je funkce
popisujici vydaje za nakup paliv a provoz teplarny, také p = (p,)ica, € R je vektor
¢asového parametru tcelové funkee, |A,| = n,. Pak acelova funkce je tvaru

max {dp(y, ) + da(y, 1) — c(x. )}

x,u,v,w,
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3.4 Model

Ptedchozi model, tj. icelova funkce a omezeni, zapiseme ve tvaru optimalizac¢ni tlohy:

max {dp(y, ) +da(y,p) — c(x,p)}

XUV, W,y
E.x < b,,
0 <xeRW"K,
b,17x < x < by17Tx,
u = f(x,q),
0<ueRW"K,
E,u <b¢,

v =g(u,n),
0<veR"K
elv=elw,
0<weWeRW"EN,
E,y € {H(w,7),w e W},

0 <y e R,

E,y = Ex(I — diag(sgne,))’v,
bpr < Epy < bpy.

vvvvvv

¢itosti modelu povazujeme vysi poptavky po teple, vysi dotace od statu a urceni zavislosti
ucinnosti kotld na danych veli¢indch. Nasim cilem je co nejpiesnéji popsat a do modelu
doplnit tyto neurcitosti a tim lépe vystihnout realny proces dané teplarny.

Daéle si v praci zavedeme teorii, kterou vyuzivame k popsani neurcitosti, nejprve zaklady
stochastického programovani a poté regresni analyzu.
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4 Matematické programovani

Optimalizacni tloha se snazi o vybér toho nejlepsiho prvku z né€jakého souboru dostupnych
alternativ, tedy jde o snahu nalézt takové hodnoty proménnych, pro které dana tucelova
funkce nabyva optimalni hodnoty, pfi splnéni pozadovanych omezeni. Rozlisujeme dva
typy optimaliza¢ni tlohy, a to minimaliza¢ni nebo maximaliza¢ni. Uloha optimalizace je
nékdy nazyvana téz tlohou matematického programouvdni.

Funkci f : R" — R, ozna¢ime jako ucelovou funkci, pak v minimalizaéni (resp. maxi-
maliza¢ni) tloze hleddme takové feseni x,,:, které odpovida podmince x,,; € C a pro
vSechna x € C, kde C' C R"™ plati, Ze f(Xopt) < f(x) (resp. f(Xept) > f(x)). Mnozinu C
oznacime jako mnoZinu pripustnych reseni. Tuto mnozinu ziskdme diky zadanym omeze-
nim, které nam v prostoru R" tuto mnoZinu vymezi viz [11].

Obecné miizeme minimaliza¢ni tlohu zapsat ve tvaru

minimalizuj f(x),
za podminek g¢;(x)00, i=1,2,....,n,
x € C,

kde f : R® — R je ucelova funkce, kterou minimalizujeme a funkce ¢g; : R" — R, ...,
gn © R™ — R se nazyvaji omezeni nebo podminky. Mnozinu C' nazveme mnozinou
pripustnych feseni

C={x|q:1(x)00,..., gn(x) 0 0},
kde o € {<,=,>}. Z této mnoziny vybirame nase hledané x,,. Déale budeme pouzivat
z4pis g(x) = (g1, -, gn) " -

Maximaliza¢ni tlohu miizeme prevést na minimalizacni transformaci ic¢elové funkce na-
sledovné

mgx{f(x) |xeC} = —mxin{—f(x) |x e C}.

Matematické programovani rozdélim z pohledu prace na dva hlavni pristupy, a to podle
znalosti dat na

e deterministické programovani (linearni, nelinearni),

e stochastické programovani.

4.1 Deterministické programovani

V této sekci popiseme co je deterministické programovani. Deterministicky program je
matematicky program, kde jsou vSechny tdaje plné znamy. Pod pojmem ”1idaje” méame
na mysli vSechny parametry a koeficienty problému, ktery fesime. Jinymi slovy, v deter-
ministickém modelu neni zadné nejistota nebo nahodnost. Toto je nejvyznamnéjsi rozdil
v porovnani se stochastickym programovanim. Deterministicky program je tvaru

minimalizuj f(x,a),
za podminek g(x,a) <0, (1)
h(x,a) =0,
x € C,

kde, a € R¥ je k-dimenzionalni vektor konstant. Pouzitim vektoru a jsme zdtraznili, Ze
vSechny parametry jsou konstantni a zcela znamé.
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Zvlastnim piipadem tohoto programu je tloha, kterd mé vSechny komponenty (acelova
funkce a omezeni) linearni a C' je konvexni mnohostén. Takovy program se nazyva linedrni
deterministicky program. Jeho forma je

minimalizuj c’'x
za podminek Ax = b,
x € C,

kde c je N-dimenzionalni vektor, nazyvany vektor cen, A je matice typu n x N a b je
n-dimenzionalni vektor pravych stran. V tzv. standardni formeé linedrniho programu je
pozadavek na nezapornost vektoru x (x > 0 ) pfidana k pfedchozimu modelu viz [12].

Nejvice pracujeme s deterministickymi ”reformulacemi” (ekvivalenty), které ndm pomé-
haji spravné interpretovat ndhodné parametry. VSechny tyto programy, které zahrnuji
nahodné parametry, se nazyvaji stochastické programy.

4.2 Stochastické programovani

V predchozim oddilu jsme diskutovali koncepci deterministického programovani a jeho
model. V praktickych problémech a realnych aplikacich je pouziti deterministickych mo-
deli velmi omezujici, protoze realné modely obsahuji parametry, které nejsou zcela znamy.
Jinymi slovy, redlné problémy obsahuji urc¢itou miru nejistoty a pouziti deterministickych
modelti miize vést ke zkresleni nebo dokonce ke zcela nespravnym vysledkiim.

Obecné plati, ze k modelovani problémii obsahujicich nejistoty mohou byt pouzity od-
lisné pristupy. Jeden z nich je pristup stochastického programovdni, ve kterém jsou nejisté
parametry modelovany generovanim nahodnych velicin.

Definice: Necht (2, A) je jevové pole a zobrazeni & : Q — R je takové, Ze plati {w : {(w)
< z} € A pro Vo € R. Pak £ nazveme ndhodnou velicinou vzhledem k jevovému poli

(€2, A).

Obecné miizeme ulohu stochastického programovani zapsat ve tvaru

minimalizuj f(x,6),
za podminek g(x,¢) <0, @)
h<X7 6) =0,
x € C(8),

kde & = (&1,...,&)7T, € : 2 — R, je koneénd rozmérny nadhodny vektor tvofeny ndhodnymi
veli¢inami vzhledem k jevovému poli (£2,.4).

Vsimnéme si, Ze model (2) je v podstaté deterministicky model (1), ve kterém nékteré
konstantni parametry byly nahrazeny nahodnymi veli¢inami.

Nagim cilem je najit feSeni modelu (2). Hlavnim problém je, ve kterém casovém oka-
mziku budeme moci provést rozhodnouti. Povaha realného problému obvykle urci, jak a
kdy se rozhodujeme. Mame dva moZné ptistupy, bud rozhodneme pied tim (rozhodovatel
obvykle nemuze ¢ekat), nez je ndhodny parametr £ pozorovan. Tento pfistup se nazyva
Here-and-Now. Nebo mutZeme rozhodnout az po pozorovani &, kdy uz je jeho hodnota
znama, pak se tento pristup nazyva Wait-and-See.

20



4.2.1 Wait-and-See pristup

Tento pristup k stochastickému programovani predpoklada znalost hodnot nahodnych
parametrii, které jsou v optimalizacnim modelu zahrnuty. Misto Wait-and-See pristup
budeme psat pouze WS pristup.

WS pristup pouzivame, kdyz zname realizace &, nez uc¢inime nase rozhodnuti, coz predpo-
klada dokonalé informace o budoucnosti. V tomto pfipadé miuzeme zménit nase rozhod-
nuti diky pozorovani, a tedy, rozhodnuti x chapeme jako funkci x(£) ndhodného vektoru
€. Také ucelovou funkei f(x(£),£) budeme chépat jako ndhodnou veli¢inu. Tento pfistup
ma svij vyznam zvlasté pro dlouhodobé planovani. Jeho tvar je

WS deterministicky ekvivalent programu (2), mtzeme zapsat ve tvaru
7 = Ee(min{ f(x(6). &) |x(¢) € C(§) ve})

a jeho feSeni oznacime x}) 7 viz [12].

4.2.2 Here-and-Now pristup

Nékdy bohuzel vyse uvedeny WS piistup nelze pouzit, protoze nemiizeme ¢ekat na kon-
krétni realizace £ a musime tedy rozhodnout bez jeho znalosti. Rozhodnuti x je tedy stejné
pro vSechny mozné budouci realizace &.

4.2.3 Scénarové ulohy

Tento pfistup je zaloZen na myslence, ze ndhodné parametry ¢ v zadkladnim programu (2)
jsou nahrazeny jejich typickou realizaci £°. Pojem nahodné veli¢iny na jevovém poli za-
hrnuty v modelu ndm umoznuje se zabyvat jejim pravdépodobnostnim rozdélenim misto
konstantnich parametri, jako je tomu v pripadé deterministického programovani. Budeme
predpokladat, ze pravdépodobnostni rozdéleni £ je zcela znamé.

Pokud konkrétni realizace ndhodnych parametri £° jsou pozorovany a stanou se znamé
nebo je miizene odhadnout pravé pomoci znalosti jejich rozdéleni, mtizeme nahradit &
v (2) zndmym &°. Takové konkrétni realizace £* se nazyvaji scéndre. Proto program s jed-
notlivymi scénéfi (individual scenario programme - IS program) mé tvar

minimalizuj f(x,6°)
za podminek g(x,£%) <0,
h(x,£%) =0,
x € C(&%),

Optimalni feseni je oznacovano ngt. Tento IS-program je uzitecny v piipadé, ze odbornik

je schopen urcit typické realizace & viz [12]. Princip prace se scénéfi je zndzornén na

Obrazku 5.
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Obréazek 5: Princip scénaiu

Stochastické programovani vyuzivame k modelovani planovani teplarneského provozu,
kde se lze setkat s nékolika nahodnymi parametry. Jsou to neznamé velikosti poptavky
po teple a vyvoj cen dotaci za vyrobenou elektfinu z OZE. Tyto parametry jsou podrobnéji
popsany v kapitole 7. Pro urceni a popsani scénaiti a také pro zpracovani dodanych
provoznich dat si zavedeme v nasledujici kapitole regresni analyzu.
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5 Jednorozmérna regrese

Dalsi potfebnou teorii je regresni analyza, jelikoz mame k dispozici data z provozu, ze kte-
rych se snazime odvodit jejich zavislosti, které pouzijeme ke zpfesnéni modelu (kapitola
6). Vyuzivame jednorozmérnou i vicerozmérnou regresi. Tento text byl psan s pfihlédnu-
tim na dalsi mozné vyuziti regresni analyzy na UPEL Nejprve si struéné uvedme, ¢im se
zabyva regresni analyza. Vychazime z literatury [5] - [10], [14] - [20].

Tato cast statistické analyzy se zabyva hledanim, zkouméanim a ovérovanim zavislosti
mezi danymi proménnymi. Hodnoty proménnych ziskdvame z méfeni redlnych procesii
nebo ruznych experimentt. Proménné délime na dvé ¢asti: nezdvisle proménné (vysvétlu-
jici), které jsou reprezentovany nendhodnym vektorem nebo matici X a zdvisle proménné
vyjadrené nejcastéji nahodnym vektorem Y. Zavislost Y na X vyjadifujeme pomoci tzv.
regresni funkce n

Yy = 77(Xa ﬁ)a

kde x = (21, ..., xx) je vektor nezéavisle proménnych (hodnota nendhodného vektoru X),
y je zavisle proménné (hodnota ndhodné veli¢iny Y') a (3 je vektor parametrii, které na-
zyvame regresni koeficienty viz [9].

Vektor Y nemusi zaviset pouze na danych proménnych X1, ..., X, mohou ho ovliviiovat
i dalsi proménné X1, Xgio, ..., které ale mohou mit jen zanedbatelny vliv. Do modelu
tedy zahrnujeme pouze proménné, které maji zasadni vliv na hodnoty Y. Nezarazené vlivy
zpusobi, ze kazdy predpis regresni funkce je zatizen chybou. Nazyvame ji ndhodnou chy-
bou (nebo také rusivou slozkou) a oznacujeme ji .

Prvni otazkou je, kolik mame vysvétlujicich proménnych. Proto se zabyvame regresni
analyzou jednorozmérnou a vicerozmérnou.

Pojem jednorozmérna regrese se pouziva, pokud mame pouze jednu vysvétlujici promén-
nou X. A hledame zavislost ndhodného vektoru Y na X. Mame n danych hodnot pro obé
proménné.

5.1 Vybér regresni funkce

Pro regresni analyzu je nezbytné znat tvar regresni funkce, coz byva jednim z nejvétsich
problémii regresni analyzy. Snazime se jej volit tak, aby co nejvice odpovidal hledané za-
vislosti proménnych a zaroven mél co nejmensi pocet regresnich koeficienti 3.

V regresnim modelu musime také rozhodnout, zda ndhodna chyba e je v aditivnim
Y = 1+ € nebo multiplikativnim tvaru Y = ne.

P¥i hledéani n vychazime z podrobné znalosti zkoumaného problému (zname nebo aspor
predpokladéame tvar zavislosti), ze zkusenosti nebo v souc¢asné dobé se pii hledani regresni
funkce daji pouzit vhodné databéze regresnich funkci na PC viz [20]. V pfipadé jednoroz-
mérné regrese nam hodné napovi vykresleny bodovy graf proménnych [z;, ], i = 1, ..., n.

5.1.1 Typy regresnich funkci

Regresni funkce se déli na dva hlavni typy:
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e Linearni regresni funkce

Linearitou se mysli linearni vzhledem k regresnim koeficienttim, ne k proménnym. Uké-
Zeme nejznameéjsi a nejpouzivanéjsi druhy linearnich modeli:

Zcela linearni model

Ve zcela linearnim modelu (terminologie viz [6]) se pouziva aditivni vliv chyby i vSech
vysvétlujicich proménnych, regresni funkce je funkci nadroviny

Y =50+ /X +e¢,

kde 3y je tzv. absolutni ¢len.

Racionalni celistvé a lomené funkce

V této skupiné jsou nejpouzivanéjsi modely regresni paraboly nebo hyperboly s-tého
stupné, popripadé jejich kombinace

Y =00+ X+ 8XE2+  + XE e

Model linearni v parametrech
Je zobecnénim predchozich druhti. Regresni funkce je tvaru

Y = fo+ Brfi(X) + ... + Brfr(X) +e,

kde f;, i =1, ..., R jsou libovolné neznama funkce vysvétlujici proménné, které neobsahuji
zéddné dalsi nezndmé parametry.

Pr: Y = ﬁo‘i‘ﬁlXQ—'—ﬂgln(X) +53X+€

e Nelinearni regresni funkce

Linearni modely jsou pro svou jednoduchost vice oblibené, ale realné vztahy mezi veli-
funkci, kdy nelinearitou myslime nelinearitu v regresnich koeficientech.

Pro predstavu uvedeme ptiklady nelinearnich regresnich funkeci.

Pr: Y:\/ﬁo+ﬁ1X+€

Y = [ X7 4 e
1
Yﬁﬂo+ﬁ1X+€

Y = BoePX + ¢
Neékteré nelinearni funkce mtizeme linearizovat a pouzit analyzu pro linearni modely.

PRIKLAD:

Pro ukézku si ukdZzeme jednu z hledanych zavislosti a to zavislost exportu tepla [TJ]
na vlastni spotiebé tepla [TJ]. Z provozu jsme ziskali mési¢ni data z let 2007 a 2008,
které jsou v Tabulce 1.

Tabulka 1: Data vlastni spotieby tepla [TJ] a exportu tepla [TJ]

2007

0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11

12

x | 5,785 | 5,637 | 3,969 | 2,639 | 1,748 | 1,012 | 0,989 | 0,656 | 1,491 | 2,927 | 4,592 | 6,814

y | 444,3 | 386,1 | 375 | 2279 | 169,6 | 125 | 119,4 | 109,5 | 195,1 | 308,9 | 442,7 | 482,9

2008

? 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

24

x | 5,704 | 6,016 | 4,853 | 3,795 | 1,958 | 0,504 | 0,448 | 0,345 | 1,523 | 3,76 | 4,175 | 6,92

y | 465,7 | 405,5 | 412,8 | 298,5 | 186,8 | 116,9 | 113,9 | 109,8 | 199,8 | 299,2 | 371,7 | 467,1
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kde z je vlastni spotieba tepla [TJ] a y je export tepla [TJ]. Nejprve si vyneseme na-
méfené hodnoty do dvourozmérného bodové grafu (Obrazek 6).

Export tepla[TJ]
8
.
p
*
\ .
&
*

300 d 4 Rok20073 2008
e Polyg. (Rok 2007 3 2008)
* Linedrni (Rok 2007 a 2008)
200 &

0.0 10 2,0 3.0 4.0 5,0 6.0 70 8,0

Vlastni spotfeba tepla [TJ]
Obrazek 6: Graf zavislosti exportu tepla na vlastni spotiebé tepla

Podle grafu mtzeme soudit, ze vhodnou regresni funkci je polynom ttetiho stupné nebo
primka. Pro nazornost zkusime obé varianty a porovname je.

a) regresni funkce 1 méa tvar: y = By + Sz

b) regresni funkce 1, mé tvar: y = By + f1x + Gox® + [za®

5.2 Odhad parametra

Dalsim krokem je odhad neznamych koeficientti 3 zvolené regresni funkce pomoci vhod-
ného vyrovnavaciho kritéria. UkaZeme si nejpouzivanéjsi kritéria.

Mame n namérenych hodnot pro obé proménné. Vyrovnanou hodnotou y;,i = 1,...,n
rozumime hodnotu ;, kterou ziskdme z odhadnuté regresni rovnice 7 dosazenim hodnot
x;. Vyrovnané hodnoty 7; jsou aproximaci y;. Rozdilu mezi naméfenou a vyrovnanou
(predikovanou) hodnotou fikdme reziduum a znacime je e;. Nema-li regresni model vétsi
nedostatky, je mozné rezidua e; brat za odhady ndhodné chyby ¢, kde e; = y; — ¥;.

Pii vybéru vhodného vyrovnéavaciho kritéria pozadujeme viz [6], aby soucet rezidui byl

nulovy
n

Z@Z‘IO.

i=1
To ale nestaci k nalezeni vhodného tvaru regresni funkce, proto navic pozadujeme vhodné
minimalizac¢ni kritérium.

e Metoda nejmensich ¢tverca
V této nejpouzivanéjsi metodé minimalizujeme soucet ¢tverct rezidui

n

min Q(e) = Z e = Z(yz — )%

i=1
Odhad parametrt 8 je potom ziskan pomoci tzv. normadlnich rovnic

b = (F'F) 'Fy,
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1 filzh) -+ fr(z1)
kde matice F = | : : . : a vektor y = (y1, ..., yn). (V nékterych litera-

1 fiwa) o falz)

turdch se pouzivd misto matice F matice X, kde X = FT.)
Tato metoda nam dava nejlepsi nestranny odhad vektoru neznamych parametri .

e Metoda maximalni vérohodnosti

Pokud zname rozdéleni ndhodné chyby ¢, mizeme pouzit metodu maximéalni vérohodnosti
a tim ziskat vhodné kritérium. Tato metoda pouziva k nalezeni maximalné vérohodného
odhadu tzv. vérohodnostni funkci L(eq, es, ..., €,,0), kde €1, ea, ..., €, jsou pozorovani na-
hodné veli¢iny ¢ a 6 je parametr rozdéleni. Nejlepsi odhad pak ziskdme pro takovou
hodnotu #’, pro kterou dosahuje vérohodnostni funkce svého maxima.

Pt.: Ma-li € dvojité exponencialni rozdéleni, metoda maximéalni vérohodnosti vede k mi-

nimalizaci sou¢tu absolutnich odchylek

n

min [y = Z lei]-

=1

e Méné pouzivana jsou kritéria minimalizace nejvétsi hodnoty rezidua min max(e;)
a minimalizace souétu relativnich chyb min " , 27
- 3

PRIKLAD:

Pokracujeme v prikladu z kapitoly 5.1. Vybrali jsme si nejbéznéjsi kritérium pro vyrov-
nani hodnot y metodu nejmensich ¢tvercti, odhad parametrt 3 tedy ziskame vypocitanim
normélnich rovnic b = (F7F)~'FTy.

Vypocty provadime v programu MATLAB.

a) Za predpokladu linearniho tvaru regresni funkce y = [y + (1 ziskdme z norméalnich
rovnic odhady parametri (3 :

by = 86, 8261 a b =60,6986.
Rovnice 7, je tvaru y = 86,8261 + 60, 6986 .

b) Za predpokladu kubického tvaru regresni funkce y = By + Bix + Box? + (323 zis-
kame z normalnich rovnic odhady parametri (3 :

by = 86, 2888, by = 42,5799,

by = 11,3547, bs = —1,3939.
Rovnice 7, je tvaru y = 86,2888 + 42, 5799x + 11, 354722 — 1, 393923.

5.3 Analyza rezidui

Ovéreni vhodnosti modelu zac¢ind analyzou rezidui. Protoze chceme, abychom rezidua
mohli povazovat za odhady rusivé slozky e, musi tedy spliovat predpoklady kladené na ¢,
tj., ze ndhodné chyba e systematicky nezkresluje vysvétlovanou proménnou Y.

To znamend, Ze pro dané hodnoty proménné X jsou hodnoty nepozorovatelné rusivé
slozky € normalné rozdélené, nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a

rozptylem o2. Jestlize mame vice pozorovani v; pro stejné x;, pozadujeme po ndhodnych
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chybach e, aby mély n-rozmérné normalni rozdéleni s nulovymi stfednimi hodnotami a
konstantnim rozptylem. Tedy E(g) = o, a kovarian¢ni matice C(e) = o°1,,.

Po zjisténi odhadu # mame uz konkrétné danou regresni funkci, tedy i vyrovnané hod-
noty #; a miiZeme si spocitat hodnoty rezidui e;, i = 1, ...,n. Bodovy odhad rozptylu o2

je vyraz
§2 — Q(e)
n—(R+1)’
kde Q(e) = Y_r (yi — U:)? je rezidudlni soucet Etverct.

Postupné si ovérime vsechny predpoklady kladené na rezidua: normalitu, konstantni roz-
ptyl (homoskedasticita) a neautokorelovanost.

5.3.1 Normalita rezidui

Normalitu rezidui mtzeme testovat pomoci testtt dobré shody nebo pouze rozborem jejich
histogramu a bodového grafu. Jakakoliv nendhodnost vektoru e ukazuje na nedostatek re-
gresniho modelu (nap¥. Spatny typ regresni funkce, chybné pozorovani, ...). Konkrétné si
ukazeme jeden z testti normality rozdéleni viz [14].

e Modifikovany Kolmogoroviuv-Smirnovuv test normality

V ptipadech malych vybéri, kde parametry normalniho rozdéleni nejsou znamy (nedplné
specifikovany model), pouzivame k porovnéani shody empirického a teoretického rozdéleni
tento test. Stfedni hodnotu a rozptyl odhadneme z vybérovych hodnot a testujeme hypo-
tézu Hy, ze vybér pochazi ze souboru s normalnim rozdélenim. Predpokladany konstantni
rozptyl 02 odhadneme vyrazem s? = nffg?rl) a stiedni hodnotu zndme p = 0.

Méame nahodny vybér rozsahu n, ktery usporadame podle velikosti. Mame tedy novy se-
tiidény soubor ey, €y, ..., e, kde eqy < ey < - ey,

Potom testovaci statistika je tvaru

1—1
n

D = max { ‘F(e(i))
€(1)

kde F'(e) je distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni

€ 1 t—p)?
F(e) :/ e~ dt.

oo OV 2T

Hypotézu Hy zamitame, jestlize D > D,, kde D,, je kriticka hodnota maximéalni odchylky
empirické distribuc¢ni funkce od teoretické. Tyto hodnoty jsou tabelovany diky Lilieforsovi
(viz ptiloha tabulka T1). Tomuto modifikovanému K-S testu se také nékdy fika Lilieforstav
test normality.

¢ Rozbor grafa

Sestrojime bodovy graf [z;,e;] a také histogram rezidui. Na Obrazku 7 mame piiklady

grafii rtiznych rozloZeni bodu [z;, e;].

a) v tomto pfipadé miZeme Fict, Ze zvoleny model dobfe vystihuje zavislosti proménnych,
tedy rusiva slozka systematicky nezkresluje vysvétlovanou proménnou

b) rozptyl bodl se zvysuje s rostoucim X, model nevyhovuje

c) graf ukazuje nevhodnost stavajictho modelu, ale napovida nam, jak by mohla vypadat
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+1

Obréazek 7: Rozbor grafi rezidui [7]

vhodna regresni funkce (napf. pokud je stéavajici model linearni, vhodnéjsi by byl kva-
draticky)

d) tento graf obsahuje dva odlehlé body 1 a 2, tyto body mohou zkreslit vysledky regresni
analyzy, proto se snazime rozhodnout, zda jde o chybna méfeni nebo o diilezité body,
chybna meéreni zanedbame a analyzu provedeme znovu.

PRIKLAD:

Pro nase dvé regresni funkce n; a 7, vypocitame hodnoty rezidui a provedeme jak mo-
difikovany K-S test, tak i rozbor grafii. Za¢neme modifikovanym K-S testem, takze si
napocitame hodnoty distribu¢nich funkei rezidui.

Pro test regresni funkce 7; mame data:

Stfedni hodnota: =0

Smeérodatné odchylka: s; = 31,8443

Hladina vyznamnosti: o = 0,05

Kritickd hodnota max odchylky empirické distribu¢ni funkce od teoretické: D, = 0,1764
Hodnota testovaci statistiky: Dy = max,, {|F(ew) — EL|,|F(ew) — |} = 0,1907

Pro test regresni funkce 7, mame data:

Stredni hodnota: =0

Smeérodatna odchylka: s, = 27,1894

Hladina vyznamnosti: a = 0,05

Kritickd hodnota max odchylky empirické distribuc¢ni funkce od teoretické: D, = 0, 1764
Hodnota testovaci statistiky: Dy = max,,, {|F(ew)) — =], |Flew) — £|} = 0,1059

Jak vidime z hodnot testovacich statistik D; > D, > D,, hypotézu nezamitame, ze
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rezidua ziskana z regresni funkce 7, maji normalni rozdéleni, kdezto rezidua ziskana z m,
normalitu nevykazuji. Proto se nadale budeme zabyvat pouze druhou regresni funkci
y = 86,2888 + 42,5799z + 11,3547x2 — 1, 393923,

Pti rozboru grafti rezidui si vykreslime histogramy obou rezidui a jejich velikosti.
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Obrazek 8: el: velikost rizidui linearni fce, e2: velikost rezidui kubické funkce
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Obrézek 9: el - histogram rizidui linearni fce, e2 - histogram rezidui kubické funkce

7 rozlozeni rezidui nemiizeme nijak rozhodnout, jejich histogram nam ale napovida, ze
rezidua z 1o maji normalnéjsi charakter, coz ndm potvrdil i modifikovany K-S test.

5.3.2 Homoskedasticita a heteroskedasticita

V klasickém linearnim modelu pozadujeme tzv. homoskedasticitu velic¢in ¢;. Homoske-
dasticita znamena, ze hodnoty zavisle proménné Y maji pro vSechny hodnoty nezavisle
proménnych X konstantni rozptyl (variabilitu). Naopak heteroskedasticita vykazuje ne-
konstantni rozptyly. Rozdil mezi homoskedasticitou a heteroskedasticitou je znaroznén
na Obrazku 10.

e Ovéreni

K ovéfeni mizeme pouZzit napt. Bartlettiv test. Data rozdélime do p skupin (podle hodnot
proménnych X) a testujeme rovnost rozptyl ve skupinéch. Jestlize pocet prvki v jednot-
livych skupinach je vétsi nez 6, pak vysledna statistika ma ptiblizné Pearsonovo rozdéleni
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Obréazek 10: Homoskedasticita x heteroskedasticita rozptyla [16]

s p — 1 stupni volnosti.

Testujeme hypotézu homoskedasticity rozptyli H : 0y = ... = 0,. Testovacim kritériem
Bartlettova testu je veli¢ina B, ktera je definovana

1 p

BIE (n —p)Ins? Z —llns :
7j=1

kde p je pocet podvybért a n;, j = 1,..., p je pocet prvki v jednotlivych podvybérech.

Konstanta C je definovana jako C' = 1—|—( L —1.)/3(p—1). Testovanou hypotézu

jlnfl n—p

zamitame pokud plati B > x?__(p — 1), hodnoty kvantilii (viz piiloha tabulka T3).

¢ Reseni
Heteroskedasticitu nejcastéji fesime pouzitim metody vazenych nejmensich ¢tvercti, kdy
se soucet ¢tvercl rezidui nasobi vhodné zvolenymi vahami w;.

n

Qe) =Y wilyi — )

i=1

Casto pouzivame jako vahy hodnoty 1/y; nebo 1/y2.
PRIKLAD:

Testovanim normality jsme vytadili linearni regresni funkci, budeme se tedy jiz zabyvat
jen kubickou funkci, jejiz homoskedasticitu rezidui nyni otestujeme pomoci Bartlettova
testu. Rezidua jsme rozdélili na ¢tyti podvybéry. Podvybéry jsme urcili rozdélenim vSech
rezidui podle poradi, kde kazdy podybér méa 6 clent.

Data pro vypocet vyse uvedené statistiky B (vypoéty provedené pomoci MATLABu):
Pocet podvybéri: p =4
Hladina vyznamnosti: a = 0,05
a-kvantil Pearsonova rozdéleni s (p — 1) stupni volnosti: x3__(3) = 7,815
Velikosti a rozptyly podvybéri:
velikosti: ny = ng =n3 =n4 =6
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rozptyl prvniho podvybéru: s? = 911, 6984

rozptyl druhého podvybéru: s2 = 1182, 2818

rozptyl tfetiho podvybéru: s2 = 883, 9444

rozptyl ¢tvrtého podvybéru: s2 = 422, 6882
Potom statistka B = [(n —p)Ins* =37 (n; —1)Ins3|/C = 0,0753 a tedy B < xi_,(3),
coZ znamena, ze potvrzujeme hypotézu o rovnosti rozptyli (homoskedasticitu). Tento
vysledek potvrzuje i Obrazek 8.

5.3.3 Autokorelace rezidui

Dalsim z pozadavki na chybovou slozku € je, aby to byla nekorelovana ndhodna veli¢ina.
Autokorelact rozumime zavislost hodnot nahodné slozky e, kterd zapficinuje, pri nena-
hodném vektoru X, i zavislost hodnot vysvétlované proménné Y.

Nyni tedy rezidua e; bereme jako konkrétni hodnoty ndhodné slozky. K testovani au-
tokorelace se pouziva Durbin-Watsonova statistika ve tvaru

Z?:z(ei - 61—1)2
Z?:l 612

Hodnoty této statistiky nalezi intervalu (0, 4). Pokud je W rovno ¢islu 2, rezidua nevyka-
zuji zddnou autokorelaci, hodnoty W < 2 znaci pozitivni autokorelaci a hodnoty W > 2
znaci negativni autokorelaci. Zjednodusené mtizeme postupovat takto: lezi-li hodnota tes-
tové statistiky v intervalu (1,4; 2,6), rezidua nevykazuji autokorelaci, W < 1,4 znadi
kladnou autokorelaci, W > 2,6 znaci zapornou autokorelaci. Uvedené pravidlo je tfeba
chapat jen jako orientacni. Tento test je pfesné popsan v [5] str. 208 - 211.

W:

PRIKLAD:

Pro zjisténi neautokorelovanosti rezidui vyuzijeme vyse uvedenou Durbin-Watsonovu sta-
tistiku. Z vypoctu provedenych v programu MATLAB je hodnota testovaci statistiky
W=>" (e, —ei—1)?/ > i, €2 =1,9132. Tedy W € (1,4;2,6) a my zamitdme hypotézu
o autokorelovanosti rezidui.

Timto jsme dokoncili celkovou analyzu rezidui, kterd nam potvrdila predpoklady na rezi-
dua, coz je jejich norméalni rozdéleni s konstantnim rozptylem a jejich neautokorelovanost.

5.4 Testy hypotéz o regresnich koeficientech

Pti splnéni predpokladi o normalité, homoskedasticité a neautokorelovanosti rezidui,
predpokladame vhodnost zvoleného modelu. Pak mutzeme testovat:

Celkovy F-test vSech regresnich koeficientii

Zde se testuje hypotéza o nulovosti vSech regresnich koeficientii proti hypotéze, ze ale-
spon jeden koeficient je nenulovy. Pti potvrzeni hypotézy H : 1 = B = --- = O =0
tedy dostavame, ze regresni model mizeme zredukovat na model konstantni Y = [y + €.
Testovaci kritérium je tvaru

QYy)/ K

F = 00/ K+ Dy
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kde Q(y) = > ,(7; —¥)* a y myslime pramér hodnot y. Absolutni hodnota |F|, ktera je
vétsi nez kvantil Fy_,/, Fisher-Snedecorova rozdéleni s K a (n — (K + 1)) stupni volnosti
dovoluje zamitnout hypotézu H (viz ptiloha tabulka T4).

Zamitnuti této hypotézy neznamenad, ze vSechny proménné jsou ,,uzitecné®, ale pouze uka-
zuje, ze aspon jedna proménna ma zasadni vliv. Jestlize hypotézu H potvrdime, zkusime
zanalyzovat konstantni regresni funkci Y = (5 + € nebo hledame novou regresni funkci.

Testy hypotéz o jednotlivych regresnich koeficientech

Jak uz bylo feceno, dobra regresni funkce dostatecné vysvétluje zavislost Y na X, ale za-
roven pozadujeme, aby méla co nejméné regresnich koeficientii. Proto testujeme hypotézu
o nulovosti koeficienti (3;, i = 0, ..., K, které by mohly byt z modelu vylouceny pro sviij
maly vliv na Y.

Pro testovani téchto hypotéz se pouzivaji individualni t-testy, kdy testujeme hypotézu
H; : 3; = 0 proti hypotéze H, : 3; # 0. Testové kritérium je tvaru:

kde s(b;) = s,/a;; a a;; je j-ty diagonalni prvek matice A = (X" X)~'. Absolutni hodnota
|t;], ktera je vétsi nez kvantil Studentova rozdéleni t;_,/2 s (n — (K + 1)) stupni volnosti
(viz ptiloha tabulka T2), dovoluje zamitnout hypotézu H; : 3; = 0.

Pti zjisténi nevyznamnosti nékterého z koeficientii regresni funkce ho vypustime a analyzu
provedeme znovu.

PRIKLAD:

Nejprve udélame celkovy F-test. Pro testovaci krytérium potiebujeme znat tyto hodnoty:
prumer y: y = 284, 7542

soucet ¢tvercu vyrovnanych hodnot y: Q(y) = 409480

n=24a K =3

hladina vyznamnosti o = 0,05

kritickd hodnota Fi_,/(3,20) = 3,859

Hodnota testovaci statistiky F' = 160, 5507 > 3,859, coz znamena, ze zamitame hypotézu
o nulovosti vSech regresnich koeficienti.

Nyni provedeme jednotlivé t-testy.
hodnota s(by) = 582,7025,  hodnota s(b;) = 1004, 9,
hodnota s(by) = 105,6245,  hodnota s(bs) = 0, 8788,
hladina vyznamnosti o = 0,05
kritickd hodnota ¢;_,/2(20) = 2,086
Testovaci statistiky nabyvaji hodnot:
to = 3,5746 > 2,086 potvrzuje vyznamnost absolutniho koeficientu by
t; = 1,3432 < 2,086 ukazuje na malou vyznamnost koeficientu b,
ty = 1,1048 < 2,086 ukazuje na malou vyznamnost koeficientu bs
t3 = 1,4869 < 2,086 ukazuje na malou vyznamnost koeficientu bs
Nejprve tedy vylouc¢ime koeficient, pro jehoz hodnotu vykazuje tato statistika nejmensi
hodnotu. Znovu testujeme model s kubickou regresni funkci, ve které ale chybi kvadra-
ticky ¢len. Nova regresni funkce je tvaru y = By + S12 + Ba23.

Cely postup jsme zopakovali pro novou regresni funkci, vSechny testy nam opét vysli,
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tedy jsme potvrdili vSechny pozadavky na rezidua a celkovy F test nam znovu potvrdil
nenulovost vSech koeficientti. Znovu uvedeme pouze hodnoty jednotlivych t-test pro no-
vou funkci

to = 4,5731 > 2,080 potvrzuje vyznamnost absolutniho koeficientu by

t; = 10,8876 > 2,080 potvrzuje vyznamnost linearniho koeficientu b,

ty = 2,4797 > 2,080 potvrzuje vyznamnost kubického koeficientu by
Nyni uz jsme potvrdily vyznamnost vSech koeficientd a jelikoz jsme potvrdili i zbyvajici
predpoklady, budeme dale pracovat s novou funkci

y = 64,6049 + 76, 73522 — 0, 37132°

5.5 Index determinace

Vhodnost modelu ovéfujeme nejen analyzou rezidui a testy, ale i kritériem: indexem de-
terminace. Je ziejmé, ze ¢im je model lepsi, tim mensich hodnot bude nabyvat soucet
rezidualnich ¢tvercth modelu. Naopak Spatny model znamené velkou hodnotu rezidual-
niho souctu étverct. Index determinace I?, ktery nabyva hodnot (0,1) vyjadiuje pomér
souctu ¢tvercti vyhlazenych hodnot a skuteéné namérenych.

2 Q@) _, QW

Qy) Qy)

Cislo 100 I? [%] vyjadiuje variabilitu y; vysvétlenou danou regresni funkci. Cim vice se
koeficient determinace blizi jedné, tim vice naznacuje vhodnost zvoleného tvaru regresni
funkce. Druha odmocnina koeficientu determinace se nazyva index korelace I.

PRIKLAD:

Jako posledni si u tohoto pifkladu ovéfime velikost indexu determinace I2.
Q(e) = 18041 a Q(y) = 426480
Potom I? = 1 — Q(e)/Q(y) = 0,9577. Tato vysok4 hodnota indexu determinace, spolu

s analyzou rezidui a dalsimi testy, nam ukazuje vhodnost nami zvoleného regresniho mo-
delu

y = 64,6049 + 76, 73522 — 0, 3713z°.
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6 Vicerozmeérna regrese

Vicerozmérna regrese znamena, ze mame vice nez jednu proménnou X, oznacime je
X1, ..., Xg. Narozdil od jednorozmérné regrese po nich musime pozadovat jisté vlastnosti,
které nam zaruci kvalitu vypocitanych testi a odhadt. Prvni otazka, kterou si polozime,
je: Které proménné X; pouzijeme?

6.1 Vybér proménnych

V regresnich tlohédch méme casto vice vysvétlujicich proménnych, které mohou mit vliv
na chovani Y. Pii pouziti vSech by byl model prili§ slozity, proto je nasim cilem nalézt
jejich nejvhodnéjsi podmnozinu tak, aby dostatecné presné vysvétlovala hodnoty Y. Pri
jejich vybéru se ohlizime, bud na znadmé souvislosti dané problematiky nebo na vyhradné
statistické ukazatele.

Algoritmus postupné regrese vybirda podmnozinu vysvétlujicich proménnych nasleduji-
cim postupem viz [7]:

Jako prvni proménnou vybereme takové X;, které ma nejvétsi hodnotu korela¢niho koefi-
cientu s Y. Poté piibereme takovou proménnou X, kterd ma nejvétsi parcialni korelacni
koeficient s Y.

Do modelu pridame jen takové proménné, které dostatecné zlepsi kvalitu modelu, tedy jeji
prispévek neklesne pod urcitou troven. Pfibirani proménnych ukonc¢ime, jakmile zadna
dalsi proménna vyznamneé nezlepsuje kvalitu modelu. Bohuzel tento postup nenajde vhod-

vvvvvv

Nyni mame vybrané vhodné proménné X;. Dalsim krokem je vybér regresni funkce.
PRIKLAD:
Pro nazorny ptiklad jsme si vybrali hledani zavislosti i¢innosti kotle na mnozstvi dav-

kovaného uhli a biomasy, jejich vyhievnosti a na primérném meésicnim zatizeni kotle.
Z provozu jsme ziskali mésicni data z let 2007 a 2008, namétfena data jsou v Tabulce 2.

Oznaceni:
Xj ... Vyhtevnost biomasy [GJ/t] (v modelu teplarny oznaceno o),
X3 ... Vyhfevnost uhli [GJ/t] (v modelu teplarny oznaceno «,),
X3 ... Mnozstvi uhli [t] (v modelu teplarny oznaceno x;,),
X4 ... Mnozstvi biomasy [t] (v modelu teplarny oznaceno x;, ),
X5 ... Primérné mésicni zatizeni kotle [MW]

Y ... Uéinnost kotle [%] (v modelu teplarny oznaceno 7).

Tabulka 2: Nameérené data ovliviiujici uc¢innost kotle 3 v roce 2007 a 2008

1 X1 X5 X3 Xy X5 Y

1] 9,060422 | 13,452985 | 21702,85742 | 4270,198675 | 394,451569 | 87,44
2 8,6 13,755375 | 15673,36428 4580 388,943493 | 89,08
3| 9,100451 | 13,840148 | 17206,50045 | 6431,318681 | 384,986587 | 87,08
4 110,399962 | 14,147268 | 16759,87146 | 5232,980769 | 358,321023 | 86,53
5 | 12,370974 | 14,458045 | 13224,27742 | 2245,27314 | 372,636735 | 83,39
6 | 13,685714 | 13,880605 | 547,151951 | 224,158572 | 187,972973 | 65,21
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12,099978

13,779256

14740,87557

4620,991736

316,043213

88,34

12,3

13,732418

14664,77365

4849,837398

309,584677

88,24

11,799934

13,939862

15983,50863

5456,864407

353,275

88,57

10,880688

13,552331

18222,20841

6302,813973

383,438430

89,81

10,513602

13,515013

19403,79516

6384,863207

421,678886

87,31

9,743335

12,790582

22494,31162

6013,097651

427 540541

90,88

9,684819

13,091558

18800,13007

6709,469881

395,566588

91,039198

10,781761

13,335799

15295,29595

6269,847836

399,200588

88,031734

11,039162

13,134938

17256,49621

6771,709449

397,390175

90,574536

12,081116

13,653787

2588,585824

638,020541

366,407169

91,065612

11,560327

15,017486

12185,12895

6043,686935

317,648515

86,931654

12,534909

14,878898

10210,70276

5291,701686

313,384143

92,038778

13,208125

13,607032

16809,61784

7215,1046

375,469260

86,211683

14,227420

13,968958

16666,02481

6898,088347

383,928497

84,338076

13,404025

14,683747

14591,59588

6806,067634

399,437450

86,951338

13,260079

13,120611

17703,82476

7414,812562

399,290442

88,769857

12,193873

13,381786

18030,80407

6990,940646

393,332725

86,729763

24

11,327779

13,695030

18311,59156

8287,166922

396,764721

85,649320

Nejprve si vybereme dulezité proménné, ze kterych budeme pozdéji sestavovat regresni
funkci, pomoci korela¢nich koeficientid. V nasem piipadé vynechavame proménou Xj,

jelikoz méla nevyznamny vliv na Y.

6.2 Tvar regresni funkce

Hledani vhodné funkce je velmi naroc¢né, stejné jako u jednorozmeérné regrese. Navic vi-
cerozmérnd regrese ma tu nevyhodu, ze si data nemtizeme vykreslit ve 2D grafu a podle

vizualniho posouzeni odhadnout regresni funkei.

U vicerozmérné regrese se pii vyss$im poctu vysvéetlujicich proménnych nejcastéji pouziva

zcela linearni model tvaru Y = g + 51 X1 + - - + B Xk

PRIKLAD:

Po zkouseni rtznych typi regresnich funkci, od zcela linearni pres kvadratické, exponen-
cialni a jejich rtizné kombinace, jsme po konzultacich s odborniky a po testech vhodnosti

funkce, dospéli k nasledujicimu tvaru

Zavedeme si nové pomocné proménné 7, = X2, Zy = X3, 73 = X1Xy, Z4 = XoX3 a

Y = By + Bi1X7 4 52 X5 + B X1 Xy + B X0 X

feSime novou zcela linearni regresni funkci

Y = B0+ 5121 + BaZs + B3 Zs + Pall.

6.3 Vlastnosti dat

Jak uz jsme vyse uvedli, u vicerozmérné regrese mame jisté pozadavky na vlastnosti dat.

Ukazeme si, jak tyto pozadavky ovérit, pripadné vytesit jejich nesplnéni.
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6.3.1 Nezavislost proménnych

Vysvétlujici proménné X7, ..., X jsou nendhodné a neexistuje mezi nimi funkéni linedrni
zavislost. Tzn. matice X ma kromé prvniho jednotkového sloupce K linearné nezavislych
sloupctt s danymi hodnotami proménnych, a Ze pocet pozorovani n je vétsi nez K + 1
neznamych regresnich koeficient.
Ovéfime platnosti:

e h(X)=K+1<n,

o det(XTX) # 0 a matice (X" X)~! existuje,
kde h(X) znac¢i hodnost matice X, det(X) oznacuje determinant X a X! inverzni matici.

PRIKLAD:

Nejprve si ovéfime nezavislost proménnych Z;,i = 1,...,4. Matice Z je tvofena prvnim
sloupcem jednicek a dalsi sloupce tvofi proménné Z;.

e h(Z)=5<23 V

o det(Z77Z) = 5,44129510% # 0 a matice (Z' Z)~! existuje v/
Tedy proménné Z; jsou nezavislé.

6.3.2 Multikolinearita

Dalsim pozadavkem na data, ktery musime ovérit je multikolinearita. Vektory matice X
musi byt skuteéné navzajem nezavislé (jejich parové korelacéni koeficienty musi byt nu-
lové nebo statisticky nevyznamné). Pokud tomu tak neni, dochazi k tzv. multikolinearité,
ktera zptiisobuje pocetni i statistické problémy.

Perfektni multikolinearita znamenad, 7Ze jeden ze sloupcii matice X je linearni kombinaci
zbyvajicich. Pojmem multikolinearita ale rozumime i pripady, kdy nékteré sloupce matice
X sviraji témeér nulovy thel a jsou tedy skoro linearné zavislé (ZZK1 c;X; =0, kde 9 je
skoro nulovy vektor a vektor ¢ je nenulovy vektor) viz [15].

Multikolinearitu muzZe zpusobit preurcenost regresniho modelu (,zbyteéné“ mnoho ne-
zavisle proménnych) nebo skutecné existujici zavislost mezi ,pivodné predpokladanymi
nezavislymi“ proménnymi.

e Ovéieni multikolinearity v datech
Multikolinearita zptisobuje §patnou podminénost matice X?X, coz znamena, Ze:
1) det(XTX) je blizky 0.
2) Alespon jedno vlastni ¢islo (zna¢ime A) této matice je blizké 0.
Multikolinearitu miizeme rozpoznat i z korela¢ni matice R, prvky této matice vypocitame

C(Xi7Xj)
D(X;)D(X;)’

Tij = Z,]IL,K
3) det(R) je blizky 0.

)
4) Alespon jedno vlastni ¢islo této matice je blizké 0.
5) Nékteré hodnoty r;; jsou vysoké (blizké £1).

)

6) Index podminénosti x matice R je vysoky (k = %, kde \,,q; je maximalni a
Amin je minimalni vlastni ¢islo matice R). Je-li x > 1000, jde o silnou multikoli-

nearitu.
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Dalsim kritériem rozpoznani je tzv. VIF-faktor (variance inflation factor). VIF,; = r};, kde
7;; je j-ty diagonalni prvek matice R™!. Pokud je VIF; > 10, jde o silnou multikolinearitu.

e Dusledky multikolinearity
1) Nestabilita odhadt 3 zpisobené velkou citlivosti na malé zmény v datech.
2) Vysoky koeficient determinace, i kdyz mame nespravny regresni model.
3) F-test je vyznamny, kdezto t-testy ukazuji na nevyznamnost regresnich koeficienti.
4) Nelze oddélené sledovat vliv jednotlivych vysvétlujicich proménnych na Y.

e Reseni

K odstranéni nebo zmenseni vlivu multikolinearity mutize vést: snizeni poctu nezavisle pro-
ménnych (vypoustime takové, kterym odpovidaji nizka vlastni ¢isla nebo vysoké hodnoty
VIF-faktoru), pouziti jiného modelu nebo pouZiti jiné metody vypoctu (obvykle metoda
hfebenové regrese nebo metoda hlavnich komponent).

PRIKLAD:

Data jsou nezavisla a nyni ovéfime jestli nejsou multikolinearni
1) det(ZTZ) = 5,44129510%° neni blizky 0 v
2) nejmensi vlastni &slo matice Z7Z : Az zmin = 0, 083830 v
(vysok4 multikolinearita se bere az od 1073)
3) det(R) = 0,249270 neni blizky 0 v
4) nejmensi vlastni ¢islo matice R : Agnin = 0,155923 v (jako 2)
5) nejvyssi hodnota prvku matice R : 7 a0, = 0, 472824 v
6) index podminénosti matice R : kg = 0,301005 je maly v
7) nejvétsi VIF faktor VIF} .. = 2,822855 < 10 v
Miizeme tedy Tici, ze tato data nejsou multikolinearni a pokracovat v dalsi analyze, nyni
si vypocitame vyrovnané hodnoty a provedeme analyzu rezidui.

6.4 Analyza rezidui, testy koeficientti, index determinace

Po odhadnuti regresni funkce a tedy ziskani vyrovnanych hodnot postupujeme v analyze
rezidui a dalsich testech, které ovéruji spravnost modelu, stejné jako v jednorozmeérné
regresi:

Analyza rezidui

e test normality rezidui: modifikovany Kolmogortv-Smirnoviv test
e test homoskedasticity rezidui: Barttletav test
e test neautokorelovanosti rezidui: Durbin-Watsontv test

Testy regresnich koeficientti a vhodnosti funkce

e test nenulovosti vSech regresnich koeficientii: celkovy F-test
e test nenulovosti jednotlivych regresnich koeficienti: t-test
e urceni miry vysvétlené variability: index determinace

Podle vysledktl téchto testti rozhodneme o vhodnosti zvolené regresni funkce, jestlize
testy prokazou nevhodnost, hleddme novou vhodnéjsi regresni funkeci.
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PRIKLAD:

Nejprve jsme odstranili chybné méfeni (fadek 6), které by ndm ovlivnilo analyzu (prin-
cip zjisténi chybnych méfenich je podrobné uvedeno v [10]). Nyni vypocitdme pomoci
normalnich rovnic odhady hodnot regresnich koeficientii

b= (Z"2)"'Z"Y.
Odhady koeficient v regresni funkeci
Y =109, 302506 — 43445, 1768487, — 54751,43792775 + 0,0426727Z5 — 0,035956 7.

Nyni ziskdme vyrovnané hodnoty a tedy i velikosti rezidui. Pokrac¢ujeme analyzou rezidui.

Test normality:

Vypod¢itdme hodnoty rezidui (jejich histogram je na Obrazku 11) a provedeme modifiko-
vany K-S test. Potfebna data k provedeni testu:

Stiredni hodnota: ;=0

Smérodatna odchylka: s = 1,6453

Hladina vyznamnosti: a = 0,05

Kritickd hodnota max odchylky empirické distribu¢ni funkce od teoretické: D, = 0,1798
Hodnota testovaci statistiky: D = max, {|F(ew) — 2|, |Flew) — 1|} = 0,1465

Jak vidime z hodnot testovacich statistik D, > D mizeme tedy potvrdit hypotézu, ze
rezidua ziskané z regresni funkce maji normalni rozdéleni. v

0181
0161
0.14F

012F

Density
o

003k

0.05

0.04

[iliv}
| I I I

Obréazek 11: Histogram rezidui

Test homoskedasticity:
Data jsme si rozdélili do ¢tyt skupin a provedeme Barttletiv test. Potiebna data k pro-
vedeni testu:
Pocet podvybéri: p =4
Hladina vyznamnosti: o = 0,05
a-kvantil Pearsonova rozdéleni s (p — 1) stupni volnosti: x2__(3) = 7,815
Velikosti a rozptyly podvybéri:
velikosti: ny = ny =ng =6,n4 =5
rozptyl prvniho podvybéru: s? = 2, 1420
rozptyl druhého podvybéru: s2 = 2,5610
rozptyl tfetiho podvybéru: s2 = 4, 6553
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rozptyl étvrtého podvybéru: s = 3,1911
Potom statistka B = [(n—p)Ins® — 37 (n; —1)Ins3]/C = 1,7382 a tedy B < x7_,(3),
coZ znamend, Ze potvrzujeme hypotézu o rovnosti rozptylt (homoskedasticitu). v

Obrazek 12: Velikost rezidui doplnéné o o, 20 a 30 pasy

Test neautokorelovanosti:

Pro zjisténi neautokorelovanosti rezidui vyuzijeme Durbin-Watsonoviv test. Hodnota tes-
tovaci statistiky W = Y0 (e — €;-1)%/ > 1, €2 = 1,8730. Tedy W € (1,4;2,6) a my
zamitame hypotézu o autokorelovanosti rezidui. v

Timto jsme dokoncili celkovou analyzu rezidui, ktera nam potvrdila predpoklady na rezi-
dua, coz je jejich norméalni rozdéleni s konstantnim rozptylem a jejich neautokorelovanost.
Nyni provedeme testy regresnich koeficientii.

Celkovy F-test

Nejprve si udélame celkovy F-test. Pro testovaci kritérium potfebujeme znat tyto hod-
noty:

pramér Y: Y = 88,0827 N N

soucet ¢tvercti vyrovnanych hodnot Y: Q(Y') = 107, 1504

n=23a K =4

hladina vyznamnosti a = 0,05

kritickd hodnota F_,/2(4,18) = 3,608

Hodnota testovaci statistiky F' = 8,0962 > 3,608, coz znamena, ze zamitame hypotézu
o nulovosti vSech regresnich koeficienti. v

Jednotlivé t-testy

Data potfebna k provedeni jednotlivych t-testt.

hodnota s(by) = 6, 2824, hodnota s(by) = 0,0183

hodnota s(by) = 0,0274, hodnota s(b3) = 2,8474-10°

hodnota s(by) = 1,2184-107°

hladina vyznamnosti o = 0,05

kritickd hodnota #;_,/2(18) = 2,101

Testovaci statistiky nabyvaji hodnot:
to = 17,3983 > 2,101 potvrzuje vyznamnost absolutniho koeficientu b v
t; = 2,3687 > 2,101 potvrzuje vyznamnost koeficientu b, v
to = 2,0005 < 2,101 ukazuje na malou vyznamnost koeficientu b
t3 = 1,4986 < 2,101 ukazuje na malou vyznamnost koeficientu bs
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ty = 2,9509 > 2,101 potvrzuje vyznamnost koeficientu by v
Nejprve tedy vylouc¢ime koeficient, pro jehoz hodnotu vykazuje tato statistika nejmensi
hodnotu. Znovu testujeme model s regresni funkci v niz chybi proménna Z3. Nova regresni
funkce ale vykazuje podstatné horsi vysledky a proto se vratime k predchozimu modelu,
i kdyz nam t-testy ukazali nékteré koeficienty jako malo vyznamné.

Index determinace

Jako posledni si u tohoto piikladu ovéfime velikost indexu determinace I2. Data potiebna
k jeho vypoctu:

Q(e) = 59,5558 a Q(y) = 107, 1504

Potom I? =1 — Q(e)/Q(y) = 0,4442. Tato neprili§ vysoka hodnota indexu determinace
nam tika, ze model neni pfilis vhodny. Kviili malému poc¢tu neopakovanych pozorovani
a vysokému poctu vysvétlujicich proménnych se i tento vysledek da povazovat za dosta-
¢ujici a po konzultaci s odborniky prohlasujeme nasledujici regresni funkci za vhodnou.
Na nésledujicim Obréazku 13 jsou znazornény nameétfené a vyrovnané hodnoty tc¢innosti.
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Obrazek 13: Vyrovnané x nameétfené hodnoty tc¢innosti kotle 3

Y =109, 302506 — 43445, 17684871 — 54751,43792775 + 0,04267273 — 0,035956 7,
Po zpétném dosazeni ptivodnich proménnych X; dostavame zavéreény tvar regresni funkce

Y = 109, 302506 — 43445, 176848 X7 — 54751, 437927 X3 +0,042672.X; X, — 0, 035956 X5 X 5.
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7 Neurcitosti v modelu

Jak jsme jiz uvedli vyse, cilem této diplomové prace je pravé co nejpresnéjsi popsani
neurcitosti v modelu. K tomuto jsme si zavedli potiebnou teorii a nyni popiseme postup

vvvvvv

7.1 Ucéinnost kotl

Z ekonomické stranky je ic¢innost kotlt dilezitym faktorem, urcuje totiz, jaké mnozstvi pa-
liva se musi spalit, abychom uspokojili poptavku po teple, ¢ili ovliviiuje provozni naklady.
Z tohoto divodu budeme vénovat faktortim ovlivnujicich i¢innost zvySenou pozornost.

K analyze Gcinnosti jsme ziskali podklady z provozu dané teplarny. Jako mozné faktory,
které vyrazné ovliviiuji t¢innost, odbornici uvazuji mnozstvi davkovanych paliv (biomasa,
uhli), jejich vyhfevnosti a faktor primérného mési¢niho zatizeni kotle. Pozornost vénu-
jeme kotliim 2 a 3, protoze kotel 1 neni po vétsSinu roku vyuzivan a k analyze neni dostatek
dat. Po dohodé s odborniky nastavime té¢innost kotle 1 na konstantni hodnotu 68%. Ana-
lyza kotle 3 je podrobné popsana v kapitole 6, kotel 2 je poc¢itan analogicky.

Regresni analyza ukazala, zZe t¢innost kotlti neni prili§ zavisla na jeho primérném meé-
si¢nim zatizeni, naopak vyhrevnosti paliv a souciny mnozstvi s vyhfevnostmi se ukazuji
jako dulezité. Funkce, ktera nam popisuje zavislost pti vyuziti predchozich faktori, vysla
nésledovné (kapitola 6):

kotel 2:
1o = 105, 238638 — 22618, 4570240423 — 80730, 267772042(] +0,043253apxg —0, 008139y,
kotel 3:
ns = 109, 302506 — 43445, 1768480423 — 54751, 437927042(] +0,042672apxg — 0, 0359560 2.

Ale vzhledem k mnozstvi naméfenych hodnot a ke sloZitosti tlohy nemusi tyto funkce,
které jsme ziskali regresni analyzou, byt realné. Proto se vzniklou chybu snazime elimi-
novat vygenerovanim dalsich funkei ¢innosti a tim i verifikovat ziskané x,,.

Pfi generovani novych Géinnosti aplikujeme WS piistup (kapitola 4.2). V regresni analyze
predpokladame, ze dana funkce obsahuje chybovou slozku e, kterd ma normélni rozde-
leni s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem o? = 3,3086, coZ jsme ovérili
(v kapitole 6.4). Nové funkce acinnosti jsme tedy ziskali novou regresni analjzou, kde
jsme zachovali hodnoty nezavislych proménnych a hodnoty zavisle proménné (¢innosti)
jsme nahradili novymi hodnotami. Ty jsme ziskali vygenerovanim nahodného vybéru se
stejnym rozdélenim jako mé chybova slozka a pricetli jsme je k vyrovnanym hodnotam
ucinnosti.

Nové rovnice ucinnosti pro kotel 2:

no, = 106,07479 — 13549,28114a% — 85719, 5781607 + 0,01511agzp — 0,01054ayy,
ne, = 107,13806 — 16340,425350% — 92766, 5879302 + 0,02997azzp — 0,009260 27,
na, = 116,55567 — 29270, 41074a% — 121454, 31037a? + 0,10239apz s — 0,01463ay 2y,
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na, = 94,01270 — 29217, 188550% — 27037, 28284 + 0,08445a x5 — 0, 00385017y,
Mo, = 99,85468 — 16731, 25292a% — 61481, 4836507 + 0, 02558z — 0, 005550y,
Nas = 98,63801 — 25870,60399a% — 54182, 41973a% + 0, 034595z s — 0,00376ay 2y,
no, = 104,58875 — 24731,56167a% — 66833, 652100 + 0,03334aprp — 0,01141layxy,
e = 107,22921 — 25316, 93052a% — 88391, 58787a + 0,02316apxs — 0,00752apzy,
e = 99,41252 — 25130, 37670a% — 61500, 68391 + 0,08044a gz — 0,00317ay 2y,
Moy, = 113,19845 — 20058, 2388803 — 107821, 854377, + 0,01885a x5 — 0,01416ayzy.

Nové rovnice Gc¢innosti pro kotel 3:

ms, = 101,74696 — 75916, 7127203 — 6923, 4642302, + 0, 07598525 — 0, 0313502y,

ms, = 11156863 — 43820, 12751a% — 60267, 1402202, + 0, 044690525 — 0, 0453602y,
M, = 108,97474 — 54599, 9535902 — 33798, 7408002 + 0, 05667apz s — 0,05097ay 2y,
ns, = 111,88236 — 35965,049950% — 62538, 3222902, + 0,05187a sy — 0, 04983y 2y,
s 107, 43410 — 33186, 57888a% — 47575,83751a2 + 0,01889a 5z — 0, 03443ay 2y,
e 117,10730 — 47798, 5523702 — 71551, 5581702 + 0,06166a 525 — 0, 061080y 2y,
. 121,70584 — 73041, 5120702, — 102905, 5103302 + 0,11129a 5z 5 — 0, 0528802y,
Tse 107, 83244 — 43530, 6246503 — 48429, 4591702, + 0,06152a 525 — 0, 03800ay 2y,
T 117, 46481 — 48743, 4370002 — 80540, 1285802, + 0,07373a sz — 0, 053630y 7y,
Mae = 111,65517 — 40502,03347a2 — 69914, 2767302 + 0, 056820525 — 0, 038430y 2.

Vygenerovali jsme si nové vyse uvedené funkce Gcinnosti. Pro ptivodni funkeci Gc¢innosti
7 vypocitanou regresni analyzou jsme v programu GAMS spocitali optimaliza¢ni tlohu,
kde jsme ziskali hodnotu ucelové funkce a predevsim hodnotu vektoru urcujictho mnoz-
stvi ddvkovaného paliva X, pro ktery ziskdme maximalni hodnotu tcelové funkce. Toto
Xopt jsme si zafixovali a vypocitali nové hodnoty tcelové funkce tak, ze jsme do optimali-
zacni ulohy dosadili vygenerované funkce tc¢innosti. Hodnoty tcelové funkce jsou uvedeny
v Tabulce 3.

Tabulka 3: Hodnoty tcéelovych funkci pro jednotlivé funkce t¢innosti kotlt

funkce uc¢innosti | hodnota tcelové funkce | pomér tcelové funkce
pivodni 787922247,16 1
1 75569421215 0,959097
2 780779007,03 0,990934
3 783963961,48 0,994976
4 784074288,42 0,995116
5 757430335,96 0,961301
6 776670758,32 0,985720
7 78055284423 0,990647
8 762987955,35 0,968354
9 783765481,17 0,994724
10 785403022,01 0,996803

Ve tretim sloupci je uveden pomér hodnot tcelovych funkci, ve kterych jsou zapracovany
nové vygenerované funkce ¢innosti a hodnoty tcelové funkce s pouzitim ptvodni funkce
ucinnosti. Jak vidime vSechny tyto hodnoty pfesahuji 95%, mtzeme tedy povazovat pi-
vodni funkci za dostateéné presnou. Puvodni funkci ii¢innosti jsme verifikovali a dale tedy
zahrneme do modelu pouze tuto funkci i¢innosti a fesime dalsi neurcitosti modelu.

42



7.2 Velikost poptavky po teple

Provoz teplarny se odviji zejména od poptavky po teple. Pokud chce mit management
teplarny predstavu o provozu na rok dopfedu (napt. z diivodu planovani odbéru paliva)
je tfeba spravné odhadnout vysi poptavky. Velikost poptavky je udana v mésicich. Tyto
hodnoty nejsou dlouhodobé znamy, ale vzdy mame znamou hodnotu poptavky pro ak-
tualni meésic, na kterou miizeme reagovat a podle velikosti poptavky davkovat prislusné
mnozstvi paliva.

Pro modelovani této neurcitosti £p vyuzivame stochastického programovani. Jelikoz zname
aktualni velikost, na kterou reagujeme, je nejvhodnéjsi WS pristup.

Pro generovani scénait velikosti poptavky predpokladame znalost pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodné veli¢iny, tedy nami modelované neurcitosti. V nasem pripadé predpo-
kladame v jednotlivych mésicich rovnomérné rozdéleni, tedy 5; ~U(ap,b,), p=1,..,12a
1 =1,...,100. Rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti pfifazuje vSem hodnotam nadhodné
veli¢iny stejnou pravdépodobnost. Parametry a,, b, pro jednotlivé mésice tohoto rozdéleni
odhadneme pomoci historickych dat. K dispozici mame data z let 2007 a 2008 (Tabulka
4, Obréazek 14). Hodnoty poptavek ve stejnych mésicich zprimérujeme a tuto hodnotu
vezmeme jako stfedni hodnotu E¢, = @ Poté vezmeme maximalni rozdil mezi poptav-
kami v jednotlivych mésicich a o néco vétsi hodnotu vezmeme jako délku vsech intervalii

(ap, b,), na kterych generujeme odhady novych mési¢nich hodnot poptavky.

Tabulka 4: Historické hodnoty poptavky po teple

1 2 3 4 5 6
2007 | 444,288 | 386,064 | 374,971 | 227,855 | 169,590 | 125,027
2008 | 465,711 | 405,528 | 412,804 | 298,478 | 186,822 | 116,919
7 8 9 10 11 12
2007 | 119,397 | 109,457 | 195,056 | 308,948 | 442,737 | 482,936
2008 | 113,923 | 109,778 | 199,763 | 299,236 | 371,711 | 467,121
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Obrazek 14: Graf vyvoje poptavky v roce 2007 a 2008

Maximalni rozdil mezi poptavkami je v mésici listopadu 71,026, jako délku vSech intervalt
(ap, by) jsme vzali hodnotu 80. Vygenerovali jsme si matici {p typu n x ¢, kde ¢ = 100 a
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n = 12, jejiz prvky jsou nahodné veli¢iny s rovhomérnym pravdépodobnostnim rozdéle-
nim & ~ Ul(ap,b,), p=1,...,12ai = 1,...,100. Mame tedy 100 hodnot ro¢nich poptévek.
Jejich realizaci povazujeme za scénaie vyvoje poptavky 5, které implementujeme do sto-
chastického optimaliza¢niho modelu (kapitola 8).

-——— 3473 VARIABLE Z.L hodnota ucelove funkce

1 827713837, 2 825278011, 3 818931335, 4 809153028,
819490049, 6 810210738, 7 825124455, 8 819180608,

9 818117255, 10 820501476, 11 812254467, 12 814742111,
13 798694326, 14 829905748, 15 827450239, 16 825565636,
17 839932905, 18 819678607, 19 816671317, 20 813218914,
21 835611172, 22 816857121, 23 819229248, 24 806900699,
25 818930788, 26 820344606, 27 821845805, 28 816573293,
29 836734454, 30 827747414, 31 830886137, 32 820090984,
33 831133237, 34 812429276, 35 814607931, 36 830064630,
37 833532503, 38 822606121, 39 829491839, 40 799357457,
41 831968519, 42 839639161, 43 818920361, 44 817637626,
45 824556594, 46 821848478, 47 812304760, 48 816915763,
49 828695942, 50 828905094, 51 822275398, 52 824636989,
53 831729389, 54 826205138, 55 828507274, 56 830584362,
57 824838314, 58 841481760, 59 837478343, 60 828021578,
61 826098899, 62 826372571, 63 829672568, 64 837365514,
65 829324259, 66 821156370, 67 822591623, 68 823472281,
69 838539468, 70 828442369, 71 825406761, 72 832835691,
73 814181024, 74 825316469, 75 833312134, 76 824753223,
77 822679035, 78 828743601, 79 829737572, 80 830111821,
81 836168097, 82 822755169, 83 814117924, 84 818853769,
85 831320450, 86 829090376, 87 823428180, 88 820386816,
89 816686015, 90 840205237, 91 814080570, 92 822142662,
93 826805965, 94 805040381, 95 820582006, 96 830884220,
97 826446564, 98 833245920, 99 829341533, 100 828560216.

Toto jsou hodnoty ucelové funkce pro 100 vygenerovanych poptavek, vypocitanych pomoci
optimalizac¢niho vypoctového softwaru GAMS.
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7.3 Vyvoj cen dotaci na vyrobu elektfiny z biomasy

Jak jsme jiz uvedli v kapitole 2, nas stat se zavézal splnit do roku 2020 indikativni cil
(procentudlni podil OZE na hrubé doméci spotfebé elekttiny) ve vysi 13%. Aby byl tento
cil splnén, je zde snaha o podporu OZE, napf. pro nas zajimavé vyuzivani biomasy pri
vyrobé energii. Vyse dotace ziskdvané od statu za vyrobu elektiiny z biomasy (tzv. zelené
bonusy) je pfi tom jeden z rozhodujicich parametri, bez finanéni podpory OZE by se
vyuziti biomasy za soucasnych podminek pftili§ ekonomicky nevyplatilo.

Nyni je vyse dotace 750 K¢ za MWh elektrické energie vyrobené z biomasy. Provedli
jsme analyzu citlivosti zisku (velikosti i¢elové funkce) na vysi zelenych bonust od statu.
Nasi optimalizacni tilohu jsme fesili pro rtizné hodnoty zelenych bonusi. Vysi bonusti jsme
uvazovali v rozmezi 0-1000 K¢, kde jsme zvysovali hodnotu po 10 K¢. Na Obrazku 15 vi-
dime zavislost velikosti zisku na hodnoté zelenych bonusi za vyrobu elektfiny z biomasy.
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Obrazek 15: Zavislost velikosti zisku na vysi zeleného bonusu

Nésledujici Obrazek 16 ukazuje velikost rozdilu zisku (skoku) p#i zvySeni dotace o 10 K¢.
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Obréazek 16: Zavislost rozdilu zisku na vysi zeleného bonusu

Z téchto zavért odvodime scénare £p pro modelovani nejisté vyse dotace od statu. V iivahu
bereme pouze ,zajimavé“ hodnoty a ty povazujeme za scénare vyse dotaci £7,. Na Obrazku
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16 jsou scénatrové hodnoty vyznaceny cervenou teckou. V Tabulce 5 uvadime hodnoty do-

taci jednotlivych scénari a pro né hodnoty ucelové funkce.

Tabulka 5: Jednotlivé scénafe vyse zelenych bonusi

scénaf & & & & & &
dotace | 100 130 300 460 750 980
7 | 691345782 | 692811250 | 710401164 | 736250413 | 787432225 | 832158816

Na nasledujicim obrazku je uvedeno celkové mnozstvi davkované biomasy pro jednotlivé
scénare hodnot zeleného bonusu.
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Obrazek 17: Zavislost mnozstvi biomasy na vysi zeleného bonusu

vvvvvv

poptévky po teple, vise dotaci za vyrobu elektrické energie z biomasy) a nyni si zave-
deme stochasticky model teplarny, do néhoz zapracujeme vygenerované scénare velikosti
poptavky a vyse dotace od statu. V modelu také nahradime historické hodnoty tc¢innosti
zjisténou a verifikovanou regresni funkci.
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8 Stochasticky model teplarny

8.1 WS model teplarny

Nyni se vratime k deterministickému modelu z kapitoly 3, do kterého zahrneme jiz po-
psané neurcitosti z predchozi kapitoly. Nahodny parametr £p znac¢i nahodnou velikost
poptavky a nahodny parametr £p vyvoj cen dotaci na vyrobu elektfiny z biomasy pfi
spoluspalovéani s uhlim (zelené bonusy). Také k vypoctim vyuzijeme verifikované funkce
ucinnosti jednotlivych kotli. Stochasticky model teplarny je tvaru

max {dD(Y(5D7£P)77T7€D7€P) + dG(Y(gvaP)7“7 {D,fp) - C(X(SvaP)7p7 £D7€P)}

xu,v,w,y

E.x(¢{p,&p) < b,

0 <x({p,&p) € R E,

b 1"x(¢p,Ep) < x(€p.Ep) < bul"x(Ep,Ep),
u(ép,ép) = f(x(€p, &p), . €, Ep),

0 <u(ép,ép) € R,

E,u(ép,¢r) < be,
v(¢p, &p) = 8(ulép, &p), n(x(Ep. &), @), €p, &p),
0 <v(ép,&p) € R ME,
e, v(Ep,&p) = e, w(ép. Ep),

0 <w(p,&p) € W e RTETL
E.y(&p.¢p) € {H(W(p.&p), 7. €p, &p), W € W,
0 <y(&p,Ep) € R TEITM
E,y(¢p,&p) = Ex (I — diag(sgne,)) v(¢p, Ep),
bpr < Epy(¢p,&pr) < bpu.

Tento model fesime pro 100 scénaii poptavky {p a pro 6 scénari vyse zelenych bonust
¢p. Jelikoz zndme hodnoty ndhodnych parametri jesté pred nasim rozhodnutim (davko-
vani paliv), jde o WS pfistup stochastického programovani (kapitola 4). Pro nazornost si
na nasledujicich obrazcich ukazeme vysledky pouze pro jeden konkrétni scénaf cen dotaci
za vyrobu elektfiny pomoci OZE a pro vSechny scénéfe poptavky.

8.2 Analyza vysledku

Pro ukézku jsme vybrali pro nejblizsi budoucnost nejpravdépodobnéjsi ze scénait dotaci
a to nynéjsi vysi zeleného bonusu 750 K&é/GWh vyrobené elektfiny z biomasy. Pro prezen-
taci vysledktl jsme si vybrali 2 poptavky. Tu které meéla v sou¢tu minimalni a maximéalni
hodnotu poptavaného tepla za rok a pro tyto potavky jsme srovnali plan provozu tep-
larny, tj. vyrobu tepla a elektfiny, davkovani vSech typi paliv a mnozstvi mareného tepla
v pritbéhu celého roku.
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Na Obrazku 18 jsou vykreslené vybrané scénare poptavky po teple, a to scénaf s mi-
nimalnim a maximéalnim ro¢nim thrnem poptavaného tepla, jejichz vygenerovani jsme si
popsali v kapitole 7.2.
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Obrazek 18: Velikost maximalni a minimalni poptavky po teple

Pro tyto poptavky jsme na Obrazku 19 vykreslili mnozstvi vyrobené elektiiny. Jak vidime
ve vétsiné meésici je mnozstvi elektfiny stejné pro minimalni i maximalni poptavku a po-
hybuje se na horni mozné hranici (meze predstavuji moznost uplatnéni vyrobené elekt¥iny
v siti). Ale je zajimavé, Ze v 1été (7. a 8. mésic) vyroba elektfiny pro miniméalni poptavku
vyrazné klesne téméf az na dolni mez. To nastava vlivem malé poptavky po teple v daném
obdobi. Rozdil je pravdépodobné zptsoben nizkym vyuzitim protitlakové turbiny. Nizky
odbér tepla umoznuje pouze omezené vyuziti protitlakové turbiny a tim padem klesa vy-
roba elektfiny na této turbiné. To je ddno zapojenim turbin ve strojovné (Obrazek 4).
Tedy vyse vyrobené elektiiny je omezena mnozstvim dodavaného tepla do CZT.
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Obrazek 19: Export elektfiny pfi minimalni a maximalni poptavce po teple

Jako dalsi si v souvislosti s minimalni a maximéalni poptavkou uvedeme na Obrazku 20
vysi mafeného teple ve strojovné. Z technologie kondenzacniho stupné je nutné c¢ast pary
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matfit bez dalsiho efektivniho vyuziti. Toto ma¥eni se provadi v kondenzatoru (Obrazek
4). 7 grafu je vidét, ze v letnich mesicich, kdy je poptavka po teple nizsi se vice mafi,
tedy vyuziva se vice kondenzacni turbina pro vyrobu elektfiny. Rozdil je pravdépodobné
zpusoben nizkym vyuzitim protitlakové turbiny. Nizky odbér tepla umoziuje pouze ome-
zené vyuziti protitlakové turbiny a tim padem klesa vyroba elektfiny na této turbiné.

350

300

250

/\
. VRN
/ N o
REANY/A \
J \/ \

50 / \

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Maiené teplo ve strojovné [Gl]

Obrazek 20: Mnozstvi mareného tepla pro miniméalni a maximalni poptavku

Obrazky 21 a 22 znazornuji davkovani paliv opét pro minimalni a maximéalni poptavku po
teple z Obrazku 18. Rozdil mezi maximalnim a minimalnim ro¢nim thrnem poptavaného
tepla je 400,227 TJ. Pti porovnéani celkového objemu spaleného paliva se mnozstvi uhli
zvysi o 4004,184 t a mnozstvi biomasy o 385,545 t oproti mnozstvi paliv davkovanych
pro miniméalni poptavku. V obou pripadech se davkuje veskeré dostupné mnozstvi dievni
stépky, mlata a podsitné frakce. Pro maximalni poptavku se davkuje v prosinci vice slu-
necnicového Srotu o 385,545 t. Je to zpusobeno tim, ze z finan¢niho hlediska se nejprve
davkuji levnéjsi typy biomasy (mléto, Stépka, frakce) a az po jejich vycerpani se vyuzivaji
drazsi (slunecnice).
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Obrazek 21: Mnozstvi paliv pfi minimélni poptéavce
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Obréazek 22: Mnozstvi paliv pii maximéalni poptéavce

Na Obrazku 23 je vykreslen histogram hodnot tcelové funkce Z pro 100 vygenerovanych
poptavek. Z tohoto histogramu je vidét, ze nemiizeme doptfedu usuzovat o pravdépodob-
nostnim rozdéleni vysledku (mozné norméalni rozdéleni), jestlize zndme pravdépodobnostni
rozdéleni vstupnich veli¢in (rovnomérné rozdéleni poptavek). Tento vysledek nemusi mit
obecnou platnost. Pro zjisténi by byla potfeba dilkladnéjsi analyza, ktera neni v tuto
chvili, pro nasi potfebu nutna.
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Obrazek 23: Histogram hodnot ucelové funkce Z

Déle jsme sestrojili histogram mnoZstvi spalené biomasy (Obréazek 24). Zjistili jsme, Ze
mnozstvi vyrobeného tepla neméa vyrazny vliv na davkovani biomasy. Jak vidime vSechny
hodnoty se pohybuji v rozmezi 102 az 107 tisic tun pro vSechny scénafe poptavek. Tento
vysledek je velice dilezity, protoze muzeme predpokladat pro neznamou poptavku op-
timalni davkovani v tomto pomérné tzkém rozmezi. Z tohoto predpokladu si teplarna
miize dopredu naplanovat objednavku daného mnozstvi biomasy a tim ziskat vyhodnou
pofizovaci cenu.
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Obréazek 24: Histogram mnozstvi davkované biomasy pro 100 poptavek
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9 Zavér

Cilem prace bylo prispét k ekonomicky efektivnimu vyuziti biomasy pfi spoluspalovani
s uhlim pro realnou teplarnu, jejimz pozadavkem bylo optimalni vyuziti stavajici palivové
zakladny a naplanovani ro¢niho provozu vzhledem k mési¢ni poptavce po teple.

Tato prace navazuje na deterministicky model, ktery je uveden v kapitole 3. Pro presnéjsi
popis modelu teplarny, ktery obsahuje jisté neurcitosti jako kazdy realny proces, jsme si
zavedli potfebné pojmy (stochastické programovani - kapitola 4, regresni analyza - kapi-
toly 5 a 6). V feSeném problému se vykytovaly tyto neurcitosti:

e velikost poptavky po teple,

e vyse zeleného bonusu,

e Ucinnost kotla.

Popis a modelovani téchto neurcitosti jsou podrobné popsany v kapitole 7, které v na-
sledujici kapitole implementujeme do stochastického modelu realné teplarny. Pouzivame
Wait-and-See pristup stochastického programovani, jelikoz velikost poptavky po teple a
vysi zeleného bonusu v budoucnu nezname, ale aktualni hodnoty jsou znamé a tedy na
né muizeme reagovat jesté pfed nasim rozhodnutim a upravit ho. Rozhodnuti teplarny
spociva ve spravném davkovani paliv, kdy zohlednujeme jejich dostupné mnozstvi, na-
kupni cenu, vyhievnost, ale také technologické omezeni, za cilem maximalniho zisku. Zisk
teplarny se sklada z prodeje vyrobeného tepla a elektiiny a dale ze zelenych bonusi za
vyrobu elekttiny z OZE.

Tento stochasticky model jsme implementovali do optimaliza¢niho softwaru GAMS, ktery
nam v této fazi urci pii znamé poptavce presné davkovani paliv, které nam zaruci maxi-
malni mozny zisk.

Z analyzy vysledki jsme zjistili, Ze pro vSechny vygenerované poptavky po teple (ka-
pitola 7.2) a zeleny bonus ve vysi 750 K¢, je optimalni mnozstvi davkované biomasy v
rozmezi 102 000 - 108 000 tun (Obrazek 24). Z toho muzeme vyvodit zavér, ze teplarna
miize planovat stabilni smluvni podminky na pofizovani biomasovych paliv i pfi nezndmé
poptévce po teple. Z porovnani meznich poptavek po teple (kapitola 8.2) a jim odpovida-
jich pomérta davkovani biomasy a uhli, jsme zjistili zanedbatelné rozdily. Z podrobného
zkoumani jsme usoudili, ze pti vyssich mési¢nich poptavkach v zimnim obdobi se zvysuje
pomér biomasy.

Pti vyrobé elektiiny se pro vSechny poptavky drzime na horni hranici po vétsinu roku
Obrazek 19, tato hranice nam predstavuje moznost uplatnéni vyrobené elektiiny v siti.
Pod tuto hranici klesame pouze pti nizké poptavce po teple, coz nastava vétsinou v letnich
mésicich.
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Priloha

Statistické tabulky

T1 Kritické hodnoty Lillieforsova testu D,,

n | a=001]a=00| a=0,1 | a=0,15| a=0,2
4 0,417 0,381 0,352 0,319 0,300
) 0,405 0,337 0,315 0,299 0,285
6 0,364 0,319 0,294 0,277 0,265
7 0,348 0,300 0,276 0,258 0,247
8 0,331 0,285 0,261 0,244 0,233
9 0,311 0,271 0,249 0,233 0,223
10 0,294 0,258 0,239 0,224 0,215
11 0,284 0,249 0,230 0,217 0,206
12 0,275 0,242 0,223 0,212 0,199
13 0,268 0,234 0,214 0,202 0,190
14 0,261 0,227 0,207 0,194 0,183
15 0,257 0,220 0,201 0,187 0,177
16 0,250 0,213 0,195 0,182 0,173
17 0,245 0,206 0,189 0,177 0,169
18 0,239 0,200 0,184 0,173 0,166
19 0,235 0,195 0,179 0,169 0,163
20 0,231 0,190 0,174 0,166 0,160
25 0,200 0,173 0,158 0,147 0,142
30 0,187 0,161 0,144 0,136 0,131
n | 1,031/y/n | 0,886/y/n | 0,805/+y/n | 0,768/+/n | 0,736/y/n




T2 Kvantily t» Studentova rozdéleni S(k)

~

k 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999 0,9995
1 6,314 12,706 31,821 63,656 318,289 636,578

2 2,920 4,303 6,965 9,925 22,328 31,600

3 2,353 3,182 4,541 5,841 10,214 12,924

4 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610

5 2,015 2,571 3,365 4,032 5,894 6,869

6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959

7 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,408

8 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041

9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
11 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
12 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
13 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140
15 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922
19 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
20 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850
21 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819
22 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
23 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,768
24 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
25 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725
26 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,689
28 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,660
30 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
35 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340 3,591
40 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
45 1,679 2,014 2,412 2,690 3,281 3,520
50 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261 3,496
60 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
70 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211 3,435
80 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,416
90 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183 3,402
100 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174 3,390
120 1,658 1,980 2,358 2,617 3,160 3,373
140 1,656 1,977 2,353 2,611 3,149 3,361
160 1,654 1,975 2,350 2,607 3,142 3,352
180 1,653 1,973 2,347 2,603 3,136 3,345
200 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 3,340
300 1,650 1,968 2,339 2,592 3,118 3,323
500 1,648 1,965 2,334 2,586 3,107 3,310
1000 1,646 1,962 2,330 2,581 3,098 3,300
0 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,290

Poznamka: Pro 0 P

0,5 pouzijeme vztah tp = —#; p.
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T3 Kvantily y. Pearsonova rozdéleni XZ (k)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
1| 0,000 | 0000] 0001 0004 3841 | 5024]| 6635 7,879
2| 0010| 0020] 0051 | 0103 | 5991 | 7,378 | 9210 | 10,597
3| 0072| 0115| 0216 | 0352 | 7.815 | 9348 | 11,345 | 12,838
4| 0207 | 0297 | 0484 | 0711 | 9488 | 11143 | 13277 | 14,860
5| 0412 | 0554 | 0831 | 1,145 | 11,070 | 12,832 | 15,086 | 16,750
6| 0676 | 0872 | 1237 | 1635 | 12592 | 14449 | 16812 | 18,548
7| 0989 | 1239 | 1690 | 2167 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278
8| 1344 | 1647 | 2180 | 2733 | 15507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
9| 1,735 | 2088 | 2700 | 3325| 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589

10 | 2,156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 18,307 | 20,483 | 23209 | 25,188
11 | 2,603 | 3,053 | 3,816 | 4,575 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 | 3074 | 3571 | 4404 | 5226 | 21,026 | 23337 | 26217 | 28,300
13 | 3,565 | 4,107 | 5009 | 5892 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 29,819
14 | 4,075 | 4660 | 5629 | 6,571 | 23,685 | 26,119 | 29141 | 31,319
15 | 4,601 | 5229 | 6262 | 7.261 | 24,996 | 27,488 | 30578 | 32,801
16 | 5142 | 5812 | 6908 | 7,962 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267
17 | 5697 | 6,408 | 7.564 | 8,672 | 27,587 | 30,191 | 33.409 | 35718
18 | 6,265 | 7,015 | 8231 | 9,390 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37,156
19 | 6,844 | 7,633 | 8907 | 10,117 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582
20 | 7434 | 8260 | 9591 | 10,851 | 31,410 | 34170 | 37,566 | 39,997
21 | 8034 | 8897 | 10,283 | 11,501 | 32,671 | 35479 | 38,932 | 41,401
22 | 8643 | 9542 | 10,982 | 12,338 | 33,924 | 36,781 | 40,289 | 42,796
23 | 9260 | 10,196 | 11,689 | 13,091 | 35172 | 38,076 | 41,638 | 44,181
24 | 9886 | 10,856 | 12,401 | 13,848 | 36,415 | 39,364 | 42,980 | 45558
25 | 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 37,652 | 40646 | 44314 | 46,928
26 | 11,160 | 12,198 | 13,844 | 15379 | 38,885 | 41,923 | 45642 | 48290
27 | 11,808 | 12,878 | 14573 | 16,151 | 40113 | 43,195 | 46,963 | 49645
28 | 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 41,337 | 44,461 | 48,278 | 50,994
20 | 13,121 | 14,256 | 16,047 | 17,708 | 42,557 | 45722 | 49,588 | 52335
30 | 13,787 | 14,953 | 16,791 | 18493 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672
31 | 14458 | 15,655 | 17,539 | 19,281 | 44,985 | 48,232 | 52,191 | 55,002
32 | 15134 | 16,362 | 18,291 | 20,072 | 46,194 | 49,480 | 53,486 | 56,328
33 | 15815 | 17,073 | 19,047 | 20,867 | 47,400 | 50,725 | 54,775 | 57,648
34 | 16,501 | 17,789 | 19,806 | 21,664 | 48,602 | 51,966 | 56,061 | 58,964
35 | 17,192 | 18,509 | 20,569 | 22,465 | 49,802 | 53,203 | 57,342 | 60,275
36 | 17,887 | 19,233 | 21,336 | 23,269 | 50,998 | 54,437 | 58,619 | 61,581
37 | 18,586 | 19,960 | 22,106 | 24,075 | 52,192 | 55,668 | 59,893 | 62,883
38 | 19,289 | 20,691 | 22,878 | 24,884 | 53384 | 56,895 | 61,162 | 64,181
30 | 19,996 | 21,426 | 23,654 | 25695 | 54572 | 58,120 | 62,428 | 65475
40 | 20,707 | 22,164 | 24,433 | 26,509 | 55,758 | 59,342 | 63,691 | 66,766
41 | 21,421 | 22,906 | 25215 | 27,326 | 56,942 | 60,561 | 64,950 | 68,053
42 | 22,138 | 23,650 | 25,999 | 28,144 | 58,124 | 61,777 | 66,206 | 69,336
43 | 22,860 | 24,398 | 26,785 | 28,965 | 59,304 | 62,990 | 67,459 | 70,616
44 | 23584 | 25148 | 27,575 | 29.787 | 60481 | 64,201 | 68710 | 71,892
45 | 24,311 | 25901 | 28,366 | 30,612 | 61,656 | 65410 | 69,957 | 73,166
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T3 Kvantily y. Pearsonova rozd leni XZ (k)

(pokra::ovani)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
46 | 25041 | 26657 | 29160 | 31,439 | 62,830 | 66,616 | 71,201 | 74.437
47| 25,775 | 27416 | 29956 | 32,268 | 64,001 | 67,821 | 72443 | 75704
48| 26511 | 28177 | 30,754 | 33,098 | 65171 | 69,023 | 73,683 | 76,969
49 | 27249 | 28941 | 31555| 33930 | 66,339 | 70,222 | 74,919 | 78231
50 | 27,991 | 29,707 | 32,357 | 34,764 | 67,505 | 71,420 | 76,154 | 79,490
51| 28,735| 30,475 | 33,162 | 35600 | 68,669 | 72,616 | 77,386 | 80,746
52 | 29,481 | 31,246 | 33,968 | 36437 | 69,832 | 73,810 | 78,616 | 82,001
53 | 30,230 | 32,019 | 34776 | 37,276 | 70993 | 75002 | 79,843 | 83253
54 | 30,981 | 32,793 | 35586 | 38116 | 72,153 | 76,192 | 81,069 | 84,502
55| 31,735 | 33,571 | 36,398 | 38,958 | 73,311 | 77,380 | 82,292 | 85,749
56 | 32,4901 | 34,350 | 37,212 | 39,801 | 74,468 | 78567 | 83,514 | 86,994
57 | 33,248 | 35131 | 38027 | 40,646 | 75624 | 79,752 | 84,733 | 88237
58 | 34,008 | 350914 | 38844 | 41492 | 76,778 | 80,936 | 85950 | 89,477
50 | 34,770 | 36,698 | 39,662 | 42,339 | 77,930 | 82,117 | 87,166 | 90,715
60 | 35534 | 37,485 | 40482 | 43188 | 79,082 | 83,298 | 887379 | 91952
61| 36,300 | 38273 | 41,303 | 44,038 | 80232 | 84476 | 89,591 | 93,186
62 | 37.068 | 39,063 | 42126 | 44889 | 81,381 | 85654 | 90,802 | 94419
63| 37,838 | 39,855 | 42,950 | 45741 | 82,529 | 86,830 | 92,010 | 95,649
64 | 38,610 | 40,649 | 43776 | 46595 | 83,675| 88,004 | 93217 | 96,878
65| 39,383 | 41444 | 44603 | 47,450 | 84,821 | 89177 | 94422 | 98,105
66 | 40,158 | 42,240 | 45431 | 48305| 85965 | 90,349 | 95626 | 99,330
67 | 40,935 | 43,038 | 46261 | 49162 | 87,108 | 91,519 | 96,828 | 100,554
68 | 41,714 | 43,838 | 47,092 | 50,020 | 88250 | 92,688 | 98,028 | 101,776
60 | 42,493 | 44,639 | 47,924 | 50879 | 89,391 | 93,856 | 99,227 | 102,996
70 | 43275 | 45442 | 48758 | 51,739 | 90,531 | 95023 | 100,425 | 104,215
71| 44,058 | 46,246 | 49592 | 52,600 | 91,670 | 96,189 | 101,621 | 105,432
72| 44,843 | 47,051 | 50428 | 53462 | 92,808 | 97,353 | 102,816 | 106,647
73| 45,629 | 47,858 | 51,265 | 54,325 | 93,945 | 98516 | 104,010 | 107,862
74 | 46,417 | 48,666 | 52103 | 55189 | 95081 | 99,678 | 105202 | 109,074
75| 47,206 | 49,475 | 52,942 | 56,054 | 96,217 | 100,839 | 106,393 | 110,285
80 | 51,172 | 53,540 | 57,153 | 60,391 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321
85| 55,170 | 57.634 | 61,389 | 64,749 | 107,522 | 112,393 | 118,236 | 122,324
90 | 59,196 | 61,754 | 65647 | 69,126 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299
95| 63,250 | 65,898 | 69,925 | 73,520 | 118,752 | 123,858 | 129,973 | 134,247

100 | 67,328 | 70,065 | 74222 | 77.929 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,170
110 | 75,550 | 78,458 | 82,867 | 86,792 | 135,480 | 140,916 | 147,414 | 151,948
120 | 83,852 | 86,923 | 91,573 | 95,705 | 146,567 | 152,211 | 158,950 | 163,648
130 | 92,223 | 95451 | 100,331 | 104,662 | 157,610 | 163,453 | 170,423 | 175,278
150 | 109,142 | 112,668 | 117,985 | 122,692 | 179,581 | 185,800 | 193,207 | 198,360
200 | 152,241 | 156,432 | 162,728 | 168,279 | 233,994 | 241,058 | 249,445 | 255,264
500 | 422,303 | 429.387 | 439,936 | 449,147 | 553,127 | 563,851 | 576,493 | 585,206
1000 | 888,563 | 898,912 | 914,257 | 927,594 | 1074,68 | 1089,53 | 1106,97 | 1118,95
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T4

Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(k4,k2) pro P= 0,975

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ky
1]1647,793| 799,482 | 864,151 | 899,599 | 921,835 | 937,114 | 948,203 | 956,643 | 963,279 | 968,634
2| 38,506| 39,000| 39,166| 39,248| 39,298| 39,331| 39,356| 39,373| 39,387| 39,398
3| 17,443| 16,044| 15,439| 15,101| 14,885| 14,735| 14,624| 14,540| 14,473| 14,419
4] 12,218| 10,649 9,979| 9,604| 9,364| 9,197| 9,074| 8,980| 8,905/ 8,844
5| 10,007| 8,434| 7,764| 7,388 7,46| 6,978 6,853| 6,757| 6,681 6,619
6] 8,813| 7,260| 6,599 6,227| 5,988| 5,820 5,695 5,600 5523| 5,461
7] 8,073| 6,542| 5,890 5523| 5,285| 5,119 4,995| 4,899| 4,823| 4,761
8| 7,571| 6,059| 5416| 5053| 4,817| 4,652 4,529| 4,433| 4,357| 4,295
9| 7209 5,715| 5,078 4,718| 4,484| 4320| 4,197 4,102 4,026| 3,964
10| 6,937| 5.456| 4,826| 4,468| 4,236| 4,072| 3,950| 3,855| 3,779| 3,717
11| 6,724| 5,256| 4,630\ 4,275| 4,044| 3,881| 3,759| 3,664| 3,588 3,526
12| 6,554 5,096| 4474| 4,121| 3,891| 3,728| 3,607| 3,512| 3436| 3,374
13| 6,414 4,965| 4,347| 3,996| 3,767| 3,604| 3,483| 3,388/ 3,312 3,250
14| 6,298| 4,857| 4,242| 3,892 3,663| 3,501| 3,380| 3,285 3,209| 3,147
15| 6,200 4,765| 4,1153| 3,804| 3,576| 3,415 3,293| 3,199| 3,123| 3,060
16| 6,115| 4,687| 4,077| 3,729 3,502| 3,341| 3,219 3,125| 3,049 2,986
17| 6,042 4,619| 4,011| 3,665 3,438 3,277| 3,156| 3,061| 2,985 2922
18| 5,978| 4,560| 3,954| 3,608| 3,382| 3,221| 3,100| 3,005| 2,929, 2,866
19| 5,922| 4,508| 3,903| 3,559| 3,333| 3,172| 3,051 2,956| 2,880 2,817
20| 5,871| 4,461 3,859| 3,515| 3,289| 3,128 3,007| 2913| 2837| 2,774
21| 5,827| 4,420 3,819| 3,475/ 3,250| 3,090 2,969| 2874 2,798| 2,735
22| 5,786| 4,383 3,783| 3,440| 3,215| 3,055| 2,934| 2,839 2763| 2,700
23| 5,750| 4,349| 3,750 3,408| 3,183| 3,023| 2,902| 2,808 2,731| 2,668
24| 5,717| 4,319| 3,721| 3,379| 3,155| 2,995 2,874| 2,779| 2,703| 2,640
25| 5,686| 4,291 3,694 3,353| 3,129| 2,969| 2,848| 2,753| 2,677| 2,613
26| 5,659| 4,265/ 3,670| 3,329| 3,105| 2,945| 2,824| 2729 2,653| 2,590
27| 5,633| 4,242 3647| 3,307| 3,083| 2923| 2,802| 2707| 2,631 2,568
28| 5,610| 4,221 3,626| 3,286| 3,063| 2903| 2,782| 2687 2611| 2,547
29| 5,588| 4,201 3,607| 3,267| 3,044| 2,884 2,763| 2669 2592| 2,529
30| 5,568| 4,182| 3,589| 3,250| 3,026| 2,867| 2,746| 2,651 2575| 2,511
35| 5,485 4,106| 3,517| 3,179| 2,956| 2,796| 2,676| 2,581| 2,504 2,440
40| 5,424| 4,051 3463 3,126| 2,904| 2,744| 2,624| 2529| 2452| 2,388
45| 5,377| 4,009| 3,422| 3,086 2,864| 2,705| 2,584| 2489| 2412| 2,348
50| 5,340| 3,975| 3,390| 3,054| 2,833| 2674| 2553| 2458 2,381 2,317
55| 5,310| 3,948| 3,364| 3,029| 2,807| 2,648| 2,528 2,433| 2355 2,291
60| 5,286| 3,925| 3,343| 3,008| 2,786| 2,627| 2507| 2412| 2,334| 2,270
70| 5,247| 3,890| 3,309| 2,975| 2,754| 2,595| 2474| 2,379 2,302| 2,237
80| 5,218| 3,864| 3,284| 2950| 2,730| 2,571| 2450| 2,355| 2277| 2,213
90| 5,196| 3,844| 3,265| 2,932| 2,711| 2,552| 2,432| 2,336| 2,259 2,194
100| 5,179| 3,828 3,250| 2,917| 2,696| 2,537| 2417 2,321 27244| 2,179
120| 5,152 3,805| 3,227| 2,894| 2,674| 2515| 2,395 2299 2222 2,157
150| 5,126| 3,781| 3,204| 2,872| 2,652| 2,494| 2373 2278 27200| 2,135
250 5,085| 3,744 3,169| 2,837| 2,618 2459| 2,338| 2,243| 2,165 2,100
500 5,054| 3,716 3,142 2,811| 2,592| 2434 2313| 27217| 2,139| 2,074
o 5024| 3,689| 3,116| 2,786| 2,566| 2,408 2,288 2,192| 2,114| 2,048



http://www.novapdf.com

T4

Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozd leni F(k4,k2) pro P=0,975
(pokra::ovani)

i ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 o
2

1]1976,725| 984,874 | 993,081 | 997,272 | 1001,40 | 1005,60| 1009,79| 1013,16 | 1016,22 | 1018,26

2| 39,415| 39,431| 39,448| 39,457| 39,465| 39,473| 39,481| 39,488| 39,494| 39,498

3| 14,337| 14,253| 14,167| 14,124| 14,081 14,036 13,992| 13,956 13,924| 13,902

4| 8,751| 8,657| 8,560| 8511| 8461| 8411| 8,360 8,319| 8,282 8257

5| 6,525| 6,428| 6,329| 6,278| 6,227| 6,175| 6,123| 6,080 6,041| 6,015

6] 5,366| 5,269| 5,168| 5117| 5,065| 5,012 4,959| 4,915| 4,876| 4,849

7| 4666| 4,568 4,467| 4,415| 4,362 4,309| 4,254| 4210 4170| 4,142

8] 4,200] 4,101| 3,999| 3947| 3,894| 3,840| 3,784| 3,739| 3,698| 3,670

9| 3,868| 3,769| 3,667| 3,614| 3,560 3,505| 3,449| 3,403| 3,361 3,333
10| 3,621| 3,522| 3,419| 3,365 3,311 3,255| 3,198 3,152| 3,109| 3,080
11| 3,430/ 3,330| 3,226| 3,173| 3,118| 3,061| 3,004| 2,956| 2,912| 2883
12| 3,277 3,177| 3,073| 3,019| 2,963| 2,906| 2,848 2,.800| 2,755| 2725
13| 3,153| 3,053| 2,948| 2,893 2.837| 2,780| 2,720 2,671| 2,626| 2595
14| 3,050 2,949| 2,844| 2,789| 2,732| 2,674| 2,614| 2565| 2,519 2487
15| 2,963| 2,862| 2,756| 2,701| 2,644| 2,585| 2,524| 2474| 2427 2,395
16| 2,889| 2,788 2,681| 2,625 2,568 2,509| 2,447 2,396 2,349| 2,316
17| 2,825| 2,723| 2,616| 2,560| 2,502| 2,442| 2,380| 2,329| 2,280| 2,247
18] 2,769 2,667| 2,559| 2,503| 2,445| 2,384| 2,321| 2,269| 2,220 2,187
19| 2,720 2,617| 2,509| 2,452| 2,394| 2,333| 2,270| 2217| 2,167 2,133
20| 2,676| 2,573| 2464| 2408| 2,349| 2287 27223| 2,170/ 2,120| 2,085
21| 2,637| 2,534| 2425| 2,368 2,308 2246| 2,182| 2,128| 2,077| 2,042
22| 2,602| 2,498| 2,389| 2,332 2272| 2210 2,145| 2,090| 2,039| 2,003
23| 2,570| 2,466| 2,357 2,299 2239| 2176 2111 2,056| 2,004| 1,968
24| 2,541 2,437| 2,327| 2,269 2,209| 2,146| 2,080| 2,024| 1,972| 1,935
25| 2,515| 2,411| 2,300 2,242 2,182 2118 2,052| 1,996| 1,942 1,906
26| 2,491| 2,387| 2276| 2217 2,157 2,093 2,026 1,969 1,915/ 1,878
27| 2,469| 2,364| 2253| 2,195| 2,133| 2,069| 2,002| 1,945 1,891| 1,853
28| 2,448| 2,344| 2232 2174 2112 2,048 1,980 1,922| 1,867| 1,829
29| 2,430| 2,325| 2213| 2154| 2,092| 2,028 1,959| 1,901 1,846| 1,807
30| 2,412| 2,307| 2,195| 2,136| 2,074| 2,009| 1,940/ 1,882| 1,826| 1,787
35| 2,341 2,235| 2122| 2,062 1,999| 1,932 1,861 1,801 1,743 1,702
40| 2,288| 2,182 2,068 2,007| 1,943| 1,875/ 1,803| 1,741| 1,680 1,637
45| 2248| 2141 2,026| 1,965| 1,900| 1,831| 1,757| 1,694| 1,631 1,586
50| 2,216| 2,109| 1,993 1,931| 1,866| 1,796| 1,721| 1,656| 1,592 1,545
55| 2,190| 2,083| 1,967| 1,904| 1,838 1,768| 1,692| 1,625/ 1,559| 1,511
60| 2,169| 2,061| 1,944| 1,882 1,815 1,744| 1,667 1,599| 1,532| 1,482
70| 2,136| 2,028/ 1,910 1,847 1,779 1,707 1,628 1,558 1,488| 1,436
80| 2,111| 2,003| 1,884| 1,820 1,752| 1,679| 1,599| 1,527| 1,455| 1,400
90| 2,092| 1,983| 1,864| 1,800| 1,731| 1,657| 1,576| 1,503| 1,428 1,371
100| 2,077 1,968 1,849| 1,784| 1,715 1,640| 1,558 1,483| 1,407| 1,347
120 2,055 1,945| 1,825| 1,760| 1,690, 1,614| 1,530 1,454 1,374| 1,310
150 2,032 1,922 1,801| 1,736| 1,665| 1,588 1,502| 1,423| 1,340| 1,271
250 1,997| 1,886 1,764| 1,697| 1,625| 1,546| 1,457| 1,374| 1,282| 1,201
500 1,971| 1,859| 1,736| 1,669| 1,596| 1,515| 1,423| 1,336 1,235 1,137
o 1,945 1,833| 1,708| 1,640| 1,566| 1,484| 1,388| 1,296 1,183| 1,000
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T4 Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(ki,k2) pro P= 0,995

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k>
1116212,5|19997,4| 21614,1| 22500,8 | 23055,8 | 23439,5 | 23715,2 | 23923,8 | 24091,5| 24221,8
2] 198,503 |199,012| 199,158 | 199,245 | 199,303 | 199,332 | 199,361 | 199,376 | 199,390 | 199,390
3| 55,552| 49,800| 47,468| 46,195| 45,391| 44,838| 44,434| 44,125| 43,881| 43,685
4| 31,332| 26,284| 24,260| 23,154| 22456| 21,975| 21,622| 21,352| 21,138| 20,967
5| 22,785 18,314| 16,530| 15,556| 14,939| 14,513| 14,200| 13,961| 13,772| 13,618
6| 18,635| 14,544| 12,917| 12,028| 11,464| 11,073| 10,786| 10,566| 10,391| 10,250
7] 16,235| 12,404| 10,883| 10,050/ 9,522| 9,155/ 8,885| 8,678| 8,514| 8,380
8| 14,688| 11,043| 9,597| 8,805| 8,302| 7.952| 7,694| 7,496| 7,339 7,211
9| 13,614| 10,107| 8,717| 7,956| 7,471| 7,134| 6,885 6,693 6,541 6,417
10| 12,827| 9,427| 8,081| 7,343| 6,872| 6,545/ 6,303| 6,116 5,968| 5,847
11| 12,226/ 8,912| 7,600/ 6,881 6,422| 6,102| 5,865 5,682 5,537| 5,418
12| 11,754 8,510| 7,226| 6,521 6,071| 5,757| 5,524| 5,345| 5202| 5,085
13| 11,374 8,186| 6,926| 6,233 5791| 5482| 5253 5076 4,935 4,820
14| 11,060/ 7,922| 6,680| 5,998 5562| 5,257| 5,031 4,857| 4,717| 4,603
15| 10,798 7,701| 6,476| 5803 5,372| 5,071| 4,847| 4,674| 4,536 4,424
16| 10,576| 7,514 6,303| 5,638 57212| 4,913| 4,692| 4,521| 4,384 4,272
17| 10,384| 7,354 6,156| 5497| 5,075 4,779| 4,559| 4,389| 4,254| 4,142
18| 10,218| 7,215| 6,028 5,375| 4,956| 4,663| 4,445 4,276 4,141| 4,030
19| 10,073| 7,093| 5,916| 5268 4,853| 4,561| 4,345 4,177| 4,043| 3,933
20| 9,944| 6,987| 5,818| 5174| 4,762 4472\ 4257| 4,090| 3,956| 3,847
21| 9,829| 6,891 5,730| 5,091| 4,681 4,393| 4,179| 4,013| 3,880 3,771
22| 9,727| 6,806 5,652| 5,017| 4,609| 4,322| 4109| 3944| 3,812| 3,703
23| 9,635| 6,730 5,582| 4,950 4,544| 4,259| 4,047| 3,882| 3,750/ 3,642
24| 9,551| 6,661 5,519| 4,890| 4,486| 4,202| 3,991| 3,826| 3,695 3,587
25| 9,475| 6,598| 5462| 4,835 4,433 4,150| 3,939| 3,776| 3,645 3,537
26| 9,406| 6,541 5,409| 4,785| 4,384| 4,103| 3,893| 3,730 3,599| 3,492
27| 9,342| 6,489| 5,361 4,740| 4,340| 4,059| 3,850/ 3,687| 3,557| 3,450
28| 9,284| 6,440 5,317| 4,698 4,300 4,020/ 3,811| 3,649 3,519| 3412
29| 9,230| 6,396| 5,276 4,659| 4,262 3,983| 3,775| 3,613| 3,483| 3,376
30| 9,180| 6,355| 5,239 4,623| 4,228 3,949 3,742| 3580| 3,451 3,344
35| 8,976/ 6,188| 5,086| 4,479| 4,088 3,812 3,607| 3,447| 3,318 3,212
40| 8,828| 6,066 4,976| 4,374| 3,986| 3,713| 3,509| 3,350| 3,222| 3,117
45| 8,715| 5,974 4,892| 4,294| 3,909| 3,638 3,435| 3,276 3,149| 3,044
50| 8,626| 5,902| 4,826| 4,232| 3,849| 3,579 3,376| 3,219 3,092| 2,988
55| 8,554| 5,843| 4,773| 4,181| 3,800| 3,531 3,330| 3,173| 3,046 2,942
60| 8,495| 5,795| 4,729| 4,140| 3,760| 3,492 3,291| 3,134| 3,008 2,904
70| 8,403| 5,720| 4,661 4,076| 3,698| 3,431 3,232| 3,076| 2,950 2,846
80| 8,335| 5,665| 4,611| 4,028/ 3,652 3,387| 3,188| 3,032 2,907| 2,803
90| 8,282| 5,623| 4,573| 3,992| 3,617| 3,352 3,154| 2,999| 2.873| 2,770
100 8,241| 5,589| 4542| 3,963| 3,589| 3,325 3,127| 2,972| 2847| 2,744
120] 8,179| 5,539| 4,497 3,921| 3,548| 3,285/ 3,087| 2,933| 2,808 2,705
150 8,118| 5,490| 4,453| 3,878| 3,508 3,245 3,048| 2,894| 2770| 2,667
250 8,021| 5,412| 4,382| 3,812| 3,444| 3,183| 2,987| 2,833| 2,709/ 2,607
500 7,950| 5,355| 4,330| 3,763| 3,396| 3,137| 2,941| 2,789| 2665| 2,562
o 7,879 5,298| 4,279| 3,715/ 3,350| 3,091| 2,897 2,744| 2,621| 2519
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T4

Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozd leni F(k4,k2) pro P = 0,995
(pokra::ovani)

" ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 o
1124426,7|24631,6|24836,5| 24937,1| 25041,4 | 25145,7 | 25253,7 | 25339,4 | 25413,9 | 25466,1
2] 199,419| 199,434 | 199,449 | 199,449 | 199,478 | 199,478 | 199,478 | 199,478 | 199,507 | 199,507
3| 43,387| 43,085| 42,779| 42,623| 42,466| 42,310| 42,150 42,022| 41,906 41,829
4| 20,705| 20,438| 20,167| 20,030| 19,892| 19,751| 19,611| 19,497| 19,394| 19,325
5| 13,385| 13,146| 12,903| 12,780| 12,656| 12,530| 12,402| 12,300| 12,206| 12,144
6] 10,034| 9,814| 9,589| 9474| 9,358| 9,241 9,122| 9,026| 8,938| 8,879
7| 8,176| 7,968| 7,754| 7645| 7,534| 7.422| 7,309 7,217 7,132 7,076
8| 7,015| 6,814| 6,608 6,503| 6,396| 6,288 6,177| 6,087| 6,006 5,951
9] 6,227| 6,032| 5,832 5,729| 5,625/ 5519 5410| 5,322| 57242| 5,188
10| 5,661 5,471| 5,274 5173| 5,071| 4,966| 4,859| 4,772| 4,692| 4,639
11| 5,236| 5,049| 4,855| 4,756| 4,654| 4,551| 4,445| 4,359| 4279| 4,226
12| 4,906| 4,721| 4,530 4,431 4,331 4,228| 4,123| 4,037| 3,958| 3,904
13| 4,643| 4,460| 4,270| 4,173| 4,073| 3,970/ 3,866| 3,780| 3,700| 3,647
14| 4,428| 4,247| 4,059| 3961 3,862| 3,760/ 3,655| 3,569| 3,490| 3,436
15| 4,250 4,070| 3,883| 3,786| 3,687| 3,585| 3,480| 3,394| 3,314| 3,260
16| 4,099 3,920| 3,734| 3,638| 3,539| 3,437| 3,332 3,246 3,166| 3,111
17] 3,971 3,793| 3,607| 3,511 3,412| 3,311| 3,206| 3,119| 3,039| 2,984
18| 3,860 3,683| 3,498 3,402| 3,303| 3,201| 3,096 3,009| 2,929| 2873
19| 3,763| 3,587| 3,402| 3,306/ 3,208/ 3,106| 3,000 2,913| 2,832| 2,776
20| 3,678| 3,502| 3,318| 3,222| 3,123| 3,022| 2,916| 2,828| 2,747| 2,690
21| 3,602| 3,427| 3,243| 3,147| 3,049 2,947 2,841| 2,753| 2671 2614
22| 3,535| 3,360 3,176| 3,081| 2,982 2,880| 2,774| 2,685 2,602| 2,546

23| 3,474| 3,300| 3,116| 3,021| 2,922 2,820 2,713| 2,624| 2541| 2,484
24| 3,420 3,246| 3,062| 2,967| 2,868 2,765/ 2,658| 2,569 2,486| 2,428
25| 3,370| 3,196| 3,013| 2,918| 2,819| 2,716| 2,609| 2,519 2435 2,377
26| 3,325| 3,151 2,968| 2,873| 2,774| 2671| 2563| 2,473| 2,389 2,330
27| 3,284| 3,110| 2,927| 2,832| 2,733| 2,630 2,522| 2,431 2,346| 2,287
28| 3,246| 3,073| 2,890| 2,794| 2,695 2,592| 2483| 2,392 2,307| 2,247
29| 3,211| 3,038 2,855| 2,759| 2,660 2,557| 2448| 2,357 2270| 2,210
30| 3,179| 3,006| 2,823| 2,727| 2,628 2,524| 2415 2,323| 2,237| 2,176
35| 3,048| 2,876| 2,693| 2597| 2,497 2,392 2282| 2,188| 2,099| 2,036
40| 2,953| 2,781 2,598| 2,502| 2,401| 2,296 2,184| 2,088 1,997| 1,932
45| 2,881| 2,709 2527 2,430 2,329| 2,222| 2,109| 2,012| 1,918 1,851
50| 2,825| 2,653| 2470| 2,373| 2,272| 2164| 2,050 1,951| 1,855| 1,786
55| 2,779| 2,608| 2.425| 2,327| 2,226 2,118 2,002 1,902| 1,804| 1,733
60| 2,742| 2,570| 2,387| 2,290| 2,187| 2,079| 1,962| 1,861 1,761 1,689
70| 2,684 2,513| 2,329| 2231| 2,128 2,019| 1,900 1,797| 1,694| 1,618
80| 2,641| 2,470| 2,286 2,188| 2,084 1,974 1,854| 1,748 1,643| 1,563
90| 2,608| 2,437| 2,253| 2155| 2,051| 1,939 1,818| 1,711 1,602| 1,520
100| 2,583 2,411| 2,227| 2,128| 2,024 1,912| 1,790 1,681 1,570| 1,485
120 2,544| 2,373| 2,188 2,089| 1,984| 1,871 1,747 1,636| 1,521 1,431
150 2,506| 2,335| 2,150 2,050| 1,944 1,830| 1,704| 1,590 1,471| 1,374
250 2,446| 2275 2,089 1,989 1,882| 1,765| 1,636| 1,516| 1,387 1,274
500 2,402| 2,230 2,044| 1,943| 1,835| 1,717| 1,584| 1,460| 1,319| 1,184
© 2,358| 2,187| 2,000/ 1,898 1,789| 1,669| 1,533| 1,402| 1,245 1,000
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