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MATICOVE HRY V INZENYRSTVI

JAROSLAV HRDINA A PETR VASIK

ABSTRAKT. Nasledujici text pokryva jeden z cykli pfednések predmétu Aplikovanéd
algebra pro inzenyry (0AA) na FSI VUT. Text vznikl pfi tfetim béhu tohoto pted-
métu ve skolnim roce 2014/2015. Jeho cilem je demonstrovat principy teorie her na
piikladé maticovych her a predstavit nékteré inzenyrské aplikace.

1. Uvop

Cilem teorie her je popsat situaci, ktera nas zajima, jako hru. Klasickym pripadem
je takzvané véziiovo dilema, které muze byt zformulované naptiklad nésledujicim
zpusobem. Policie zadrZela dva podezielé, Andreje a Bohuslava a drZi je odd€élené.
Diikazy, které proti nim policie ma jsou bohuzel nepiimé a nestaci k odsouzeni.
Pokud se zadny z podezrelych nepfiznad budou oba dva odsouzeni jen za drobné
prestupky, kazdy na dva roky. Pokud ale jeden z nich udé druhého a ten bude mlcet,
bude udavaé volny a druhy dostane deset let. Pokud se udaji navzajem dostanou
kazdy trest ve vysi Sesti let. Takto zadand hra je hrou dvou hri¢t {A, B} a je plné

popsand néasledujici matici
2 10
=0 %)

kde hrac¢ A vybira fadek a hra¢ B sloupec. Hodnota ve vybraném fadku a sloupci
je pak platbou (vysi trestu) hrdce A a matice plateb hrace B je matice M 7. Proto,
abychom mohli pouzivat matematicky aparat, musime jasné definovat, co zname-

naji pojmy, které budeme pri popisovani pouzivat.

Rozhodovani — vybér jedné z vice variant.

Rozhodovaci situace — situace, ve které je potfeba vykonat rozhodovéani.
Vysledek — vybér variant vede k uréitym vysledktim, které mohou byt z hlediska
zajmu rozhodujiciho se subjektu horsi nebo lepsi.

Racionalni ucastnik — rozhodujici se subjekt vychézi z pozorovani moznych
vysledki a usiluje o vybér (v jistém smyslu) nejlepsi varianty.

Indiferentni (neracionalni) Gdastnik — subjekt pro ktery je lhostejny vysledek
rozhodovaci situace (podasi,...).

2010 MSC. Priméarni 91A05; Sekundarni 91A8&0.

Klicovd slova. teorie her, maticové hry.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net - Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Predpokladame, Ze rozhodovaci situace mda alespori jednoho raciondlniho ucast-
nika a hleddme odpovéd, jaké rozhodovdni raciondlniho ucastnika miZeme poklddat
v dané€ rozhodovact situaci za optimalni.

Déleni rozhodovacich situaci:

1. (a) Rozhodovaci situace se skaldrnim ohodnocenim (rozhodnuti je mozné
hodnotit jednou charakteristikou).

(b) Rozhodovaci situace s vektorovym ohodnocenim (rozhodnuti je mozné
hodnotit vice charakteristikami).

a) Rozhodovaci situace s jednim (nutné raciondlnim) Gcastnikem.

(b) Rozhodovaci situace s vice (alespori jednim raciondlnim) GCastniky.

) Nekonflikini rozhodovaci situace (s jednim ucastnikem a skalarnim

ohodnocenim (matematické programovéni)).

(b) Konfliktnirozhodovaci situace (s vét§im poctem racionédlnich ucastnika
pripadné alespon jednim indiferentnim, nebo s vektorovym ohodnoce-
nim (jejich kombinace)).

Teorie her resi konfliktni rozhodovaci situace s vétsim (ne jednim)
pocétem racionalnich ucastniku a se skalarnim ohodnocenim.

Jako dalsi musime zavést formalismus, ktery ndam umozni zformulovani mate-
matického modelu. Uvazujeme nésledujici objekty: mnozinu racionalnich tcastnikt
Q ={1,2,...,n}, mnozinu indiferentnich ucastniki R = {1,2,...,m}. MnoZinu
alternativ rozhodovani racionalniho tcastnika ¢ € P

Xo={X,....X}}.

Mnozinu moznych stavii vzniklych v disledku ptisobeni indiferentniho tGcastnika
reR
Y, ={v} .. . vk}
a vysledek rozhodovaci situace
n m
v=][xix]]v
i=1 j=1

Zisk g—tého ucastnika na ”tkor ”

vektorem

i—tého ucastnika, pro (z,y) € V realizujeme

Mg (z,y)
Mq($7 y) = 9
Mg (z,y)
kde Mé V>R
Definice 1.1. Matematickym modelem rozhodovaci situace v normalnim tvaru
nazyvame nasledujici zapis:
Q:{L,’n} Xl,...,Xn Ml,...,Mn
R={1,...,m} Yi,....Y, ’
Definice 1.2. Raciondlni ucastnik g € @ se chova tak, ze pokud

M;(xlvyl) 2 M;(x%yQ)a VS = ]-, o, n
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a alesponi pro jedno s plati:

Mg (21, 91) > My (22,92),

pak upfednostiiuje alternativu (z1,y;) pred (22, y2).

Neékteré zptsoby, jak je mozné teorii her délit, jsou nasledujici:
1. (a) Hry dvou hracu.
) Hry n hracu.
) Konecnd hra - koneéné mnoziny strategii.
) Nekonecnd hra - mnoZina strategii alespon jednoho hrace je nekoneéna.
) Hra s konstantnim souctem plateb

V(z,y) €V, DY Mi(z,y) =c.
qeQ i€q
(b) Hra s nulovym souctem plateb
V(z,y) €V, Z ZMé(m,y) =0.
q€Q icq
4. (a) Nekooperativni hry — hry bez moZnosti uzavirat koalice.
(b) Koaliéni hry — hry s moZnosti uzavirat koalice.

Tématem tohoto textu jsou predevsim maticové hry, ale zajemce o dalsi partie
teorie her mizeme odkézat na klasické monografie [5, 4, 3]. Ve slovensting je mozné
ke studiu pouzit napfiklad knihu [2]. Z internetovych zdroji v éesting doporucu-
jeme [1].

2. MATICOVE HRY

Vétsinu pojmi, se kterymi budeme pracovat budeme postupné demonstrovat na
nasledujicim prikladé. Dvé energetické spoleCnosti, oznacme si je W a G chtéji
postavit elektrarnu pobliz jednoho ze ¢ty mést A, B,C, D, které jsou od sebe
vzdaleny nasledujicim zptsobem:

O5—— O Ofo O1too
Kazdé dominantni pokryti odpovida pravé proporcionalni délce tseku. Pokud na-
priklad spoleénost W postavi elektrarnu v bodé B a spole¢nost G v bodé C, bude
spoleénost W dominantni na tseku AB a na pilce tseku BC (to déld 40% celého
uzemi), kdezto spole¢nost G bude dominantni na tseku C'D a na pulce tseku BC
(to déla ale 60% tizemi). Elektrarna musi byt umisténa v jednom z bodt A, B, C, D.
Jako prvni musime ze slovniho zadani vytvofit matematicky model, tj.

Q=1{1,2}, R=0

X, =(X{ =A,X?=B,X}=C,X{=D)
Xo=(Xs=A,X2=B,X3=0C,X3=D)
V=X x Xy
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My(X{,X5) =50 M (X{,X3)=10 M(X],X35,)=30 M(X{,X5)=50

Ma(X{,X3) =50 My(X{,X3) =60 M(X{, X5,)=80 My(X{,X3)=50
U prikladu energetickych spolecnosti mame tedy dva hrace a zisk jednoho zna-

mena automaticky ztratu druhého. Takové hie se fika antagonistickd hra dvou
hrac¢i a neni tézké si predstavit, ze je mozné takovou hru reprezentovat matici:

50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80

50 40 20 50

Hram, které lze reprezentovat matici, se iikd maticové hry. Formalné je maticova
hra koneénd hra dvou hracu s konstantnim (nulovym) souc¢tem. To, Ze je hru dvou
hract s konstantnim sou¢tem mozné reprezentovat jen matici plateb prvniho hrace
My, plyne pfimo z nasledujiciho faktu. Pokud je hra s konstantnim souc¢tem, plati

Ml(xa y) + MQ(xa y) =c
a je tedy mozné vyjadfit matici plateb druhého hrace pomoci matice plateb prv-
niho hrace:

MQ(‘Tvy) =Cc— Ml(x7y)

V nasem prikladé se jednd o maticovou hru s konstantnim souctem, kde ¢ = 100.

Definice 2.1. Hrou dvou hrdci v normdlnt formé s konstantnim soudtem (ma-
ticovou hru) nazgvadme hru {Q = {1,2} X,Y M(x,y) c}, kde matici plateb
rozumime matici
M(zy,91) -+ M(z1,yn)

M= : : :
M(xmvyl) M(xmayn)

Z definice je jasné, Ze nedéva smysl uvazovat moznou spolupréaci hraca (¢im
vic jeden ziskd tim vic druhy ztrati). Takové hry se nazyvaji antagonistické
(nekooperativni).

Maticova hra se tedy hraje tak, ze prvni hrac vybira fadek a druhy hrac sloupec.
Prislusné c¢islo v matici je pak platba prvniho hrace.

Definice 2.2. Strategie i = 1,...,m a j = 1,...,n nazyvame cisté strategie

prvniho a druhého hréce.

Pokud prvni hrac¢ voli i—tou ¢istou strategii, potom muze s urcitosti zabezpecit,
ze jeho platba bude alespon

min a;;.
J
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Vzhledem k tomu, Ze chce ale zabezpecit co mozna nejvyssi platbu, uvazuje pii-
nejmensim o platbé

max min a;;.
i

Druhy hra¢ chce minimalizovat platbu prvniho hréace, ta vsak nebude vyssi nez
max Gg;
3
a druhy hrac tedy voli strategii
min max a;;.
J i

7Z toho tedy vyplyva, ze volbou cisté strategie mutize prvni hrac zabezpecit, ze
jeho platba nebude nizsi nez max; min; a;;, pficemz druhy hra¢ mtze vhodnou
volbou strategie zajistit, aby jeho platba nebyla vyssi nez min; max; a;; Pokud by
tyto ttvahy obou hraci nebyly ve sporu znamenalo by to, ze svou volbou zarudi, ze
pfipadné zména protihracovy strategie by pro protihrace nebyla vyhodna a muze
se tedy spolehnout, ze protihrac¢ strategii nezméni. Mzeme fict, ze kdo pak uhne,
tak si nepolepsi. V prikladé s energetickymi spole¢nostmi se jedné o maticovou hru
s matici plateb:

50 10 30 50

90 50 40 60

70 60 50 80

50 40 20 50

Mame tedy:
mjin ai; =10 Hl]ln az; = 40 Hl]ln az; = 50 rn]m ag; = 20
maxmin a;; = 50
i

maxa;; = 90 max a;2 = 60 max a;3 = 50 max a;q4 = 80

min maxa;; = 50
J 2

a tentokrat

max min a;; = minmax a;; = 50,
i J J i

existuje tedy Cistd optimalni strategie a jde o strategii, kdy si obé energetické
spole¢nosti postavi elektrarnu u stejného mésta, a to na misté C. Toto dava smysl
nasledujicim definicim:

Definice 2.3. Sedlovym bodem matice A = (a;;) nazyvame takovy jeji prvek
a;; pro ktery plati max; min; a;; = min; max; a;;.

Definice 2.4. Takové strategie ig, jo, Ze (ig, jo) je sedlovy bod matice plateb A,
nazyvame cistymi optimdlnimi strategiemi prvniho a druhého hrace v maticové hre.
Cislo v = aj,j, nazyvame hodnotou této hry. Trojici (io, jo,v) nazjvime resenim
maticové hry v Cistych strategiich.

Uvedeme si piiklad hry, ktera sice neni maticova, ale demonstruje jedno z tskali
tohoto pfistupu. Nasledujici ptriklad je v literatufe uvadény jako Braessiuv paradox.
V nésledujicim diagramu se deset hra¢t (aut) rozhoduje jestli pojede ze startu do
cile pfes bod A, nebo bod B. Naptiklad pokud 6 aut pojede pfes bod A a ¢tyfi pies



84 J. HRDINA A P. VASIK

bod B. Doba prﬁjezdu pres bod A bude 16 ptes bod B bude 14. Tato strategie neni

.....

dorazi do c11e za 15 a tim si polepsi. Rovnovazna strategie je 5 a 5 a celkova doba
prijezdu kazdého auta je stejna a je to 15.

start — A
\LIO llo
B—2—>cil
Vsimnéme si jak by se situace zménila pokud bychom graf doplnili o vysoko-
rychlostni zkratku mezi body A a B, bez jmy na obecnosti ji ohodnotime nulou.

Rozdéleni 5 a 5 jiz neni rovnovazné, pokud jedno z aut jedouci horni cestou vyuzije
spojku klesne jeho doba priijezdu z 15 na 11.

start — A

%t

B—= il
Jediné rovnovazna situace je v tomto pripadé takova, ze vSechny auta vyuziji rych-
lostni spojky. Doba prijezdu kazdého auta tim ale vzroste z 15 na 20. V literatufe
je toto uvadéno jako paradox v tom smyslu, Ze zdanlivé vylepSeni dopravni sité
vede paradoxné ke zpomaleni dopravy a v dopravnich sitich vétSich mést je tato
situace pfi planovani dopravy feSena. Ve skutecnosti se ale jedné o pfipad hry kdy
je sedlovy prvek matice, tj rovnovazna strategie je odlisny od optiméalni strategie.
Toto formalizuje takzvana Mira anarchie definovana jako podil rovnovazné a op-
timalni. V nasem pripadé je to % = % a ¢im vice se tato hodnota lisi od ¢isla 1
o to vice je tento systém nestabilni.

Véta 2.5. Necht f(x,y) je redlnd funkce definovand pro x € X ay € Y
a predpokladejme Ze existuji veliciny

max miy f(z,y), min max f(@,y).

Potom

<
max min f (z,y) mip max f (. y)-

Dikaz. 7 definice minima a maxima vime, ze pro libovolné zadané x € X plati
i <
min f(z,y) < f(z,y)
a pro libovolné zadané y € Y plati
< .
f(z,y) < max f(z,y)
Proto pro vSechna z € X a y € Y plati
1 < .
min f(x,y) < max f(z,y)

yeY
Vzhledem k tomu, Ze prava strana nerovnice nezéavisi na r € X tedy

<
max min f(z,y) < max f(z,y).
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A vzhledem k tomu, Ze leva strana nerovnice nezavisi na y € Y, dostaneme celkem

a < a;
I;Egggnf(fc y) < minmax f(z,y).

O

Definice 2.6. Nechf f(z,y) je redlnd funkce definovand proxz € X ay € Y.
Sedlovym bodem této funkce vzhledem k mnoziné X X Y nazyvame takovy bod
(x0,9y0) € X XY, ze pro vSechny z € X a y € Y plati

J(x,90) < f(wo,%0) < f(x0,9).

Véta 2.7 (Véta o sedlovém bodu). Necht f(x,y) je redind funkce defi-
novand pro x € X ay € Y a necht existuji veliciny max,cx mingecy f(z,y)
a minycy maxgex f(z,y). Pak funkce f(x,y) md sedlovy bod na mnoziné X xY
prdave tehdy, kdyz plati

ma mln X mmma X
may mip flz,y) = min EXf( JY)-

Navic pokud (z9,yo) je sedlovy bod funkce f(x,y) na mnoZiné X x Y, pak

gleayggrgnf(l’ y) = gggggcf(x,y) = f(z0,0)-

Dikaz. 1. Necht (zg,y0) € X X Y je sedlovy bod funkce f(z,y). Pak podle
Definice 2.6. pro v8echna x € X a y € Y plati f(z,y0) < f(xo,%0) < f(zo,y).
Z toho vyplyvé, ze maxyex f(z,y0) < f(xo,y0) < mingey f(zo,y). Vzhledem
k tomu, Ze obecné plati

min ma; x < ma T
Ueheggf( ) < max f(z, yo)

. - .
min f(z0.y) < max iy f(z,y),

protoze f(zo,yo) je sedlovy bod, plati

min ma. T < maxmin f(x
yEYze)}{(f( y) we):éye f( y)

Soucasné podle Véty 2.5. plati

<
max min f(z,y) < minmax f(z, y).

A tedy celkem

a. a.
gleggggnf(x y) = min max x f(z,y).

Z dtikazu je zfejmé, Ze se vyraz také musi rovnat f(xo,yo)-

2. Necht je splnéna rovnost ve znéni véty. Déle predpokladejme, Ze funkce
minyey f(x,y) nabyva svého maxima v bodé zo € X a funkce max,cx f(z,v)
svého minima v bodé yy € Y, tj. plati

min f(@o,y) = max min f(z,y),

max f(z, yo) = ggggggf(x,y)
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Ukézeme, ze dvojice (xo,y0) € X X Y je sedlovym bodem funkce f(z,y). Na
zékladé predpokladu o splnéni rovnosti mame

mip f (o, y) = max f(z, o).
7 definice minima vyplyva
gggf(fvo,y) < f(z0,%0),
a z definice maxima
> .
I;lg(if(x,yo) = f(ffmyo)
Celkem
f(z,90) < max f(x,y0) = max f(x,y0) < f(zo,y0), pro vechna x € X.
zeX zeX
Analogicky
f(zo,y) > min f(xo,y) = max f(x,y0) > f(x0,%0), pro viechna y €Y,
yey zeX

a tedy (zg,y0) € X XY je z definice sedlovym bodem. O

.....

radek matice ve vSech sloupcich vétsi nez jiny, nemé pro prvniho hrace smysl
prislusnou strategii hrat.

Definice 2.8. Rekneme, ze vektor a = (a1, -+ ,a,)? dominuje (ostie) vektoru
b= (b1, -+ ,bs)", pokud pro viechna j =1, ,n plati a; > b; (a; > b;).

Véta 2.9. Optimdlni strategie hrdctu v maticové hie se nezmént, pokud k matici
plateb pripocteme libovolnou konstantu £ mebo pokud matici plateb vyndsobime
libovolnou kladnou konstantou (.

Na zavér kapitoly si ukazeme piiklad hry pro kterou sedlovy bod v ¢istych
strategiich neexistuje.

Priklad 2.10. Mé&jme dva frekvenéni generatory generujici stejny periodicky
vystup. Prvni generator do signalu kéduje informaci kterou chceme pfenést. Druhy
generator se snazi vyslat signal s opa¢nou frekvenci. Prvni generator mtze vyslat
i opacny signal bez informace —f. Cilem prvniho generatoru je signdl prenést,
druhého vyrusit. Pokud oba zvoli f signal se zesili a zisk prvniho hra¢e ohodnotime
4 pokud oba zvoli —f signél se nevyrusi ale pfijemce pozna, Ze je vysila¢ rusen
a zisk prvniho hrace ohodnotime 2. Pokud jsou frekvence opacné signal se vyrusi
a zisk prvniho hrace ohodnotime —3. Jde tedy o maticovou hru s matici plateb

- f
({2 -3
A

a konstantou ¢ = 0. V tomto pfikladé mame tedy

mina;; = —3, min ag; = —3, maxmina;; = —3,
J J i

maxa;; = 2, max a;2 = 4, min max a;; = 2.
[ [ 7 [

Plati tedy max; min; a;; < min; max; a;; a Cist4 optimalni strategie neexistuje.
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3. SMISENE OPTIMALN{ STRATEGIE

Pokud nemé maticova hra ¢istou optimalni strategii, plati

max min a;; < minmax a;;.
1 J J 1
V tomto piipadé se pii opakovani hry, tj. pfi jednotlivych partiich, bude prvni
i druhy hrac snazit opakovat Cisté strategie s takovou pravdépodobnosti, aby v pri-
méru prvni hra¢ ziskal vice nez jen max; min; a;; a druhy hrac se snazi zajistit,
aby prvni ziskal méné nez min; max; a;;. Tady kazdy hra¢ pfifazuje kazdé své cCisté
strategii urcitou pravdépodobnost, s jakou ji bude pouzivat.

Definice 3.1. Smisenou strategii pruniho hrdce nazyvame m-rozmeérny vektor
= (x1,...,2m)7, pro ktery plati

m
ZI,’ = ].7 ZT; Z 0.
i=1

Smisenou strategii druh€ho hrdce budeme nazyvat n—rozmérny vektor
y= (1, yn)”

=1

)

pro ktery plati

Mnoziny

Sm={2 € B, »_ 2 =1, z; > 0},
i=1
n

Sn={y € En, Y yi=1,y; >0}
i=1
nazyvame mnozinou smisenych strategii prvniho a druhého hrace.
Kazda cisté strategie odpovida smiSené

z=(0,...,0,1,0,...,0)7.
Definice 3.2. Funkci

m n
E(z,y) = Z Zaijafiyj =o' Ay
i=1 j=1
definovanou pro z € S,, a y € S, nazyvame funkci stiedni hodnoty platby v mati-
cové hte.

Stejnymi tvahami odvodime, Ze prvni hra¢ volbou smiSené strategie mutze do-
cilit toho, ze stfedni hodnota jeho platby bude nizsi nez

in £
max min (z,y),

pricemz druhy hra¢ mize zajistit, aby stfedni hodnota plateb prvniho byla nizsi
nez

min max F(x,y).
YES,, TES, ()
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Vime, Ze pro kazdou funkci plati

max min F(z,y) < min max E(z,y)
TE€Sy YESm YESm TESK

a pokud plati rovnost

B o 5
max min (z,y) Jnin max (z,y),

existuje sedlovy bod.

Definice 3.3. Necht (z,y) je sedlovy bod funkce E(z,y) vzhledem k S, X
Sn. Vektory T respektive §j nazyvame optimdinimi smisenymi strategiemi prvniho
respektive druhého hréce v prislusné maticové hie a ¢islo v = E(Z,y) nazyvame
hodnotou této hry. Trojici (Z, 7, v) nazyvame Fefenim maticové hry ve smisengch
strategiich.

Vratime se opét k prikladu 2.10, tj. k maticové hie s matici plateb

2 =3
-3 4 )’
pri¢emz uz vime, ze ¢istd optimalni strategie neexistuje a hra méa feseni pouze ve
smiSenych strategiich
_ 7T 5. 7 5.7
33:(7,7) ay:(777) .
12712 12712
Toto FeSeni ted jen ovéfime, hodnota hry je:

pen-5 5 (% 9 (B)--4

pokud prvni hra¢ strategii zméni, nepolepsi si (ani si nepohorsi ale to z definice
sedlového bodu nefesime)

E(z,y) = (21, 72) (_23 _43> (1%) = (z1,22) <:%> B

1 1 1( e) 1
——x — —ry=——(r1+x2) = ——
127t 1272 vt 12’

pokud zméni druhy hrac¢ strategii, také si nepolepsi:

E(z,y) = (%,%) (_23 _43> <Z;> = —%.

Pro nalezeni feSeni hry ve smiSenych strategiich budeme potfebovat aparat line-
arnfho programovani. Uloha linedrniho programovani je iloha minimalizovat, nebo
maximalizovat linedrni polynom na néjaké mnoziné urcené linedrnimi nerovnicemi,
napiiklad maximalizovat funkci z1 + x5 za podminek x1 > 0, 22 > 0 a

T1 + 239 < 4,
4%1 + 2.’E2 S 12,
—T1 + X2 S 1.

(1,1) (i;)

Maticové, maximalizovat
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1 2 4 0
L)) -0
-1 1) \* 1 2
Definice 3.4. O nésledujici dvojici tloh linedrniho programovéani, fikame, Ze
jsou dudln:

za, podminek

1. maximalizovat ¢’z za podminek Az < ba z >0,
2. minimalizovat y”b za podminek y*A > ¢T ay > 0,
kde ¢,z € R", b,y € R™ a A € Mat(m,n).

Dualni problém k nasemu piikladu je minimalizovat funkci 4y; + 10ys + y3 za
podminek y; > 0,92 > 0,y3 >0 a

y1 +4y2 —ysz > 1,
2y1 +2y2 +yz3 > 1.

Véta 3.5 (J. von Neuman, J. Nash). Pro kaZdou maticovou hru plati

max min F(x,y) = min max F(x,y
zE€Sn YESm ( ’ ) YESm TESy ( ’ )’

a tedy existuje sedlovy bod funkce E(x,y) na mnoZiné Sy, x S,. Tedy kaZdd hra
md Tesent ve smisenych strategiich.

Diikaz. Zformulujeme si dvé duélni tlohy linedrniho programovani:

Maximalizovat w za podminek:

m
_Zal]xz +w S 07 v.]7

i=1
m
E €Ty = 1,
=1

%207

Minimalizovat v za podminek:

n
— Zaijyj +u >0, Vi,

j=1
n
Z Yi = 17
=1

y; >0

proi=1,--- m,j3=1,--- n.

Tyto dvé dlohy jsou duélni a to z hlediska linearniho programovani znamena, ze
maji stejnou mnozinu pfipustnych feSeni (tj. feSeni, kterd splituji dané nerovnosti)
a soucasné, pokud existuje optimalni feSeni jedné, existuje i optimalni feseni druhé
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a vysledna hodnota tcelové funkce je stejné. Pokud zvolime za p¥islusnd a;; prvky
matice hry, dostaneme optimalni feSeni, které bude rovno sedlovému bodu funkce
E(x,y), a tedy optimaln{ strategii pfislusné maticové hry. Poznamenejme nakonec,
7e toto feSeni neni dané jednoznacné. O

Bez diikazu uvadime nésledujici dvé véty:

Véta 3.6. 1. Pokud ve hie s matici plateb A = (a;;) typu m x n plati, Ze
pro néjaké k (1 < k < m) existuji ¢isla «; (i # k) takovd, Ze pro vSechna
j=1,...,n mdme

> aiai > ak, Y o =1,

i£k i£k
potom ezistuje optimdlni strategie pruniho hrdace T € S, jejiz sloZkou je
=0
z° =0.

2. Pokud ve hie s matici plateb A = (a;;) typu m x n plati, Ze pro néjaké t
(1 <t < n) existuji éisla 5; (j # t) takovd, Ze pro vSechna i = 1,...,m
madme

Zﬁiaij < Qit, Zﬁj =1,
At At

potom ezistuje optimdlni strategie druhého hrdice T € S, jejiz sloZkou je
-0
y° =0.

Napftiklad v maticové hie s matici plateb
2 4 6
6 8 2
3 5 3

existuje k =3, a1 = ag = % takové, ze pro vSechna j = 1,2, 3 plati aya1j+agag; >
as;. Existuje tedy optimélni strategie pro kterou je x3 = 0. Z dikazu Nashovy
véty vime, Ze optimalni smiSené strategie maticové hry s matici A je optimalnim
feSenim dvojice 1iloh linedrniho programovani. Potfebujeme ale tyto tilohy prevést
na tvar, ktery umime fesit. Jako vychozi ilohu pouzijeme

Minimalizovat u za podminek:

j=1
n
Zy7 - ]-7
i=1
y; = 0.
proit=1,---,m, j=1,--- n. Z predeslych vét vime, Ze matici plateb mizeme

prictenim vhodné konstanty upravit tak, aby a;; > 0, tedy i hodnota tcelové
funkce u je kladné a muZeme nerovnosti délit beze zmény smeéru nerovnosti.
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Minimalizovat u za podminek:

n
—Zaijy—j—i—lZQ
u

j=1
i&:l
izlu u
Yi .
u
Y

zavedeme substituci g; a dostaneme

T u

Minimalizovat v za podminek:

n
Zaijqj S ].,
j=1
n
1
qi = —

q; > 0.

Minimalizovat funkei u je to samé jako maximalizovat funkei Y .- | ¢; a dostavame
vysledny tvar:

n
Maximalizovat Z q; za podminek:

i=1
n
Zaij%’ <1
j=1
¢ =0

tedy tvar, ktery umime fesit jak uvidime v dalsi kapitole.
4. SIMPLEXOVA METODA

Ulohu lineérniho programovani miizeme chapat jako nalezeni extrému (maxima
nebo minima) linearni funkce vice proménnych pii vedlejsich podminkach, které
jsou vyjadfeny linedrnimi rovnicemi nebo nerovnicemi. Existuje nékolik formu-
laci zékladni tlohy linearniho programovani, my budeme pracovat s nasledujicimi
omezujicimi podminkami:

a1121 + a12®2 + -+ + a1y < by,
a2121 + a22x2 + - -+ + agpxy < by,

Am1T1 + Q2T + -+ GmnTp < by,

kde m < n a x; > 0. Jako prvni krok doplnime soustavu o pomocné proménné
T1,- - T, tak, aby platila nasledujici soustava rovnic:

a1171 + 12T + - - + a1, Ty + T1 = by,
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a21%1 + a2 + - -+ + A2p Ty + T2 = by,

Am1%1 + m2T2 + - + AmpTy + Ty = bma
kde m < n a b; > 0. VSimnéme si, ze soustava ma Teseni:
T :xn:Oa jl :b17"' 7-’En:bm

Proménné Zq, - - - , Z,, jsou ale pomocné a feSeni v zakladnich proménnych je x; =
2z, = 0. Nasim cilem je maximalizovat funkci

z=c1x1+ - cpxy, +d,

pri¢emz pro naSe feSeni z1 = --- = x, = 0 je hodnota tcelové funkce rovna d.
Pridame si jako dalsi fadek soustavy tucelovou funkci

Z—C1T1 — - — Cpy = d,

tim ale pfiddme je$té jednu proménnou z (kterou chceme maximalizovat). Matice
soustavy pak vypada nasledovné:

0 ail ai2 s A1n 1 0 cee 0 b1
0 axn ap -+ aym 0 1 -+ 0 b
0 ami @m2 *+ Qumn 0 0 --- 1|0,
1 —¢; —¢g -+ —¢, 00 --- 0] d

Zamysleme se ted nad tim, jak najit jiné feSeni. Mame soustavu m rovnic o m+n
neznamych takovou, ze n proménnych je zakladnich. Dalsi feseni mtzeme ziskat
tak, ze pomoci fadkovych elementarni tprav vynulujeme néjaky dalsi sloupec.
Abychom se rozhodli ktery, musime se podivat na posledni fadek soustavy

Z— 1T — CoXg — +++ — CpTy = d.

Protoze vsechna z; jsou kladnd muzeme zvysit hodnotu ucelové funkce z jen
pokud vybereme takové c;, které je kladné, tedy takovy prvek matice ktery je
zdporny. V naSem algoritmu pak vybereme to nejmensi éislo (éislo s nejvétsi abso-
lutni hodnotou), protoZe u ného je predpoklad, Ze ucelovou funkei zvysime nejvice.
Vybrany sloupec bychom pak chtéli pridat k jednotkové matici, ale jesté nevime,
vici kterému fadku budeme sloupec nulovat. Predstavme si tedy, jak budou vy-
padat prislusna feseni pro z; = 0, ¢ # k pokud zanedbdme pomocné proménné
ji:

1 = by — a1 Ty,

Tg = by — agpwy,

T = by — Ak Tk-

S ohledem na podminky nezapornosti musi platit:

ik
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Vybereme fadku s nejmensim podilem

. bi bs
T < min =
(4273 sk
proi=1,2,...,m, tj. ptedpoklddame, Ze nejmensi podil je v s—té Ffadce soustavy.

Proménnou zj nazyvame vstupujici proménnou a proménnou x, vystupujici pro-
ménnou.

Na zavér si vSechno ukazeme na prikladu. Maximalizujte z = 4x; + 2x5 za
podminek

—T1 — 3582 S 9,
2x1 + 3x9 < 18,
2x1 — x9 < 10,

kde x; > 0. Simplexova matice ma tvar

0 -1 3 1 0 0|9
0 2 3 0 1 018
0 2 -1 0 0 1|10
1 -4 -2 0 0 0]0

Zaporné hodnoty v poslednim fadku jsou dvé, -4 a -2, vybereme tu mensi, podélime
sloupec pravych stran pfislusnymi koeficienty (pokud jsou kladné) a dostaneme:

0 -1 3 10 09
0 2 3 01 0]18
0 2 -1 00 1]10
1 =4 -2 00 0|0

I olaels |

Vybereme ten nejmensi podil, tedy % a nulujeme druhy sloupec vzhledem k pod-

trzené dvojce ve tretim radku

0 -1 3 1 0 0|9
0 2 3 0 1 018
0 2 -1 0 0 1|10
1 -4 -2 0 0 0]0
Po provedeni prislusnych fadkovych elementarnich tprav tedy dostaneme
00 5 10 5|14
00 4 01 —-1]38
01 -2 00 1|5
10 -4 0 0 2 |20

ZlepSené feseni je
1 = 571'2 :O,i'l = 14,f2 = S,fg =0

a hodnota tcelové funkce je z = 20. V poslednim fadku je uz jen jedno zaporné
¢islo -4. Opét porovname podily

00 5 10 %14 2
00 4 01 -1|8 2
01 -4 00 3|5 -
10 -4 00 2[20 —
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a vyberme druhy fadek

0001 -3 2109
0010 &+ -1]2
0100%%6
1000 1 1|28

Vysledné feseni je
T = 6,I2 = 2,51 = 9,.’22 = O,fg =0

a hodnota tcelové funkce je z = 28.
5. ALGORITMUS

Vychozi tloha pro maticovou hru s matici plateb {a;;} je

n
Maximalizovat Z q; za podminek:
i=1

n
Zaijqj <1,

j=1
¢ = 0.

Pokud ¢ = (q1, ..., ¢n) je libovolné optimalni feseni, pak
qi

Z:i1 qi

je optimalni smisenou strategii prvniho hrace a ¢islo
1

> i

Ty =

u =
je hodnotou v prislusné maticové hie.

6. PRIKLAD

Mgjme dva roboty oznadené symbolem Q) a @) na Sachovnici, ktefi jsou v zakladni
poloze viz obrazek:

|| O | | O] >
QO W Qe w
==llolfoli=:llolle!

Tabulka 1. Vychozi pozice 1.
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Kazdy z téchto roboti ma 8 moznosti pohybu na policka oznacend A az H. Oba
roboti se soucasné pohnou, nasledné zméfime jejich vzdalenost. Tu definujeme
takto:

1. Vzdalenost dvou polic¢ek se spolec¢nou stranou je 0.

2. Vzdalenost dvou policek se spole¢nym vrcholem je 1.

3. Vzdalenost dvou polic¢ek bez spole¢ného vrcholu nebo strany je délka nej-
kratsi cesty mezi nimi, pricemz délka jednoho celého policka pfi prichodu
horizontalné nebo vertikalné je 2 a pfi priuchodu diagonalné je 3. Zda policko
prochéazime horizontalné, vertikdlné nebo diagonalné se rozhoduje podle
zpusobu vstupu do tohoto pole.

Ukolem robota (@) je vzdalovat se od robota ) a naopak. Tabulku vzdalenosti mezi
pozicemi roboti tedy lze chdpat jako definici vyplatni funkce robota @), bude tedy
dana matici:

A B C D FE F G H
As/4 5 6 6 8 8 9 10
B|l5 4 5 7 7 9 8 9
c|6 5 4 7 6 10 9 8

Q= D2 3 5 4 5 6 7 8]

El5 3 2 6 4 8 7 6
Fl0O 1 4 2 5 4 5 6
G|l1 0 1 3 3 5 4 5
H\4 1 0 5 2 6 5 4

Budeme-li hledat rovnovazny stav mezi ¢istymi strategiemi, vyjde nam:

max min Q;; = 4,
i J

min max Q;; = 5.
J K3

Neexistuje tedy ¢ista optimalni strategie. Budeme-li uvazovat pravdépodobnostni
rozsifeni této hry, budeme za strategii povazovat vektor z = (x1,...,xg) s vlas-
tostmi Y ;" x; =1 a x; > 0 pro vSechna ¢ = 1, ..., 8. Budeme tedy tlohu Fesit dle
predchoziho algoritmu jako tlohu linedrniho programovéani, kde a;; budou prvky
matice plateb A. Vzhledem k velikosti matice najdeme feSeni pomoci néjakého
softwaru, konkrétné vyjde

1

=(—,0 ! 0,0,0,0,0)
q= 107 ) 107 ) Uy Yy Uy )
coz vede na strategii
. 1/ 1 -
vt f ol =t poi=13
die1 i 0 proi=2,4,..,8

Optimalni smisenou strategii tedy bude vektor = = (1/2,0,1/2,0,0,0,0,0) a hod-
notou hry je
1

— =5.
Z?:l qi

u =
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To znamena, e robot (D se pohne s pravdépodobnosti /5 na pozici A nebo se stej-
nou pravdépodobnosti na pozici C a jeho vzdéalenost od robota @) bude 5. Tato
strategie dava smysl, protoze dostéva robota @) co nejdéle od robota ). Zamys-
leme se nad tim, jak tuto hru fesit bez pouziti pocitace. VSimneme si napiiklad,
ze 4. az 8. fadek je dominovan 3. fadkem, lze je tedy z matice vypustit. Stejné 4.
az 8. sloupec dominuji sloupce 1 az 3. Zistane tedy pouze matice 3 x 3, konkrétné

45 6
Q=[5 4 5
6 5 4

Snadno zkontrolujeme, Ze ani zde neni optimalni Cista strategie. Nyni provedeme
pravdépodobnostni rozsifeni a fesime tilohu linearniho programovani maximalizo-
vat funkci z = ¢1 + g2 + g3 za podminek:

45 6 @ 1

545 | (e |<[1]

6 5 4 a3 1
p17p27p320-

Uvodni simplexové tabulka bude tvaru

0 4 ) 6 1 0 0|1
0 5 4 5 0 1 0]1
0 5 4 0 0 1|1
1 -1 -1 -1 0 0 0|0

Po eliminaci vzhledem k prvku ve ¢tverecku dostaneme

0 0 54 10 0 |
0 0 —Y 53 0 1 =% |1
01 5% 23 00 s |Ys
10 Y% =% 0 0 'Y |

Poslednim krokem je eliminace vzhledem k prvku ve ¢tverecku, ¢imz dostaneme

00 Y 1 39 0 0 |Yi
0 0 —7/6 0 —1/2 1 —5/6 0

01 Yy 0 =Y5 0 Ye | Yo
1 0 0 0 Yo 0 Y |15

Tim eliminace konéi, protoze posledni fadek uz neobsahuje zadné zaporna cisla.
Resenim tedy je vektor

(1/107 07 1/10)

a optimalni smiSenou strategii je vektor

(1/27 0, 1/2)a

tedy feseni stejné.
Uvazujeme-li tuto hru jako hru s konstantnim souc¢tem 10, tedy hodnoty nejveétsi
moZné vzdalenosti, pak z pohledu robota ) ziskdme matici plateb B jako rozdil
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R;; = 10 — Q;;. Po pravdépodobnostnim rozsifeni a vyfeSeni tlohy linedrniho
programovani vyjde jako rovnovazna smiSena strategie vektor

(Oa 1/57070707050,0)'

Robot @ se tedy s pravdépodobnosti 1 pohne na pozici B, coz odpovidé disté
strategii. Toto feseni opé&t dava smysl, protoZe posunuje robota ) co nejblize
k robotovi D.

V dalsim kole bude zakladni pozice robott nésledujiciho tvaru:

C
E
H

| | >
QO W = -l =
T = 0| Q|6

Tabulka 2. Vychozi pozice 2.

Funkce plateb tedy bude realizovana matici

A B C D FE F G H
A/ 4 5 7 7 9 8 9
Bf6 5 4 8 6 10 9 8
c|8 6 5 9 7 11 10 9
D13 2 3 5 &5 7 6 7
E|l7 5 3 8 5 9 8 7/
Fl1 0 1 3 3 5 4 5
Gl4 1 0 5 2 6 5 4
H\6 4 1 7 3 8 6 5

V tomto piipadé existuje ¢istd rovnovaznd strategie, a to (C,C) s hodnotou hry 5.

Pokud timto zpiisobem rozebereme i dalsi mozna vychozi postaveni, naptiklad
situaci v rozich, lze urcit pohyb roboti po celé Ssachovnici tak, aby se roboti ne-
srazili a pfitom si byli stale co nejbliz. V inzZenyrstvi se napfiklad fesi podobny
problém - zachovani viditelnosti jednoho objektu pro objekt jiny, a to napiiklad
v prostiedi s piekazkami ve viditelnosti. Pokud bychom chtéli nasi hru modifikovat
timto smérem, zamezili bychom vstup na néktera policka Sachovnice.

7. VYPOCTOVA PROSTRED{

Pro feseni maticovych her miizeme pouzit vSechna standardni vypoctova prostiedi.
V prostiedi Mathematica® je mozné pouzit proceduru LinearProgramming a
v prostiedi Matlab® proceduru linprog. Vytesime piiklad z piedeslé kapitoly
v prostiedi Matlab®, ale protoZe linprog standardné pracuje s dudlni tilohou
linearniho programovani nez je nase zadani, ilohu maximalizovat funkci z = ¢ +
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q2 + q3 za podminek

45 6 0 1

5 4 5 Q2 S 1 I

6 5 4 qs 1
q1,92,93 > 0.

musime prevést na dudlni tlohu tlohu minimalizovat funkci z = r1 + 7o + r3 za
podminek:

4 5 6 T1 1
5 4 5 | > 1],
6 5 4 T3 1

r1,72,73 > 0.

Protoze prostfedi linprog pracuje se omezujicimi podminkami tvaru Az < b,
Ib < x < ub je zadani ulohy kdéd tvaru:

=]
A=[-4,-5 —6;—6,—4, —5;—6, 5, —4|;
b=[-1

Pomoci prikazu
[x] = linprog(f,A,b,[1,[1,1b);
dostaneme vysledek
x = 0.0974 0.0053 0.0974,

co% je po normovani (0.486,0.026, 0.486). To piiblizné odpovida hodnoté vypoctené
(5.0.3).
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