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ABSTRAKT

Cilem této prace je vytvofit na zédklad¢ pohybovych rovnic matematicky model kmitajici
soustavy s vice stupni volnosti. V ivodu je popséano teoretické rozdéleni dynamickych kmita-
jicich soustav a jejich hlavni vlastnosti. V dalsi Casti je provedena analyza zadané soustavy
a jsou sestrojeny pohybové rovnice za pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Je uve-
den postup pfi feSeni soustavy spolené s pouzitymi vztahy pro ziskani vlastnich frekvenci,
vlastnich tvarti a vychylek téles v ¢ase. Samotné feseni je uskute¢néno v programu MAPLE,
jsou sestrojeny grafy amplitudové charakteristiky, fazové charakteristiky a zavislosti vychyl-
Ky téles na Case s diskuzi vlivu parametr, které vstupuji do vypoctu. Spravnost analytického
feSeni je v zaveru ovéfena metodou koneénych prvkt v programu ANSYS.

ABSTRACT

The goal of this thesis is to create a mathematical model of multi-degree-of-freedom vi-
brating system based on motion equations. The introduction describes the theoretical distribu-
tion of dynamic vibrating systems and their main characteristics. The next part deals with the
analysis of assigned system and the motion equations are constructed by using Lagrange
equations of the second kind. The process of system solving is provided together with equa-
tions which were used for obtaining the natural frequencies, eigenmodes and amplitudes of
objects in time. The actual solution is carried out in MAPLE software; graphs of amplitude
characteristics, phase characteristics and objects amplitude in time are constructed. Influence
of parameters entering the calculation is discussed. At the end is verified the accuracy of the
analytical solution by the finite element method in ANSY'S software.

KLIiCOVA SLOVA
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UVOD

V bézné inZenyrské praxi se setkavame se stroji a strojnimi zafizenimi, jejichz chod pod-
1¢ha dynamickym ucinkiim. Mezi nejvyraznéjsi, obvykle nezadouci dynamické ucinky patii
bezesporu kmitavé pohyby souhrnné nazyvané kmitani. S rostouci vykonnosti a provozni
rychlosti stroje a se snizovanim jeho hmotnosti se zvy3uje i toto kmitani. Skodlivost kmitani
pii béhu stroje se projevuje neimeérnym namahanim jeho ¢asti, zvySenou hlucnosti a rostou-
cim opotifebenim. Abychom mohli vliv kmitani co nejvice omezit, je potieba jej ditkkladné
analyzovat a na zaklad¢ této analyzy navrhnout vhodné opatieni eliminujici nezddouci kmity.
K analyze pouzivame rtizné matematické modely, jejichz feSenim je nalezeni vlastnich frek-
venci a vlastnich tvarli zkoumané soustavy. Charakteristika, pomoci niZ znazorfiujeme vlastni
frekvence, se nazyvd amplitudo-frekvencni. Vedle nezadoucich U¢inkii mize byt kmitani
i uzite¢né, uméle vyvolané. Toto kmitani tvoti zaklad prace zhutiovacu, téidi¢h, vibracnich
dopravniki, vibra¢nich pil apod. [2].

Popis kmitavych pohybi je tedy dilezitym problémem technické praxe a analyza kmita-
vych pohybti dala vznik samostatné soucasti dynamiky — teorii kmitani [6].
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1 MECHANICKE KMITANI

Pti analyze kmitajici soustavy je nutné si uvédomit, jaky druh kmitani fesime. Mechanic-
ké kmitani mtizeme rozdélit do skupin podle mnoha hledisek. Naptiklad podle vzniku na vol-
né, buzené a samobuzené kmitani, podle charakteru soustavy na modely se soustfedénymi
nebo spojité rozlozenymi parametry, podle pouzitého matematického modelu na linearni a
nelinearni, podle disipované energie na tlumené a netlumené atd. Tato d€leni lze pak zpiesio-
vat, napf. podle poctu stupni volnosti u soustavy se soustfedén¢ rozlozenymi parametry [2].
Dale budou blize popsana n¢ktera z téchto déleni.

1.1 Rozdéleni podle pouzitého matematického modelu

1.1.1 Linearni soustavy

Realné dynamické soustavy obvykle zjednodusujeme na soustavy linearni. Linearni sou-
stavy se vyznacuji tim, Ze jejich chovani lze popsat linearnimi diferencidlnimi rovnicemi dru-
hého fadu s konstantnimi koeficienty. Tyto rovnice plati za ptredpokladu, ze sily, které vraceji
télesa do rovnovaznych poloh, jsou linedrné tmérné vychylce a smérnice vychylky se béhem
pohybu neméni. Dalsim piedpokladem je linearni zavislost sil odporu prostredi, tj. tfecich sil
(vng&jsich i vnitinich) na rychlostech. U téchto soustav plati princip superpozice. Predpoklady
nelze aplikovat na vSechny realné soustavy, a proto nemtzeme kazdou realnou dynamickou
soustavu popsat linearné [6].

1.1.2 Nelinearni soustavy

V realnych systémech jsou pruzné i tlumici sily vice ¢i méné nelinearni. Matematicky
jsou nelinearni pohyby vyjadfeny nelinearnimi ¢leny v piislusné diferencialni rovnici. Neline-
arni zavislost pruznych a tlumicich sil na vychylce, resp. na rychlosti vychylky souvisi s fyzi-
kalnimi vlastnostmi materiali. To, ze se sily chovaji nelinedrné, je zptisobeno bud’ pouzitim
materiald s odchylkami od Hookova zakona, nebo v dusledku materidlového tlumeni (rychly
narust tlumicich sil s rychlosti). Pro nelinearni soustavy nelze vyuzit princip superpozice [6].

1.2 Rozdéleni podle charakteru soustavy

1.2.1 Modely se soustiedénymi parametry

Tyto modely obsahuji jednoduché (diskrétni) prvky, z nichz kazdy je nositelem konkrétni
energie. Témito prvky jsou hmotné body ¢i tuhd hmotna télesa, kterd jsou nositeli kinetické
energie, nehmotné pruziny, jez jsou nositelkami potencialni energie, a nehmotné tlumice, kte-
ré disipuji energii, tj. méni mechanickou energii na teplo. Vypoctové modely vznikaji kombi-
naci té€chto prvku. Je nutné, aby tyto modely co nejvérnéji vystihovaly dynamické vlastnosti
realného dila. Modely se ziskavaji vesmés z kontinua jeho diskretizaci riznymi metodami,
napft. soustfedénim hmotnosti kontinua do vhodné zvolenych mist svazanych nehmotnymi
pruzinami a tlumici — model je poté schematicky zobrazitelny jako soustava hmotnych bodua
nebo tuhych téles. Mezi dal$i moznosti diskretizace patii napiiklad pouziti metody kone¢nych
prvkd. Pohybové rovnice linedrnich soustav se soustifedénymi parametry tvofi soustavy oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic (homogennich ¢i nehomogennich, obvykle s konstantnimi koe-
ficienty) s buzenim na pravé strané [3].
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Hlavni vlastnosti modelti se soustiedénymi parametry je konecny pocet stupiii volnosti.
Nejjednodussi je model s jednim stupném volnosti (obr. 1-1). Pouziva se pro velmi hrubé pfi-
frekvence soustavy. Znalost feSeni soustavy s jednim stupném volnosti je zakladem pro feSeni
soustav s vice stupni volnosti, a jeho pochopeni je predpokladem pro studium slozit&jSich
soustav jak se soustfedénymi parametry, tak se spojité rozlozenymi parametry [2].

X =4

I
Obr. 1-1 Soustava s jednim stupném volnosti [2]

1.2.2 Modely se spojité rozlozenymi parametry

Stroje a strojni konstrukce jsou vZdy objektem se spojit€ nebo alespont Caste¢né spojité
rozlozenou hmotou. U pfedchoziho druhu modelu se cely objekt zjednodusil a popisoval dis-
krétnimi rovnicemi. To Ize ovSem pouZit jen v takovych piipadech, kdy se realny objekt pfi-
blizuje diskrétnimu modelu. Celou fadu prvkl ovSsem nelze takto zjednodusené znazornit,
protoZe jejich konstrukce neobsahuje soustfedéné hmoty. Jedna se o lana, pruty, struny
(obr. 1-2), nosniky, desky, skofepiny, membrany apod. Kazdy stroj nebo strojni konstrukce je
vétSinou tvofena riznymi konstrukénimi prvky, kazdy o své vlastni frekvenci. Pokud dojde
k poruseni jednoho z téchto prvkt, muze dojit k poruseni celé soustavy. Znalost kmitani jed-
noduchych prvkil je proto u téchto soustav velice dilezitd. Soustava se spojité rozlozenymi
parametry ma nekone¢ny pocet stupnd volnosti [2][4].

[Fsinw@f—s%@dxl

Obr. 1-2 Kmitajici struna [3]

1.3 Rozdéleni podle vzniku kmitani

1.3.1 Kmitani volné

Pokud je soustava po vychyleni z rovnovahy uvolnéna a ponechana v pohybu bez ucinkt
vnéjsich sil (bez buzeni), vznika volné kmitani. Vychyleni z rovnovahy nastane, pokud ud¢-
lime jednomu ¢i vice hmotnym télestim soustavy vychylku nebo rychlost, popt. oboji. Volné
kmitani lze vypocitat z homogennich pohybovych rovnic. Nenulové pocatecni podminky
se uplatni pfi urovani integracnich konstant. Z tohoto vypoctu ziskame vlastni hodnoty kmi-
tajici soustavy a informace o vychylkach a rychlostech kmitajicich hmotnych téles. Volné
kmitani je u linearnich soustav linearni kombinaci vlastnich kmitt [3].

12
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1.3.2 Kmitani buzené

Buzené neboli vynucené kmitani vznika, kdyz je pohyb soustavy vyvolan a udrZzovan
ucinkem budicich sil vnitinich nebo vnéjSich nebo je-li soustava buzena kinematicky
(obr. 1-3). Za buzené kmitani se povazuje i ustalené vynucené kmitani, vyvolané G¢inkem
periodickych sil nebo periodickym kinematickym buzenim po utlumeni piechodovych déji
vzniklych pii poruSeni rovnovazného stavu soustavy. Podle druhu buzeni délime soustavy
na soustavy s buzenim deterministickym a soustavy s buzenim stochastickym neboli nahod-
nym. U deterministického buzeni je vyznamné piedevSim buzeni periodické, harmonické
a polyharmonické [3].

L Obr. 1-3 Kinematicky buzend soustava
% (princip seismografu) [3]

N

1.3.3 Kmitani samobuzené

Samobuzené kmitani se udrzi libovolné dlouho bez plisobeni vnéjsi periodické sily, po-
tiebuje pouze zdroj energie (energie vétru, proud vody atd.). Kmitajici soustava si z tohoto
zdroje energii sama odebird. Ve vétSin€ strojnich konstrukci je samobuzené kmitani nezadou-
ci jev a snazime se mu vyhnout (napf. u ventilt, lopatek parnich turbin, kiidel letadla). Existu-
je v8ak i vyuzitelna forma tohoto kmitani, napt. pneumatické kladivo v kombinaci s rota¢nim
vibratorem nebo dynamické experimenty, pii kterych chceme udrzet soustavu v intenzivnim
kmitani pfi ménicich se vlastnostech s ¢asem (riist trhliny v cyklicky naméhaném vzorku).
Samobuzené kmitani vznika Casto v soustavach, u nichz dochazi k suchému tfeni mezi dvéma
¢astmi [3].

1.4 Tlumeni

Tlumeni piedstavuje ptisobeni odporti na kmitajici soustavu, vlivem kterych se rozptyli
energie do okoli a poklesne vychylka a fazovy posuv. Tlumeni je disledkem slozitych nevrat-
nych procest. Matematicky popisujeme tlumeni v rovnici mechanické soustavy ekvivalentni
silou ptisobici proti sméru pohybu. Z technického hlediska mizeme tlumeni rozdélit na vnéjsi
tlumeni (aerodynamicky a hydrodynamicky odpor, odpor tlumi¢ti timysIné vloZenych do sou-
stavy), tlumeni ve vazbach (pohyblivych 1 nepohyblivych — lisovanych, Sroubovanych, nyto-
vanych a svafovanych) a tlumeni vnitini neboli materidlové (zplisobeno vnitinim odporem
materidlu) [2].

13
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2 RESENA SOUSTAVA

2.1 Schéma a specifikace zadané soustavy

N
7
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Obr. 2-1 Schéma zadané soustavy

Schéma (obr. 2-1) predstavuje kmitajici dynamickou soustavu s diskrétnimi parametry
se tremi stupni volnosti (N=3). Uvnitf dutého tuhého télesa o hmotnosti m; se nachazeji dveé
tuha té€lesa o hmotnostech m; a ms. T¢leso 1 je pfipojeno k nehybnému rdmu pomoci pruziny
0 tuhosti k; a tlumice o souciniteli tlumeni b;. T¢lesa 2 a 3 jsou k dutému télesu piipojena
a zaroven mezi sebou spojena pruzinami o tuhostech ks, k3, ks a tlumici o soucinitelich tlu-
meni by, b3, bos. Pruziny i tlumice uvazujeme linearni nehmotné. Téleso 1 je buzeno silou de-
finovanou v ¢ase harmonickou funkci F(t). Protoze se v soustavé nachazeji pouze linearni
prvky, jedna se o kmitani linearni. Polohy téles jsou ureny zobecnénymi soufadnicemi s, Qp,
gs. Tyto soutadnice urcuji vychylky ze stabilni rovnovazné polohy, jsou vzdjemné nezavislé
a jejich pocet je stejny jako pocet stupiili volnosti. Soustava kmita pouze ve svislém sméru.

14
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2.2 Pohybové rovnice

K matematickému popisu zadané soustavy vyuzijeme pohybovych rovnic. Tyto rovnice
1ze sestavit n€¢kolika zptsoby, nejbéznéjsi je vsak metoda uvoliovani a metoda pouziti La-
grangeovych rovnic 2. druhu. V této praci jsou pohybové rovnice sestaveny za pomoci druhé
uvedené metody.

Tvar Lagrangeovy rovnice 2. druhu:

d aEk> dEx 0E, OE, _
— |- +—+ =Q;(t) ro(j =1,2,3 (2.1)

Vyjadiime kinetickou energii soustavy
L : :
Ex = > (Mg + myq7 + m343) (2.2)
disipativni funkci soustavy

Ep == [b1Gf + by (42 — q1)* + b3(G1 — 43)* + by3(q3 — 42)?] (2.3)

N| =

potencialni energii soustavy

[k1qf + k2(q2 — q1)* + k3(q1 — q3)% + ka3(q3 — q2)?] (2.4)

N =

E, =

a budici harmonické sily:

Q (1) =F(t) =Fpe"* = Q, = Fy
Q) =0=>0Q,=0 (2.5)
Q:(t)=0=0Q3=0

Po dosazeni do rov. (2.1), derivaci a elementarnich upravach dostaneme pohybové rovnice
V nasledujicim tvaru:

myqgq, + (b1 + by + b3)511 — baq; — b3q3 + (ky + ky + ks)Ch —kyq; —k3qz3 = Fy
mzélzz - bzf:h + (b + b,3)q, — bzsfl3 —kaqy + (ky + kp3)q, — ky3q3 = 0 (2.6)
M3(s — b3q1 — by3qs + (b3 + by3)4s — k3qy — ky3q, + (k3 + ky3)q3 = 0

Pohyb fesené soustavy se tfemi stupni volnosti je tedy popsan tfemi diferencialnimi pohybo-
vymi rovnicemi druhého fadu. Protoze feSeni rovnic v tomto tvaru by bylo zdlouhavé a prac-
né, vyuzivame s vyhodou zapis vV maticovém tvaru a maticovy pocet pro feSeni (vyhodny
pro numerické zpracovani pocitacem).

Maticovy zapis [2]:

Mg + Bq + Kq = Q(¢t) (2.7)

15



BAKALARSKA PRACE

kde q je vektor polohy: q = [q1, 42, g5]", q je vektor rychlosti a ¢ vektor zrychleni.
M je matice hmotnosti. Pro feSenou soustavu se jedna o ¢tvercovou diagonalni matici fadu 3:
m; O 0
0 0 mg

B je matice tlumeni. V naSem pfipad¢ jde o ¢tvercovou symetrickou matici fadu 3:

by + by + bs —b, —bs
B = —b, b, + b3 —b3
—bs —bs3 bs + b3

K je matice tuhosti. Z divodu paralelniho fazeni pruzin a tlumi¢i ma pro feSenou soustavu
stejny tvar jako matice tlumeni:

k1 + kz + k3 _kz _k3
K= —k; ko + kas —ky3
—ks —ka3 ks + ko3

Q(t) je vektor harmonickych budicich sil: Q(t) = [F,, 0,0]7.
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3 POSTUP PRI RESENI SOUSTAVY

3.1 Volné netlumené kmitani

/

O[]

DN

7
SSSS S S S S S

LSS

T
0
7

.

ks

D

.

ks

A A A A A A A A

Obr. 3-1 Schéma soustavy pro volné netlumené kmitani
Pii feSeni volného netlumeného kmitani uvazujeme soustavu bez budicich sil (Q(t) = 0)
a tlumicich prvka (B = 0). Schéma takovéto soustavy je znazornéno na obr. 3-1. Pohybova
rovnice (2.7) piejde tedy do tvaru [2]:
Mig+Kq=0 (3.1)
Za predpokladu harmonického kmitani soustavy ma feseni rov. (3.1) tvar:

q = ue’¥ (3.2)

kde u je vektor amplitud harmonickych kmitd: u = [uy, Uy, ..., u,]” a Q je Ghlova frekvence.
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Postupnou derivaci podle ¢asu ziskame z rov. (3.2):
q = —0%ue’™ (3.3)

Dosazenim rovnic (3.2) a (3.3) do rov. (3.1) a naslednym upravenim dostaneme [2]:

(K—9’M)u =0 (3.4)
Rovnice (3.4) piedstavuje problém vlastnich hodnot. Nutnou a postacujici podminkou
pro netrivialni nenulové feSeni soustavy je, aby determinant matice (K — Q2M) byl roven
nule [5]:

det|K — QZM| =0 (3.5)

Determinant z rov. (3.5) nazyvame frekvenénim a jeho rozvinutim ziskame charakteristickou
(téZ frekvenéni) rovnici n-tého stupné pro Q3 [2]:

a, Q3" + an_lﬂ(z)(n_l) S +a,9%3+a; =0 (3.6)
Kofeny této rovnice predstavuji vlastni uhlové frekvence soustavy, které fadime vzestupné:
0<Qy <0y <... < Qo
Pro pozitivng definitni matice M a K (y"My > 0, y’Ky > 0, y je libovolny nenulovy vektor)

jsou vlastni thlové frekvence realné nezdporné hodnoty. Mechanicka soustava muze kmitat
harmonicky pouze témito frekvencemi. Dale plati [3]:

Qo
fi = 2—;); pro vlastni frekvenci v (Hz)

21
T; = o Pro dobu vlastniho kmitu (s)
0i

Nyni hleddme vektory amplitud u. Dosazenim nékteré vlastni uhlové frekvence, napt. Q,,
do rov. (3.4) bychom mohli ziskat odpovidajici vektor amplitud [2]:

(K - 03, M)u, = (3.7)

Protoze je matice (K — Q2.M) singularni, vedl by takovy postup k nekoneéné mnoha fesenim
vektoru u,. Z tohoto divodu lze urcit pouze vzajemné pomeéry prvku vlastniho vektoru u,.,
napt. [4]:

Ur1 Upp urn r
, e , nebo také v! =
Urp Upp Uprq

Ur1 Upp Urn
) T B atd
Ury Upp Uy

vl =

Timto zplisobem lze nalézt n riiznych posloupnosti, které zapisujeme do tzv. vlastnich vekto-
ri nebo téz modalnich vektort. Vlastni vektor v, popisuje vlastni tvar kmitani, kterym sou-
stava voln¢ kmita thlovou frekvenci Q,,. Obvykle volime takovy vlastni vektor, aby maxi-
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malni hodnota jeho prvku byla rovna jedné. Hovofime o tzv. normovani a pozadujeme, aby
platilo [4]:
vIv, =1 (Euklidova norma)
nebo
vIMv, =1 (norma podle matice hmotnosti)

nebo
vIKv, =1 (norma podle matice tuhosti)

Pti kmitani soustavy r-tym tvarem jsou jednotlivé vychylky uréeny rovnicemi
G, = v,elfort (3.8)
nebo v realném oboru [2]:
qr = Vy sin(Qo,t + @) (3.9)
Z rovnic (3.8) a (3.9) vyplyva, ze se tvar kmitu v ¢ase neméni diky konstantnim amplitudam

pohybu vsech téles. Linearni kombinaci jednotlivych vlastnich tvarG kmit ziskame obecné
feSeni rov. (3.1)

n
q= z G, v, eiQort (3.10)
r=1

kde C, jsou komplexni integraéni konstanty. V oboru redlnych hodnot ma rov. (3.10) tvar [4]:

n
q= z C, v, sin(Qy,t + @) (3.11)

r=1

Integracni konstanty C,., ¢, pro r = 1,2,...,n ur¢ime z pocatecnich podminek (t =0, q =
do, 4 = qo) [4].

Vlastni vektory lze sestavit do tzv. modalni matice [2]:

Vi1 Viz o Vin

V21 vzz e Uzn
V= [V1'V2' 'Vn] = H H 3 :

Vn1i Vn2 - VUnpn

Vlastni thlové frekvence Ize sestavit do spektralni matice [2]:

[le 0 .. 0 ]
Q% — O' 9%2 . e (‘)
00 .. 0%

Dulezitou vlastnosti vlastnich vektorl je jejich ortogonalita. Formalni upravou rov. (3.7) ob-
drzime:
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vg (K- Q%rM)Vr =0

VI (K - 02, M)V, = 0 (3.12)
Z jejich souctu a rozdilu plyne:
VST[Zlg— (Qér + Qés)M]Vr =0 (3.13)
vs [—(Q5r — Q5s)M]v, = 0
Jelikoz (Q3, + Q3,) # 0a (Q3, — Q3,) # 0 plati:
vIMv, =0 r,s=1,..,n (3.14)

vVIKv, =0 r#s
Z toho plyne, Ze vlastni vektory v,., vg piislusné riznym vlastnim hodnotam Q,, Q45 jSOU

ortogonalni k matici hmotnosti M a tuhosti K, tj. M-ortogonalni a K-ortogonalni [3].

3.2 Volné kmitani tlumené proporcionalné

d1

§§hﬁ_%&

E%% "

my

‘ ds
mg

1
ks I_l_l bs
IMOIMp
e

A A A A A A A

Obr. 3-2 Schéma soustavy pro volné tlumené kmitani
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Pti feSeni volného tlumeného kmitani uvazujeme soustavu s nulovymi budicimi silami
(Q(t) = 0, obr. 3-2) arovnice (2.7) ma tvar [2]:

Mg+Bq+Kq=0 (3.15)
Chceme-li naplnit matici B jednotlivymi konstantami tlumeni, nardazime na problém, protoze
tyto konstanty zpravidla nezndme a nelze je ani jednoduse urcit. Tuto skutecnost se snazime
obejit n¢jakym hypotetickym tlumenim s jednoduchym vyjadfenim jak samotné matice tlu-
meni B, tak i podminek ortogonality. Jednd se o tzv. proporcionalni tlumeni. Proporciondlni
tlumeni vztazené k matici hmotnosti a tuhosti vyjadiime vztahem [4]:

B =aM + K (3.16)
kde aM piedstavuje konstrukéni tlumeni zavislé na rozlozeni hmotnosti v soustavé a SK na-
hrazuje materidlové tlumeni, které je funkci vnitfnich materidlovych vlastnosti. Podminky
ortogonality vlastnich vektorti jsou opét dany rov. (3.14), a navic k nim pfibude jesté jedna
podminka [4]:

vIBv, =0 r#s (3.17)
K teSeni rov. (3.15) vyuzijeme znalost pohybu a vlastnich vektorti netlumené¢ho systému

(¢ = 0, B = 0) a budeme jej predpokladat ve tvaru [4]:

n
q= Z C.etty, (3.18)
r=1

Dosadime-li rov. (3.18) do rov. (3.15), dostaneme:

n n n
MZ A2C ety + BZ A.Cretrty, + KZ C.ettv, =0 (3.19)
r=1 r=1 r=1

Vyuzitim podminek ortogonality, kdy vynasobime rov. (3.19) zleva vektorem v, se zbavime
sumaci [4]:

C,(VIMv, A2 + vIBv, A, + Vv Kv,)e*t = 0 pror =1,2,..,n (3.20)

K netrividlnimu feseni se dostaneme polozenim vyrazu v zavorce rovno nule, rov. (3.20) musi
platit nezavisle na ¢ase. Kdyz oznac¢ime

— vl
my, = v, Mv,

K, = VIKv, (3.21)
a matici tlumeni vyjadiime rovnici (3.16), dostaneme:
My, 22 + (amy, + Bkyr )2y + kyr =0 pror =1.2,..,n (3.22)

Z rov. (3.22) mizeme urcit koteny A, [2]:
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(Ar)l,Z = _67' + L-Qr (323)
pri¢emz plati [2]:

amy, + Bk,

" 2y,
Q, = [0f, - o? (3.24)
/k
Qo = |2
My

Rov. (3.23) ptifazuje ke kazdému vlastnimu vektoru v, dvé vlastni hodnoty A,.. Obecné feseni
rov. (3.18) bude mit potom tvar [4]:

n
a= ) (Curent + Cypetratyy, (3.25)
r=1

Pokud plati, Ze Qy, > &,, budou koteny (4,);, komplexné sdruzené a vysledny periodicky
pohyb bude vyjadien rovnici [4]:

n
q= 2 e 0rt(4, cos Q,t + B, sin Q,t)v, (3.26)
r=1
nebo
n
q= Z C e =0t sin(Q,t + @) v, (3.27)
r=1

Integraéni konstanty Cy,., C,., 4,, By, Cr, @, vyjadiime z pocate¢nich podminek (t = 0,
q = qo, 4 = qo) [4].

3.3 Tlumené kmitani buzené harmonickou silou

Schéma vynuceného tlumeného kmitdni buzeného harmonickou silou piedstavuje
obr. 2-1. V praxi se Casto setkavame prave s timto kmitanim. Zadanou soustavu muzeme fesit
V plném rozsahu. Uvazujeme tedy tiplnou rov. (2.7):

Mq + Bq + Kq = Q(¢t) (3.28)

Obecné feSeni této diferencidlni rovnice druhého fadu s pravou stranou se sklada z feSeni ho-
mogenniho a partikularniho [2]:

q=4qnt+qp (3.29)

Homogenni feSeni je dano rov. (3.27). Jelikoz piedpokladame harmonickou budici silu, kdy
Q(t) = Que'“t, bude mit partikularni feseni tvar [2]:
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q, = el (3.30)

kde § je komplexni vektor amplitud. Dosadime-li rov. (3.30) do rov. (3.28), obdrzime
po Uprave:

(K— w?*M + iwB)§ = Q, (3.31)

Z této rovnice snadno vyjadiime komplexni vektor amplitud odezvy inverzi matice (K —
w?*M + iwB) [2]:

§= (K- w’M+iwB)1Q, (3.32)

Realné hodnoty amplitud odezvy jsou dany vztahem [4]:

sor = v/ (Re{5, D2 + (Im{3,})2 pror =1,2,..,n (3.33)
Faze odpovidajici t¢émto amplitudam jsou vyjadieny vztahem [4]:

Im{3, }
Re{s, }

@pr = arctg pror =1,2,..,n (3.34)

Celkovou odezvu soustavy buzené harmonickou silou lze vyjadfit v realném tvaru takto [4]:

n
q= Z[Cre“srt sin(Q,t + @) v, + s, sin(wt + @p,)] (3.35)
r=1

Integraéni konstanty C, a ¢, uré¢ime opét z pocate¢nich podminek (t = 0, q = qq, q = qo)-
ProtoZe homogenni feSeni vychézi z proporcionalné tlumeného kmitani, musime toto tlumeni
uvazovat 1 zde.

23



BAKALARSKA PRACE

4 VYSLEDKY RESENI SOUSTAVY

Zadana dynamické soustava byla vyfeSena S vyuzitim vztahi uvedenych v piedchozich
kapitolach za pomoci programu pro matematické vypocty MAPLE (verze 16) a jeho knihovny
LinearAlgebra. Reseni je koncipovano tak, aby bylo moZno na zagatku zménit vstupni para-
metry soustavy, tzn. hmotnosti téles, tuhosti pruzin, konstanty proporcionalniho tlumeni a a
a amplitudy budicich sil. V dalSich ¢astech jsou postupné vypocitany vlastni frekvence pro
volné i1 tlumené kmitani. Vykreslena je amplitudova a fazova charakteristika a ¢asova zavis-
lost prubéhu vychylek téles pii danych pocate¢nich podminkach.

Parametry soustavy:
hmotnosti téles: tuhosti pruzin: konstanty propor. tlumeni:
m, =4 kg k; =50N.m™1! a=05s"1
m, =1kg k,=30N.m™! B =0,0001s
m3=1kg k23:30N.m_1

ks =30 N.m™1

budici sily:
F;(t) = 50.(cos wt + 0) F,(t) = 10. (cos wt + 0)

Budici sila na télese 2 je ptidana z divodu znazornéni pribehu vychylek vSech téles, pokud
by bylo za danych parametri buzeno pouze téleso 1, charakteristiky zbylych dvou téles sply-
nou.

| —— Téleso | Téleso 2 Téleso 3 |

Obr. 4-1 Amplitudova charakteristika
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Amplitudova charakteristika (obr. 4-1) piedstavuje zavislost vychylek téles na uhlové
frekvenci budici sily. Pro hodnotu thlové frekvence budici sily, kterd je rovna vlastni thlové
frekvenci nékterého z téles, roste vyrazn¢ amplituda dané¢ho télesa spole¢né s vychylkami
téles ostatnich. Divodem je propojeni vSech téles pruzinami a dany stav se nazyva rezonance.
Z teseni soustavy ur¢ime vlastni uhlové frekvence téles:

Qo1 = 2,73rad.s™1
Qop = 7,07 rad.s™1
Qo3 =9,48rad.s™ 1

Na obr. 4-1 mizeme pozorovat, Ze pro stejné hodnoty uhlové frekvence budici sily vychylka
skute¢né roste.

Féazovéa charakteristika ptfedstavuje zavislost faze odezvy na budici uhlové frekvenci
(obr. 4-2):

pp[rad]

035

rad

1

I— Téleso | Téleso 2 Téleso 3|

Obr. 4-2 Fazova charakteristika

4.1 Vliv budici sily

Pii zméné amplitudy budici sily se bude ménit vychylka téles v amplitudové charakteris-
tice. ZvySovanim (snizovanim) amplitudy budici sily F;(t) se bude zvySovat (snizovat)
I vychylka téles pro hodnotu nejnizsi a druhé vlastni frekvence.

Zména velikosti amplitudy budici sily F,(t) ma vliv pfedev§im na vychylku vSech téles

cv v

vlastni frekvence (obr. 4-3).

Pridanim budici sily na téleso 3 o stejné velikosti jako F,(t) budou amplitudové charak-
teristiky téles 2 a 3 totozné (obr. 4-4). Systém se v takové situaci chova, jako by mél pouze
dva stupn¢ volnosti, tzn. i dvé vlastni frekvence. V1iv nejvyssi vlastni frekvence je zanedba-
telny.

Kwvli propojeni téles pruzinami se ovliviiuji tedy 1 budici sily navzajem.
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rad

s

Téleso |

|
Obr. 4-3 Amplitudova charakteristika — VIiv budici sily F(t)

Téleso 2 Téleso 3]

s0[m] o
6
4
2
R %
0 5 10 15
rad
S
| Téleso | Téleso 2 Téleso 3|

Obr. 4-4 Amplitudova charakteristika — stejné velké budici sily na télesech 2 a 3

Velikost vychylky téles v grafech casové zavislosti se odviji od velikosti uhlové frekven-
ce budici sily. Pokud ma tato frekvence rezonan¢ni hodnotu (je rovna tthlové frekvenci nékte-
rého z téles), je vychylka vyrazné vyssi nez u nerezonan¢ni frekvence. Amplituda kmitd
se diky tlumeni ustali na kone¢né hodnoté, kterou mizeme odecist i z grafu amplitudové cha-
rakteristiky. V nasledujici ¢asti jsou vykresleny grafy vychylek téles pro rezonan¢ni budici
frekvence, pocate¢ni podminky jsou nulové. Mizeme pozorovat, Ze t€émito frekvencemi kmita
soustava harmonicky a perioda se zmensuje se vzrustajici budici frekvenci.
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Obr. 4-5 Vychylka téles v zavislosti na ¢ase pro prvni rezonancni frekvenci

ot /\/ i

SR LR E

Téleso | Téleso 2 Téleso 3 |

Obr. 4-6 Vychylka téles v zavislosti na ¢ase pro druhou rezonancni frekvenci

1
LAV A 1 / / A/ /\/\

/7'_5

—

Téleso | Téleso 2 Téleso 3

Obr. 4-7 Vychylka téles v zavislosti na ¢ase pro tieti rezonancni frekvenci
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4.2 Vliv tlumeni

Pro vSechny piedchozi piipady byly konstanty tlumeni a a g zvoleny tak,
aby v rov. (3.24) platilo 6, < Q,. Jedna se o tzv. podkritické tlumeni. Zména konstant pro-
porcionalniho tlumeni se v amplitudové charakteristice projevi zménou Vvelikosti vychylek
vSech téles. Pro vétsi tlumeni bude mensi vychylka a dojde ke stirani prechodi mezi jednotli-
vymi rezonan¢nimi frekvencemi (obr. 4-8). Pro mensi tlumeni bude vychylka vétsi a oblasti
mezi rezonan¢nimi frekvencemi jasn€ vyhrani amplitudové Spicky.

4 /
|
|

s0[m] 5
1
k
0 5 10 15
rad
5
I—- Téleso 1 Téleso 2 Téleso 3|

Obr. 4-8 Amplitudovd charakteristika pro konstanty tlhumeni a=1s", $=0,0001s

Pokud bude tlumeni tak velké, Ze potlaci vSechny vlastni frekvence téles a neumozni sou-
stavé dostat se do rezonance, bude v rov. (3.24) platit §, > Q,. Takové tlumeni se nazyva
nadkritické (obr. 4-9).

08
s0[tm]
06

04

0z

rad

S

Téleso 2 Téleso 3|

Obr. 4-9 Amplitudova charakteristika pro nadkritické tlumeni

Téleso |
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Pro ptipad, kdy by soustava nebyla tlumena viibec, roste velikost vychylek pro rezonanc-
ni frekvence do nekonecna (obr. 4-10). Takovy stav je ovSem pouze teoreticky, protoze kazda
soustava je tlumena puasobenim odporovych sil nebo vlastnim odporem materialu.
V rov. (3.24) plati pro soustavu bez tlumeni &, = 0.

s0[m]

10 15
rad
s
| Téleso | Téleso 2 Téleso 3|

Obr. 4-10 Amplitudova charakteristika pro soustavu bez tlumeni

4.3 VIiv propojeni pruzinami a jejich tuhosti

vychylky v amplitudové charakteristice (obr. 4-11), snizeni tuhosti vede k niz§im vlastnim
frekvencim a vétsSim vychylkam.

rad

Téleso |

Obr. 4-11 Amplitudova charakteristika — zména tuhosti pruzin

Téleso 2 Téleso 3 |
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Vzhledem ke komplexnimu propojeni soustavy pruzinami a jejich sériovému fazeni
ovlivni zména tuhosti samostatné pruziny téméf celou soustavu.

Pti vysokém zvyseni tuhosti nékteré z pruzin, ktera spojuje dvé télesa, se zaCnou tato té-
lesa chovat jako jedno (obr. 4-12 a 4-13). Charakteristika téles 2 a 3 je totozna vzdy, kdyz
maji télesa stejnou hmotnost, jsou buzena stejné velkymi silami a pruziny k; a k3 maji stejnou
tuhost (viz obr. 4-4).

Limitni pfipad zvySeni tuhosti pruzin uvnitf télesa 1 by vedl k soustav¢ s jednim stupném
volnosti, kdy by byla vyrazna vychylka pouze pro nejnizsi vlastni frekvenci.

rad

S

Téleso |

Obr. 4-12 Amplitudova charakteristika — zména tuhosti pruZiny mezi télesy 1 a 2

Téleso 2 Téleso 3 |

[ rad
w

Obr. 4-13 Amplitudova charakteristika — zména tuhosti pruziny mezi télesy 1 a 3

Téleso | Téleso 2 Téleso 3|
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5 SROVNANI ANALYTICKEHO RESENI S MKP

Zadana kmitajici soustava byla také vyieSena v programu ANSYS. Vypocty v tomto pro-
gramu jsou zalozeny na numerické metod¢ konec¢nych prvkii. Princip této metody spociva
v diskretizaci spojitého kontinua do urcitého (kone¢ného) poctu prvki. Parametry soustavy
byly zvoleny stejné jako na zacatku kapitoly 4. Pro zjisténi vlastnich frekvenci byla vyuzita
modalni analyza, pro amplitudo-frekvecni charakteristiku analyza harmonicka.

Na nasledujicich obrazcich je zachyceno srovnani analytického feSeni programem
MAPLE s numerickym feSenim v ANSY Su:

10

AMPLITUDE &

LCLTOoOUL

5]
o

-
o
-
n
o
o
-~
o
8]
[ 5]
wn

\‘/ K
10

rad

S

Téleso 2 Téleso 3 |

Obr. 5-1 Srovnani amplitudovych charakteristik pro vychozi parametry v programu
ANSYS (nahore) a MAPLE (dole)

Téleso |
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Vlastni frekvence zjisténé analyticky vyjadiime v Hz:

fo]_ = 0,4‘3 Hz
foz == 1,13 HZ
f03 = 1,51 Hz

S prihlédnutim k métitku srovnavanych grafii a skutecnosti, ze frekvence v grafu z ANSYSu
jsou v Hz, vidime jasnou shodu feSeni obou programui.

Dalsi srovnani se tyka totoznych charakteristik téles 2 a 3 pfi stejnych hodnotéach jejich
budicich sil (F,(t) = F5(t) = 30.cos(wt + 0)). Opét mizeme konstatovat shodu v feSeni.
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Obr. 5-2 Srovnani amplitudovych charakteristik pro stejné velké budici sily na télesech 2 a 3
v programu ANSYS (nahore) a MAPLE (dole)
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Na zavér je provedeno srovnani zavislosti vychylek téles na case pii buzeni rezonancni
frekvenci. V ANSYSu byla k tomuto vypo¢tu vyuzita transientni analyza. Ob¢ feSeni jsou
numericka s tim rozdilem, Ze v programu MAPLE byly pro vypocet pouzity pohybové rovni-
ce. Shoda je patrna z nasledujiciho obrazku:
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-15

Obr. 5-3 Srovndni vychylek téles v zavislosti na case pro rezonancni budici frekvenci
v programu ANSYS (nahore) a MAPLE (dole)
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ZAVER

V této praci jsou predlozeny vysledky analyzy kmitajici dynamické soustavy se tiemi
stupni volnosti. Sestrojeni pohybovych rovnic bylo vyuzito pro analytické feSeni v programu
MAPLE. Toto feseni je koncipovano tak, aby bylo mozno ménit vstupni parametry budicich
sil, tuhosti a tlumeni. Jejich vliv na chovani soustavy je nasledné probran a zobrazen v grafech
amplitudovych charakteristik.

Znalost amplitudovych charakteristik (a z nich vyplyvajicich vlastnich frekvenci) je
v praxi velmi dulezitd z hlediska zabranéni vzniku rezonanci Skodlivych pro chod vétSiny
stroji. Realné soustavy jsou vSak obvykle mnohem slozitéjsi a analytické feSeni pohybovych
rovnic by se stavalo se vzristajicim poctem stupiiit volnosti velmi komplikovanym. Proto se
v dnesni dob¢ vyuziva spise software zaloZzeny na metod€ kone¢nych prvki, napt. ANSYS.

Z vlastniho pohledu hodnotim feSeni v ANSY Su jako ¢asové méné naro¢né a také méné
nachylné k chybam.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

Symbol Vyznam Jednotka
A integracni konstanta -

B integracni konstanta -

B matice tlumeni N.m?s?
C integracni konstanta -

bi soucinitel tlumu pro i-ty tlumic N.m™ts?
=) disipativni energie J

Ex kineticka energie J

Ep potencialni energie J

f frekvence Hz

Fi amplituda i-té sily N

k; tuhost i-té pruziny N.m*
ky zobecnéna tuhost N.m™
K matice tuhosti N.m*
m; hmotnost i-tého télesa kg

my zobecnéna hmotnost kg

M matice hmotnosti kg

Qi poloha i-tého télesa m

gi rychlost i-tého t&lesa m.s*
g, zrychleni i-té¢ho télesa m.s
q vektor poloh m

q vektor rychlosti m.s*
q vektor zrychleni m.s™
(o[ homogenni feSeni m

dp partikularni feSeni m

Qi amplituda i-té sily N

Q vektor amplitud budicich sil N

So amplituda odezvy m

S komplexni vektor amplitud m

t cas S

T perioda S

u vektor amplitud m

v normovany vektor amplitud m

\Y modalni matice m

a konstanta proporciondlniho tlumeni st

S konstanta proporcionalniho tlumeni S

0 konstanta doznivani st

A vlastni hodnota -

® fazovy posun rad

Pp faze odezvy rad

® thlova budici frekvence rad.s™
Q vlastni thlova frekvence tlumeného kmitani rad.s™
Qg vlastni uhlova frekvence netlumeného kmitani rad.s™
Q3 spektralni matice rad®.s™
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SEZNAM PRILOH
Ptiloha 1 analyticke_reseni.mw soubor feSeni v programu MAPLE
Ptiloha 2 slozka ,,ansys* soubory feseni v programu ANSY'S
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