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Abstrakt

Tato prace se zabyva tématem cCasové-frekvencéni analyzy signalu. Budou vysvétleny za-
kladni pojmy z oblasti spracovani a spektralni analyzy signélt, specidlné zamétfené na pre-
vod z ¢asové oblasti do oblasti frekvenéni a naopak. Hlavnim zaméfenim prace je podrobné
vysvétlit a porovnat dvé nejznaméjsi metody, presneji Fourierovu a vinkovou transformaci.
Vysledky bude mozné demonstrovat na implementované aplikaci, kterda nacita zvukovou
nahravku a urci pomoci uvedenych metod frekvenci v zadaném case.

Abstract

This bachelor thesis is dealing with explanation of time-frequency signal analysis. Basic
definitions and terms of signal processing and spectral analysis will be explained, especially
focused on transfer time domain into freqency and inverse. The main objective of thesis
is to explain in detail and compare two of the most popular methods, Fourier transform
and Wavelet transform. Results will be illustrated on implemented application, which loads
sound record and computes frequency in specific time using these methods.
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Kapitola 1

Uvod

V dnesnom digitalnom svete st signaly vSade okolo nés a pri ich spracovani je potrebné im
spravne rozumiet. Signaly totiz nest so sebou velké mnozstvo informécii, z ktorych je ¢as-
tokrat velmi obtiazne vybratf prave tie potrebné a podstatné. Bezne pouzivanou praktikou
je konverzia analégového signalu na digitalny, ktory je spracovany pocitacom. Realny signal
je potrebné navzorkovat a nakvantovat, aby sa ziskali diskrétne hodnoty signdlu. To vSak
nie je vSetko. Aby bolo mozné zistit vlastnosti signalu alebo jeho frekvenéni doménu, je
potrebné signal spracovat. Spracovanim signélu sa rozumie aj zdanlivo jednoduché ¢innost
ako spracovanie zvuku ¢i obrazkov. Mnohé informécie byvaju v signale skryté a preto je
potrebné signal transformovat do inej podoby. V tejto praci bude vysvetlené spracovanie
zvuku pomocou dvoch najznamejsich metéd - transformacii. Vyklad bude venovany nielen
Fourierovej, ale aj pomerne novej vinkovej transformacii. Budt ukazané spolo¢né vlastnosti
a principy, ako aj odlisnosti. Overi sa predpoklad, Zze ¢im je skiimana vzorka mensia, tym
je jednoduchsia a obsahuje menej koeficientov. Jej spracovanie je rychlejsie a jednoduchsie,
ale za cenu stipajucich pamitovych nérokov. Taktiez sa dokazZe, ze kazdy zlozeny signél sa
dé rozlozit do elementarnych signélov.

Jednym z hlavnjch cielov tejto prace je navrhnif, naimplementovat a na jednotlivych
testovacich signaloch otestovat aplikdciu, ktord pomocou kratkodobej Fourierovej trans-
formécie alebo vlnkovej transformécie uréi frekvenciu v danom ¢ase. Stucastou su taktiez
zobrazenia ¢asovo-frekvencnej roviny, takze vlastnosti signalu je mozné aj vizualne pozoro-
vat.

Préca je strukturédlne rozdelena do jednotlivych kapitol. Druhé kapitola sliizi ako teore-
ticky podklad prace. V tivode budt spomenuté zakladné fakty o systémoch a signaloch, a
ich rozdeleni. Neskor bude vysvetlena ¢asovo-frekvenéna analyza signalu na zaklade dvoch
najpouzivanejsich metéd, a to Fourierovu a vlnkova transformaciu. V dalsej kapitole bude
rozobrand programovéa cast, rozbor a analyza problému a na koniec budti zhrnuté a de-
monstrované dosiahnuté vysledky.



Kapitola 2

Casovo-frekven¢na analyza signalu

Zaujmom tejto kapitoly bude podat teoreticky vyklad z oblasti tedrie signdlov a transformé-
cii. V zacdiatku bude re¢ o zékladnych pojmoch a faktoch. Najprv bude ¢itatel oboznameny
s tym, ¢o su to signaly, ich rozdeleni a zékladnych vlastnostiach. Nasledovat bude vyklad
Fourierovej rady a jej pouzitia. Hlavnym stazenim bude Fourierova analyza, teda prechod k
Fourierovej transformaécii. Nasledne sa vyklad bude venovat vinkovej tedrii, konkrétne vin-
kdm a vlnkovej transformécii. Obe transformacie buda vysvetlené v zdkladnom priestore
L'(R).

2.1 Signaly a systémy

Za signal je povazovana lubovolné fyzikilna veli¢ina, ktord mé 1 alebo viac nezavislych
je fyzikdlna kvantita nestca informéciu. Matematicky pohlad povazuje signdly za funkcie,
ktoré prevadzaji premennd z mnoziny T na hodnoty mnoziny A. Mnozina T reprezentuje
spojity pripadne diskrétny ¢as, za mnozinu A sa povazuje obor redlnych d¢isiel, komplex-
nych ¢isiel alebo aj vektor ¢isiel pripadne hodnét [2]. Na obrazku 2.1 je grafické porovnanie
spojitého a diskrétneho signalu. V tejto praci budu za signaly myslené predovsetkym zvu-
kové signély, hoci vztahy a definicie platia pre vSetky signaly. V redlnom svete signaly st
reprezentované v ¢asovej doméne. Aj Tudské ucho integruje v case.

Zékladné delenie signalov podla charakteru mnoziny T:
e Signaly so spojitym casom
e Signaly s diskrétnym c¢asom

Pre signaly so spojitym casom plati, ze t € R, teda signal je definovany na celom definic-
nom obore a oznacuje sa s(t). Jeho hlavnou vlastnostou je névéznost, je presne definovany v
kazdom okamziku [8]. Pre vypocet frekvenéného spektra sa vyuzivaju transformécie, ktoré
su uspodsobené na spojity signal. Medzi najznamejsie patri Fourierova transformaécia a spo-
jitd vinkova transformécia, ktoré budu podrobne vysvetlené v 2.3 a 2.4.

Signaly s diskrétnym casom st definované iba pre n € Z, to znamena len v determi-
nisticky diskrétnych ¢asovych okamihoch a tvoria postupnost funkénych hodnot. Oznacuja
sa s[n|. Hlavny rozdiel od spojitého signalu je prave nespojitost [3]. V beZnom Zivote sa
vyskytuji prevazne analdgové signaly napr. elektrické alebo akustické. Aby tieto spojité
signaly mohli byt strojom spracovatelné, je potrebné ich pretvorit na diskrétne. To sa



(a) spojity signal
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(b) diskrétny signal

Obrazek 2.1: Zakladné rozdelenie signalov

docieli navzorkovanim signalu pomocou A/D prevodnika so vzorkovacou frekvenciou f;.
Analégovo-éislicovy prevodnik musi spliiat Nyquist-Shannonov teorém, ina¢ by dochadzalo
k aliasingu. Nyquist-Shannonov teorém je popisany vztahom 2.1. Vzorkovacia frekvencia
musi byt teda aspom 2krat vyssia ako najvyssia frekvencia v danom signale. K ziskaniu
konkrétnych hodnét signdlu z navzorkovanych sa vyuziva kvantizéacia. Zalezi od vlastnosti
A /D prevodnika, s akou presnostou st ziskané diskrétne hodnoty [16]. Signaly maji roézne
vlastnosti ako energiu ¢i vykon, tymto vlastnostiam vsSak v tejto praci nebude venovana
pozornost.
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Dalsie delenie signélov je na deterministické a ndhodné. Deterministické signaly byvajt
presne popisané nejakym vztahom alebo rovnicou, na rozdiel od ndhodnych pri ktorych to
nie je mozné. Nahodné signély su charakterizované iba pomocou parametrov [2]. Prikladom
deterministického signalu je napr. jednotkovy impulz, nazyvany aj Diracov impulz, ktorého
matematickd definicia je vyjadrend vztahom 2.2. Tento signdl je nekonec¢ne tizky, nekonecne
vysoky a ma mocnost s hodnotou 1. V praxi sa vyuziva na vzorkovanie signalu.

(2.1)

z=0 00
§(x) = { v 40 0 (2.2)

Posledné dolezité a asi najviac intuitivne delenie signalov je delenie signalov na perio-
dické a neperiodické. Periodicky signdl je taky, pri ktorom je mozné nédjst také T alebo N,
aby platili podmienky pre spojity signél 2.3 a pre diskrétny 2.4. Pokial neplatia, jedna sa
o neperiodicky signal, ktory sa v ¢ase neopakuje. Pri periodickych signaloch je délezita za-
kladna periéda 717 alebo Nj. Je to najmensia hodnota pre ktort plati podmienka periodicity,
¢o dokazuje, ze signdl sa opakuje po zdkladnej peridde.

s(t+T) = s(t) (2.3)

sin + N] = s[n] (2.4)

Harmonické signaly patria medzi najjednoduchsie periodické signaly. Byvaju vyjadrené
pomocou goniometrickych funkei sinus alebo kosinus 2.5, 2.6. Daju sa vyjadrit ako sucet
dvoch komplexne zdruzenych exponencial, tzn. dvoch rotujtcich vektorov s poloviénou am-
plitidou redlneho signalu, pricom jedna rotuje kladnym smerom a druha zapornym. V sicte
sa premietnu do redlnej osi. Tato vlasnost sa vyuZije pri Fourierovych radach a transformé-
ciach opisanych v 2.2 a 2.3.

s(t) = C1 cos(wit + ¢1) (2.5)
s[n] = Cy cos(win + ¢1) (2.6)

Systém je spojenie komponentov, subsystémov alebo zariadeni pre spracovanie informa-
cii alebo pokynov. Iné definicia znie, Ze systém je lubovolny proces, ktorého vysledkom je
transformacia vstupnych signalov na vystupné, pri¢om systém spracuvava signaly predpi-
sanym sposobom. Z matematického hladiska je systém mapovanie N vstupnych signalov na
M vystupnych. VSeobecne, za systém sa povazuje zariadenie, na ktorého vstup sa privedie
vstupny signal, signal sa zanalyzuje pripadne upravi, a posle sa ako vystupny signal na
vystup systému. Opit sa rozliSuje, ¢i sa jedna o spojity alebo diskrétny systém. Spojité
systémy sa znacia x(t) — y(t) a matematicky st popisané pomocou diferencialnych rovnic.
Diskrétne systémy sa znacia x[n] — y[n| a popisuju sa pomocou diferenénych rovnic. Sys-
témy sa taktiez rozlisuju na systémy s paméifou a bez pamite. Zakladny rozdiel medzi nimi
je, Ze systémy s paméitfou su schopné si zapamiitat vstup a vystup, zatial ¢o systémy bez
paméte reagujl iba na svoj stcasny vstup. Existuja aj iné delenia systémov. Podla linearity
na linedrne a nelinedrne, podla po¢tu premennych na jednorozmerné a viacrozmerné, podla
premenlivosti v ¢ase na invariantné a variantné [3].



Medzi vlastnosti systémov patri kauzalita, stabilita, ¢asova invariantnost a linearita.
Kauzalita je vlastnost, ked systém reaguje iba na svoj sucasny alebo minuly stav, systém
vSak ,mnevidi do budicna”. Stabilitou opisanou rovnicou 2.7 sa chape, ze obmedzeny vstup
produkuje vzdy len obmedzeny vystup. Casova invariantnost 2.8 znamens, e systém sa
chovéa rovnako aj ked ho posuneme v case.

JA,BEe Rt = |2(t)] < A— |y(t)] < B
JA,BERT = |zn]| < A— |y[n]| < B (2.7)

z(t) = y(t) = x(t —to) = y(t —to)
z[n] = yln] = z[n —ny] — y[n — ng| (2.8)

Posledné vlastost, ktord bude popisand je linearita. Linearita vyuziva aditivitu a homoge-
nitu. Aditivita znamena, ked sa na vstup privedd 2 rdzne signdly a séitaja sa, vystupom
bude upraveny signal, ktory je mozné ziskat ako sticet upravenych signalov. Tie st totozné
so signalmi, ktoré by sa ziskali keby sa pustia pévodné signaly systémom samostatne. Homo-
genita alebo scaling znamena, ze pokial sa povodny signél vynasobi konstantou, vystupom
bude opét upraveny signal, ale vynasobeny tou istou konstantou. Spominané dve vlastnosti
su zapisané pomocou rovnic 2.9 .

ax1(t) + bxa(t) — ayi(t) + bya(t)
azi[n] + bxa[n] — ayi[n] + bya[n] (2.9)

Linearita mé nepopieratelny vyznam pri spracovani signélov. Pouziva sa pri analyze sys-
tému, pretoze umoziuje rozlozit zlozité signaly na jednoduchsie, tie prejda jednotlivo systé-
mom a vystup vdaka aditivite sa ziska ako stcet jednotlivych reakcii. Spominané vlastnosti
vyuzijem pri implementacii programu.

2.2 Fourierova rada

Celé to zacalo v 1807, kedy J-B.J.Fourier vydal paméte tykajice sa tepelnych tokov. Pres-
lavil sa predovsetkym Fourierovym radom (z angli¢tiny Fourier series), ktory sa stal pre-
vratom nielen v matematike ale aj v inych oblastiach. Hlavnou myslienkou je, ze lubovolné
periodickéd funkcia sa da vyjadrit ako rad komplexnych exponencidl [10]. Tento rad riesi
otézku, ako aproximovat nejaku funkciu pomocou zékladnych funkcii, ¢o je zndzornené na
obrazku 2.2. Proces najdenia takého polynému, ktory najlepsSie aproximuje dant funkciu
nazyvame harmonicka analyza. Fourierova rada sluzi k vyjadreniu funkcie pomocou gonio-
metrickych funkcii, a je to teoreticky zdklad pre analyzu signalu vo frekven¢nej oblasti. Jej
hlavné vyuzitie je pri Studovani chovania funckii a samozrejme aj pri spracovani signalov [4].
Metdda sa stala populdrnou, pretoze vypocet koeficientov Fourierovej rady, spitna syntéza
a nasobenie je ovela rychlejsie nez pri konvolicii.

1 o0
fx) ~ 540 + Z ap, cosnx + by, sinnx (2.10)

n=1



Rovnica 2.10 je trigonometricky nekoneény rad znamy aj ako Fourierov rad [6], ktorého
jednotlivé koeficienty st vypocitané pomocou rovnic 2.11 a 2.12.

1 ™

ap = — f(z)cosnzdx,n € Ny (2.11)
™ —T
1 (7 .

by, = f(z)sinnxdx,n € N (2.12)
7T —T

Aproximdcia obdiZnikového signdlu pomocou Fourierovej rady
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=
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Obrazek 2.2: Fourierova rada

Castokrat je mozné sa stretnit s exponencidlnym vyjadrenim Fourierovej rady. Ked vst-
upi exponencidla do LTI systému, vystupom bude opif exponencidla vynasobena nejakym
komplexnym éislom. Moze sa tak vyjadrif napr. lubovolna kosinusovka s lubovolnou fazou
a amplitudou [9]. Pre odvodenie sa vyuzivaji Eulerove vztahy pre sinus 2.14 a kosinus 2.13.

eIT 4 eI

cos(zx) = 5

(2.13)
eIt — eI

sin(x) = ——— 2.14

@ =" (214)

Nech je dany vzorec pre obecnt kosinusovku 2.15. Po roznésobeni a rozpisani podla

Eulerovho vzorca odvodeného podla obrazka 2.3 sa da pozorovat, Ze urcité ¢asti sa menia

v Case a iné nie. Tie, ¢o sa nemenia a teda nefiguruje pri nich ¢as sa nazjvaju komplexné
konstanty. V tomto pripade st to koeficienty 2.16.

Ci cos(wit + ¢1) = %ej(”1t+¢1) + %e‘j(“’lt+¢1) =



Im A

sin ¢

g >
0fcos ¢ 1 Re

Obrazek 2.3: Odvodenie Eulerovych rovnic

Cy oor cy
71€J¢1€]w1t + 716_]¢1€_]w1t (2.15)
¢ = gejd)l
2
C
1= ?16—34’1 (2.16)

Pri exponencidlnom vyjadreni rady byva hladany rozklad do tvaru sumy komplexnych
exponencidl, ako je popisané rovnicou 2.17, ktort je mozné rozpisat do tvaru 2.18. Vo vzorci
sa daju pozorovat vlastnosti, konkrétne Ze koeficienty 2.21 a 2.22 sii si navzajom komplexne
zdruzené, okrem nulového 2.20. Ten je zdruzeny sam so sebou [4].

x(t) = Z cpelhwot (2.17)

k=—00

[o.¢]
x(t) = co+ Z(ckejk“’ot + c_pe Ihwoty (2.18)
k=1

Vo vzorci 2.18 je wg = 2T—71r zékladna kruhova frekvencia a pre k € Z st harmonicky

vztazené komplexné exponencidly. Jednotlivé koeficienty sa vypocitaju ako integral cez
periodu 2.19, je jedno ktora je zvolena.

ejk‘wot

1 4
cL = / (t)e IR0t gt (2.19)
T Jr
a
o = 50 (2.20)
1 .
cp = i(ak —‘r]bk), ke N (2.21)
1
C_ = §(ak —jbk), ke N (2.22)



Vlastnosti koeficientov Fourierovej rady:
® c; a c_j su komplexne zdruzené - rovnaké absolatne hodnoty a opac¢né fazy
e ¢y je komplexne zdruzeny sdm so sebou, je to rovnosmerna zlozka signalu

Koeficienty sa zakresluja pomocou dvoch obréazkov, jeden vyjadruje modul a druhy ar-
gument. Miesta a hodnoty, kde sa vyskytuju koeficienty vo frekvencnej oblasti sa nazyvaja
spektrum. Spektrum periodického signélu je ¢iarové - obsahuje len izolované zlozky s frek-
venciami, ktoré st ndsobkami zakladnej frekvencie wg = 2% Pokial sa signél zazi, spektrum
sa roztiahne a naopak.

Aby Fourierova rada konvergovala, musia platif Dirichletove podmienky [13]:
1. signél x(t) musi byt integrovatelny, to znamend [ _|x(t)|dt musi existovaf

2. signdl x(t) a jeho transformacia Xpr(f) st jednohodnotové, neexistuji 2 hodnoty v
rovnakom case alebo frekvencii

3. signdl x(t) musi byt obmedzene variabilny

4. signal x(t) a jeho transformécia Xpp(f) musia mat na kazdom koneénom intervale
kone¢ny pocet nespojitosti

Doteraz bola re¢ o spojitych signaloch, pre diskrétne existuje diskrétna Fourierova rada.
Pouziva sa pri frekvencénej analyze periodickych signalov v diskrétnom case. Podobne ako
u spojitych signalov je vyjadrend sumou komplexnych exponencial na nasobkoch zakladnej
kruhovej frekvencie wy = QW” Je mozné vyjadrit Tubovolny periodicky signél s diskrétnym
¢asom, ako opisuje rovnica 2.23. Koeficienty tejto rady nazyvané aj spektrum diskrétneho

periodického signélu vypocitame pomocou vztahu 2.24.

i[n]:% S K[kl ¥e (2.23)
k={N}

X[k = Y @[n)e i %hn (2.24)
n={N}

2.3 Fourierova transformacia

Zvukové signaly s reprezentované v ¢asovej doméne. T4 vSak neobsahuje dostato¢né mnozstvo
informécii. Dalsie informécie sa ziskaji pomocou analyzy signalu a to konkrétne transformo-
vanim signalu do ine podoby. VSeobecne plati, Ze kazda transformécia transformuje vstupny
signal do novej reprezentécie, v ktorej je mozné lepsie odhalif a skiimat vlastnosti signélu.
Matematicky popisané, transformécia T signalu f(t) sa d4 vyjadrit ako integal nasobenia
tohto signalu s jadrom transformaécie 1. Inverzna transformaécia je definovana obdobne, ako
integral stcéinu inverzného kernelu a transformécie T. VSeobecné vztahy priamej a spétnej
transformécie st definované rovnicami 2.25 a 2.26 [5].

T(n) = / £(t)eb(t, n) dt (2.25)



() = / T(n)e—L(n, t) dn (2.26)

Jednou z najznamejsich transformacii je Fourierova tranformaécia, ktorej myslienka a
princip je analogicky s Fourierovou radou a je to vlastne jej rozsirenie pre neperiodické sig-
naly. Fourierova transformécia sa vyuziva v pripade, ked je potrebné zistit, aké frekvencéné
zlozky obsahuje signél. Vysledkom je teda frekvencna informécia - vieme uréif aké frek-
vencie sa v signéle vyskytuji. Chyba vsak ¢asova informécia - neda sa urcit kedy sa dané
frekvencia vyskytla [5]. Fourierova transformacia sa vyuziva hlavne pri spracovani signalov,
kedy transformuje signdl z ¢asovej oblasti do frekvencénej. Opit sa rozliSuje na spojiti a
diskrétnu transformaciu. Je to teda nastroj, ktory rozlozi signal na alternativnu reprezen-
taciu, ktora je vyjadrena sinusmi a kosinusmi. Je vhodna predovSetkym pre stacionarne
signaly. Na nestacionarne, neperiodické alebo signdly so Sumom je lepsie pouzit metddy s
lokalnou analyzou akymi st napr. kratkodobé Fourierova transformacia 2.3.3 alebo vinkovéa
transformacia 2.4.2.

2.3.1 Spojita Fourierova transformacia

Spojita transformacia (z angli¢tiny Fourier transform) transformuje signél so spojitym ¢a-
som z(t) na spektralnu funkciu X (jw). Signal nemusi byt periodicky tak ako pri Fourierovej
rade. Na rozdiel od koeficientov Fourierovej rady, spektralna funckia X (jw) je naozaj funk-
cia definovana pre vSetky kruhové frekvencie w a spojitd v kazdom case. Vztah popisujtci
spojitu Fourierovu transforméaciu je vyjadreny rovnicou 2.27. X (jw) sa nazyva aj obraz
signalu x(t) a ma vlastnost X (jw) = X*(—jw). Pre redlne signdly plati parna symetria
RXi = RXn_, neparna v imaginarnych X, = —SXy_p [L0].

o0
X(jw) = F{a(t)} = / 2t d (2.27)
—0o0
Aby Fourierova transformécia konvergovala, musia platit tieto podmienky konvergencie
[5):

1. signal musi byt obmedzeny konstantou M < oo, |z(f)] < M - signal nemusi mat
konec¢nt energiu

2. signal moze obsahovat jednotkové impulzy - vyuZiva sa pri vzorkovani

Pre FT periodického signalu zapisaného pomocou Fourierovej rady sa moZe napisat

“+o0o
X(jw)= > 2mepd(w — kwr) (2.28)

k=—o00

Spétna Fourierova tranformacia sltzi na rekonstrukciu pévodného signalu pomocou re-
verzného vypoctu.

2(t) = F 'YX (jw)} = % /_oo X (je)e 4 duo (2.29)
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2.3.2 Diskrétna Fourierova transformacia a FFT

Dalsim pripadom je Fourierova transformécia s diskrétnym ¢asom (z anglictiny discrete
time Fourier transform), ktord sa vyuziva na spektrédlnu analyzu diskrétnych signalov.
Je to prakticky Fourierova transformacia aplikovana na diskrétny rad komplexnych cisiel.
DTFT je vizdy periodické, preto sa zvykne znadit X (e/*) a je popisana vztahom 2.30. Je to
funckia definovana pre vSetky w, signal moéze byt akykolvek [3]. Existuje iba jedna, ale je
mozné ju zobrazit s roznymi frekvencénymi osami, napr. s normovanymi alebo obyc¢ajnymi

frekvenciami.
o

X(e™)= > anleion (2.30)

n=—oo

Spitnou DFTF opit ziskame pdvodny signal, a je definovand vztahom

1 (™ - . :
x[n] = Py X (&) eI dw (2.31)

Vo vypocetnej technike sa v skuto¢nosti pocita diskrétnu Fourierovu transformaciu (z
anglického discrete Fourier transform). Pri diskrétnej Fourierovej rade mohol nastat pro-
blém, Ze sa mohol vyskytnaf nekonec¢ne dlhy signal a teda pre vypocdetné stroje s obmed-
zenymi moznostami neprekonatelny problém. Vstupny signal sa navzorkuje, uréi sa velkost
okna a nad tymito vzorkami sa uskutoéni DFT. DFT transformuje sekvenciu pevnej dizky
N na int sekvenciu dizky N - pracuje sa uz s obmedzenym mnozstvom dét [4]. Dalsi vy-
voj transformécie bola rychla Fourierova transformaécia, ktora v sucastnosti patri medzi
najpouzivanejsie transformécie [4].

Priamy vzorec byva oznacovany z[n] DET, x [k] a je popisany rovnicou 2.32. Spétna

-1
transforméacia sa zna¢i X [k] Lo, x[n] a je definovana 2.33.

N-1 .
X[k =) a[n]e Wk (2.32)
n=0
1 N-1
2] = 5 X[k]eTi N n (2.33)
k=0

Vipocet DFT podla vzorca 2.32 vyzaduje N? operacii s komplexnymi ¢islami. V roku
1965 Cooley a Tuckey vymysleli algoritmus, tzv. rychla Fourierova transforméacia (z anglic-
keho fast Fourier transform), vysledkom ¢oho bolo zredukovanie vypocetnych operacii na
Nlog N. FFT je prakticky DFT, len ind, rychlejsia a efektivnejsia implementécia, ktorej
princip je zaloZeny na symetrii a periodicite. Riadi sa heslom ,rozdel a panuj”’, kedy po-
vodny signal s dizkou N rozdeli na 2 sekvencie s dizkou N /2 a uskuto¢ni DFT. Tento krok
sa rekurzivne opakuje. Matematicky sa to d4 velmi lahko dokdzat rozpisanim podla vzorca,
matematickymi upravami ako vynatie spoloéného néasobitela ¢i vykratenim exponentov [4].
Vysledok byva ¢asto reprezentovany grafom motyl.
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2.3.3 Kratkodoba Fourierova transformacia

Kratkodoba Fourierova transformaécia (z angli¢tiny short time fourier transform), patri k
linearnej analyze nestaciondrnych signalov. Na rozdiel od FT pomocou ktorej je ziskany
iba frekvenény obsah, STFT je schopnéd tento nedostatok preklentt a podaf aj casovi
informaciu.

Princip transformécie spoéiva v tom, Ze poéita FT nad vyseknutou castou signlu,
nasledne okno posiva po Casovej osi az dovtedy, kym neprejde po celom signale. Inymi
slovami, povodny signal je okienkovanj okienkovou funkciou uréitej dizky centrovanej v
¢ase 7. Vysledkom je ¢asovo-frekvenény obsah s konstantnou frekvenciou a fixnou velkostou
okna [17]. Vysledky zéavisia predovSetkym od typu zvoleného okna, jeho velkosti a posune
po signale.

S Fus) = (. ga) = [ " F(t)alt - we It (2.34)

Teraz prichddza vysvetlenie okna a okienkovania, ktoré bolo vyssie spomenuté. V poci-
taci sa pracuje s obmedzenou velkostou pamiiti, preto sa zaviedlo tzv. okienkovanie (z ang-
lictiny windowing). Pomocou neho sa diskrétny signél rozdeli na mensie tiseky a nad nimi
sa uskutoéni vypocet [5]. Okn4 st rozne, delia sa podla dizky pripadne véhy, napr. Gaus-
sovo, Hammingovo alebo obdlZnikove okno. Niektoré typy okien st znazornené na obrazku
2.4. Matematicky povedané, okno je vlastne funkcia, ktord ma hodnoty v urcitom intervale
a inde je nulova. Pre vypocty st vhodnejsie oknad so zvonovitym tvarom, pretoze dosa-

.....

vztahom 2.35, pri nespojitosti na prechodoch sposobuje velké skreslenie pri nésobeni.

1 pre [t| < A\/2
wt) = { 0  pre|t| >\/2 (2.35)

(a) obdlznikové okno (b) Hammingovo okno

Obrazek 2.4: Typy okien

7 hladiska presnosti vypoctu je mozné uberat sa dvoma smermi, a to so zameranim na
dobré frekvenéné rozlisenie alebo dobré ¢asové rozlisenie. To sa docieli zmenou velkosti okna
a prekryvom okien. Nie je mozné dosiahnut oboje. Tento fakt je zndmy ako Heisenbergov
princip neuréitosti [5]. Pokial sa zvoli mala velkost okna, dosiahne sa dobré ¢asové rozlienie
ale frekvencie nie su spravne identifikované. Naopak, pri viiéSej velkosti okna sa detekuje
dobré frekvencéné rozlisenie, ale naopak sa straca ¢asova informacia. Pomocou STFT nie
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je mozné dosiahnuf oboje, preto je délezité zvolit si takti velkost okna, aby vysledky vy-
hovovali ako aj frekvenénym, tak aj ¢asovym poziadavkam [17]. Obdobne je to pri volbe

.....

.....

trebuje vypocetnych zdrojov a pamiti. Medzi zakladné vlastnosti STFT teda patri pevna
velkost okna po celi dobu transformécie. Tym je dosiahnuté ze At a Af st konStanty, a
¢asovo-frekvenéné rovina je rozdelena ako je vidiet na obrazku 2.5.

Obrézek 2.5: Casovo-frekvenéna rovina s konstantnym rozdelenim

Pokial signél obsahuje nizke frekvencie ktoré vicsinou trvaju dlhsiu dobu, je dolezité
klast doraz na dobré frekvenéné rozliSenie. Naopak vysoké frekvencie trvaju kratku dobu,
preto je vhodné zamerat sa na Casovi presnost. Vlastnosti STFT a hlavne nepresné vy-
sledky aj pri kompromisnom zvoleni velkosti okna viedli k vinkovej transformécii, ktora
bude vysvetlena v 2.4.

2.3.4 Gaborova transformacia

Specidlnym pripadom STFT je Gaborova transforméacia (z anglictiny Gabor transform)
nazvand podla Dennisa Gabora, ktord sa vyuziva hlavne na analyzu zvuku. Je to ob-
doba STFT, ktora vyuziva Gaussovo okno znézornené na obrazku 2.6. GT modzZe byt inter-
pretovand ako zovSeobecnenie Fourierovho pristupu s optimalizovanymi vlastnostami pre
vypocet. Vypocetny kernel tvori uz spominane Gaussovo okno, ktoré je postvané a mo-
dulované po signale. Gaussovo okno méa pocas celého vypoctu stabilnii velkost. Reélne a
symetrické okno g(t) = g(—t) je posivané parametrom u a modulované frekvenciou w

Juw(t) = “g(t — u) (2.36)

V jednorozmernom pripade, Gaborova funkcia pozostava z komplexnej exponencialy
lokalizovanej okolo x = 0 obalenou Gaussovym oknom

Jow = \/Eeaﬁe—ij (2.37)
s

pre « € Rt aw,x € R, kde a = (202)7!, 02 je rozptyl a w je frekvencia [1]. Zvolené
Gaussovo okno je najlepSim oknom na ¢asovo-frekvencni lokaliziciu z hladiska Heisenber-
govho principu neurcitosti.
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Obréazek 2.6: Gaussovo okno

Géaborova transforméacia v L?(R) je definovana [12]
Gi(b,w) = / F@)g(z — b)e @) dy (2.38)

kde g(x) je okienkova funkcia. Casovo-frekvenény atém sa moze teda vyjadrit ako

Ip) () = gl — b)) (2.39)

2.4 Vlinkova transformacia

Vlinkova transformacia (z anglického wavelet transform) ma velmi vela spoloéného s Fou-
rierovou transforméciou. Je to alternativna metéda spracovania signalov. Vinka ako mozny
nastroj transforméacie bola prvy krat spomenuta Alfredom Haarom v roku 1909 [17]. Ne-
skor bolo objavené, ze signal sa déa rozlozit na vinkové koeficienty a pomocou nich sa da
zrekonStruovat povodny signéal. Vinkové bazy podobne ako pri Fourierovych odhaluju vlast-
nosti signdlu cez magnitidu a koeficienty. Opiit sa rozdeluje na spojiti alebo diskrétnu
transforméciu, no v tomto texte bude rozobrata iba spojitd transformacia. Principom je
rozpoznavanie podobnych struktar[5]. Vinkova transformécia sa stala zaujimavou alterna-
tivou Fourierovej transforméacie v mnohych oblastiach a pocet aplikacii a vyuZitia tejto
metody rapidne narasta.

2.4.1 Vlnka a jej vlastnosti

Ako sam néazov transformacie napoveda, délezitym prvkom je samotné vinka. VInka tvori
jadro a podstatu celej transformacie. Vinkova funkcia je mald vlnka, ktorda ma kmitavy
charakter a spliia urcité kritéria. Vinka je definovana vlnkovou funkciou W(t) a funckiou
mierky ®(t). Stale plati, Ze cas ide proti frekvencii, to znamena ak sa chce pokryt dvoj-
nasobok ¢asovej domény, musi sa obetovat polovica $irky pasma vo frekvencénej doméne.
Na obrazku 2.7 je mozné videt priklady niekolkych viniek. V skutoc¢nosti ich existuje velké
mnozstvo, byvaju aj vinky specializované pre konkrétne aplikacie.

Na to aby sa vlnkovéa funkcia mohla povazovat za vinku musia platit nasledovné mate-
matické podmienky [5]
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Obrazek 2.7: Niektoré typy vlniek
1. Vlnka musi mat konecnt energiu

E = /Oo [ (t)|? dt < oo (2.40)

2. Pokial ¥(f) je Fourierova transformécia vinky 1 (t), musi platit nasledovné

Cp— /OOO O 47 < o (2.41)

f
Tato podmienka implikuje, Ze priemer musi byt nulovy 2.42 a LZJ nema jednosmerni

zlozku 2.43, tympadom aj hodnota Cy je zévisla od zvolenej vinky. Cy je zndma ako
konstanta pristupnosti.

3. Pre komplexnu vinku musi byt Fourierova transformaécia pre zaporné frekvencie st¢asne
realna a nulova

/ T ) dt =0 (2.42)
$(0) =

)=0 (2.43)
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Vlastnosti vinky st popisané predovsSetkym jej energetickym spektrom. Pri konvolicii
so signdlom vlnka prepusta iba frekvencie v ramci nejakého intervalu - pasma, preto je na-
zyvand ako pasmovy filter [14]. Pri transformécii sa buda vykonavat s vinkou dve operécie,
a to posun vlnky a jej skdlovanie. Vlnku, s ktorou sa takto manipuluje sa nazyva materska
vlnka, a od nej odvodené vlnky st dcérske. Posun je vyjadreny parametrom u, rozsirenie
parametrom s. Mnozinu takychto vlniek je mozné popisat vztahom [5]

G

2.4.2 Spojita vinkova transformacia

Spojita vinkova transformécia (z anglického continuous wavelet transform) je pocitané po-
dobne ako FT, teda ako konvolucia signdlu a funkcie. Trigonometrické funkcie sa vSak
nahradené vlnkou. Casova informécia je potom ziskana posunom - transldciou vlnky po
signale, znazornené na obrazku 2.8 [14]. Frekven¢na informécia sa ziska Skalovanim - stla-
¢enim a roztiahnutim vinkovej funkcie. Skdlovanie je ukdzané na obrézku 2.9 [14]. Obor
hodnét parametru posunu a skaly tvori dvojrozmerny priestor, ktory predstavuje doménu
funkcie vlnkovej transformacie. Vysledkom CW'T je casovo-frekvencéna informacia, globalne
presnejsia s porovnanim STFT. Spojita vinkova transformécia je definovana rovnicou 2.45,
kde x znad¢i komplexnt zdruzenost [15]. Moze sa parafrazovat ako integral stcinu signalu
a parametrizovanej vinky cez celé trvanie signalu. Vinkovu transforméciu je mozné chapat
ako cross-korelaciu signdlu s vlnkami réznych hodnét parametru a dilatacie.

W fs) = (ot = [ 00 (50 at (2.45)

Obrazek 2.8: Translacia vlnky v Case

Podobnost s STFT je myslend postvanim vlnky po signéle, v ¢om sa vSak lisi je Ze
velkost okna sa meni, a kvoli zachovaniu energie sa meni aj samotné vinka. STFT je prak-
ticky vlnkové transformécia s nemeniacou velkostou okna. Na rozdiel od FT, m4 schopnost
reprezentovat signal s dobrou ¢asovo-frekvenénou lokalizaciou [5].

CWT vyuziva pristup nazyvany analyza s viacndsobnym rozliSenim (z angli¢tiny mul-
tiresolution analysis). Znamena to, Ze signal je mozné analyzovat na roznych frekvenciach
s roznym rozliSenim. Inymi slovami je to princip vlnkovej transforméacie. Zmena rozlise-
nia v ¢asovo-frekvencnej rovine je na obrazku 2.12. Z obrazku plynie predpoklad, Ze nizke
frekvencie trvaju celd dlzku signalu, zatial o vysoké frekvencie trvaju len kratky okamih.
Takyto pristup sa dnes bezne pouziva v redlnych aplikaciach [5].
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(a) Dilatacia materskej vinky

\/\\n I\(/\/

Y, vV

(b) Kontrakcia materskej vinky

Obréazek 2.9: Skalovanie materskej vinky

Ako bolo vyssie popisané, principom transformacie je korelacia signalu a vilnkovej funkcie
¥ (t). Podobnost signalu s vilnkovou funkciou je pocitand samostatne pre rozdielne ¢asové
useky, vysledkom ¢oho je dvojrozmernéa reprezenticia. Teraz sa zameram na vyklad vypoctu
jedného bodu roviny, matematicky povedané integralna transformécia skaldrneho stcinu.
Prechody signéalu a vlnky nulou uréuji neutralny, negativny alebo pozitivny prispevok.
Oblasti kde vlnka aj signal maji zhodna polaritu prispievaju kladne, pri opacnej polarite
zéporne. Nulovy priebeh signalu alebo vlnky mé za nasledok nulovy prirastok [14].

Nech st vinka a signdl velmi podobné tvarovo aj prechodmi cez nulu tak ako je zobrazené
na obrazku 2.10(a). Dostdvame vysoku hodnotu vinkovej transformécie v danom bode,
pretoze podobnost je velmi velkd. V druhom pripade 2.10(b) vinka mierne predbieha signal,
nie st vo faze. Pozitivne a negativne prispevky sa vzajomne zrusia, ¢o méa za nasledok nulovy
su¢in. Obréazok 2.10(c) znézornuje signal a vlnku v opacnej faze, takze dostdvame vysoku
negativnu hodnotu. V poslednom obrazku 2.10(d) je signal prakticky konstantny len s
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malymi vykyvmi a preto dostavame hodnotu blizku nule. Postivanim vlnky po signale tymto
sposobom lokalizujeme frekvenciu v danom case. Spojitda vinkova transformécia prebieha
v nekone¢ne malych krokoch, ¢o je z hladiska vypodetnej techniky nerealizovatelné. Pre
implementéciu v poéitaci je preto nutné zvolit dostatoéni presnost, aby sme chyby mohli
zanedbat.

(c) (d)
Obrazek 2.10: Rozpoznavanie podobnych Struktar pri réznych vzajomnych polohich

V implementaé¢nej ¢asti pouzivam Morletovu vinku [3]. Je to vlnka pozostévajica z
komplexnej exponencidly nasobend Gaussovym oknom. Jej defini¢ny vztah je nasledovny

_1 x—0b
ga,w,a,b(x) = |a 2 Jaw < a ) (246)

pre a € RT ¢o znadi parameter $kily a parameter posunu b € R. Plati konvencia, Ze
materska vlnka je lokalizovana okolo z = 0 a vlnka je normalizovana ||g|| = 1. Je zobrazena
na obrazku 2.11.

Komplexnéd Morletova vinka je definovand vztahom 2.47 a zavisi na dvoch paramet-
roch. Hodnota f;, je parametrom okna a hodnota f. znazornuje frekvenciu vinky. Bezne sa
pouzivajui hodnoty f, = 1.5, fo =1 [7].

W(x) = \/%ﬁ)ewﬂfcxe_i (2.47)

Spétna transformécia (z anglického inverse continuous wavelet transform) je vyjadrena
vztahom 2.48. Sluzi na spétni rekonstrukciu povodného signalu pomocou vinky pouzitej

pri analyze signélu.
1 [ [ 1 t—T
x(t) = CQ/ / XW(TaS)SQ?/J( . > drds (2.48)
1p J—00 J—00
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Obrazek 2.11: Morletova vinka - komplexné zobrazenie

Vi

Obrazek 2.12: Casovo-frekvenéné rovina s meniacim rozdelenim

2.5 Rozklad signalu do c¢asovo-frekvencnej roviny

Reprezentacia signdlu v ¢asovej oblasti z(t) je zvy¢ajne prvym a najprirodzenejSim popi-
danej veli¢iny v zavislosti od ¢asu. Kazdy signil mozZe byt znidzorneny v ¢asovo-frekvencnej
rovine, ktora charakterizuje rozdelenie energie signalu v Case a v frekvencii. RozliSenie v ¢ase
a frekvencii pre dany signal a jeho Fourierovu transforméciu je dané casovo-frekvenénym
oknom. Toto okno popisuje, aké drobné detaily je mozné zachytit a sledovat. Vysledkom
Fourierovej transformécie je tzv. spektrogram, ktory vizudlne zobrazuje signal [5]. Je to
rovina kde horizontalnu os tvori ¢as a vertikalnu frekvencia. Spektrogram ziskame vypodi-
tanim druhej mocniny magnitidy. Na obrazku 2.13 je zndzorneny spektrogram signalu s
linedrne narastajicou frekvenciou s pouzitim okna o velkosti 128 vzorkov ziskany pomocou
Matlabu.

Obdobne, pre vinkovi transforméciu je charakteristické zobrazenie skalogram, ktoré je
podobné spektrogramu.
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Existuje mnoho spdsobov, ako mozno signalu priradif ¢asovo-frekvenénu reprezentaciu.
Principidlne je ich mozno rozdelit do dvoch kategdrii:

e atomické dekompozicie
e energetické distribucie

Atomické dekompozicie umoziiuju rozlozit signal na jeho elementarne éasti, tzv. éasovo-
frekvencéné atémy, ktoré pri linedrnom rozklade tvoria bazy. TF reprezentacia je dana
stustavou koeficientov, z ktorych kazdy je viazany s jednym atémom. Energetické distri-
bicie umoziiuji priamo ziskat distribiciu energie v ¢asovo-frekvencnej rovine. Distribicie
to umoznuju vdaka kvadratickému charakteru. Prikladom je Wignerova distribtcia [5].
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Obrazek 2.13: Spektrogram signélu s rastticou frekvenciou

2.6 Aplikacie casovo-frekvencnej analyzy

Vdaka ¢asovo-frekvencnej analyze vznikol nemaly pocet aplikacii, ktoré s beznou stucastou
zivota. Obe spominané transformacie sa vyuZivajua pri spracovani zvuku a obrazkov, ¢o je
prakticky zaklad multimédii. Mnohé principy sa vyuzivaja ale aj v biomedicine, arméade
alebo komunikécii.

Medzi bezné aplikicie patri rozne filtrovanie na zaklade frekvenci ¢ prahov, odhad oka-
mzitej frekvencie, fazovy vokodér alebo rozpoznavanie reci.

Fazovy vokodér je popularna aplikdcia, ktord vyuziva principy priamej a inverznej
STFEFT. Nazov pochidza z anglickej skratky Voice Coder a pévodne bol urceny na kédovanie
reci. Jej ¢innost spociva v spracovani zvukovych signalov, pricom meni dizku nahravky ale
zachovéava vyskové hladiny ténov a opacne, taktieZ je mozné menif obsah spektra audiosig-
nalov. Ako prvé sa vstupny signal zanalyzuje poocou DFT. Nasleduje spracovanie signalu,
ktory sa moduluje a poslednym krokom je spitna syntéza.

Dalsou aplikiciou je odhad okamzitej frekvencie, ktora sa vyuziva v radaroch, spraco-
vani reéi alebo signalov a inde. Ako prvé je potrebné signdl spracovat pomocou zvolenej
transformacie. Transformovanim signalu sa odhalia skryté vlastnosti signalu. Jednotliva
transformécia obsahuje hodnoty, z ktorych je potrebné najst maximum. Jednou z variant je
vypoditat si gradient, a sledovat jeho derivaciu v ¢ase. Pokial je kladna, hreben stale stupa.
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Pokial sa stane zapornou, detekovali sme maximum. Pomocou neho je mozné vypoditat
okamzitt frekvenciu.

Predpokladajme Ze a(t) a 6(t) maji malé zmeny na intervaloch velkostis a 6'(t) > Aw/s
tak, ze napravny ¢len €(u,w) moézeme zanedbat. Nech |g(w)| je maximum w = 0, znadi
7e pre kazdé u spektrogramu |S f(u,w)|? = |[{f, gsuw)|? je maximum na w(u) = 0 (u).
Zodpovedajice body (u,w(u)) v ¢asovo-frekvencnej rovine sa nazyvaju hrebene. Frekvencia
v hrebeni udéva okamzita frekvenciu w(u) = 6'(u) a amplituda je pocitand ako [7]

oy = 218 w)
VSl

Ina metdéda spociva v ndjdeni lokalnych maxim, ktora je rozobratd v impelentacnej casti.

(2.49)

2.7 Porovnanie Fourierovej a vinkovej transformacie

Po podrobnom vyklade pricipov a fungovania oboch typov transformaécii sa urcite hodi ich
porovnanie. Obe transformacie sliizia na rozklad signélu, aby bola moznéa jeho analyza a vy-
uzivaju sa pri spracovani zvuku. Transformacie podavaju informécie nielen o frekvenénych
zlozkach, ale aj ich casovej lokalizacii. Obidve transformécie funguji na pricipe nasobenia
jadra transformécie so signalom.

V pripade STFT je jadro tvorené okienkovou funkciou, v pripade CWT tvori kernel
materskd vlnka. Za okienkova funkciu moZe byt zvolené Iubovolné okno, v zdvislosti od
vyslednej aplikacie. Pokial sa uvazuje Gaborova transformacia ako Specidlny typ STFT,
oknom sa uvazuje Gaussova funkcia.

V ramci spojitej vinkovej transformacie moze byt materské vinka tiez Specifickd od vy-
slednej aplikacie, v mnohych pripadoch sa vSak vyuziva komplexna Morletova vlnka.

Co sa samotnej transformécie tyka, principialne st rovnaké. STFT pouziva pocas celej
doby transformécie pevna velkost okna, okno postva po signile a moduluje frekvenciu v
ramci okienkovej funkcie. Okienkom sa vysekne ¢ast vstupného signalu a nad nim sa pocita
Fourierova transformécia. V dosledku fixnej dizky okna, nie je mozné spravne detekovat aj
vysoké aj nizke frekvencie. Tento jav sa nazyva Heisenbergov princip neurcitosti. Casovo-
frekvencna rovina je zobrazend na obrazku 2.5.

Tieto nedostatky viedli k vytvoreniu vinkovej transformécie, ktora pri transformécii vy-
uziva meniacu dizku materskej vinky. Materska vinka je tak nielen modulovana po signéle,
ale aj skalovana. Skalovanim sa rozumie dilaticia a kontrakcia materskej vinky a normo-
vanie, aby energia vlnky ostala nemenna. Novovzniknuté vlnky nazyvame dcérske. Takto
uskutoénenéd transformacia dosahuje presnejsie vysledky ako STFT, prave vdaka meniacej
sa velkosti okna. jej ¢asovo-frekvenénd rovina je zobrazend na obrazku 2.12.

Zobrazenim vysledkov Fourierovej transformaécie je spektrogram. Pri vlnkovej transfor-
macii sa toto zobrazenie nazyva skalogram.

Pre analyzu redlnych signalov je vhodnejsie vyuzit vinkovi transforméciu, pretoze vdaka
premenlivej velkosti okna je schopnd detekovat nizke aj vysoké frekvencie v signéle.
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Kapitola 3

Implementacia

Sucastou tejto prace je aj zdrojovy kéd jednoduchej aplikécie, ktora urci frekvenciu v case.
Tato kapitola podrobne popise postup akym som postupoval, jednotlivé problémy na ktoré
som narazil a ich rieSenie. Moja aplikacia je principom systém, na ktorého vstup privediem
diskrétny zvukovy signal v podobe wav stboru. Vysledkom je transformovany signal, z
ktorého uréim vysledni frekvenciu. V programe vyuzivam kniznice libsndfile a fftw3, ktoré
je potrebné mat nainstalované pre spravny chod aplikacie. Aplikacia bold napisana v jazyku
C z vyvijana pod operacnym systémom Linux.

3.1 Rozbor prace

Tak ako pri kazdej implementécii, je potrebné celkovy problém rozlozit na jednotlivé pod-
problémy a tie postupne implementovat. Podproblémy mézem rozdelit:

e spracovanie parametrov prikazovej riadky
e nacitanie vstupného stiboru do pamite

e vykonanie zvolenej transformécie

e vypocet frekvencie v Case

e zobrazenie vysledkov

3.2 Spracovanie wav suboru a dataset signalov

Po spracovani parametrov prikazovej riadky je potrebné nacitat wav stbor do pamiite.
To uskuto¢nim pomocou kniznice libsndfile. Kniznica libsndfile je navrhnuta tak, aby bolo
umoznené Citanie a zapis roznych zvukovych formatov cez jedno Standartné rozhranie. Spolu
s datami signalu ziskam pomocou kniZznice aj zdkladné informacie o signale, ako napr.
dlzka, pocet vzorkov ¢ vzorkovacia frekvencia. V mojej praci st vstupné signaly vo formate
wav. Konkrétne spracovavam jednokanalové signaly s kédovanim 16 bitov. Vzorkovacia
frekvencia moze byt rézna. Pomocou funckie sf_readf float si ulozim hodnoty wav stboru
do pola typu float.

Jednotlivé testovacie signaly som si vygeneroval v programe Matlab. V datasete som
sa pre jednoduchost zameral na Specifické pripady signédlov, aby bolo mozné videt rozdiely
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medzi nimi. Konkrétne je to signal s konStantnou frekvenciou, s frekvenciou ktora sa sko-
kom zdvojnasobi, s linearne a exponencialne rasticou frekvenciou a nakoniec signél s dvoma
frekvenciami. UloZeny signal je mozné pre kontrolu vykreslit v programe Gnuplot, tak ako
je ukézané na obrazkoch 3.3 kde st tseky jednotlivych signalov. Velkost pola, ktorom je
signal uloZeny zavisi od stupného signalu, jeho dizky a vzorkovacej frekvencie.

Pred samotnym vypoctom je potrebné riesit hraniéné situécie. Signél upravim tak, Ze
na zaciatok a koniec priddm rad nul. Ich pocet sa lisi od pouzitia velkosti okna. Tento krok
som vykonal preto, aby okno bolo centrované voci signédlu, tzn. zacinalo v ¢ase 0.

Ked mam vstupny signal uloZeny a pripraveny v paméti, podla zvoleného parametru
mozem uskutoénit vybrant transformaciu. V mojej aplikicii implementujem konkrétne
kratkodobti Fourierovu transforméciu a vlnkovi transformaciu. Vysledkom oboch trans-
formacii je ziskana frekvencia a zobrazenie ¢asovo-frekvencnej roviny.

3.2.1 Vypocet kratkodobej Fourierovej transformacie

Kratkodobu Fourierovu transforméciu som implementoval dvomi spésobmi - pomocou ska-
larneho sicéinu a pomocou kniznice fftw3.

Prvy sposob implementacie je za pomoci kniznice fftw3. Ako okienkova funkcia mi slazi
Gaussovo okno. Princip transformécie spoc¢iva v tom, ze okno posiivam po signale az kym
neprejdem cely signal.

Teraz popisem jeden krok vypoctu. Okno ziskava hodnoty stacinu Gaussovej krivky a sig-
nalu, a tie poslem do funckie fftw_execute. Doty¢na funkcia pomocou funckie fftw_plan_dft_1d
uskutocni diskrétnu Fourierovu transformaciu. Ziskavam tak rad komplexnych ¢isiel. Z neho
je potrebné vypocitat magnitadu ako

vysl.magn = \/vysl.real? + vysl.imag> (3.1)

Magnitudu, tentokrat uz rad reélnych éisiel, je opdf mozné vykreslit v Gnuplote. Dosta-
nem tak vizualny vysledok 1 tranformacie ako je zndzornené na obrazku 3.1. Data trans-
formécie si ulozim do paméte. Pred dalsim krokom posunem okno o parametrom zadany
posun a kroky opakujem. Na konci cyklu mam ulozené v pamiti mnozstvo dat, pri velkej
vzorkovacej frekvencii sa to radovo Gigabyty. Pri pozorovani transformacie znazornenej 3.1
som natrafil na fakt, Ze kniZnica pocita rovinu symetricky okolo Nyquistovej frekvencie,
preto nie je nutné ukladat cely vysledok transformécie ale len polovicu. Na obrazku 3.2 je
ako dokaz celd casovo-frekvencna rovina aj so symetrickym signdlom. Polovi¢nym spracova-
nim uSetrim paméitové aj vypocetné naroky a pomocou kniznice je vypocet transformaécie
vykonany za par sekind, v zavislosti od vstupného signalu a velkosti okna. Kniznica vSak
pocita iba diskrétne hodnoty frekvencii.

Druhy sp6sob implementéacie je pomocou skalarneho stac¢inu, ktord vychadza z definicie
transformaécie. Ako okienkové funkcia slizi opit Gaussovo okno a pomocou nej okienkujem
signal. Vynasobenim Gaussovho okna a signalu ziskam vyseknuti ¢ast signdlu. DalSou po-
trebnou ¢astou transformdcie je komplexna exponenciala. T som implementoval pomocou
funkcii sinus a kosinus, tak ako ich definuje Eulerov vztah. Pre kazdy jednotlivy riadok
mé komplexné exponenciala ind frekvenciu. Tt zvySujem postupne od 0 az po m, resp. po
polovicu vzorkovacej frekvencie. Takze v prvom kroku pocitam s frekvenciou 0, v druhom
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Obrazek 3.1: Logaritmicky vykreslené magnitidy 1 transformaécie

Obrézek 3.2: Casovo-frekvenéna rovina signélu s linearne narastajticou frekvenciou

1 atd. Vysledkom skaldrneho st¢inu okna a komplexnej exponencialy ziskam 1 éislo a né-
sledne okno posuniem po signdle. Tato ¢innost opakujem az kym neprejdem cely signél.
Ziskam tak hodnoty jedného riadka s jednou frekvenciou. Frekvenciu zvysim a opisané kroky
opakujem. Vystup je teda odlisny, ziskavam 1 riadok transforméacie. Taktiez som musel vo
vypocétoch pouzit aritmetiku s komplexnymi ¢éislami.

Nech x=a-+bi a y=c+di. Cislo z=x*y ziskam ako

z = (a+ bi) * (c + di) = ac + adi + bei + bdi> (3.2)

V mojom pripade vstupny signdl ma vzdy nulovt imaginadrnu zlozku, preto je vypocet
mozné zjednodusit na
z = (a+bi) * (c+ di) = ac + bci (3.3)
Pri obidvoch sp6soboch dosahujem podobné vysledky, takze som prakticky dokazal eli-
minovat kniZnicu. Vysledkom oboch transformécii je teda casovo-frekvencnd rovina, vy-
sledky pred vykreslenim je potrebné normalizoval pripadne preusporiadat. Metéda po-
mocou skalarneho stéinu je vSak vdaka nasobeniu komplexnych ¢isiel a v kazdom riadku
vytvaraniu komplexnej exponencidly vypocetne naroc¢nejsia a o to pomalsia. Kniznica je
pre tieto vypocty uz optimalizovana.
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Na obréazku 3.1 a tiez na 3.2 mdzeme pozorovat, Ze vysledky st symetrické a Ze nie je
potreba braf v zretel celé okno, ale postaéi nam jeho poloviéné velkost. Tento jav je zaprici-
neny tym, ze vysledky Fourierovej transformaécie st zrkadlovo zobrazené okolo Nyquistovej
frekvencie.

3.2.2 Vypocet vinkovej transformacie

Ako dalsiu transforméaciu som implementoval vlnkovi transformaciu. T4 méa zédkladny prin-
cip zhodny s kratkodobou Fourierovou transforméaciou opisanou vyssie. Ako sdm nazov
napoveda, zakladom je vinka. Materskii vinku vytvorim ako stcin Gaussovho okna a kom-
plexnej exponencialy o zvolenej velkosti a frekvencii. Dostanem tak vinku, ktora sa nazyva
Morletova vinka. Vstupny signal doplnim nulami tak, aby bol vycentrovany oproti mater-
skej vinke. Nasleduje cyklus prakticky zhodny s STFT, az na to Ze nezvysSujem frekvenciu
ale roztahujem okno. Tym, Ze roztahujem vlnku, je potrebné ju aj skalovat kvoli zachovaniu
energie.

Opéf vykonavam skaladrny stéin vinky a signélu, ziskam 1 ¢islo a vinku postivam po
signale az kym ho cely neprejde. Ziskam tak jeden riadok roviny.

.....

Jej frekvenciu vypocitam ako frekvenciu materskej vinky delenou meritkom

f=fe/a (3.4)

Vysledky vSetkych tranformécii po usporiadani mozem vykreslit pomocou kniZnice
opencv, a dostanem tak vizualnu podobu ¢asovo-frekvencnej roviny. Ta slizi na kontrolu
spravnosti vysledkov, rovnako je tak mozné sledovat priebeh signalu v ¢ase, ako sa jeho
frekvencia meni.

3.2.3 Detekcia hrebenov a vypocet frekvencie

Ako bolo spomenuté vyssie, vstupny signal ulozim do pola, pole spracujem pomocou zvole-
nej transformécie a ziskam tak transformovany signal. To vSak neurci jeho frekvenciu. Ta
musim vypocitat na zéklade zvoleného ¢asu. Odpozoroval som, Ze pozicia maxima v trans-
formécii suvisi s frekvenciou. Najprv je vSak potrebné najst ti spravnu transforméaciu. V
poli mam uloZené transformacie za sebou, po zadani ¢asu viem presne ktoru transforméciu
potrebujem.

Pre ilustraciu, nech mé vstupny signal dizku 2 sekundy a vzorkovaciu frekvenciu 1000
vzorkov za sekundu. Cely signal tak pozostava z 2000 vzorkov, ¢o je aj pocet transformacii
pri posune 1. Pri posune 2 by bol pocet transformacii polovi¢ny, teda 1000. Zvolim si cas
zistenia frekvencie na 1 sekundu. Potrebujem sa teda dostat k tisicej transformécii. Nech je
zvolend velkost okna 512(bez Nyquistovej symetrie je velkost poloviénd). Z pola transforma-
cii si ulozim préave tisicu transforméciu, ktord sa nachadza na pozicii 256*(1000-1)=255744.
Do pomocného pola si ulozim hodnoty vybranej transformdcie. T si pre kontrolu mézem
vykreslit.
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Je vidno, Zze hodnoty transformacie stipaji, na urcitej pozicii dosiahnu maximum a
potom klesaji. Prave pozicia maxima urcuje frekvenciu v danej transformaécii, teda v danom
case. Frekvenciu ziskam ako

POZICIA_MAXLIMG

f=

e m—— vzorkovacia_frekvencia (3.5)

To je v skratke princip vypoctu frekvencie. Teraz ostava otazkou, ako vyssie spome-
nuté maximum lokalizujem. Jedna z nativnych metéd je hladaf maximum v réamci celej
transformécie. Ano, toto rieSenie spravne lokalizuje polohu maxima, ale najde vzdy iba
jedno. V pripade, Ze signal obsahuje viacej frekvencii ako 1, ¢o je bezny pripad, tdto me-
téda zlyhéva. Preto som volil postup hladania lokdlneho maxima. Vytvorim si akoby malé
okienko o pevnej velkosti, nim prechddzam vybrant transformdciu a v rdmci neho hladdm
maximum. Lokélne maximum si ulozim, a okienko posunem o jeho poloviénu velkost. Po
prejdeni celej transformacie mam radu lokdlnych maxim. V 1iom pozorujem, Ze niektoré
hodnoty sa opakuju dvakrat. Znamené to ze aj po posune okna je lokalne maximum to isté,
inymi slovami nasiel som lokalne maximum. Spétne zistim jeho poziciu v transformécii a
frekvenciu dopocitam vysSie spomenutym spésobom.

3.3 Metodika testovania

Naimplementovany program prelozim pomocou siboru prilozeného Makefile a spustim. Na
vstup je potrebné zadat parametre a wav stibor. Teraz ukdzem niekolko prikladov spustenia.

./projekt -h
Takto spusteny program vypiSe uzivatelovi na obrazovku napovedu. Je tam zakladny popis
aplikacie, ako sa mé spravne pouzit a sposoby spustenia. Tento parameter nie je moZné
kombinovat so ziadnym inym.

./projekt -i ton.wav
Tato volba parametrov nacita vsutpny signél pomocou kniznice libsndfile a ulozi do pola
typu float. Dané pole je mozné jednoduchym vypisom presmerovat do stboru a néasledne
zobrazit, tak ako bolo spomenuté v sekcii o spracovani vstupov. Okrem iného na vystup
vypiSem zékladné informécie o signale, konkrétne jeho dizku v sekundéach, pocet vzorkov
a vzorkovaciu frekvenciu. Tieto tdaje st aj pre vypocet dolezité, preto ich zistujem pri
kazdom spusteni programu, ale informacie vypisujem len pri tejto kombinacii parametrov.

./projekt -fstft ton.wav
Touto volbou parametrov si volim kratkodobu Fourierovu transforméciu pomocou kniZnice
ffitw3. Po spusteni je potrebné, aby uzivatel zadal velkost okna, posunutie a ¢as, v ktorom
chce zistit frekvenciu. Vysledkom je v pripade vhodnych parametrov ¢asovo-frekvenéna
rovina zobrazend kniznicou opencv. Preto vhodnych parametrov, pretoze v pripade Ze mam
vzorkovaciu frekvenciu 8000, vstupny signal mé dizku 8 sektnd a zvolim posun okna o
jeden vzorok, znamend to 64000 transformacii. Pri okne o velkosti 1024 tak teoreticky
ziskam rovinu o 64000 na 512 pixelov, ¢o samozrejme zobrazitelné nie je a kniZnica opencv
zlyhava. Pri zvoleni vécsieho posunu, napr. 50 dostavam rovinu o velkosti 1280 na 512, ¢o
je uz zobrazitelné. Obdobne to plati pri vSetkych signéloch.

Dalsiu informaciu, ktoru ziskam je frekvenéna informécia. Na vystup sa vypise frekven-
cia, alebo frekvencie ktoré sa v danom case nachidzaju.

26



./projekt -stft ton.wav
Obdobne ako v predoslom pripade, volbou parametrov si volim vypocet kratkodobej Fourie-
rovej transformécie, tentokrat vSak cez skalarny stcin. Opiit je potrebné aby uzivatel zadal
velkost okna, posunutie v transformécii a ¢as v ktorom chce zistif frekvencie. Tato volba
vSak zaberd omnoho viac vypocetného ¢asu. Vysledkom je ¢asovo-frekvencéné rovina, kde
je mozné sledovat priebeh signdlu v ¢ase a vysledné frekvencie nachadzajice sa v danom
Case.

./projekt -cwt ton.wav
Spustenim tejto varianty zvolim spracovanie signalu pomocou spojitej vilnkovej transforma-
cie. Vytvorim materskt vinku o zadanej velkosti. Obdobne ako pri STFT, vinkou preché-
dzam signal, vykonavam skalarny stcin a hodnoty si ukladdm. VInku postupne skalujem
a menim jej velkost. Vysledné vypocty sa zobrazia v ¢asovo - Skélovacej rovine. Vypocet
frekvencie sa v tomto pripade neuskuto¢ni, nepodarilo sa mi odladif vilnkov( transforméciu
natolko, aby déavala spravne vystupy.

3.4 Dosiahnuté vysledky s tispeSnost

Vysledkom kazdej transformacie je ¢asovo-frekvencéna rovina. V pripade kratkodobej Fourie-
rovej transformacie za pouzitia kniznice fftw3 dosahujem rychle a pomerne presné vysledky.
Presnost sa lisi od pouzitia velkosti okna a taktieZ posunu v transformécii. Kazdé zobrazenie
roviny je mozné ulozit ako png subor.

Pokial volim kratkodobt Fourierovu transforméciu pomocou skalédrneho sicinu, volim
vypocetne naroc¢nejsiu cestu. K vysledkom ako aj vykresleniu sa dopracujem za pomerne
dlhy ¢as, ¢o sa da v dnesnej dobe povaZovat za extrémne pomalé. Tento fakt je ovplyvneny
pocetnymi vypoctami, ktoré nie st optimalizované tak ako v pripade kniznice. Jednym
z rieSeni je aproximovat Gaussovu funkciu za pomoci IIR filtrov. Tento pristup sa dnes
bezne vyuziva. Spociva v tom, Ze transformécia sa rekurzivne pocita samostatne pre re-
alnu a samostatne pre imaginarnu ¢ast. Taktiez transformécia nedava spravne vysledky pre
vSetky typy testovacich signdlov. M4 problémy hlavne s tymi s velkou vzorkovacou frek-
venciou. Ni¢émenej, principy kratkodobej Fourierovej transformécie sa mi podarilo tspesne
naimplementovat pomocou dvoch metdéd.

V pripade spojitej vinkovej transformécie sa mi v8ak nepodarilo dosiahnut Zelané vy-
sledky. Transformécia je implementovand podla definicie, no ani éasovo-frekvenéné rovina,
ani vysledné frekvencie nie si1 adekvatne vstupom. Tato transformacia vo vysledku nie je
odladena, nefunguje ani na zakladné typy testovacich signalov.

Vysledné uz oSetrené casovo-frekvencné roviny st zobrazené na obrazkoch 3.4.
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Obrazek 3.3: Vstupné signaly: (a) signal s 1 stalou frekvenciou, (b) signal s frekvenciou,
ktora sa zdvojnasobi, (c) signal s linedrne rastiicou frekvenciou a (d) signal s exponenciélne
rastticou frekvenciou.
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(a) signal s 1 stélou frekvenciou

(b) signal s frekvenciou, ktora sa zdvojnasobi

(c) signdl s linedrne rastticou frekvenciou

(d) signal s exponencialne rastticou frekvenciou

Obrézek 3.4: Casovo-frekvenéné roviny signalov

29




Kapitola 4
Zaver

Tato bakalarska praca bola vypracovand v priebehu dvoch semestrov, kedy v prvom semestri
som nastudoval problematiku a v druhom nasledovala implementacia a experimentovanie.

Hlavnym sfaZenim tedrie bolo nastudovat a pochopit fungovanie Fourierovych trans-
formacii, kde som sa konkrétne zameral na kratkodobu Fourierovu transforméciu. Taktiez
bolo potrebné pochopit principy ako funguje vinkova transformécia a v ¢om sa tieto dve
transformacie liSia.

V praktickej ¢asti bolo mojim zameranim naimplementovat v jazyku C spomenuté trans-
formécie. Vysledkom je aplikacia, ktora je schopna detekovat frekvencie v zadanom case a
pomocou grafickych kniznic som schopny vykreslit ¢asovo-frekvenéné roviny vstupnych sig-
nalov. Nepodarilo sa mi vSak Uspe$ne naimplementovat spojiti vinkovi transforméciu.

Aplikacia pri vhodnom zvoleni parametrov a vstupného signlu pracuje spravne a dava
relevantné vysledky.

Do budicna vidim priestor na lepSiu optimalizaciu, mnohé hrani¢né situacie nie sa oSe-
trené a mozu viest k nespravnemu fungovaniu aplikécie. Taktiez existuji lepsie a rychlejsie
mechanizmy na detekciu frekvencii akymi st napriklad IIR filtre. V pripade kratkodo-
bej Fourierovej transformécie pomocou skaldrneho stc¢inu je v budtcnu mozné postupovat
nielen po diskrétnych hodnotich frekvencii tak ako je princip kniznice fitw, ale aj ovela
jemnejsie. Obdobne to plati pri spojitej vinkovej transformécii. Taktiez vidim priestor na
odladenie a spravnu implementiciu vlnkovej transformaécie, ktora sa dnes beZne pouziva.
Dalsim vylep$enim by bolo upravenie implementécie tak, aby sa zvladli transformovat nielen
umelo vygenerované testovacie signaly, ale aj redlne zvuky s vysokou vzorkovacou frekven-
ciou.

Aj ked casovo-frekvenénd analyza dnes uz patri preskimanym oblastiam spracovania
signalu s ktorou sa dennodenne stretdvame pri spracovani zvuku alebo obrazkov, pre mna
osobne to bola nové a velmi zaujimava téma.
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