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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva formulaci a vlastnostmi jednokrokovych numerickych me-
tod pro pocateéni problémy diferencidlnich rovnic s konstantnim zpozdénim. Zejména
jsou v této souvislosti diskutovany spojité Rungeovy-Kuttovy metody. Vybrané nume-
rické algoritmy jsou implementovany ve vyvojovém prostiedi MATLAB. Ty jsou pak na
vybranych tlohdch porovnany s resicem dde23.

Summary

The bachelor thesis deals with the formulation and properties of one-step numerical
methods for the initial problems of differential equations with constant delay. In par-
ticular, continuous Runge-Kutta methods are discussed in this context. Some numerical
algorithms are implemented in the MATLAB environment. These are then compared with
the dde23 solver on specific problems.
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metoda, variabilni krok.
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Uvod

V této bakalarské praci se budeme zabyvat numerickymi metodami pro zpoZdené diferen-
cidlni rovnice (ZDR) s konstantnim zpozdénim. Z teorie obycejnyjch diferencidlnich rovnic
(ODR) je znamo, ze kazdou ODR faddu n > 1 lze pfevést na systém ODR radu 1. To
platiiu ZDR, proto se v této praci budeme zabyvat systémem zpozdénych diferencidlnich
rovnic fadu 1 s pocatecni podminkou:

v = F Oy - 7). t<t<ty, oon
y(t) = ¢(t)’ t < to,
kde f : [to,tf] x R x R — RY 7 je konstantn{ zpozdéni a ¢ : [ty — 7,t)] — R? je
pocatecni funkce.

Vzhledem k piitomnosti zpozdéného argumentu a(t) = ¢ — 7 vykazuje feseni ZDR
nekteré zajimavé vlastnosti, které se mohou jevit jako necekané v souvislosti se znalosti
analogii v ramci ODR. U numerického Teseni se tyto specifické vlastnosti primo promitaji
do konstrukei numerickych schémat a algoritmi.

V prvni kapitole ilustrujeme vznik nespojitosti z diivodu pritomnosti zpozdéného ar-
gumentu «(t) =t — 7 a uvedeme podminky pro existenci a jednoznac¢nosti feseni. Protoze
numerické Teseni ZDR muze vyzadovat interpolaci, v druhé kapitole se budeme vénovat
spojitym numerickym metodam pro reseni ODR. Diky nim budeme schopni zavést v treti
kapitole zédkladni metodu pro feseni ZDR, a to tzv. metodu kroku. Ve c¢tvrté kapitole
se budeme do hloubky zabyvat spojitymi Rungeovymi-Kuttovymi metodami pro ODR,
abychom je v paté kapitole mohli implementovat pro ZDR. Efektivni numerickd metoda
pracuje s mechanismem kontroly délky kroku, proto se v Sesté kapitole budeme vénovat
odhadu lokéalni chyby a implementaci metody s variabilnim krokem. Kapitola 7 uvadi
strucnou analyzu stability pro obecny nelinearni systém ZDR a linedrni systém ZDR
s realnymi koeficienty. V kapitole 8 ilustrujeme pouziti vybranych numerickych metod
na vybranych ptikladech. Jednotlivé algoritmy realizované v Matlabu lze nalézt v ptiloze
prace.



1 Diferencialni rovnice s konstantnim zpozdénim

Budeme se zabyvat predevsim Teseni pocéatecni tlohy (0.0.1). Nejdiive ilustrujme na né-
sledujicim prikladu jednu ze specifickych vlastnosti ZDR.

Priklad 1.0.1

Uvazujme ZDR s pocatecni podminkou:

y(t)=—yt—1), t>0,
{y(t) =1, t<0. (1.0.1)

Reseni je vykresleno v Obréazku 1.1. Protoze ¢/ (0)~ = 0 a y/(0)* = —y(—1) = —1, derivace
funkce y/(t) mé skok v bodé ¢t = 0. Druha derivace y"(t) je tvaru:

y'(t) ==yt = 1),

a proto ma skok v bodé t = 1. Tteti derivace y”(t) je tvaru:

y'(t) = -yt = 1) = y'(t - 2),

a proto ma skok v bodé t = 2. Takto lze pokracovat pro nasobky vyssi derivace, kdy
skok se projevi v odpovidajicim nasobku zpozdéni, tj. y‘n)(t) ma nespojitost typu skoku
v bodé t =n — 1.

[ustrovali jsme tedy, Ze zpozdény argument ¢t — 7 zpusobuje skokové nespojitosti v
4y nebo ve vyssich derivacich 4™, n > 1. Je zndmo, Ze kazd4 jednokrokovad numerické
metoda na feseni poc¢atecniho problému dosahuje urcitého radu presnosti, za predpokladu,
ze TeSeni je dostatecné hladké na kazdém intervalu [t,, ¢, 1]. Pfesnéji, pro metodu fadu
p obvykle pozadujeme, aby FeSen{ bylo spojité alespon t¥idy CPT! na intervalu [t,, t,.1].
Proto je potteba, abychom do sité (pouzivané numerickou metodou) zahrnuli vsechny
body nespojitosti ), kde s je alespoit s =0, 1,...,p+ 1.

1.1 Primarni a sekundarni body nespojitosti

Uvazujme pocateéni problém pro ZDR (0.0.1), kde d = 1. Predpokladejme, Ze feSeni
y(t) nenavazuje hladce na pocatecni funkci ¢(t), tedy v to plati ¢'(tg)” # '(to)™ =
f(to, d(to), p(to — 7)). Pokud funkce f a ¢ jsou spojité, potom i y/(t) je spojita pro t > t.
Déle pokud f a ¢ jsou diferencovatelné, potom y”(t) existuje pro vSechna t kromé bodu

ISt

51 = to + 7.
Pro jakoukoliv hladkou funkei f(t,y,z) mizeme napsat:
0 0
o N L) R AR T
0
+ (g0, 9 - )6 - (1)
a tedy
0 0
0 = G (€. ult) + 5 (€€, vlta) v (€)

of

T or

(&1, y(&),y(to) y'(to)™ (1.1.2)
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Obrazek 1.1: ReSeni po¢ateéniho problému (1.0.1)

y'(t)” = g—{ (&1, y(&), y(to)) + (‘89_5 (&1, y(&), y(to) y' (&)
of

*or

(&1, (&), y(t0)) ¥ (ko) (1.1.3)

Protoze predpokladdme, ze ¢'(to)~ je ruzné od y'(to)™, 3" neexistuje v bodé &; a jeji
prodlouzeni (y”(&) = y”(£1)") ma v & skokovou nespojitost.

Tyto skoky pro y” budeme nazyvat primdrni nespojitost 1-tridy. Pomoci diferenco-
vani (1.1.1) mizeme pozorovat, ze bod primarni nespojitosti prvni t¥idy &; zptsobi vznik
primdrni nespojitosti 2-tridy v y" v bodé & =& + 7.

Obecné tedy bod primdrni nespojitosti k-tridy & zplsobi vznik primadrni nespojitosti
(k + 1)-tridy v y**2 v bodé &1 = to + (k + 1)7, takze Teseni (0.0.1) se stédva hladsi,
jak se zvysuje tfida primarni nespojitosti. Zlepseni regularity y(¢) bude oznacovano jako
vyhlazovdni resent.

Véta 1.1.1 Pokud &; je bod primdrni nespojitosti a v bodé & md funkce y(t) spojité
derivace aZ do Tadu w— 1, potom je y(t) spojité diferencovatelnd v bodé &1 = to+ (i+1)7.

Tento jev budeme nazyvat obecnym vyhlazovdnim a s diikazem této véty se odkazujeme
na Nevese a Feldsteina [28].

Definice 1.1.2 Bod nespojitosti & je vdadu k, pokud y®) (&) existuje pro s =0,...,k a y®
je Lipschitzovsky spojita v €.

Miizeme poznamenat, ze kazdy bod nespojitosti tfidy p ma rad k& > p.



Funkce f a ¢ nemusi byt spojité v jejich derivacich vzhledem k ¢. Tyto nespojitosti
se také budou Sifit stejnym zptisobem diky zpozdénému argumentu ¢ — 7 pomoci stej-
nych pravidel jako primarni nespojitosti. Tyto nespojitosti budeme nazyvat sekunddrni
nespojitosti.

Stejné jako u primérnich nespojitosti, body sekundarni nespojitosti musi byt také
zahrnuty v siti za ticelem zachovani presnosti daného radu.

1.2 Existence a jednoznacnost

Véta 1.2.1 (Lokalni existence) Uvazujme pocdtecni problém pro diferencidlni rovnici
s konstantnim zpoZdénim.:

/
y(t) _f(tay(t)ay(t_T))v t2t07 (121)
Y= ¢(t)7 t < tp.

Necht U C R? je okoli ¢(ty) a V C R? je okoli ¢(ty — 7) a predpoklddejme, Ze funkce
f(t,u,v) je spojita vzhledem k t a Lipschitzovsky spojitd vzhledem k w a v na mnoziné
[to,to + h] X U x V' pro néjaké h > 0. Ddle predpoklidejme, Ze pocatecni funkce ¢(t) je
Lipschitzovsky spojitd prot < to. Potom problém (1.2.1) md jednoznacné resent v [tg, to+9)
pro néjaké d > 0 a reseni zdvisi spojité na pocdtecni funkci.

Diikaz nalezneme v [6].
Nasledujici vysledky lze ziskat jako konkrétni pripady obecnéjsich vét dokazanych
Halem [19] a El“sgol tsem a Norkinem [7].

Véta 1.2.2 (Globélni existence) Pokud jednoznacné maximalni reseni (1.2.1) je ome-
zené, tak podle Véty 1.2.1 existuje resent na celém intervalu [to,ty].

Za ucelem aplikace véty o globalnim tadu, potfebujeme prvné omezeni pro feseni. To
bude dano nasledujicim dtsledkem:

Disledek 1.2.3 Predpokladejme navic, Ze funkce f(t,u,v) spliuje podminku:
| f(t u,v) |< M(E) + N ([ u ] + 1o []) (1.2.2)

na intervalu A C (to, t;) x R x R?, kde M(t) a N(t) jsou spojité kladné funkce na (to,t;).
Potom teseni (1.2.1) existuje a je jednoznacné na celém intervalu (to,ts).

Tento vysledek lze zobecnit pro rovnice s vice zpozdénimi. Zvlast pro linearni ZDR,

{y’(t) = 2ico Ayt —7) +9(t), t=to (1.2.3)

y(t) = ¢(t)7t < to,
kde A;(t),i = 0,...,r, g(t) a ¢(t) jsou libovolné spojité funkce, plati globélni existence,
jednoznacnost a spojita zavislost na pocatec¢nich udajich.

Mizeme také pouzit teorii ODR pro urceni existence a jednoznacnosti. Na intervalu
[to, to + 7] pocatecéni problém ZDR (0.0.1) prechazi na pocéatecéni problém pro ODR:

y'(t) = f(tyt), ot —7)), t=>t,
y(to) = ¢(to)



a tedy spojitost funkce f(¢,u,v) vzhledem k ¢ a Lipschitzovska spojitost vzhledem k
u a v, dohromady s Lipschitzovskou spojitosti ¢ a ¢’, nam garantuje lokalni existenci
a jednoznacnost na intervalu [to, o + ] pro néjaké § > 0.

Informaci o existenci feSeni na koneéném intervalu [to,tf] mizeme ziskat pomoci po
sobé jdouci integraci na intervalech [tq + iT,to + (i + 1)7], i = 0,1,..., kde TeSime stdle
obycejné diferencialni rovnice. Tato metoda se nazyva metodou kroki a je to jedna ze

zakladnich metod pro teoretickou analyzu a numerickou intergraci ZDR nebo soustavy
ZDR.



2 Obycejné diferencialni rovnice - spojité numerické
metody

Necht || - || je dan& norma na R?. Uvazujme po¢ateéni problém pro soustavu obycejnych
diferencidlnich rovnic (ODR)

(2.0.1)

{y%t) =g (tyt), to<t<ty,
y(to) = Yo,

kde g(t,y) € C° ([to, ts] x R?, R?) je spojitd funkce vzhledem k t a globdlné Lipschitzovsky

spojitd vzhledem k y v dané normé || - ||, tedy

gt 31) = gt y2)|l < Lllyr — wol| Yt € [to, ty] a Yy, 40 € R, (2.0.2)
pro néjakou Lipschitzovu konstantu L > 0. Déle méjme sit A = {to,...,txy = t;} a
odpovidajici krok hpi1 = tpi1 —t,, n=0,..., N — 1. Uvazujme obecnou jednokrokovou

metodu na této siti
Yn+1 = QplYn + thrlq)(yn; g, An)y (203)

pro n > 0, kde A,, = {tn,t, + 1} a funkce priristku ® spliuje globdlni Lipschitzovu
podminku vzhledem k y s Lipschitzovou konstantou L zavisejici pouze na funkei g(t,v),
tedy presnéji na konstanté L v (2.0.2). Predpokladédme, Ze koeficienty «, jsou stejnomérné
omezené vzhledem k n. Dale budeme predpokladat, ze funkce prirtistku & je spojita
vzhledem k funkci g v néasledujicim smyslu:

Existuje krok h, > 0 a konstanta v, > 0 spojité zavisla na L, ale nezdvisld na hodnoté
Yn v bodech sité a na bodech sité A, takze plati pro vSechny kroky h,11 < hy:

1@ (Yn, G, LBn) = P(yn, g, D)l <9 sup ||g(8y) — gt y)l; (2.0.4)

tngtgtn-&-l

pro vechna g € C° ([to,tf] X Rd,Rd). Vsimnéme si, ze podminka (2.0.4) je silngjsi nez
podminka spojitosti vzhledem k funkeci g, implikuje totiz pro fixni g sublinearni rist funkce
® vzhledem k priristku g — g.

Definice 2.0.1 Necht n(t) je po édstech polynomidlni funkce, jeZ je na kazZdém inter-
valu [t,, tyy1] ddna restrikei interpolacni funkce konstruované na obecné Sirsim intervalu
[tnins tntjnt1], tns Jn > 0, a sice tvaru

N(tn + 0hnt1) = Bui(0)Yntjn + -+ + Bugutint1(0)Yn—i,
+ hn+1\1[(yn+jn7 vy Yn—in 0, g, A;,L), 0 S 0 S 1, (205)

kde A, = {tn—i,, - tntjns tntjnt+1}- Necht navic n(t) spliuje podminku spojitosti:

Ntn) =Yn a N(tnt1) = Yntr- (2.0.6)

Pak n(t) nazveme spojitym prodlouZenim (interpolantem) ODR metody (2.0.3).

Pokud 1, = j, = 0, pak interpolacni postup je zaloZen pouze na hodnotdch patricich
do jediného intervalu [t,,t,11] a budeme n(t) oznacovat jako jednokrokovou interpolaci.
V opacném pripadé jako vicekrokovou interpolaci.

Kazdou ODR metodu (2.0.3) vybavenou jejim spojitym prodlouzenim budeme oznacovat
jako spojita ODR metoda.



Vsimnéme si, ze pro j, > 0 interpolace (2.0.5) nemize byt spoc¢itana zaroven s y,,.1 po-
moci diskrétni formule (2.0.5), ale pouze az diskrétni integrace postoupi k nadchazejicimu
uzlovému bodu ¢, 41.

Poznamka 2.0.2 ProtoZe podminka spojitosti (2.0.6) musi platit pro kaZdou rovnici,
dostdvdme tedy hlubsi vztah mezi ODR metodou (2.0.3) a jejim spojitym prodlouzenim
(2.0.5). Tedy spojité prodlouzeni mize byt vyjidreno pomoci (2.0.5) kde pro proménné

plati
1 proj =1+ j,,
B 0) {o jinak,
U (Yntjns - s Yn—ins 0,9, A1) =0
a

pj—j, Prol+ g, <7 <1+ jp,
ﬂn,j(l) = {O ]..]
jinak,

\Ij(yn—i-jn) s Yn—in 17 g, Afn) = (I)(yny g, An)
Specidlné pro @ =1 formule (2.0.5) prejde na (2.0.3).

Predpokladame, ze funkce prirustku ¥ splnuje globalni Lipschitzovu podminku vzhledem
k y s Lipschitzovou konstantou zévislou pouze na konstanté L v (2.0.2). Polynomické
koeficienty f3,;(f) jsou stejnomérné omezené vzhledem k 6 a A . Podobné jako u dis-
krétnich metod predpoklddejme, ze funkce prirtstku ¥ je spojitd vzhledem k funkci g
v nasledujicim smyslu.

Existuje krok hy > 0 a konstanta d, > 0, které jsou spojité zavislé na L, ale nezavislé
na uzlovych bodech y,_;., ..., Yn+j,, nezavislé na bodech sité¢ A a na 6 € [0, 1], tak ze
plati

||\Il(yn+jnv s Yn—in s 9,9, A:z) - \Ij(yn-i-jn? s Yn—in, 9?9? A;)H
< 4y sup gt y) — gt y)ll, (2.0.7)

tn_in Stgtn +]n+l

pro viechny kroky hy_i 41, hnij 11 < hy a pro viechna g € CO([tg, t7] x R4, R?).

Pro aplikaci numerickych metod budeme predpokladat nésledujici vlastnost pro
sité A. Existuje kladna konstanta €2, nezavisla na siti 2\, takova ze plati:

Q_lhn+1+i S hn—i—l S th—l—l—l—z’; 1= _ina +]-7 v 7jn

pro kazdé n.

Vsimnéme si, ze pro jednokrokové interpolanty (i, = j, = 0) neplati pro sit zadné
omezeni.

V nékterych pripadech interpolace prirozené vychazi ze samotné metody. Toto je pri-

pad Adamsovijch a kolokacnich metod. I presto je interpolace nezavisla na diskrétni me-
todeé.

Definice 2.0.3 Reknéme, Ze ODR metoda (2.0.3) md 7dd (diskrétni vdd) p, pokud p > 1
je nejuétsi prirozené cislo takové, Ze pro vSechny spojité funkce g v (2.0.1) tridy C? a pro
vsechny body sité plati

||Zn+1(tn+1> - gn—&-l“ = O(hfzill)
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stejnomérné vzhledem k y v kazdé ohranicené podmnoZiné R? a vzhledem kn =0,..., N —
1, kde z,11(t) je lokdlni reseni lokdlniho problému

21,1+1(t) = g(i? Zn+1(t))= b ST < tn+17 (208)
“n+1 (tn) =Y,
a
Unt1 = WnZny1(t) + P 1P (2np1(tn), 9, Dn). (2.0.9)

Definice 2.0.4 EReknéme, Ze interpolant (2.0.5) ODR metody (2.0.3) md stejnomérnyj vdd
q pokud q > 1 je nejuétsi prirozené cislo takové, Ze pro vSechny spojité funkce g z (2.0.1)
tridy C9 a pro vSechny sitové body plati

max ||z,1(t) — 7(1)|| = O(h31Y), (2.0.10)

tn<t<tniy1

kde

M(tn + 0hni1) = Bna(0) 21 (tnsg,) + -+ Brguvinr1(0) 2nia (tniy,)
+ thrl\Il(ZnJrl(thrjn? s 7zn+1<tn*in>7 97 g, A;) (2011)

Poznamka 2.0.5 7 divodu podminky spojitosti (2.0.6) je ziejmé, Ze stejnomeérny rad q
interpolantu (2.0.5) a diskrétni rad p metody (2.0.3) splriuji nerovnost

1<qg<p.

Véta 2.0.6 Necht jednokrokovdi ODR metoda (2.0.3) md diskrétni rad p > 1.
Pokud

o metoda je D-stabilni (stabilni ve smyslu Dahlquista), tedy pro kaZdé n plati

| < 1 (2.0.12)

o spojitd funkce g(t,y) v (2.0.1) je tridy CP,

potom ODR metoda (2.0.3) md globdlni rad p na jakémkoliv ohraniceném intervalu [to,t¢],
tedy
max ||y(t,) — ynl| = O(R?), (2.0.13)

1<n<N
kde h = maXxi<p<nN hn
Ddle pokud interpolant (2.0.5) mad stejnomerny rad q, potom ODR metoda (2.0.3),
(2.0.5) ma globdlni stejnomeérny rid ¢ = min{p, ¢ + 1}, tedy:
maxf ly(t) — n(t)]| = O(h?). (2.0.14)

to<t<t
Dikaz muzeme nalézt v [3] (3.kapitola, strana 44-46).

Poznamka 2.0.7 Pokud je ODR metoda (2.0.3) implementovdna s konstantnim krokem
h, potom koeficienty cv, jsou nezdvislé na siti /\, a proto vsechny koeficienty o, = «. Tedy
la| <1 zajisti D-stabilitu metody.



3 Zpozdéné diferencialni rovnice - numerické reseni

3.1 Feldsteinova metoda

Meéjme pocatecni problém pro diferencidlni rovnici s konstantnim zpozdénim

{y'<t> = (fty(),yt=7), to<t>ty, (3.1.1)

Vytvofime mnozinu A = {tg,t1,...,t,, ..., ty = fr} sitovych bodi (tzv. sit) takovou, aby
platilo pro V¢, € A bud t, —7 < tgnebo t, —7 € A. Potom kazda diskrétni metoda, kterd
pouziva pouze sitové body muze byt implementovana primo pro zpozdéné diferencialni
rovnice. Jako piiklad uvedeme doprednou Eulerovu metodu pro rovnici (3.1.1)

Yn+1 = Yn + hn—l—lf(tna Yn, yq)a

pro néjaké celé ¢islo ¢ < n kde y, = y(t, — 7).

Pokud nechceme sestavit sit v zavislosti na zpozdéni, lze pouzit vycisleni zpozdéného
¢lenu y(t — 7) pomoci aproximace. Uvedeme tedy Feldsteinovu formuli pro feseni rovnice
(3.1.1).

Zavedme krok h = Y= kde m je pFirozené &islo. Pro kazdy bod ¢, = to+nh definujme

m
celodiselnou funkei g(n) = [=== | a funkci r(n) = === — ¢,. VSimnéme si, Ze plati

o bty — T =tym) + hr(n);
e 0<r(n) <1,
e 0<g(n) < r=lo <.

Prvni Feldsteinova formule je tvaru

Yn+1 = Yn + hf(tm Un, Zn)a
Yo = y<t0)7
kde
Zn = Yqn + hr(n)f(tq(n)a Yq(n), Zq(n)) = (1 - T(n))yq(n) + T(n)yq(n)Jrl'

To odpovida po ¢astech linedrni interpolaci y(t,, — 7). Pokud pro n plati t,, — 7 < to, tak
potom z, = ¢(t, — 7).
Misto po ¢astech linearni interpolace Feldstein navrhl druhou formuli tvaru

Zn = Yq(n)s

kterd odpovida po ¢astech konstantni aproximaci y(t, — 7), kde t, — 7 > to.
Feldsteinova metoda je implementovana s prvni i druhou formuli v Matlabovském
skriptu "Feldstein.mlx”(viz. Ptiloha).



3.2 Bellmanova metoda kroku

Jednd se o elegantni pristup k FeSeni numerického feseni pocateéniho problému (3.1.1)
bez nutnosti interpolace.

Je ziejmé, ze pro konstantni zpozdéni body nespojitosti jsou & = to + k7. V prvnim
makro intervalu [to, to + 7] ma ZDR (3.1.1) tvar

y'(t) = f(ty@), ot —1)),
y(to) = ¢(to)-

V druhém makro intervalu [to+7, to+27] miuzeme definovat y; () = y(t—7) a y2(t) = y(1),
tedy muzeme napsat ZDR (3.1.1) jako 2d-dimenzionalni systém ODR rovnic

yi(t) = f(t—T1u(t), ot —27)),

Ya(t) = f (£ 2(t), 11 (1)) ,

yi(to +7) = é(to),

ya(to +7) = y(to + 7).
Obecné v makro intervalu [ty + (k — 1)7,tg + k7] mizeme napsat ZDR (3.1.1) jako
kd-dimenzionalni systém ODR rovnic

{yg(t) = [t = (k=0)m ), 5a(), i=1...k (3.2.1)

yl<t0+(/€—1>7') :y(t0+(i—1)7), 1= 1,...,]{},
kde polozime yo(t) = ¢(t — k1) a y;(t) =yt — (k—i)7),i=1,... k.

Prechod z k na k + 1 v (3.2.1) znamend posunuti integra¢niho intervalu z [t
+ (k — 1)71,tg + k7] na [to + k7,to + (k + 1)7] a prodlouZeni Teseni z [tg,to + k7] do
[to, to + (kK + 1)7] pomoci pridani ¢lenu yg41(t) = y(t). Proto tedy mizeme pouzit nume-
rickou metodu pro ODRn a Fesit pro zvétsujici se k vétsi a vétsi systém (3.2.1). Pro kazdy
krok k, numerické fesSeni kd-dimenzionalniho systému (3.2.1) cili na poskytnuti aproxi-
mace hodnoty yi(to + k7) = y(to + k7), kterd bude pouzita jako pocateéni hodnota pro
novy clen yi11(t) = y(t) v dalsim kroku. Proces skon¢i v momenté, kdy pro néjaké k plati
t() + kT Z t f-

Timto zptsobem musime fesit systém rostouci dimenze a v principu vypocitavame
mnohokrat stejné ¢asti feseni (v predchozich intervalech). Na druhou stranu redukei ZDR
(3.1.1) na systém ODR rovnic se vyhneme typickym komplikacim souvisejicim s pritom-
nosti zpozdéného argumentu t — 7, tedy ukladani a interpolovani vypocteného feseni na
intervalu [tg,t; — 7).

Vsimnéme si, ze v kazdém kroku jakakoliv numerickd metoda fadu p poskytne nume-
rickou aproximaci fadu p pro jakoukoliv poruchu pocateénich podminek v (3.2.1) fddu
vétsiho ¢i rovno p. Proto tedy v dalsim kroku musime vyteSit pocatecni problém s poru-
chou pocateénich podminek stejného radu jako metoda. Cely proces tedy poskytne feSeni
radu p pro konecény pocet krokt.

Bellmanova metoda krokti je implementovand s dopfednou Eulerovou metodou
v Matlabovském skriptu "Bellman_ forward__euler.mlx”(viz. Ptiloha).

3.3 Standardni pristup pomoci spojitych ODR metod

Mé¢jme pocéatecni problém pro ZDR s konstantnim zpozdénim:

y(t) = (f(ty(t),ylt =7), t=to, (3.3.1)
o) =0 t<t, h
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kde f(t,u,v) € C°([to, ts] x R, RY) je spojita funkce vzhledem k ¢ a globélné Lipschitzov-
sky spojitd vzhledem k u a v v dané normé || - || v RY, tedy:

1F(t, ur,00) = f(t; ug, 02)|] < Lflur — wsl| + Moy = val|,

pro viechna ¢ € [to, /], u1,uz,v1,v2 € R? a pro né&jaké Lipschitzovy konstanty L > 0 a
M > 0.

Necht sit A = {to,t1,...,tn,...,ty = ty} obsahuje vSechny body nespojitosti fadu
< p v [to,tf] (viz. Definice 1.1.2). Oznacime je § = to < & < -+ < & < &1 = ty.
Na kazdém intervalu [&o, &1, [€1, &), - - -, [€s, ] je TFeSeni y(t) tifdy alespori CP*!. Potom
posloupnost pocatecnich probému

{ﬂﬂzf@w@m@—ﬂ% &<t <&,
2(&) = n(&),

kde i = 0,...,s, je vyfesena pomoci metody (2.0.3) a nésledné interpolovdna pomoci
(2.0.5), kde n(s) je ddna pocatecni funkei ¢(s) pro s < t, nebo pomoci jiz vypoc¢teného
numerického feseni pro s > .

Algoritmus 3.3.1 (Metoda kroki) 1. Najdeme vsechny body nespojitosti radu < p
(pro konstantni zpozdéni je & = to + iT)

gla--'7€s<tf

a polozme & = to, &1 = ty;

2. Vyresme rovnici:

{%@=f@&®¢u—ﬂ)&§t§&
2(&) = ¢(&)

jakoukoliv diskrétni numerickou ODR metodou,
3. Proir=1,...,5s:

e spocitejme a uloZme spojité prodlouZeni n(t) prot € [§;_1,&;] pomoct interpolace
hodnot ze stejného makro intervalu [§;_1, &;]

o wyresme porcatecni ulohu:

2(&0) = (&)

jakoukoliv diskrétni numerickou ODR metodou;

{ﬂﬂzf@w@m@—ﬂ% & <t< &,

4. Vykresleme aproximaci teseni n(t) na intervalu [y, Esi1];

5. Konec;

Algoritmus je implementovany pro implicitni Eulerovu metodu a lichobéznikovou metodu
v Matlabovském skriptu “metoda_ kroku_implicitni_ metody.mlx”(viz. Pfiloha).
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Nyni uvedeme tvrzeni o fadu presnosti numerické metody. Diikaz lze najit v [3] (4.ka-
pitola, strana 64-69).

Véta 3.3.2 Uvazujme zpozZdénou diferencidlni rovnici (3.3.1) kde f(t,y, x) je funkce tridy
CP v [t, ts] x R x RY a pocdtecni funkce ¢(t) je tridy CP. Ddle predpoklddejme:
o Sit AN = {to,t1,...,tn,....tx = ts} obsahuje vSechny body nespojitosti Tadu < p
(viz. (1.1.2) leZici v intervalu [to,tf], oznacené jako &, ..., &6 < ty;
e ODR metoda (2.0.3) ma 7dd p, spliuje podminku D-stability (2.0.12) a pro k > 1 je

restartovana po dosazeni kaZdého bodu nespojitosti &;, 1 = 0,1,...,s, pomoci metody
radu > p—1;

o Interpolant (2.0.5) md stejnomeérny rad q;

o Pro kaZdé n, interval [t,—_;,, tntj.+i], kde se odehrdvd interpolace, je soucdsti [&;, &;11]
pro néjaky inder 0 <1 < s

Potom ma vyslednd metoda kroki diskrétni globdlni rdd a stejnomérny globdlni rdd ¢ =
min{p,q + 1}, tedy:

_ — q
max [y (tn) — | = O(RT)

_ _ q
Jaax [ly() =m0l = O(h),

kde h = maxj<n<nN hn
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4 Spojité Rungeovy-Kuttovy metody pro obycejné
diferencialni rovnice

Meéjme pocatecni problém pro ODR:

{y (1) =gt yt), to<t<ty, (4.0.1)
y(to) = Yo

Méjme danou sit A = {to,t1,...,tn, ..., tn = ts}, v-stuptiovd Rungeova-Kuttova (RK)
metoda pro Teseni poc¢atecniho problému (4.0.1) ma tvar (v tzv. Y notaci):

v

YZ+1 =Yp + hnp1 Z a;;g (tzz+17 Y7‘3+1) , 1=1,...,p, (4.0.2)
7=1
Ynt1 = Un + oy Z big (tiki’l? Yni+1) ) (4-0‘3)
i=1
kde tihLl =th+cihpi1, ¢ = 2;21 a;ij,t =1,...,0, hpy1 = tpy1 — 1y, kde v je pocet stupriii.

Koeficienty b; se nazyvaji vdhy kvadraturni formule (4.0.3) a koeficienty ¢; oznac¢ujeme jako
abscisy, pro vétsinu obvyklych metod plati ¢; € [0, 1]. Protoze je RK metoda (4.0.2), (4.0.3)
charakterizovina pomoci vah b; a matici koeficientit A = [a;;]7;_;, budeme ji oznacovat
jako (A,b) RK metodu. Koeficienty RK metody budeme zapisovat do tzv. Butcherovy
tabulky

kde C = [c1,¢9,...,¢,])T a B=[by,b,...,b,].
Muzeme také pouzit misto (4.0.2), (4.0.3) ekvivalentni formu(v tzv. K notaci)

Kl+l_g<n+l7yn+hn+]—zaz] 1>, izl,...,y7

7=1

Yn+1 = Yn + hn+1 Z b n+1

=1

Vsimnéme si, ze K notaci ziskame z formule (4.0.2), (4.0.3) pomoci

) ) .
Kn+1 (n+1,Yn+1) 1=1,...,v.

Vypocetni slozitost metody je hlavné urcena poc¢tem stupni metody a koeficienty matice
A. Je znamo, ze pokud je matice A dolni trojihelnikova s nulovymi prvky na diagonéle,
potom se metoda nazyva explicitni a vypocetni nadroc¢nost je mensi, zatimco v opa¢ném
ptipadé (alespon jeden prvek na diagondle ¢i v hornim trojihelniku je nenulovy) hovoiime
o implicitni metodé a vypocetni narocnost je vétsi.
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4.1 Spojité prodlouzeni RK metod

4.1.1 Interpolant prvni tridy

Interpolant, ktery je zkonstruovan bez pouziti dalsich stupnii, budeme oznacovat jako
interpolant proni tridy a vysledné spojité prodlouzeni 7(t) je definovdno na kazdém po-
dintervalu sité /A pomoci jednokrokové spojité kvadraturni formule

Nty + Ohni1) = Yo + hpsa ibi(e)g (thy, Vi), 0<6<1 (4.1.1)
i=1
nebo v K notact
Nty + 0hni1) = Yn + hyia i: bi()KL.,, 0<60<1,
i=1
kde b;(0) jsou polynomy vhodného stupné < ¢ spliujici:
bi(0)=0 a bi(1)=b;, i=1,...,v (4.1.2)

a tedy spliuje podminku spojitosti (2.0.6).

4.1.2 Interpolant druhé tridy

Interpolant zkonstruovany pomoci dalsich stupnd nazyvame interpolant druhé tridy
a spojité prodlouzeni je dano

Nt + 0hni1) = Yo + hnr D bi(0)g (41, Vi), 0<60<1 (4.1.3)
=1
nebo v K notaci
Nt + 0hns1) = Yo + hnir D bi(O)K,,,, 0<0<1,
=1

kde b;(6) jsou opét polynomy vhodného stupné < § splnujici podminku spojitosti

bi(l)=0b;, i=1,...,v; bi(l)=0, i=v+1,...,s. (4.1.4)
Dalsi s — v stupné jsou dany pomoci
Vi = Yp + ho iaijg (t,,Yi), i=v+1,...s (4.1.5)
j=1
nebo v K notact
K. =g (tj;+1,yn + Py iaingH) , di=v+1,...,s (4.1.6)
j=1
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Muzeme tedy zadefinovat rozsifenou matici koeficientu A’:

A 0
A = (4.1.7)
[aw]f Vu+1] 1 [aij]f,j:uﬂ

kde A = [al]];jj 1

Celkové spojité Rungeovy-Kuttovy (SRK) metody (4.0.2), (4.0.3), (4.1.1) (s koefici-
enty (A4,0(0))) a (4.0.2), (4.0.3), (4.1.5), (4.1.3) (s koeficienty (A’,b(f))) jsou spojitym
prodlouzenim RK metody (4.0.2), (4.0. 3) (s koeficienty (A, b)) a 6 bude znadit stupern in-
terpolantu. Oproti tomu RK metoda (4.0.2), (4.0.3) (s koeficienty (A, b)) bude nazyvana
jako diskrétni RK metoda.

Je vhodné poznamenat, ze obecné neplati n(t,+c;hni1) # Y, ;. Nicméné rovnost plati
pro kazdou pravou stranu g(t,y) ,pokud b;(c;) = a;j, toto vychazi z porovnani (4.1.3)
a (4.1.5). Méme tedy

{n(tn + cihnir) = Yo Viy <= {bic)) = azi Vi, j}. (4.1.8)
Interpolant prvni nebo druhé t¥dy tedy uréuje matici B a jeji prvky jsou bi; = b;(ci).

Definice 4.1.1 SRK metoda se nazjvd prirozend, pokud plati A= B (A’ = B).

Funkce prirastku ® a ¥ z (2.0.3) a (2.0.5) pro SRK metody jsou tvaru

D(Yn, g, tn, tnt1) = Zbig (t;+17 YZH)

\I}<yn7 97 g, tn; tn—i—l) - Z bz(g)g (tiLJrlJ er+1) :
Tvrzeni 4.1.2 Funkce priristku ® RK metody (4.0.2), (4.0.3) a ¥ interpolantu (4.1.1)
nebo (4.1.3), spliuji podminku spojitosti (2.0.4) a (2.0.7).
Dikaz muzeme nalézt v [3] (5.kapitola, strana 113-114).

Véta 4.1.3 Pokud pro SRK metodu plati Véta 2.0.6 a navic plati, Ze interpolant je po
castech polynomidlni funkce vddu § > q a funkce g(t,y) v (4.0.1) je tridy C™>OP}  potom
ndsledugjici odhady konvergence, ohranicenosti a neohranicenosti plati pro vsechny derivace
funkce globdlni chyby

max [|29), (1) — n9(0)]| = O(hZH), j=0,....6 (4.1.9)

to<t<ts
kde derivace n(t) v uzlovych bodech jsou mysleny v pravém/levém smyslu.
Diikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 115-116).

Véta 4.1.4 Predpoklidejme, Ze RK metoda (4.0.2), (4.0.3) md spojité prodlouzeni n(t)
radu q a stupné d > q. Potom ezistuje jiné spojité prodlouzeni n(t) ridu q a stupné také
q.

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 116-117).
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Poznamka 4.1.5 2z Vét 4.1.3 a 4.1.4 je patrné, Ze poZiti interpolantu stupné vyssiho neZ
q je zbytecné. Interpolanty stupne 6 > q+1 jsou dokonce nebezpecné, protoZe derivace radu
k, g+2 < k <0 mohou divergovat pro h — 0. Kvuli témto duvodum budeme predpokldidat,
ze spojité prodlouzeni ridu q bude vZdy tvoreno interpolanty stupné § = q.

Zabyvejme se nyni otdazkami ohledné interpolanti prvni (4.1.1) a druhé tiidy (4.1.3).

Otazka 1 Jaky je nejuyssi mozny stejnomeérny rad RK metody rddu p za pouZiti interpo-
lantu prond tridy?

Otazka 2 Uvazujme RK metodu diskrétniho radu p a spojitého prodlouzeni q < p. Kolik
je potreba dalsich stupri, abychom dosdhli stejnomérného radu p — 1 nebo dokonce p?

Véta 4.1.6 Predpoklidejme, Ze RK metoda (4.0.2), (4.0.3) md spojité prodlouZeni n(t)
tvaru (4.1.3). Potom stejnomeérny rdad q nemize byt vyssi nez s*, tedy pocet riznijch abscis
prodlouzené RK metody reprezentované pomoci (4.1.7).

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 118).

4.2 Analyza interpolantu prvni tridy

Obecné analyza stejnomérného Fadu pro spojité prodlouzeni (4.1.1) je zalozena na tom,
ze pro 0 < 0 < 1 se na prodlouzeni muzeme divat jako na diskrétni metodu (%, @)
s krokem 6h,,, ;. Okamzité tedy dostaneme podminky pro polynomy b;(6) z dobfe znamych
podminek pro RK metody. Podminky pro fad az p = 4 jsou uvedeny v tabulce 1.

Za ucelem odpovédét na Otazku 1, kazda metoda musi byt analyzovand individualné
pomoci kontroly podminek fadu. Obecné mizeme dat pouze ¢astecnou odpoved pomoci

nasledujici véty:

Véta 4.2.1 Kazdd RK metoda (4.0.2), (4.0.3) 7ddu p > 1 md spojité prodlouzeni n(t)
fddu (a stupné) g =1,..., |2

Diikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 118-120).

Véta 4.2.2 Pokud md RK metoda (4.0.2), (4.0.3) spojité prodlouzeni n(t) rdadu (a stupné)
q > 2, potom md také jiné spojité prodlouzeni n(t) radu (a stupné) ¢, ¢ < q — 1.

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 120).
Zaverem tedy muzeme Ttict, Ze obecna odpovéd na Otazku 1 je takova, ze pouze
interpolanty do fadu |Z£'] zarufené existuji. Na druhou stranu je mozné (za pouziti
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interpolantu prvni tiidy (4.1.1)), aby maximalni stejnomérny rad byl vétsi nez > |2

nebo dokonce = p.

Definice 4.2.3 RK metodu (4.0.2), (4.0.3) diskrétniho rddu p nazveme jako superkon-
vergentni, pokud maximalni stejnomérny rid q je dosaZitelny pomoci interpolanti proni
tridy (4.1.1) stupné < p — 1.

Jinymi slovy, superkonvergence je dosazena v koncovych bodech kazdého intervalu
[tn, tni1] vzhledem k maximalni stejnomérné presnosti fadu ¢. Také muze nastat situace,
ze interpolant dosdhne vyssiho fadu p’ > ¢ v néjakych bodech uvnitt intervalu [t,,,t,11].
Tyto body budeme nazyvat superkonvergentni vnitrni body.
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Rad Podminky

2 Ei’jzl bi(0)ci = %62

3 > bi(0)c; = 30°
Z'LVJZI bi(0)aie; = (1593

4 Z?Zl bl<0)cz = 41104

Tabulka 1: Podminky radu pro spojité RK metody

4.2.1 Kolokacni metody

Jednokrokova kolokac¢ni metoda je zavedena nasledovné: Vyberme v riiznych abscis ¢y, ..., ¢, €
[0,1] a v kazdém intervalu [t,,t,,1] vypoctéme polynom 7(t) stupné § < v spliujici

n,(tiz—f—l) =9 (t’riz—l—l?n(tiz—&-l)) ) 1= 17 R4 n(tn) = Yn- (421)

Metoda muze byt prepsana jako spojita implicitni RK metoda (4.0.2), (4.0.3), kde:

aij_A €j<§>d€, ’i,jzl,...,y,

0
b; :/ G(&de, i=1,...,v,
0

kde ¢;(£) jsou Lagrangeovy polynomické koeficienty ¢;(§) = HZ:Lk i fz__—i‘;

Vsimnéme si, ze plati b;(c;) = aj;, a proto kazd4 kolokacéni metoda je pfirozend SRK
metoda (viz. 4.1.1).

Je zndmo, ze pro jakoukoliv volbu abscis ¢y, ..., ¢, € [0, 1], kolokaéni metoda ma rad
p > v a interpolant (4.1.1) ma stejnomérny 7ad g = v. Tedy podle Véty 2.0.6 kolokacni
metoda je spojitd RK metoda globalniho stejnomérného fddu ¢’ = v (pokud p = v/) a nebo
¢ =v+1 (pokud p > v). V tomto smyslu je kolokaéni metoda optimalni, pokud chceme
dosdhnout maximalniho mozného stejnomérného radu pro dany pocet stupni. Zejména
v pripadé, kdy abscissy jsou posunuté koreny Legendreova ortogonalniho polynomu stupné
v, potom ma metoda rad p = 2r. To je nejznaméjsi pripad superkonvergence.
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Nyni uvedeme néjaké priklady superkonvergentnich kolokac¢nich metod.

o Gaussovy metody (diskrétni ¥ad p = 2v, stejnomérny ¥ad ¢ = v, globalni stejno-
mérny fad ¢ = min{p,q+ 1}):

v =1 (obdélnikovd metoda): p=2, q=1, ¢ =2;
1

2

by(6) = 6.

= | N

v = 2 (Hammer-Hollingsworthova metoda): p =4, ¢=2, ¢ =3;

1_ V3 1 1_ V3
2 6 4 4 6 _ _ V3 _1_ V3
1, VBl V8 1 bu(f) = 29(0 ! 3)’
2+6 4+6 4 bo(0) = Y30 (9 — 1 V3
1 . 2()*7(‘ +?>
2 2

o Radau ITA metody (diskrétni rad p = 2v — 1, stejnomérny rad g = v, globélni stej-
nomeérny rad ¢’ = min{p,q + 1}):

v =1 (implicitni Eulerova metoda): p=1, ¢=1, ¢ =1,
111

1

o Lobattovy IITA metody (diskrétni fad p = 2v — 2, stejnomérny rad g = v, globalni
stejnomérny fad ¢ = min{p, ¢+ 1}):

v =3 (Ehleova metoda): p=4, ¢=3, ¢ =4

00 0 O o 1
115 1 _ 1 bi(0) = 20(56° — 30+ 1),
2124 3 24
111 2 1 62(9):_492(%9_%)’

6 3 6

1 2 1 b3(0) = 292(%9_ 4_11)'

6 3 6

Implementovanou Radau ITA Ehle metodu pro feseni ZDR miizeme nalézt v Ptiloze jako
matlabovsky program "Radau_ITA Ehle metoda RK_ pro ZDR_.mlx”
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Definice 4.2.4 (Piirozené spojité prodlouzeni) Rekneme, Ze interpolant n(t) proni
tridy (4.1.1) rddu a stupné q je prirozené spojité prodlouzeni (PSP) RK metody (4.0.2),
(4.0.3) radu p, pokud polynomy b;(0),1 = 1,...,v jsou takové, Ze n(t) spliuji navic pod-
minku asymptotické ortogonality

pro jakoukoliv dostatecné hladkou maticovou funkci G. Podminku (4.2.2) spliuje n(t)
stejnomerné vzhledem kn =0,... N — 1. z,41 je Tesent lokdlniho problému (2.0.8).

[ a0~ o - ouy), (422)

Miuzeme si vSimnout, ze PSP spliuje nutné také podminku

pro kazdou dostatecné hladkou maticovou funkci G.
Navic diky (4.2.2) a (4.2.3) snadno ziskdme:

" G0 (1) — 0]t | = 021, (123)
A |

= Ok, j=0,1, (4.2.4)

max
0<n<N-1

/t " o)y (@) — 19 ())de

pro kazdou dostatecné hladkou maticovou funkci G, kde h = maxj<,<n hy,.

Vzhledem k Vétam 2.0.6 a 4.1.3, podminka (4.2.4) udava dalsi vlastnost PSP ohledné
globalni konvergence. Je dobré poznamenat, ze koloka¢ni polynom jednokrokové kolokacni
metody (4.2.1), je PSP stupné g = v (viz. [36]).

Diky existenci PSP a jejiho dosazitelného stejnomérného radu plati nasledujici véta.

Véta 4.2.5 Pokud interpolant n(t) prond tridy (4.1.1) 7ddu a stupné q je PSP RK metody
(4.0.2),(4.0.3) #ddu p, potom q > [ZE1].

Dikaz lze nalézt v [3] (5.kapitola, strana 124).

PSP RK metody neni jednoznac¢né, mize existovat vice prirozenych spojitych prodlou-
zeni. Obecné lze pro ziskani PSP pouzit podminky z Tabulky 1 a podminku ortogonality
(4.2.2).

Nyni uvedeme vybrané piiklady PSP pro nékteré explicitni RK (ERK) metody.

 Jednostupniovda ERK metoda fadu p = 1 (Eulerova metoda):

xq=|5=v=p=1

e Dvoustupnové ERK metody radu p = 2:

xq=1]=1

bl(é’) = (bl - 1)02 —|- 9,
bg(@) = b2(92;

o Tristupnové ERK metody fadu p = 3 (kde ¢, c3 # 0):
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kde
_ 1
w, = _E — (Cg — CQ))\,
Wy = 03/\,
_ 1
W3 2¢5 CQ)\,

kde A € R. Tady méame ukézku jednoparametrové skupiny PSP, vidime tedy
priklad nejednoznacnosti PSP minimalniho radu ¢;

neexistuje PSP radu ¢ = 3;

o+ Ctyi-stuptiové ERK metody fadu p = 4:
xq=|5 =2
bi(0) = 3(2¢; — 1)b;i0* +2(2 — 3c;)bif), i=1,2,3;
* q=3

b1(9) = 2(1 - 4b1)93 + 3(3b1 - 1)92,

neexistuje PSP radu ¢ = 4;

Zabyvejme se nyni na chvili spojitymi metodami vyssiho radu. Jedno z prvnich spoji-
tych prodlouzeni vyssiho fadu pro RK metody vytvoril Sarafyan [30]. Jeho technika spo-
¢iva v pouziti vhodné linedrni kombinace hodnot jednotlivych stupni za ucelem ziskani
aproximace y(t) vysokého fadu v néjakém vnitinim bodé. Potom se sestavi Hermittv-
-Birkhoffiv interpolant v téchto bodech, v pripadé krajnich bodu sité mize byt potieba
vypocist néjaké dalsi hodnoty. Sarafyan [30] pivodné uvedl mnozinu 8-stupniovych RK
metod Fadu 6 se spojitym prodlouzenim stejnomérného radu 4. Nasledné vyvinul nékolik
skupin RK metod vyssiho fadu p, s interpolaci fadu p nebo p — 1 (viz. [32] a [31]). Nyni
uvedme jako priklad 10-stupnovou metodu radu 6 se spojitym prodlouzenim radu 5, tato
metoda je pouzita v kodu DKLAG6 vytvoreného Corwinem, Sarafyanem a Thompsonem
[4]:

10
Ynit = Yn + hngr D (1)K, (4.2.5)

i=1

a interpolantem:

10
n(tn + ehn—l—l) = Yn + hnt1 Zbi(e)K:L+1a 0<6<1,

=1

kde
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bi(0) = 0 — 22192 4 35863 _ 163994 4 $6p5 _ I8y (9),
by(6) =0

by(0) = 1892 — 197g3 4 gt 275 4 A8 0(0),

bi(6) = 5567 — 286" + 206" — 205 — ;1-b1o(6),

bo(6) = — 3507 + 1256° — 219 + 207 — Mo (9),

be(0) = —150% + 250° — 256 — S5:b10(6),

be(6) = 207~ Mg 4 gt DG 3, (),
bs(0) = — 3807 + 1293 — Mot — Sibp(0),

by(0) = 20° — 50* + 305 + £b14(0),

b10(0) = libovolna funkce 6

a s Butcherovou tabulkou:

0 0

11

9 9

1 1 3

6 24 24 O

11 3 4

3 6 6 6 O

1 1 3

1l 0 0 ; 0

2/_8 6 24 _24 16 0

3 21 21 21 21 21

5/ 6 15 _ 80 330 _160 210

6 456 56 456 456 456 456

1| 3 _s 200 _360 680 _a0 228
322 322 322 322 322 322 322

1 161 0 684 315 680 315 684 161 0
3000 3000 3000 3000 3000 3000 3000

2 7 32 12 32 7

3 135 O 135 135 135 135 O O O 0

Miuzeme si v§imnout, ze spojité prodlouzeni nespliuje podminku spojitosti (4.1.4) pro
¢ = 1. Implementovanou metodu pro ZDR s volbou byo(0) = % lze nalézt v Priloze jako
matlabovsky soubor "DKLAG6.mlx”. Dale poznamenejme, ze tato metoda v [3] (5.kapi-
tola, strana 134-135) neni uvedena stejné jako v [4], lis{ se hlavné nékterymi koeficienty

_

pred 6° u jednotlivych polynomu b;(6) pres stejnou volbu byo(6) = 4. Navic predpis

10
Ynit = Yn + hns1 D biED

=1

neposkytoval spravné vysledky z diivodu chyby v koeficientech b; a proto je zde neuvadime.

Podobné technika byla vyvinuta pozdéji Hornem [22], ktery ziskal spojité prodlouzeni
radu 4 a 5 pro klasickou metodu RKF45. V tomto pripadé metoda radu 5 také nesplnuje
podminku spojitosti (4.1.4) v uzlovych bodech vzhledem k diskrétni metodé.
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4.3 Aplikace odhadu lokalni chyby

Je znamo, ze existuji dva hlavni pristupy pro implementaci variabilniho kroku diskrétni
RK metody tadu p, s cilem na sestaveni numerického teseni s globédlni chybou

max [ly(tn) — yull,
kterad proporcionalné odpovida uzivatelskému parametru TOL, nazyvanym tolerance. Kon-
cept proporcionalni tolerance byl presné definovan a prozkouméan Stetterem [33],[34].
Prvni pristup spoc¢iva v nalezeni odhadu lokalni chyby na jednotku kroku &,,4

Ont1 = ||Zn+1<tn+1 - yn—‘rlH/hn—H

v koncovém bodé ¢, spolu s volbou kroku h,.1, aby odhad lokalni chyby é,,; byl pod
hranici tolerance TOL.

Pouzivame dva hlavni zpusoby na ziskani odhadu lokalni chyby. Obecnéjsi zptisob
spociva v pouziti Richardsonovy extrapolace pro ziskani RK metody o jeden tad vyssi za
ucelem ziskani aproximace ¢, v koncovém bodé ¢, 1, ktera je pouzita pro stanoveni

Fnt1 = ||[Un+1 — Ynt1l|/Pnt1- (4.3.1)

Tato technika je obvykle dost vypocetné naro¢nd, potiebuje spocitat trikrat RK formuli
pro kazdy integracni krok (v pfipadé, ze puleni kroku je pouzito pro extrapolaci). Nicméné
v pripadé explicitnich metod je mozné se Richardsonové extrapolaci vyhnout, pokud mame
vhodny péar metod, naptiklad Rungeovy-Kuttovy-Fehlbergovy metody (viz. Fehlberg [13]).
Hlavni myslenka pouziti vhodného paru metod spociva v tom, ze pomoci néjakych dalsich
stupni je mozné sestavit 2 rtuzné aproximace ¥,.1 a Unr1 radu p a p + 1 a pouzit je v
(4.3.1).

Druhy pristup (vhodnéjsi pro explicitni metody) spociva v pouziti dvojice metod, kde
se metoda nizsitho fadu p— 1 pouzije pro ziskani aproximace ¢,11. Nejznaméjsim pripadem
je Dormandova-Princova metoda [5]. Odhad

Opt1 = ||?]n+1 - yn+1||

lokalni chyby ||zp11(tne1) — Una1l| pro metodu nizsiho ¥addu je nahrazen odhadem &,
lokalni chyby na jednotku kroku a lokdlni extrapolace je pouzita pro zvoleni kroku tak,
aby 7,41 byla pod hranici tolerance TOL.

Kratké porovnani mezi témito dvéma strategiemi ukaze, ze druhy pristup je vice efek-
tivni, protoze pocita dalsi kroky pomoci presnéjsi metody. Prvni strategie méa ale obecné
lepsi proporcionalni toleranci.

Moznost pouzit interpolant nam dava dalsi alternativni strategie pro kontrolu délky
kroku. Pro RK metody tadu p se spojitym prodlouzenim maximalniho stejnomérného
radu p, Enright [8],[9] navrhl monitorovat velikost defektu

o(t) = g(t,n(t)) —n'(t).

Pomoci Grobnerovy-Alekseevovy nelinedrni variace konstant ziskame:

2ot (t) — () = / K (t, 2)lg(e, n(z)) — 7 (2)]dz,
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kde K(t,z) je vhodna variacni matice zavisla na interpolantu n(t) tak, ze plati K(z,x) =
I, kde I je matice identity. Tedy pro dostateéné malé h,, 1 < hg, existuje konstanta K > 0,
nezavisld na konkrétni RK metodé, tak ze plati

— < — < K )
ln1(tnsn) = gonll < | max lzna(t) = 0Ol < hon K| max  [5(2)]]
Tedy muzeme udélat zaver, ze kontrolovani defektu implikuje kontrolovani lokalni chyby
na jednotku kroku o, ; a také dokonce stejnomérné lokalni chyby

Y= max [z (8) = n(t)]]

tngtgtrH-l
Vime, Ze neni efektivni se pokusit pocitat presné velikost

max  ||6(4)]]. (4.3.2)

tn Stgtn+l

Nicméné za vhodnych podminek pro interpolant 7(t) existuje problém nezavisly na 6* €
0, 1] takovy, ze ||d(t, +60*hni1)]| je dobra aproximace (4.3.2). Proto tedy volime krok tak,
aby [|0(t, + 0*h,41)]| bylo pod hranici tolerance TOL.

Pro hlubsi analyzu predchozich ptistupt se odkazujeme na Enrighta [10].

Jako posledni strategii uvazujeme odhad lokalni chyby od Zennara [35], [36]. Ten
pouziva spojitého prodlouzeni 7(t) maximélniho stejnomérného fadu p. Aproximaci 41
vyssiho fadu p 4+ 1 mizeme ziskat pomoci aplikace kvadraturni formule na integral

tn41
yn+/ g(x,n(z))dz.
tn

Aproximace vyssiho fadu ma tedy formu:

k
gnJrl =UYn + hn+1 Z 5@9 (tn + ﬂ-ihn+17 n(tn + 7T-ithrl)) ) (433>
i=1
pro vhodné abscisy 7, ..., . Za tc¢elem minimalizovat pocet stupni je vhodné pouzit

superkonvergentni kvadraturni formuli, jako napt. Gaussovy formule.
Zminime také, ze Bellen a Zennaro [2] navrhli pro implicitni metody modifikaci kva-
draturni formule (4.3.3) na implicitni formu:

k—1
Unt1 = Yn + g1 Z Big (tn + Tihni1, Nty + Tihnt1)) + Pns1 Beg(tntts Uns1),
i=1

kterd je vice vhodna pro ziskani aproximace s lepsi stabilitou.
V kazdém pripadé, formuli (4.3.1) lze aplikovat a pouzit pro jakékoliv Rungeovy-
-Kuttovy-Fehlbergovy metody.
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5 Rungeovy-Kuttovy metody pro zpozdéné diferen-
cialni rovnice
V této kapitole uvedeme standardni pristup, uvedeny a analyzovany v Kapitole 3, zalozeny

na aplikaci SRK metod z Kapitoly 4.
Pripomenme, ze standardni pristup pro reSeni ZDR s pocateéni podminkou

y(t)=f(ty@),yt—1)), to<t<ty,
y(t) = o(t), t<tg

spoc¢iva v Teseni krok po kroku lokalnich problém:

(5.0.1)

w1 (1) =t wnpa (), z(t — 7)), tn <t <tpy1,
wnJrl(tn) = Yn,

kde
o(s) pros < to,
2(s) = qn(s) proty <s <ty
Wp1(8) prot, < s <tpu
a 1n(s) je spojitd aproximace TeSeni, vypoctend metodou samotnou az do t,. Spojitd RK
metoda (A,b(#)) s interpolantem prvni t¥idy uréend pomoci (4.0.2), (4.1.1) nebo s inter-

polantem druhé tfidy urcend pomoci (4.0.2), (4.1.3) a (4.1.5), pfejde pro feseni ZDR na
(v Y notaci)

Vi =tn+hop D aif (B0, Y nty, — 7)), i=1..s, (5.0.2)

Jj=1

Nty + Ohni1) = Yo + hnta ZbZ(e)f (ﬁm—h er-i-la ﬁ(ﬁ;ﬂ - T)) , 0<0<1, (5.0.3)

i=1

kde t}, = tytcihngy, ¢ =300 ay, i =1...,5, hyy1 =ty —t,. Tuto metodu budeme
oznacovat jako RK metoda pro ZDR nebo ve zkratce jako ZDR metoda.
Stejné jako u RK metod pro ODR, pomoci

Kfmﬂ =f (tfm+17 Yni+1’77(t - T))

muzeme pouzit K notaci:

Nt + 0hni1) = Yo + hnr D bi(O)KS,,, 0<6<1, (5.0.4)
=1
Ki =f (t;H,yn + o Y ag K n(thy, — 7)> L i=1,...,s. (5.0.5)
7j=1

Vsimnéme si, ze pokud bychom pouzili RK metodu s abscisou ¢; > 1, mohlo by to
vést k situaci, kdy zpozdény argument ¢/, 41 — T > tyq1 a nemohli bychom pouzit spojité
prodlouzeni. Proto budeme predpoklddat, ze RK metody pro ZDR (5.0.2),(5.0.3) jsou
takové, ze abscisy spliuji ¢; € [0,1], i =1,...,s.

Nasledujici véta vychazi z obecné Véty 3.3.2.
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Véta 5.0.1 Uvazujme pocatecni problém:

{y'm = fty(),yt=7)), to<t <ty (5.0.6)

y(t) = ¢(t), t<to

kde f(t,y,x) je funkce tridy CP na intervalu [to,t;] X R x R, pocdtecni funkce ¢(t) je
tridy CP. Ddle predpoklddejme, Ze sit AN = {to,t1,....tn, ..., ty = t;} obsahuje vsechny
body nespojitosti & = it, i = 1,...,p, leZici v [ty,ts]. Pokud md SRK metoda diskrétni
rdd p a stejnomérny 1ad q, potom ZDR metoda (5.0.2),(5.0.3) md diskrétni globdlni vdd
a stejnomérny globalni 1ad ¢ = min{p, q + 1}, tedy

max ||y(tn) — yn|| = O(A?)

1<n<N
t) —n(t)]] = O(h?
Jax ly(t) —n()[] = O(7),
kde h = maxj<n<n hn
Poznamenejme tedy, ze v pripadé pouziti metody s diskrétnim radem p a stejnomérnym
radem ¢ < p — 1, ZDR metoda neméa zaruceny diskrétni globalni rad p.

Pokud mame metodu s konstantnim krokem h = 7/m pro néjaké ptirozené ¢islom > 1,
potom zpozdény argument nabyva hodnot:

o —T=t o =teim tch, j=1,..,5

Pokud je SRK metoda prirozena, potom n(tiﬂ) = YTZ+1 ataké n(t) ,, —1) =Y, .
(viz. (4.1.8)). Tedy ziskdme diskrétni metodu

Yn+1 = Yn + hz bif (tiz+1a Y7f+17 Y7f+1—m> ) (5.0.7)
i=1
Vi =yt hY ayf (B Vi Y ), i=1....s (5.0.8)
j=1

Tedy kazdd ZDR metoda (5.0.2), (5.0.3) zalozena na prirozené SRK metodé imple-
mentované s konstantnim krokem h,, 1 = h = 7/m, kde m je prirozené ¢islo > 1, piejde
na formuli (5.0.7),(5.0.8), kterd nepouzivéa explicitné interpolaci. Takové metody budeme
oznacovat jako prirozené RK metody pro ZDR.

Co se tyce konvergence a rfadu presnosti (5.0.7), (5.0.8) muzeme pouzit obecné vysledky
Véty 3.3.2. Na zakladé této vety, kazdd RK metoda pro ZDR ma globalni stejnomérny
rad ¢ = min{p,q + 1}. Proto ZDR metoda zachovava diskrétni globdlni fad p, pokud
ma interpolant stejnomérny fad ¢ > p — 1. Obecné ma ale interpolant prirozené SRK
metody stejnomérny fad ¢ < p — 1. Presto mizeme prokazat, ze pro (5.0.7), (5.0.8)
diskrétni globalni rad p prirozené SRK metody je zachovan bez ohledu na stejnomérny
rad ¢ interpolantu.

Véta 5.0.2 Pokud funkce f(t,y,x) je tridy CP na intervalu [to,t;] x R? x R, potom
prirozend RK metoda pro ZDR (5.0.7), (5.0.8) diskrétniho rddu p md globdlni diskrétni
rad p, tedy

max ||y(tn) — ynll = O(R?), (5.0.9)

1<n<N

pro jakoukoliv pocdtecnt funkci ¢(t) tridy CP na intervalu [ty — T, to] a pro konstantni krok
h = 1/m, kde m je prirozené cislo > 1.
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Dikaz lze nalézt v [3] (6.kapitola, strana 157).

Zejména podle Véty 5.0.2, superkovergentni prirozené SRK metody zachovavaji su-
perkonvergenci pro ZDR. Tedy dosazeny tad v uzlovych bodech je vétsi, nez globdlni
stejnomérny rad. Je dobré poznamenat, ze zachovavani superkonvergence je hlavné diky
dvéma vlastnostem, které vyplyvaji z implementace prirozené SRK metody s konstantnim
krokem h = 7/m, kde m je prirozené ¢islo > 1

(i) Zpozdény argument «(t) =t — 7 zobrazi t z kazdého intervalu [t,, t,.1] do predcho-
ziho intervalu (¢, ., thi1-m]| a tedy v lokdlnim problému

Wy () = [ (L wpa (D)t — 7)) by ST <tppa,
Wn+1 (tn> = Yn

je funkce n(t — 7) tiidy C°;

(ii) Pro kazdou abscissu ¢; plati, Ze zpozdény argument «(t) =t — 7 zobrazi kazdy bod
ti .y dobodu t!  —7 =1t _,,, takze plati

n(tim —7)= Y’rf—i—l—m;

V piipadé libovolné volby uzlovych bodu {& = to < t; < -+ < t,, = &} v prv-
nim makro intervalu [£p, & ], vlastnosti (i) a (ii) také plati v [to,tf], pokud uzlové body
nasledujicich makro intervalt [€x, &v1], £ = 1,2,. .., jsou definovany jako

tomes =i+ kT, i=1,...,m, k=12 .. (5.0.10)

Pokud sit A spliiuje podminku (5.0.10), budeme ji oznacovat jako omezenou sit. Déle
plati, ze ZDR metoda zalozend na prirozené SRK metodé implementované na omezené
siti A\, dostane tvar:

Ynt1 = Yn T iy Z bif (tfm+17 erJrl? erJrlfm) )

i=1

S

Y;_J'_l = Yn —+ hnHZaijf (tiz+lvyvg+17ynj+1—m) , 1= ]_, ey S,
j=1

kde h; = hgmai, ¢ = 1,...,m, k = 1,2... a tato metoda zachovava superkonvergenci
v uzlovych bodech.
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6 Odhad lokalni chyby a variabilni krok

Stejné jako u ODR metod, efektivni ZDR metoda by méla byt implementovana s moznosti
variabilntho kroku. Budeme uvazovat obecnou RK metodu pro ZDR v Y notaci (5.0.2),
(5.0.3) nebo v K notaci (5.0.4),(5.0.5), pro které plati Véta 5.0.1.

Je znamo, 7Ze strategie variabilniho kroku ma za cil zajistit feseni s maximalni glo-
bélni chybou proporciondlni k uZivatelsky zadané toleranci (pozadované presnosti) TOL
a zaroven minimalizovat vypocetni narocnost. V této kapitole budeme pouzivat TOL ve
smyslu tolerance na jednotku kroku.

V podkapitole 4.3 jsme uvedli nejvice popularni zptsoby pro vytvoreni odhadu lokalni
chyby pro ODR pomoci spojitych RK metod. Mimo piipad méteni velikosti defektu (viz.
Enright a Hayashi [11]), mechanismus pro kontrolu délky kroku pro hlavni metodu ¥adu
p, je nejéastéji zalozen na pouziti pomocné metody jiného radu p’, obvykle p’ = p+ 1 nebo
y=p-1

Rozsiteni tohoto mechanismu pro ZDR neni jednoduché a matematické zduvodnéni
neni oc¢ividné. Uvidime, Ze spravny mechanismus pro ZDR by mél kontrolovat zaroven
diskrétni i stejnomérnou lokalni chybu. Timto zptsobem lze pouzit spojitou pomocnou
metodu stejnomérného fadu ¢ = ¢ + 1 nebo ¢’ = ¢ — 1, kde ¢ je stejnomérny rad hlavni
metody.

Pro hlubsi analyzu vztahu mezi lokalni a globalni chybou pro ZDR metody a po-
zadavky na Tad presnosti interpolantu, odkazujeme ¢tendfe na Oppelstrup [29], Filipi
a Buchacker [14], Higham [20] a Guglielmi a Hairer [17].

6.1 RA&d hlavni a pomocné metody

Predpokladejme, Ze hlavni spojitd RK metoda méa diskrétni tad p a stejnomérny rad
q > p — 1, takze stejnomérny globalni rad je p.
Hlavni metoda tesi lokalni problém pro ZDR

Whr () = [ (L (0,20 = 7))ty < b 6L
wn+l(t) = Un,
o(s) pros < t,
z(s) =< n(s) proty < s <ty
Wyi1(s) prot, < s <tny,
kde pro s < t, aproximace zpozdéného Feseni 7(s) ma stejnomérny rad p, tedy
max |[y(s) — n(s)|| = O(h"), (6.1.2)

s<tn

kde h = max; h;.

Nyni uvazujme pomocnou metodu fadu p’, p’ = p + 1 nebo p’ = p — 1 pro Teseni
lokalnitho problému (6.1.1). Mechanismus pro kontrolu délky kroku vyzaduje, aby hlavni
a pomocnd metody dosahovaly svého fadu pii feSeni lokdlntho problému (6.1.1). Tedy
chceme po aproximaci feseni hlavni metodou y,,,1 a pomocnou metodou ¥, 1, aby platilo

i1 (tni1) = Yosa|| = O( 1) (6.1.3)

w1 (tns1) = Gnsa|| = O(RESY), (6.1.4)
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pro fixni hy,..., h, a pro hyy; — 0. Pokud je funkce f z (6.1.1) tiidy CP", kde p* =
max{p, p'}, tyto pozadavky budou splnény. Obecné obraz zpozdéného argumentu «(t) =
t — 7 soucasného intervalu [t,, t,+1] mize obsahovat predchozi uzlové body, a proto inter-
polant 7(t) je po ¢astech polynomidlni funkce, funkce n(t — 7) mize byt pouze spojita.
Poznamenejme, ze pokud je soucasny krok h,,.; dostateéné maly vzhledem k predchozim
kroktm, potom obraz «([t,, t,41]) je cely obsaZen uvnitt néjakého predchoziho intervalu
a tedy funkce n(t — 7) je dostatecné hladka. Nicméné tento pripad pravdépodobné nena-
stane, protoze kazdy mechanismus pro kontrolu délky kroku poskytne sit splnujici

max; h;

<K, (6.1.5)

kde K je konstanta nezavisla na toleranci TOL. Proto musime ptredpokladat, ze lokalni
problém (6.1.1) ma nehladkou pravou stranu. Nicméné podminky (6.1.3) a (6.1.4) mohou
byt prokazany nasledujicim zptsobem.

Uvazujme pomocny pocatecni problém

{w;mt) = f (6B (1), 8 = 7)), ta ST < tus, (6.1.6)

wn+1 (tn) = Yn,

o(s) pros <to,
x(s) = S 7(s) proty < s <ty

Wpy1(s) prot, < s <tyy,

kde pro s < t,, nehladky interpolant 1(s) je nahrazen funkef 7(s) tifdy C?". Dale piedpo-
kladejme, ze funkce 7(s) aproximuje 7(s) do fadu p*, tedy

max ||77(s) — n(s)|| = O(h""), (6.1.7)

s<tp,

kde h = max; h;. VSimnéme si, ze pomoci (6.1.5) prejde (6.1.7) na

max [[7(s) —1(s)|| = O(h} ).

s<tp,

Reseni pomocného pocateéniho problému hlavni metodou oznac¢ime z,,, a pomocnou
metodou z,,1. Protoze je problém dostatecné hladky, dostavame

[ W1 (tng1) — Zn-l-lH = O(hfz——i_f—ll) (6'1'8)

[Bns1(tns1) = 2ol = O(RESY). (6.1.9)

Déle pomoci (6.1.7) a Lipschitzovské spojité zavislosti na presném a numerickém fesSent,
dostavame

||U~Jn+1(tn+1) — Wn+1 (tn—&-l)H = O(hﬁ*ﬁl), (6‘1'10)
Y1 = 2ag1]] = O(REH) (6.1.11)

a
Gns1 — Znsa]| = O(REH). (6.1.12)
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Celkové tedy mame

Hwn+1 (tn+1> - yn+1|| < ||U~Jn+1(tn+1) — Wn+1 (tn+1>|’

+ || Wng1 (tns1) = 2ns1|] + 2041 — Ynga ]

a s vyuzitim (6.1.10), (6.1.8) a (6.1.11) dostaneme (6.1.3).
Analogicky

||wn+1(tn+1) - ?jn+1|| < ||U~’n+1(tn+1) - wn+1(tn+1>||

+ |‘wn+1(tn+1> - gn+1H + H2n+1 - gn+1”

a uzitim (6.1.10), (6.1.9) a (6.1.12) obdrzime (6.1.4).
Nastava tedy problém, jestli hladka funkce n(s) tifdy C?", pouzitd v pomocném pro-
blému (6.1.6), spliujici podminku (6.1.7), opravdu existuje.

6.1.1 Pomocna metoda rddu p’ = p - 1

V tomto ptipadé p* = p a tedy pomoci (6.1.2), mizeme zvolit funkci 77(s) = y(s), kterd
je hladké a splnuje (6.1.7). Pak je stejnomérny fad ¢ = p — 1 interpolantu dostatecény.

6.1.2 Pomocna metoda radu p’ = p + 1

V tomto piipadé je p* = p + 1, a tedy piedpokladejme, Ze funkce f a ¢ jsou ti{dy CP*!.
V tomto pripadé ale neni lehké najit funkei 7(s) spliujici podminku (6.1.7). Pomoci (6.1.2)
muzeme vidét, ze volba 7(s) = y(s) nebude fungovat. Nicméné ukazeme, ze v piipadé
zvyseni stejnomérného fadu hlavni metody na ¢ = p, pozadovand funkce 7(s) existuje.

Budeme pokracovat pomoci indukce skrz makro intervaly [§,_1,&], [ = 1,...,k, kde
[€k—1, &k| obsahuje soucasny interval [t,,, t,41].

Poznamenejme, ze predpoklad (6.1.5) implikuje, ze obraz zpozdéného argumentu a/(t) =
t — 7 kazdého intervalu [t;, ;1] neobsahuje vice nez M predchozich intervalt, kde M je
nezavislé na toleranci TOL a siti A.

Proto pro kazdé | = k —1,...,1, obraz zpozdéného argumentu soucasného intervalu
[tn, tni1], ktery byl iterovan (k—1[)-krét, je obsazen mezi dvojici uzlovych bodu t,, a t,,+m,
spadajicich do makro intervalu [§_1,&], kde m; < M*~! Nyn{ uvazujme feseni w, 1 (t) v
prvnim makro intervalu [£y, &;] lokdlniho pomocného problému

{w;H(t) = [ (B (), (= T)) s tay << b,

wn+1 (tm) = Yn;-

Toto je hladky problém a aproximace feseni 7(¢) ma stejnomérny ad ¢. Protoze m; <
M* 1 dostédvame
Unr1(t) — ()] = ORI
o a0 = (o] = 0
jak pro ¢ = p — 1 nebo ¢ = p.
Potom se posuneme do dalsiho makro intervalu [, &;] a uvazujme lokdlni pocatecni
problém

{w’:l2+l<t> = f <t7 wn2+1 <t>7 n(t - T)) 9 tnz S t S tn2+m27

Wny+1 (tnz) = Yna)
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jehoz numerické Feseni je také n(t). Pritomnost n(t — 7) ale ¢ini problém nehladkym.
Nahradime ho tedy hladkym

(6.1.13)

w%g—i—l(t) = f (t7wn2+1(t)7u~)n1+1 (t - T)) g <t< bngy+mas
2n2+1(tn2) = Yny>

kde w,, +1(t — 7) je dobfe definovana funkce pro t € [t,,, tnytms)-
Protoze mo < M*~2 miiZeme ovérit:

max [ 2(t) —n(t)]| = O(h*™).

tng Stgtn2+m2

Toho muzeme dosahnout pomoci numerického feseni (6.1.13) a trojuhelnikové nerovnosti
za poziti Lipschitzovy spojité zavislosti na presném a numerickém feseni.

Nyn{ je jasné, Ze indukce plati. PoZzadované funkce 7(t) t¥idy CP*! spliiujici podminku
(6.1.7), je feSeni wy, ,4+1(t) hladkého pocatecniho problému

{w;kl—kl(t) = f (ta wnk71+1(t)7 wnk72+1(t - T)) ) tnkfl <t< tnk71+mk717

wnkfl‘i'l (tnkfl) = Yng_1>»

pokud g = p. Stejnomérny rad ¢ je tedy nutno navysit na ¢ = p.

6.1.3 Spojita pomocna metoda

Pro odhad stejnomérné lokalni chyby hlavni metody stejnomérného radu ¢ miizeme pouzit
spojitou pomocnou metodu stejnomérného tadu ¢’ # ¢, ¢ = g—1 nebo ¢’ = q¢+1. Analyza
je podobnd, ale dikaz je jednodussi. Volba 7(s) = y(s) vyhovuje obéma hodnotam ¢’
a tedy stejnomérny rad ¢ hlavni metody je dostatecny.

6.2 Sifeni chyby a kontrola délky kroku

V této podkapitole budeme zkoumat siteni lokalni diskrétni a lokalni stejnomérné chyby
v intervalu [to, t¢] za GCelem formulace maximalni globalni chyby. Analyzou zjistime, které
testy pro odhady lokalni chyby jsou vhodné za ucelem ziskani globalni chyby proporci-
ondlni s toleranci TOL. Nyni pouzijeme elementarni verzi Gronwallova lemmatu (viz.

[18]):

Lemma 6.2.1 Pokud §(t), v(t) a 5(t) jsou spojité redlné funkce na intervalu [a,b], v(t)
je neklesajict, f(t) > 0 a plati

510 <70+ [ Ba)y(a)de, a<t<b

potom

t
510 < esp ([ sloytr)
Méjme sit A = {to,t1,...,ty = t;} a definujme maximalni diskrétni a stejnomérnou
globélni chybu
en = max [[y(t;) — yil| a E, =max|ly(t) —n(t)[].
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Potom pro feSeni wy,1(t) lokdlntho problému (6.1.1) dostavame
Wat1(t) =y(t) = Yo — y(tn)
t
[0 w9t = 7)) = £ (s(s)(s = 7)) s,
tn

a proto

[lwn i1 (8) =y < Mly(En) = wall +/t L{[wn41(s) = y(s)|lds

+[ﬁmmu—ﬂ—y&—ﬂwa

kde L a M jsou Lipschitzovské konstanty funkce f. Potom diky Lemmatu 6.2.1 ziskavame

t
|mmaw—ywus(%+w4/|ma—ﬂ—y@—rmw)&“%%
tn
kde
le(t - 7) — y(t - 7)) < En.
Proto dostavame

Lh Lh
ghint1 Mh, €™t
— <
e Mo =y Ol < T3 p—zzen + T ez En

(6.2.1)

kde h = max; h; je dostatecné malé.

Poznamenejme, ze kdykoliv to bude mozné ¢i nutné, tak budeme nahrazovat soucasny
krok h,y; krokem h za tcelem ziskani findlni formule (6.2.5) pro maximdlni globé&lni
chybu.

Omezeni pro diskrétni a stejnomérnou globalni chybu v [t,, t,1] jsou

Hy(tn+1> - yn+1|| < Nng10py1 + ||wn+1(tn+1) - y(tn+1>||

max |Jy(t) = n(@)[] < Xpsa + max Ajwapa(t) = y@)l;

tnStStn+1 nStStn+1
kde 0,41 je diskrétni lokalni chyba na jednotku kroku
Ont1 = [|Wnt1(tnt1) = Yntr[l/ P

a 2,11 je stejnomérnd lokalni chyba

Y1 = max |fwpp (8) = n(t)]]-

tnStSthrl
Diky nerovnosti (6.2.1) dostaneme

elhn+1 . Mh,, P+
€n
1 — Mh,elh 1 — Mhelh

Yy (tns1) = Ynsall < hngron + E,, (6.2.2)

kde op = max; 0; a tedy ziskdvame rekurzi pro maximalni globédlni diskrétni chybu

elhn1 Mh,, e+

1-— Mhn+1eLh€ + 1 — Mhelh ( )

ent1 < hppioa +

31



Analogicky, diky nerovnosti (6.2.1) ziskame

oLh N M helh .
€En ns
1 — Mhelh 1 — Mhelh

kde YA = max; ;. Dale monoténnost e, a E, implikuje

ly(t) = n(®)]] < Ea +

oLh Mhelh

en + Ey,
1 — Mhelh 1 — Mhelh
a tedy pro maximalni stejnomérnou globalni chybu plati

5 o< 1—]\/[heLhE . elh
"= oMhelh A T T oM helh ™

Pomoci (6.2.3) a (6.2.4) po tpravé ziskdme

En S En+1 S EA +

(6.2.4)

eny1 < @@t Lp (on + RaXA),

kde helh Lh
3 —4Mhe Me
— [+ " " Melh Rhn=——-——.
Qo =Lt Toapem M & Bo = o e
Vsimnéme si, ze plati limy,_,o QA = L + 3M a limy_,o RA = M, takze pro vsechny sité A

s dostatecné malym krokem h < hj, dostavame
eni1 < emite, 4 h, g (oa + REA),

kde @) a R jsou nezavislé na A. Proto muzeme udélat zavér, ze existuje konstanta K > 0
nezavisla na A, pro kterou maximalni diskrétni globalni rad splnuje nerovnost

pro vsechnan =1,..., N.

Vsimnéme si, zZe pouzitim (6.2.5) v (6.2.4) obdrzime podobné omezeni pro maximalni
stejnomérnou globalni chybu.

Pozadovanou proporcionalitu mezi globalni chybou a danou toleranci TOL ziskdme,
pokud odhady lokalni diskrétni chyby &,.1 a lokalni stejnomérné chyby in+1 splnuji
podminku

Ons1 <TOL a X,,1 <TOL pro vSechna n. (6.2.6)

Poznamka 6.2.2 Konstanty K a R v (6.2.5) jsme ziskali za podminky h < hg, kde hg > 0
dostatecné malé, aby platilo 1 — 2Mhyel™ > 0. Toto miiZe byt prilis prisné omezeni pro
velikost kroku, obzvldst pro velké hodnoty L a M.

Nyni zkoumejme rozdil mezi hlavni RK metodou se stejnomérnym radem ¢ = p —
1 a ¢ = p, vzhledem k maximélni globalni chybé (6.2.5). Diky tomu budeme schopni
formulovat podminky, za kterych nebudeme muset v testu (6.2.6) zkoumat 3,4 ,1. V &asti
6.1 jsme mohli pozorovat, ze pro oba pripady ¢ = p — 1 a ¢ = p, diskrétni lokalni chyba
na jednotku kroku o, spliuje

On+1 = O(th_l) (627)
Navic podle tvahy v ¢asti 6.1 mtuzeme udélat zavér, ze pouze v pripadé ¢ = p plati
On+1 = O‘nhfprl + O(hflill), (628)

kde «, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale je nezavisla na h, 1.
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6.2.1 Stejnomérny fdd q = p

Pro stejnomérnou lokalni chybu 3, plati
Yinr1 = ﬁnhnill (hflfl) (6.2.9)
kde (3, spojité zavisi na t,, y, a n(t) prot < t,, ale je nezavisla na h, 1. Proto diky (6.2.8)

dostavame
Bn + O<hn+1)
7% + O(hn+1)

Déle necht existuje x > 0 takova, ze plati

b

oy

n+l — hn+10n+1-

pro dostatetné malé h = max; h; (tj. pro y, a n(t) dostatecné blizké s y(t,) a y(t))
a stejnomérné vzhledem k ¢,, € [to, tf]. Lokalni extrapolace nam pak déva

EA = hO(O’A) (6.2.10)

Zaveérem tedy muzeme fict, ze pokud opakovanym zmensenim tolerance TOL se krok h
bude ¢im dél tim vic zmensovat a vliv stejnomérné lokalni chyby X4 v (6.2.5) bude méné
vyznamny. Proto maximalni globalni chyba je urcena hlavné diskrétni lokalni chybou na
jednotku kroku oa. V takovéto situaci je rozumné pouzit podminku

Gns1 <TOL Vn (6.2.11)

namisto (6.2.6). V pripadé, kdy stejnomérnd lokalni chyba > A neni zanedbatelna vzhledem
k oa, je vhodnéjsi pouzit test (6.2.6).
6.2.2 Stejnomérny lokalni rad q = p - 1

Pro stejnomérnou lokalni chybu ¥, plati:

Y1 = Buhb o + O(hﬁﬁ),

kde f3,, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale je nezavisla na h,, .
V tomto pripadé rad ¥, se rovna fadu 0,1, a tedy misto (6.2.10) mame

EA = O(O‘A). (6212)

Obecné ale neplati (6.2.8), proto mizeme pouzit pouze (6.2.7). Tedy ovéreni (6.2.12) neni
tak zfejmé jako v predchozim pripadé ¢ = p.

Vliv stejnomérné lokalni chyby ¥ A a diskrétni lokalni chyby na jednotku kroku oa
v (6.2.5) zustava srovnatelny i v pripadé zmensovani tolerance TOL. Proto se doporucuje
ovéfit podminky (6.2.6).

6.2.3 Shrnuti

Vyse uvedend analyza je konzistentni s relevantnimi vysledky dostupnymi v literature.
Zejména citujeme Oppelstruppa [29] a Highama [21]. Oppelstrupp dokézal, Ze asympto-
ticka expanze globalni chyby alespon do tadu p + 1 existuje pouze, pokud je stejnomérny
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rad ¢ = p, a tedy je mozné sestavit spravny odhad globalni chyby pomoci Richardso-
novi extrapolace. Higham dokéazal, ze v pripadé kontroly pouze diskrétni lokalni chyby je
nutné a dostatecné, aby stejnomérny rad ¢ interpolace byl rovny p, za tcelem zajisténi
proporcionality mezi chybou a toleranci.

Déle poznamenejme, ze za tcelem ilustrace vlivu interpola¢niho postupu na globalni
chybu ZDR fesice, Arndt [1] vytvoril ukazku feSice se stejnomérnym Fadem ¢ = p— 1, kde
velikost globalni chyby je ur¢ena pouze stejnomérnou lokéalni chybou, zatimco diskrétni
lokéalni chyba je vzdy rovna nule. I ptesto, ze jeho vybér rovnice je specialni, jeho priklad
ukazuje, ze v pripadé ¢ = p — 1,muze byt velmi nespolehlivé kontrolovat pouze diskrétni
lokalni chybu.

6.3 Implementace

Nyni budeme ilustrovat vyse uvedenou teorii vzorovou metodou a vhodnym numeric-
kym experimentem. Ptesnéji, budeme pouzivat hlavni metodu stejnomérného radu ¢ = p
a pomocnou metodu diskrétniho fadu p’ = p + 1, ziskanou pomoci kvadraturni formule
typu (4.3.3).

P1i tomto nastaveni aplikujeme postup popsany v Podkapitole 6.2 pro explicitni RK
metodu rfadu p = 4, tzv. klasickou ¢tyr-stupnovou RK metodu

0

111

3|3

1 1

310 3

110 0 1
1 1 1 1
6 3 3 &

Uvazujme ZDR s konstantnim zpozdénim, fesime tedy lokalni pocatecni problém
v kazdém intervalu [t,,, ;1]

Wea(®) = f (GO0t = 1), b S b, 60
Wyt1(tn) = Yn-
Pomoci K notace, nami pouzivand RK metoda ma predpis
n+1 f s Ynom(tn — 7))
K2 = f (tn+ 3hnsts Un + 5ho Ky 0(t + 5hon — 7))
K?L—‘rl - (t + hn-l—layn + hn+1Kn+17 (t + %hn—f—l - T)) P
Kfzﬂ = (t + g1, Yn + 1 K n+17 Nty + hng1 — T)) ,
Loy L. L Ly
Ynt1 = Yn + hnt1 6K 4t 3K 1t 3K at 6Kn+1 . (6.3.2)

Tato metoda mé ptrirozené spojité prodlouzeni radu ¢ = 3 uréené pomoci
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Nicméné pro nase ucely potiebujeme interpolaci fadu ¢ = p = 4. Pomoci postupu popsa-
ném v [3] (5.kapitola, strana 135-140) ziskame

1
77(1) (tn + 9h’n+1) - yn ‘|‘ hn_l,_l <(—d2(9) + dg(e)) n+1 ‘|‘ d2(9) +1

6

1
Laore, 4 taokt, +d@ K, + d5<e>f<2+1)

3 6
kde
dy(0) = 201 L_(6 —1)*(—30% +2(26; —1)0 + 26, — 1),
da(0) = 556" (30> — 4(6, + 1)0 + 66,) ,
ds(0) = W&(@ —1)%((1—361)0 + 26,(26, — 1)),
dy(0) = WGQ(G 1) ((2 —3601)0 + 61(46, — 3)),
d5(0) = srar—nE=n? (0 — 1%

kde 6; je dalsi abscisa, 0; € (0,1),60; # %, a kde podpirné stupné jsou

K2 =K} o= f(tas1, Yns1, Nt — 7)),

Kg—l—l - f (tn + thn—&—h 7](0) (tn + elhn—l-l; n(tn + glhn—i-l - T)) )

kde

1 . -
10)(tn + Ohast) = Y+ o <<5d2<9> Fds(0)K oy + 30K
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kde

1(0) = (0 —1)*(20 + 1),
1»(0) = 0*(3 — 20),

~3(9) =0(0 — 1)27

14(0) = 62(0 — 1)

Za tucelem ziskani odhadu diskrétni lokalni chyby potrebujeme pomocnou metodu vyssiho
radu p’ = p+ 1 = b, sestavime tedy aproximaci g,,1 pomoci formule (4.3.3). Pouzijeme

Lobattovy abscisy m = 5’15/5 a my = V5 tedy dalsi stupné jsou:

10

K771+1 =f (tn + M1 g1, @) (tn + Tihpgr), n(tn + Tihper — 7')) )
K3 .=Ff (tn + Mohni1, Ny (tn + Tohpgr), n(t, + Tohpir — 7')) .

Pak zavedeme

- 1 ) ) 1
Yn+1 = Yn + hn+1 (EKTIH-I + EK;_H + EKTSL—‘,-l + EKEL—H) . (633)

Obvyklym zptisobem (viz. (4.3.1)) odhadneme diskrétni lokélni chybu na jednotku kroku

Fnt1 = |[Fn+1 = Ynsl|/Bnsa
Aktualni krok je pfijat pouze, pokud
Ont1 < TOL, (6.3.4)

kde TOL je uzivatelsky zadané tolerance.

Pokud je krok prijat, novy krok h,e, je pouzit jako h, s v nasledujicim intervalu
[tni1,tnaz] @ v opacném pripadé nahradi h,,; v soucasném intervalu [t,,t,.1]. Novy krok
spocteme pomoci formule

TOL\
Ppew = Max {wmin, min {wmax,p ( ~ ) }} Py, (6.3.5)
On+1

kde wmin € (0,1), Wmax > 1 a p € (0,1) jsou vhodné tzv. bezpecnostni parametry.

Uzivatel muze také zadat maximalni pocet zamitnuti na jeden krok a stanovit pod-
minku, jestli po zkraceni délky kroku nesmi dojit v néasledujicim kroku k zvétseni délky
kroku.

Vsimnéme si, ze pokud je splnéna (6.3.4) a t,11 + hpew > & pro bod nespojitosti &
(ktery musi byt obsazen v siti), zvolime t,, 11 = & a hpyo = & — tnya.

Tuto metodu jsme implementovali v matlabu, lze ji nalézt v Ptiloze pod nazvem
“variabilni__krok RK_pro_ ZDR", nedosahuje ale dobrych vysledkii a potrebovala by
urcitou optimalizaci.

Protoze stejnomérny 1ad je ¢ = p, kontrola pouze diskrétni lokalni chyby je dostatecna.
Nicméné uvedeme jako priklad moznost kontroly i stejnomérné lokalni chyby 2,1 za
pouziti jiné pomocné metody stejnomérného radu ¢’ = ¢ — 1 = 3.
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V tomto ptipadé jde o vypocteni velikosti odhadu stejnomérné lokalni chyby:

Y41 = max 100y (tn + Ohpi1) — nay(tn + Ohpia)|]- (6.3.6)

0<6<1
V nasem pripadé plati
inﬂ = %hiﬂ + O(hfL—H)a
kde 7, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale nezavisi na h, ;. Na druhou stranu,
stejnomérnd lokalni chyba ¥, spliuje (6.2.9)

En+1 = Bnhfurl + O(thrl)a

kde f3,, spojité zavisi na t,,y, a n(t) pro t < t,, ale nezavisi na h,,,;. Proto dostavime

| = M D Y
nr Tn + O(hn—l—l A EnA
Protoze pro dostatecéné malé h = max; h; (tj. pro Yn
a n(t) dostatecné blizko s y(t,) a y(t)) existuje k > 0 takova, ze
Bn o
Tn

stejnomérné vzhledem k t,, € [to,tf], lokdlni extrapolace funguje a tedy muzeme udélat
zaver, ze plati

S = O(TOL), (6.3.7)

pokud plati )
ps13n1 < TOL. (6.3.8)

Poznamenejme, ze diky (6.2.5) vztah (6.3.7) je nutny pro zachovani proporcionality
mezi chybou a toleranci.

Test (6.3.8) udélame pokazdé, kdyz plati (6.3.4). Pokud (6.3.8) neplati, upravime dalsi
krok nasledujici formuli

TOL \*
hnew? = max § Wmin, P (—~) : hn+1 (639)
hn—i—lzn—i-l

a opakujeme vypocet v aktudlnim intervalu [t,,t,11] s krokem A, 1 = hpewo.
[ v pfipadé, kdy je splnéna podminka (6.3.4), doporucujeme pouzit navic jesté formuli
(6.3.9), tedy dohromady s (6.3.5) mame

, <T0L)i ( TOL )é
Ppro = Max < Wi, MiN < Wnax, P | = Pl —— Pt
Tn+1 hy13n41

Pro vypoéteni 3,41 z (6.3.6) stanovime

5(0) = o) (tn + Ohpsr) — 1) (tn + Ohpir)

a ziskame
02(9 — 1)2 20 — 1
6(0) = hn+12(291 ) ( 0, Koy — (K5 + 2K, + Ky y)
30, — 2 1
K> e

01 1 n+1 + 91(01 . 1) n+1)>

takze nakonec dostavame .
e
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7 Analyza stability ZDR

7.1 Obecny nelinearni systém ZDR s konstantnim zpozdénim
Uvazujme pocéatecni problém pro systém ZDR
{y’(t) = f(t.y(),y(t = 7)), t>1to,
y(t) = o(t), t<to,
kde f € C°([to, 5] x C* x C?).

K tomu uvazujme jiny systém

gt) = f(& 90,9t = 7)), t=to,
{?J(t) =o(t), t<to (7.1.2)

(7.1.1)

Definice 7.1.1 Rekneme, ze systém ZDR (7.1.1) je kontraktivni, pokud pro kazZdou jinou
pocatecni funkci ¢(t), diference dy(t) reseni (7.1.1) a (7.1.2) spliuje

59| < max 5o(a)ll, 1> o (7.1.3)
Definice 7.1.2 Rekneme, Ze systém ZDR (7.1.1) nebo, ekvivalentné, jeho fesent y(t) je
asymptoticky stabilni, pokud pro kazZdou pocdtecni funkci ¢(t) diference dy(t) resend (7.1.1)

a (7.1.2) spliuje
lim oy(t) = 0. (7.1.4)

t—+00

7.2 Linearni skalarni testovaci rovnice

Uvazujme linearni skalarni ZDR s poc¢ateéni podminkou

y'(t) = My(t) + py(t —7), t=>to,
y(t> = ¢(t>7 t <.

Nésledujici véty vychézeji z obecnéjsich vét, dokazanych v [3] (9.kapitola, strana 250-256).

(7.2.1)

Véta 7.2.1 Méjme vnitrni soucin (-, -) na C? a odpovidajici normu ||-||, uvazujme systém
ZDR (7.2.1). Pokud
ROV + [1] <0, (7.2.2)

potom je systém (7.2.1) kontraktivni (tj. plati (7.1.3)) pro vsechny pocdatecni funkce ¢(t).
Véta 7.2.2 Méjme systém ZDR (7.2.1). Pokud plati
RN + |u] <0, (7.2.3)

potom je systém nejen kontraktivni ale i asymptoticky stabilni (tj. plati (7.1.4) pro vSechny
pocdtecni funkce ¢(t) a mira konvergence v (7.1.4) je alespori exponencidlni (tj. alespor
jako e=*t=10) pro néjaké o > 0).
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Je dobré poznamenat, Ze pro linedrni ZDR s konstantnim zpozdénim, lze studovat
stabilitu pomoci kotent charakteristické rovnice

C—A—pe ™ =0. (7.2.4)

Je zndmo (viz. El’'sgol'ts a Norkin [7]), Ze tato rovnice méd nekoneéné mnoho kofent ¢,
kazdy s urcitou ndsobnosti m;. Lezi v komplexni poloroviné R(\) < a pro néjaké realné
¢islo a a jejich realné casti se kumuluji v —oo.

Reseni (7.2.1) ma tvar v podobé nekonecné fady

oo m;—1

y(t) =) > i e, (7.2.5)

i=1 n;=0

kde koeficienty «; ., jsou urCeny poéatecni funkei ¢(t). Z této reprezentace vyplyva, ze
nutnd a postacujici podminka asymptotické stability (7.2.1) je, ze vSechny kofeny (;
z (7.2.4) jsou takové, ze R(¢;) < 0.

Tato podminka je splnéna, pokud plati (7.2.3).

Definice 7.2.3 Oblast asymptotické stability S, rovnice (7.2.1) je mnozina dvojic (X, )
takovych, Ze odpovidajici Tesent je asymptoticky stabilni pro kaZdou pocdtecni funkci ¢(t).

Efektivni technika pro nalezeni oblasti asymptotické stability S, je zalozena na metodé
D-délent, kterou predstavil Naimark [27] a kterd je ¢asto pouzivand v ruské literatute (viz.
El'sgol’ts a Norkin [7] a Kolmanovskii a Nosov [24]). Analyza oblasti asymptotické stability
S; pro realné a komplexni A,y byla zna¢né prozkoumana Guglielmim [15], Guglielmim a
Hairerem [16]
a Masetem [25].

Popis oblasti asymptotické stability pro realné koeficienty

Uvazujme realné koeficienty A a p. Hlubsi analyza charakteristické rovnice (7.2.4) ukaze,
ze oblast stability je vétsi nez pouze A+ |u| < 0. Oblast asymptotické stability S, je dana
mnozinou dvojic (A, u), pro které plati (viz. Hayes [26])

1
A< —p a y/p?— A< —arccos(—A/p).
m

Na obrazku 7.1 je vykreslena oblast asymptotické stability pro realné A, p.
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(1/7, -1/7)

Obrazek 7.1: Oblast asymptotické stability pro rovnici (7.2.1) s redlnymi A, u

Pocatecéni problém pro ZDR

{y/(t) _ %y(t)__ y(t—1), t>0, (7.2.6)

je priklad rovnice, kde Teseni je asymptoticky stabilni, i kdyz neni splnéna podminka
(7.2.3). Tedy podminka (7.2.3) neni nutnou podminkou asymptotické stability. Nutna
podminka asymptotické stability tedy je

A<pu< =\ (7.2.7)

Pro hlubsi analyzu stability ZDR a numerickych metod pro ZDR odkazujeme ¢tenare
na Jiaoxuna a Kuanga [23].

40



8 Piiklady
Priklad 8.0.1 (Testovaci rovnice)

Za tcelem otestovani mozné ztraty presnosti pro jednotlivé numerické metody, uvazujme
testovaci rovnici
y'(t) = ay(t) — gey(t — 1), t=0, (8.0.1)
y(t) = 6(t) = e sin(31), <0, 0

kde a € R je parametr a presné fesenf y(t) = e* sin(3t) je funkce t¥idy C*>° v [—1, +00).

Nyni uvedeme numerické feseni (8.0.1), s parametrem a = —0.5, pomoci jednotlivych
numerickych metod s konstantnim krokem (pro feseni na intervalu [0, 10] pouzijeme 100
kroku, resp. 10 krokt na jeden makro interval) a matlabovskou funkei dde23 (s nastavenou
toleranci TOL = 1079).

0.8 T T T T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T
Eulerova dopfedna metoda ~ DKLAGE
£\ pfesné feseni 061 [\ pfesné feseni| ]
06 [/ N\ — /
051 | 1
[ 04 |
04 4 ] |
\ 03/
0.2 H \ E 02

] |

i i

| |

| \ A~ 01y —

\ y/ T 0 / S —
f’{:.. L .-/
02t \\.;; . /” p 01 /
02} s
-04 L L L L L L L L L -03
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) pomoci Eulerovy dopfedné metody (b) pomoci metody DKLAG6
Obrazek 8.1: Numerické feseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Bellmanovy me-

tody krokiit s Fulerovou dopfednou metodou a metody DKLAG6 ve srovnani
s pfesnym Tesenim (8.0.1)

0.8 T T . . . T T : . 0.7
P Feldsteinova prvni formule Eulerova implicitni metoda
| Feldsteinova druha formule 0.6 . pfesné feseni b
Eo fesné feseni [\
0.6 / \ pfesné fedeni o5k | .“‘I
f \ 04| \'\\
0471/ ".“ R | \
‘ \ 03|
| \ |
0.2 H \ p 02
/—\«%_\\\ 01 i ‘I\I“
/ AN \ Y
0 / =, e \ N
— 0 \ —_ —
= \ / / B
w. / 01 F \ //
02 1 \_
021
.04 L L I I I L L I I 03
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) pomoci Feldsteinovy metody (b) pomoci Eulerovy implicitni metodoy

Obrazek 8.2: Numerické feseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Feldsteinovy metody a metody
kroku s Eulerovou implicitni metodou ve srovnani s presnym fesenim (8.0.1)
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0.7 T T T

T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T
lichobeznikova metoda ~ Radau |1A Ehle metoda
0.6 dde23 1 06 | pfesné feSeni 1
pfesné fedeni .‘"‘
051 B 05r | 1
04 1 04t | 1
03} 1 0.3 *‘-‘ 1
|
021 4 0.2 7.“ 1
|
01r 1 01f - 1
| N
=,
or i or %\ o
011 4 01 F 1
y
02 1 02 F / 4
03 : : 1 1 : : : L L 03 L L . L . . . . L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) pomoci lichobéznikové metody a dde23 (b) pomoci Radau ITA Ehleovy metody

Obréazek 8.3: Numerické feseni (8.0.1) pro a = —0.5 pomoci Radau ITA Ehleovy metody,
metody kroku s lichobéznikovou metodou a dde23 ve srovnani s presnym resenim (8.0.1)

0.08 T T T T " T i i i 0.018 : : : : : " T T T
( dopfedna Eulerova metoda — dopfedna Eulerova metoda
0.07 b Fe\dsle?nova pr\mi’ formule | | 0.016 | Feldsteinova prvni formule |
Feldsteinova druha formule Feldsteinova druha formule
Eulerova impliciini metoda 0.014 Eulerova implicitini metoda | |
0.06 F | Lichob&znikova metoda | | ) Lichobé&znikova metoda
{ metoda DKLAGE metoda DKLAGE
005 Radau |IA Ehleova metoda | | 0.012 Radau IIA Ehleova metoda | |
0.01
0.04 -
0.008
0.03
0.008
0.02 ‘ﬂ 0.004 \
| AN
0.01 1 0.002 \ \ /,‘-”\ o
\ — \ =y
0 — 0 L L h T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) Metody implementované

(b) Metody implementované
se 100 kroky na intervalu [0, 10]

s 500 kroky na intervalu [0, 10]

Obrazek 8.4: Vizualizace absolutni chyby numerického feseni (8.0.1) pro uvedené nume-
rické metody.

0.016 T T T T T T T T
\ Lichob&Znikova metoda <107
0.014 | \ metoda DKLAG6 ] 1.4 T T T T T T T T T
\ Radau IlA Ehleova metoda _dde23
| |
oo A [ f 12} A\ \ \
[ | | \ \ ‘.‘
[ | \ \ \ 1
0.01 [ | { I8 1 al \ \ | |
| | [\ \ / \ \ /
R R N A | Y
0.008 | I I | \

TN N | 08| L A U B [
ool ||\ | | I\"‘. ] \ \ \ /

I I\I‘ "\ / \ N 06 / I"“ ‘/ | | |

\ \ | | 7
oo /A YN | VL V)
| || Vo \ || o | || . 1
ooe| | L \/ L/ (SN “I \ | \[ " JI ||
[~ |/ , | \ | \l || ||
NN AW N SV ozf | \| \ | |
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ‘l l‘ul‘ IH\ IU‘
|
(a) Metoda DKLAGSG, lichobeznikovd me- o 1 2 3 4 5 65 7T &8 9 0

toda a Radau IIA Ehleova metoda se 100 (b) Metoda dde23
kroky na intervalu [0, 10]
Obréazek 8.5: Vizualizace absolutni chyby numerického fteseni (8.0.1) pro metodu

DKLAG®6, lichobéznikovou metodu, Radau ITA Ehleovu metodu a matlabovskou funkei
dde23. 49



Muzeme pozorovat, ze dobrych vysledkii dosahovala DEKLAG6 metoda, Radau ITA
Ehleova metoda (viz. Obrazky 8.1b, 8.3b a 8.4a) a jednozna¢né nejlepsich vysledku dosahla
lichobéznikova metoda (viz. Obrazky 8.3a a 8.5a), ktera je koloka¢ni metoda s diskrétnim
a stejnomérnym fadem p = g = 2. Také si vSimnéme, ze chyba metody dde23 je opravdu
mensi neZ zadana tolerance TOL = 107% (viz. 8.5b). Pozorujme, e kdyZ jsme zvétsili
pocet kroku 5x, absolutni chyba se pfiblizné 5x zmensila (viz. Obrazky 8.4a a 8.4b).
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Piiklad 8.0.2 (Test stability)

Uvazujme linearni rovnici

me:Amw—éwﬁ—D,tZOa (8.0.2)

y(t) =1, t<0,

kde A € R je parametr. Dle (7.2.3) je tato rovnice pro A < 0 asymptoticky stabilni. Zvolme
A = =50 a otestujme nase vytvorené numerické metody na (8.0.2) a srovnejme s dde23.

2000

T T 1 T T T T
Eulerova dopfedna metoda Eulerova dopfedna metoda
1500 | dde23 0.9 | dde23 ]
08—
1000 - | H
o iy
500 sl |“7:-V- l;|'
' i i |
L 05 ' ’h\"‘r’”‘" i
i Il
-500 04T “ “ U‘Fﬂﬁ
03} \ ‘
-1000 + | '
021
-1500 - '
01
-2000 . + * * * * * L . n I n I
0 0.5 L 5 2 25 3 35 4 OO 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
(a) Dopredna Eulerova metoda s 25 (b) Dopredné Eulerova metoda s 35
kroky na jeden makro interval kroky na jeden makro interval
Obréazek 8.6: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Bellmanovy metody kroku

s doptfednou Eulerovou metodou v porovnani s fesenim (8.0.2) pomoci dde23

1
Eéiz’gva dopfedna metoda s:lg';va dopfedna metoda
0.9 & 09l

". |
08 ‘—) 08
07y ‘ 07 “.

I . L ,
06 [ 06+ |
"‘. |
05F - I 05f -
I\
BN
0e ‘ ‘ ‘ ‘ . . . 04 ‘ . ‘ ‘ . ‘ :

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
(a) Dopredna Eulerova metoda s 50 (b) Dopiedné Eulerova metoda s 100
kroky na jeden makro interval kroky na jeden makro interval

Obrazek 8.7: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Bellmanovy metody kroku

s doprednou Eulerovou metodou v porovnani s fesenim (8.0.2) pomoci dde23
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2500 . . . . . . . T " i i i i i i

Feldsteinova prvni formule Fe\dste?mova pr’vﬁi‘formule
2000 Feldsteinova druha formule | ] 0.9 [ Feldsteinova druhé formule |
dde23 dde23
1500 ' - 08 i i |
| I
1000 | : o7 b | |
500 |- q ﬁ | ‘L-
MH‘{HH H‘ 08¢ w ”\ 1
o — .«'\‘v“VAVﬂV; Mw Hwi‘\l IL [ | ' I h'
H hH ’ 05 ik M ]
500 |- “l\ ‘ Il \ f‘
|| 0.4 U'ii."-‘- 1
~1000 | ‘ | ‘H’
-1500 031 { 1
-2000 02t l 1
0, 0s 1 15 2 25 2 25 4 01 ' ‘ ‘ : ‘ : ‘
: : : : 0 05 1 15 2 25 3 35 4
(a) Feldsteinova metoda s 100 kroky (b) Feldsteinova metoda s 150 kroky
na intervalu [0, 4] na intervalu [0, 4]
Obréazek 8.8: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Feldsteinovy metody v porovnani

s FeSenim (8.0.2) pomoci dde23

1 . . . . ; ; ; 1

Feldsteinova prvni formule Feldsteinova prvni formule
Feldsteinova druha formule Feldsteinova druha formule

09l dde23 i 09 dde23 i

0.8 L 0.8 !
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(a) Feldsteinova metoda s 200 kroky (b) Feldsteinova metoda s 300 kroky
na intervalu [0, 4] na intervalu [0, 4]
Obréazek 8.9: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Feldsteinovy metody v porovnani

s Fesenim (8.0.2) pomoci dde23
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Obrazek 8.10: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci DKLAG6 metody v porovnéani
s FeSenim (8.0.2) pomoci dde23
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(c) Eulerova implicitni me-
toda a lichobéznikova me-
toda s 30 kroky na jeden
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Obrazek 8.11: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci metody kroku s Eulerovou
implicitni metodou a lichobéznikovd metodou v porovnani s fesenim (8.0.2) pomoci dde23
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Obrazek 8.12: Numerické feseni (8.0.2) s A = —50 pomoci Radau ITA Ehleovy metody
v porovnani s fesenim (8.0.2) pomoci dde23

[lustrovali jsme tedy, ze i kdyz mame asymptoticky stabilni presné feseni, nékteré
numerické metody mohou byt nestabilni (viz. Obrazky 8.6a, 8.6b, 8.8a, 8.8b a 8.1b).
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Feldsteinova metoda neni v tomto sméru vhodné (viz. Obrazky 8.8a, 8.8b), protoze jeji
algoritmus nevyzaduje pritomnost vSech bodu nespojitosti (1.1.2) v siti. Mohli jsme pozo-
rovat, ze Radau ITA Ehleova metoda, lichobéznikova metoda a implicitni Eulerova metoda
byly stabilni i pro malé poc¢ty krokt na jeden makro interval (viz, Obrazky 8.11a a 8.12a),
zatimco doprednd Eulerova metoda, Feldsteinova metoda a metoda DKLAG6 pro urcity
pocet kroku na jeden makro interval byly nestabilni (viz. Obrazky 8.6a, 8.6b, 8.8a, 8.8b
a 8.1b). Pro pocatecni problémy, kde by mohl nastat problém se stabilitou, doporucu-
jeme volbu Radau ITA Ehleovy metody (viz. Obrazky 8.12a, 8.12b a 8.12c¢) nebo metody
s variabilnim krokem.

Priklad 8.0.3 (Modifikovany Verhulstiiv model)

Jedna se o jednoduchy biologicky model ristu populace

{ (1 L), 120, (8.0.3)
y(t) = t<0 -

kde y(t) je stav populace, T predstavuje dobu dospivani, 7 > 0 je koeficient ristu populace,
K > 0 je nosnost prostiedi a ¢(t) je pocatecni funkce (napf. konstantni funkce). Pokud
by 7 = 0, dostavame klasicky Verhulsttiv model, tedy logistickou rovnici.

Pro rizna r mohou nastat celkové 3 typy reseni:

« pror € (0,1) y se monoténné piiblizuje k y = K a ma limitu lim,_, o y(t) = K
(viz. Obrézek 8.13a);

« pror € [1,2) y osciluje kolem hodnoty y = K a ma limitu lim,_, « y(t) = K (viz.
Obréazek 8.13b);

e pror > 7 y osciluje a nemd limitu(viz. Obrazek 8.13c);

Uvedeme nyni numerické feseni pomoci matlabovského programu dde23 (s nastavenou
toleranci TOL = 107%) pro K = 1, 7 = 1, ¢(t) = 0.01 a pro jednotlivdi r = 0.3, r = 1
ar=3.
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0= 0 / / / Z A / 2o\
Y § 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(a) r=0.3 (byr=1 (c)r=3

Obrézek 8.13: Numerické teseni (8.0.3) pomoci dde23 pro jednotliva r

Poznamenejme, Ze pro pripad r = 3 (viz. Obrazek 8.13c), feseni po dosazeni prvniho
vrcholu klesne az na hodnotu piiblizné y = 1009, to by redlném pifpadé znamenalo
vymieni dané populace.

Nyni pouZijeme vybrané metody (Feldsteinova metoda, Bellmanova metoda kroku,
metoda krokt s Eulerovou implicitni metodou a lichobéznikovou metodou, Radau ITA
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Ehleova matoda a metoda DKLAG6) a pro r = 1 je porovname s fesenim pomoci dde23
(na interval [0, 50] pouzijeme 500 krokiu, neboli 10 kroku na jeden makro interval).
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0 5 10 15 20 26 30 3B 40 45 0 0 5 0 15 20 25 30 35 40 45 50

(a) pomoci Bellmanovy metody kroku (b) pomoci metody DKLAG6

Obrazek 8.14: Numerické feSeni (8.0.3) pro r = 1 pomoci Bellmanovy metody kroki

a metody DKLAG6 ve srovnani s metodou dde23

1.4 T T T T T T T T T 1.4 - - - T T T
Feldsteinova prvni formule Eulerova implicitni metoda
.“ | Feldsteinova druha formule g dde23
127 Al dde23 1 121 ]
|
[
1r | 1r 1
08 | 1 0.8 1
06r | 1 06 1
| i
041 ] o4r | ]
02t ] 02t 1
/
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
(a) pomoci Feldsteinovy metody (b) pomoci implicitni eulerovy metodoy

Obréazek 8.15: Numerické feseni (8.0.3) pro r = 1 pomoci Feldsteinovy metody a implicitni
eulerovy metody ve srovnani s metodou dde23
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Obréazek 8.16: Numerické feseni (8.0.3) pro r = 1 pomoci lichobéznikové metody a Radau

ITA Ehle metody ve srovnani s metodou dde23
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Priklad 8.0.4 (Vyvoj sménného kurzu)

Model predstavujici vyvoj sménného kurzu mezi 2 ménami, uvedeny v [12]

y(t) = o(t), t<to, (8.0.4)

{y’(t) = a(y(t) = y(t = 1) = [yDly(1), >0,
kde a > 0 je parametr. Pokud se sménny kurz zvysi a plati y(t) > y(t — 1), spekulanti
mohou predpokladat dalsi rist a nakoupi cizi ménu. Poptavka po cizi méné stoupne
a sménny kurz bude dale rist. Na druhou stranu v pfipadé snizeni sménného kurzu tak,
ze plati y(t) < y(t — 1), bude tendence cizi ménu prodat (nez klesne na hodnoté jesté
vice), poptavka klesne a sménny kurz bude déle klesat. Po néjaké dobé se absolutni
vychylka |y(t)| zvétsi natolik,ze spekulanti zacnou predpokladat moznou zménu trendu
a zacnou prodavat/kupovat (tento jev ilustruje prvek —|y(¢)|y(t)). Znehodnoceni (nebo
zhodnocovani) doméciho kurzu vede k ristu absolutni vychylky |y(¢)| a zaroven nelinedrni
zpétna vazba —|y(t)|y(t) ma vliv na snizeni absolutni vychylky, proto ofekdvame oscila¢ni
efekt.

Nyni uvedeme numerické feseni (8.0.4) s volbou ¢(t) = 1 pomoci Feldsteinovy metody,
Radau ITA Ehleovy metody (obé metody implementujeme s 10 kroky na jeden makro
interval) a dde23 pro ruznd a.
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(a) numerické reseni (804) pro a = 0.5 (b) numerické resSeni (804) pro a = 0.8

Obrézek 8.17: numerické feseni (8.0.4) pro konkrétni volby a pomoci Feldsteinovy metody,
Radau ITA Ehleovy metody a dde23
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Obrazek 8.18: numerické feseni (8.0.4) pro konkrétni volby a pomoci Feldsteinovy metody,
Radau ITA Ehleovy metody a dde23

Muzeme tedy pozorovat, ze pro a < 1 feseni m4 tendenci se stabilizovat (viz. Obrazky
8.17a, 8.17b a 8.18a) a pro mensi hodnoty a (napt. a = 0.5) nedochazi k oscilaci (viz.
Obrazek 8.17a, jedna se tedy o model systému, kde vliv spekulaci neni tak velky. Pro

vyssi hodnoty a (napf. a = 1.2) dochdzi k oscilaci a kurz nebude stabilni diky silnému
vlivu spekulaci (viz. Obrézek 8.18b).
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Zavér

Zpozdény ¢len v ZDR s sebou prinasi urcité komplikace. Ilustrovali jsme, ze aplikace jed-
nokrokovych numerickych metod pro feseni ZDR s pocatecni podminkou se neobejde bez
hlubsi znalosti tzv. spojitych numerickych metod. V této praci jsme tedy uvedli potfebné
informace a ilustrovali aplikaci spojitych metod pro ODR na feseni ZDR s pocatecéni
podminkou. Oproti numerickym metodam pro ODR spociva hlavni rozdil v tom, ze mu-
sime implementovat numerickou metodu pro ZDR tak, zZe pouziva pouze uzlové body, kde
zpozdéni ¢i nespojitost pravé strany urcuje urcité pozadavky na tvar sité, nebo musime
pribézné pocitat a ukladat tzv. spojité prodlouzeni numerické metody.

Na zakladé uvedené teorie jsme sestavili nékolik vybranych numerickych metod pro
feseni ZDR. Jejich implementaci v Matlabu lze nalézt v Priloze. Jejich aplikace a studium
vlastnosti numerického feseni jsme uvedli v posledni kapitole na vybranych prikladech.

V této praci jsme uvedli zaklady jednokrokovych numerickych metod pro zpozdéné
rovnice s konstantnim zpozdénim. Hlavnim zdrojem byla monografie [3], kterd mé da-
leko Sirsi zabér a mnohé vysledky jsou formulovany v obecném duchu. Restrikce tivah na
jednokrokové metody a konstantni zpozdéni vedla ke zjednoduseni formulaci nékterych
tvrzeni a predpokladii. Rozmanitost typu zpozdénych diferencidlnich rovnic a nutnych
specifickych pristupt pfi jejich numerickém teSeni prispiva k velkému rozvoji této teorie
v poslednich desetiletich.

V této praci se podarilo nashromazdit potfebnou teorii k numerickému reseni nejjed-
nodussiho typu ZDR a na zakladé téchto poznatki by ¢tenar mél mit k dispozici vSechny
informace pro sestaveni vlastni numerické metody pro reseni ZDR.
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Seznam zkratek

V préaci byly uvedené tyto ukratky:

ODR - obycejné diferencidlni rovnice;
ZDR - zpozdéné diferencidlni rovnice;
PSP - prirozené spojité prodlouzent;
RK - Rungeovy-Kuttovy metody;

SRK - spojité Rungeovy-Kuttovy metody;
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Seznam priloh

V Priloze lze nalézt tyto numerické metody:

e Bellmanova metoda krokt, implementovana pomoci dopredné Eulerovy metody s
konstantnim krokem, nazev souboru: “Bellman forward euler*;

» Feldsteinova metoda s prvni a druhou formuli, ndzev souboru: “Feldstein®;

e Metoda krokti, implementovand pomoci Eulerovy implicitni metody a lichobezni-
kové metody s konstantnim krokem,
nazev souboru: “metoda__kroku__implicitni_metody";

o Radau ITA Ehleova metoda s konstantnim krokem,
nazev souboru: “Radau_ITA Ehle metoda RK_ pro ZDR*;

o Metoda DKLAG®6 s konstantnim krokem, nazev souboru: “DKLAG6*;

o RK metoda s variabilnim krokem,
nazev souboru:“variabilni_krok RK pro ZDR*;
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