
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá modelováním populačních problémů v biologii. Jejím cílem
je uvedení základních modelů popisujících dynamiku vývoje jedné nebo dvou populací.
Modely, které jsou v této práci uvedené, jsou popsány obyčejnými diferenciálními rovnicemi
prvního řádu. Při zkoumání vývoje populace v čase je hlavním problémem hledání sin-
gulárních bodů (a zkoumání jejich stability) diferenciálních rovnic, které vývoj dané popu-
lace popisují. Práce je proto věnována i těmto problémům.

Abstract
This bachelor´s thesis deals with the modeling of population problems in biology. The aim
of this thesis is to mention some basic models describing dynamics of the evolution of one
or two populations. Models mentioned in this thesis are described by first-order ordinary
differential equations. Exploring the evolution of the population brings the main question -
searching for singular points (and verifying their stability) of differential equations describ-
ing the evolution of the population. Therefore the thesis also deals with these problems.

Klíčová slova
populační modely, singulární body, stabilita
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1. Úvod

Sestavováńı populačńıch model̊u je d̊uležitou součást́ı matematické biologie. Populačńı mo-
dely jsou matematické modely, které nám umožňuj́ı studovat změny (dynamiku) populace
a kterými můžeme popsat spoustu děj̊u prob́ıhaj́ıćıch v př́ırodě. Tyto modely uvažuj́ı rychlost
r̊ustu dané populace, dále pak rychlost vymı́ráńı, kapacitu prostřed́ı, migraci a spoustu daľśıch
vliv̊u, které maj́ı dopad na vývoj zkoumané populace. Populačńı modely nám pomáhaj́ı pocho-
pit, jak a proč se populace měńı v čase, nebo při interakci s jinou populaćı.

Matematické modelováńı populačńıch problémů má dlouhou historii, prvńı modely byly
sestavovány od 18. stolet́ı. Jeden z nejjednodušš́ıch model̊u je exponenciálńı model, kdy rychlost
změny v populaci je úměrná velikosti populace. T́ımto modelem se ř́ıd́ı např́ıklad bakterie, které
se množ́ı exponenciálně až do doby, kdy dojde k vyčerpáńı živin. V roce 1838 Pierre Francois
Verhulst formuloval logistický model r̊ustu, který patř́ı k základńım populačńım model̊um.
Hlavńı zájem o populačńı modely přǐsel na počátku 20. stolet́ı. V těchto letech vědci Alfred J.
Lotka a Vito Volterra sestavili známý Lotk̊uv-Volterr̊uv model, který popisuje dynamiku dvou
populaćı, z nichž jedna se živ́ı druhou.

V této práci jsou uvedeny základńı modely popisuj́ıćı dynamiku jedné nebo dvou popu-
laćı. Všechny tyto modely jsou popsány obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi prvńıho řádu.
Zaj́ımá nás, do jakého stavu se populace s časem vyvine, a proto je hlavńım problémem hledáńı
a zkoumáńı stability singulárńıch bod̊u daných diferenciálńıch rovnic.

Prvńı kapitolou této bakalářské práce je krátký úvod, kde je popsána problematika a ćıl
práce. Po úvodu následuje kapitola obsahuj́ıćı matematický aparát, kde jsou zavedeny d̊uležité
pojmy, kterými se budeme zabývat v daľśım textu. Ve třet́ı kapitole jsou uvedeny modely
popisuj́ıćı dynamiku jedné populace. Nejjednodušš́ı z nich je exponenciálńı model a logistický
model r̊ustu, který je dále rozš́ı̌ren v model larev hmyzu ž́ıj́ıćıch na stromě, model r̊ustu se
zpožděńım a model sklizně jedné populace. V následuj́ıćı čtvrté kapitole se budeme zabývat
modely, které popisuj́ı dynamiku dvou populaćı. Nejjednodušš́ım z nich je Lotk̊uv-Volterr̊uv
model dravec-kořist, dále je zde uveden realistický model dravec-kořist, model konkurence a jako
posledńı je popsán model symbiózy. Pátá kapitola je věnována závěru, kde je uvedeno krátké
shrnut́ı. K práci byl vytvořen program v Matlabu, jehož výstupy jsou uvedeny v př́ıloze.
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2. Matematický aparát

Věty, definice a poznámky uvedené v této kapitole lze nalézt v [3] a [4].

Uvažujme nelineárńı systém n obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu tvaru

y′1 = f1(t, y1, y2, ..., yn),

y′2 = f2(t, y1, y2, ...yn),

...

y′n = fn(t, y1, y2, ..., yn)

(2.1)

se spojitými pravými stranami a za předpokladu, že parciálńı derivace funkćı na pravých
stranách, ∂fi/∂yk, i, k = 1, 2, . . . , n, existuj́ı a jsou spojité. Předpokládejme, že vektorová funkce
φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)) je řešeńım systému (2.1) na intervalu I = ⟨t0,∞), které v bodě
t = t0 vyhovuje počátečńı podmı́nce φ(t0) = φ0 = (φ0

1, . . . , φ
0
n).

Definice 1 (Stabilita a nestabilita řešeńı). Řešeńı φ(t) systému (2.1) se nazývá stabilńı
(podle Ljapunova) na intervalu ⟨t0,∞), když pro libovolné kladné reálné č́ıslo ε existuje kladné
reálné č́ıslo δ takové, že pro každé řešeńı y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) systému (2.1), které
vyhovuje podmı́nce

|yi(t0)− φ0
i | < δ, i = 1, 2, . . . , n

plat́ı
|yi(t)− φi(t)| < ε, i = 1, 2, . . . , n

pro každé t ≥ t0.
Jestliže nějaké řešeńı nevyhovuje předcházej́ıćı definici, pak ho nazveme nestabilńım.

Definice 2 (Asymptotická stabilita řešeńı). Řešeńı φ(t) systému (2.1) se nazývá asymp-
toticky stabilńı, pokud je stabilńı a kromě toho nerovnosti

|yi(t0)− φ0
i | < δ, i = 1, 2, . . . , n,

implikuj́ı relace
lim
t→∞

|yi(t)− φi(t)| = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Poznámka 1. V daľśım textu se budeme zabývat pouze př́ıpady n = 1, nebo n = 2.

Systém diferenciálńıch rovnic tvaru

x′ = f(x, y),

y′ = g(x, y),
(2.2)
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kde f a g jsou funkce definované na nějaké oblasti Ω v prostoru R2, se nazývá autonomńı
systém. Funkce f a g mohou být definovány také na celém prostoru R2. Oblast Ω se nazývá
fázový prostor, proměnná t, obsažená v systému (2.2) pouze implicitně, se nazývá čas. Budeme
předpokládat, že funkce f a g v systému (2.2) jsou spojité, parciálńı derivace ∂f/∂x, ∂f/∂y,
∂g/∂x, ∂g/∂y existuj́ı a jsou také spojité na Ω. Tyto předpoklady nám zaruč́ı, že každým bodem
oblasti Ω procháźı právě jedno řešeńı x(t), y(t).

Definice 3 (Singulárńı řešeńı). Necht’ x∗ a y∗ jsou reálná č́ısla, která splňuj́ı

f(x∗, y∗) = 0,

g(x∗, y∗) = 0.

Pak dvojice konstantńıch řešeńı x(t) = x∗, y(t) = y∗ je řešeńım systému (2.2), které nazýváme
singulárńı řešeńı. Bod [x∗, y∗] se nazývá singulárńı bod.

Poznámka 2. Mı́sto pojmu singulárńı řešeńı resp. bod se také použ́ıvá pojem stacionárńı řešeńı
resp. bod nebo rovnovážný stav resp. bod.

Poznámka 3. Autonomńı systém (2.2) je dvourozměrný. V př́ıpadě jednorozměrného au-
tonomńıho systému se pojem singulárńı (stacionárńı, rovnovážný) bod resp. řešeńı zavede ana-
logicky.

Definice 4 (Trajektorie autonomńıho systému). Necht’ dvojice funkćı x(t), y(t) je řešeńım
systému (2.2). Množina T bod̊u v rovině (x, y) definovaná

T = {(x, y) ∈ Ω : x(t) = x, y(t) = y pro nějaké t ∈ R},

se nazývá trajektorie systému (2.2). Rovinu (x, y), do které trajektorie zakreslujeme, nazýváme
fázovou rovinou.

Definice 5 (Nulkliny). Křivka, složená z bod̊u (x, y) v rovině, které splňuj́ı f(x, y) = 0, se
nazývá x-nulklina. V bodech této nulkliny plat́ı x′ = 0 a každá trajektorie ji prot́ıná ve svislém
směru. Křivka, složená z bod̊u (x, y) v rovině, které splňuj́ı g(x, y) = 0, se nazývá y-nulklina.
V bodech této nulkliny plat́ı y′ = 0 a každá trajektorie ji prot́ıná ve vodorovném směru.

Poznámka 4. Pokud partikulárńı řešeńı x(t), y(t) systému (2.2) chápeme jako křivku v pros-
toru Ω danou parametricky rovnicemi x = x(t), y = y(t), dostaneme trajektorii systému.
Trajektorie systému tvoř́ı fázový obraz řešeńı systému. Trajektorie je kolmým pr̊umětem grafu
vektorové funkce (x(t), y(t)) z prostoru R× Ω do prostoru Ω.

Poznámka 5. Dvě r̊uzné trajektorie systému (2.2) nemaj́ı společný žádný bod, nebo jsou zcela
totožné.

Věta 6 (Klasifikace trajektoríı). Autonomńı systém (2.2) může mı́t pouze tři následuj́ıćı
typy trajektoríı:

1. Stacionárńı body. Tyto trajektorie odpov́ıdaj́ı singulárńım řešeńım.

2. Uzavřené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpov́ıdaj́ı periodickým řešeńım. Uvnitř
každého cyklu lež́ı alespoň jeden stacionárńı bod.

3. Trajektorie, které samy sebe neprot́ınaj́ı.
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Definice 6 (Jacobiho matice). Matice

J(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

∂g

∂x
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

 ,

se nazývá Jacobiho matice systému (2.2).

Poznámka 7. Máme-li pouze jednu rovnici 1. řádu tvaru x′ = f(x), potom se Jacobiho matice
redukuje na skalárńı výraz, znač́ıme ji

J =
df

dx
.

Definice 7 (Charakteristická rovnice, vlastńı č́ısla). Charakteristickou rovnićı matice A
rozumı́me rovnici

det(A− λI) = 0,

s neznámou λ. Kořeny této rovnice nazýváme vlastńı č́ısla matice A (také charakteristická č́ısla
matice A).

Poznámka 8. Uvažujme matici A =

(
a b
c d

)
. Označ́ıme-li Tr(A) = a + d stopu matice A

a det(A) = ad − bc determinant matice A, můžeme charakteristickou rovnici matice psát ve
tvaru λ2 − Tr(A)λ+ det(A) = 0.

Poznámka 9 (Klasifikace singulárńıch bod̊u). Podle chováńı trajektoríı v okoĺı singulárńıch
bod̊u systému (2.2) rozdělujeme singulárńı body do následuj́ıćıch navzájem disjunktńıch skupin:

• Uzel: Singulárńı bod [x∗, y∗] se nazývá uzel, jestliže všechny trajektorie z nějakého okoĺı
tohoto bodu konverguj́ı pro t → ∞ nebo t → −∞ k bodu [x∗, y∗] tak, že nedocháźı
k oscilaćım kolem limitńı hodnoty.

• Ohnisko: Singulárńı bod [x∗, y∗] se nazývá ohnisko, jestliže všechny trajektorie z nějakého
okoĺı tohoto bodu konverguj́ı bud’ pro t → ∞ nebo pro t → −∞ a to tak, že kolem tohoto
bodu osciluj́ı se zmenšuj́ıćı se amplitudou.

• Sedlo: Singulárńı bod [x∗, y∗] se nazývá sedlo, jestliže v každém jeho okoĺı existuje pouze
konečný počet trajektoríı, které pro t → ±∞ konverguj́ı k tomuto bodu.

• Bod rotace: Singulárńı bod [x∗, y∗] se nazývá bod rotace, jestliže každé jeho okoĺı ob-
sahuje nekonečně mnoho trajektoríı, které jsou cykly. Pokud v nějakém okoĺı existuj́ı
pouze cykly, nazývá se tento bod nav́ıc střed.

Věta 10 (Klasifikace singulárńıch bod̊u pomoćı vlastńıch č́ısel Jacobiho matice).
Uvažujme vlastńı č́ısla Jacobiho matice vypočtená v singulárńım bodě systému (2.2).

• Jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná kladná, je singulárńı bod nestabilńı (odpudivý) uzel.

• Jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná záporná, je singulárńı bod asymptoticky stabilńı (přitažlivý)
uzel.

• Jsou-li vlastńı č́ısla reálná a maj́ı-li opačná znaménka, je singulárńı bod sedlo.

• Jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená s kladnou reálnou část́ı, je singulárńı bod nesta-
bilńı (odpudivé) ohnisko.
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• Jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená se zápornou reálnou část́ı, je singulárńı bod
asymptoticky stabilńı (přitažlivé) ohnisko.

• Jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená s nulovou reálnou část́ı, je singulárńı bod ohnisko,
nebo bod rotace.

Poznámka 11. Stabilńı singulárńı bod, který neńı asymptoticky stabilńı se nazývá neutrálně
stabilńı. Singulárńı bod typu střed je tedy neutrálně stabilńı.

Poznámka 12. Věta 10 vycháźı z tzv. linearizace systému (2.2), č́ımž dostaneme lineárńı
autonomńı systém (

y′1
y′2

)
= A

(
y1
y1

)
, (2.3)

kde matice A typu 2×2 je konstantńı . Pomoćı Taylorova rozvoje systému (2.2) v okoĺı jeho sin-
gulárńıho bodu [x∗, y∗] lze ukázat, že matice A linearizovaného systému (2.3) je rovna Jacobiho
matici systému (2.2) vypočtené v jeho singulárńım bodě [x∗, y∗], tedy A = J(x∗, y∗).

Pokud je systém (2.2) př́ımo lineárńı, tedy tvaru (2.3), pak Věta 10 dává známé výsledky
z teorie lineárńıch autonomńıch systémů.

O stabilitě singulárńıho bodu jednorozměrného nelineárńıho autonomńıho systému rozhod-
neme pomoćı hodnoty vlastńıho č́ısla Jacobiho matice vypočtené v singulárńım bodě tohoto
systému. Je-li vlastńı č́ıslo záporné, potom je singulárńı bod asymptoticky stabilńı. Je-li vlastńı
č́ıslo kladné, potom je singulárńı bod nestabilńı.

12



3. Modely jedné populace

Podklady pro výsledky třet́ı a čtvrté kapitoly vycháźı z monografie [1].

3.1 Spojitý model r̊ustu populace

Označ́ıme-liN(t) (dále také stručněN) velikost populace v čase t, potom pro změnu populace
dostaneme

dN

dt
= narozeńı− úmrt́ı + migrace.

Pokud neuvažujeme migraci a předpokládáme, že rychlost r̊ustu i rychlost vymı́ráńı populace
jsou př́ımo úměrné velikosti populace, dostaneme model

dN

dt
= rN − dN, kde r, d ∈ R+. (3.4)

Konstanta r znač́ı rychlost r̊ustu, d znač́ı rychlost vymı́ráńı. Jedná se o lineárńı diferenciálńı
rovnici 1. řádu, jej́ım řešeńım je

N(t) = N0e
(r−d)t, kde N0 je stav populace v čase t=0.

Obrázek 3.1: Graf řešeńı rovnice (3.4)

Pokud rychlost r̊ustu populace je větš́ı než rychlost vymı́ráńı, tedy r > d, populace expo-
nenciálně roste, v opačném př́ıpadě exponenciálně vymı́rá.

Model (3.4) je však velmi nerealistický, populace nemůže neomezeně r̊ust, protože zdroje
potravy jsou omezené. Pokud budeme uvažovat úživnost prostřed́ı, dostaneme logistický model
r̊ustu populace

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
, kde r,K ∈ R+. (3.5)

Konstanta r představuje rychlost r̊ustu populace, K je úživnost prostřed́ı. Z modelu vid́ıme,

že pokud je velikost populace menš́ı než K, pak
N

K
< 1, tedy 1 − N

K
> 0, z čehož plyne, že

13



dN

dt
> 0, což znamená, že populace roste. Pokud je velikost populace rovna hodnotě K, pak

N

K
= 1, tedy 1−N

K
= 0, z čehož plyne, že

dN

dt
= 0, tedy velikost populace se neměńı. V př́ıpadě,

kdy je velikost populace větš́ı než K, je
N

K
> 1, tedy 1 − N

K
< 0 a

dN

dt
< 0, což znamená, že

velikost populace se zmenšuje.
Rovnice (3.5) je diferenciálńı rovnice 1. řádu se separovanými proměnnými a také Ber-

noulliova rovnice, která má 2 konstantńı řešeńı:N = 0 aN = K. Zaj́ımá nás, zda jsou tato řešeńı
stabilńı (asymptoticky stabilńı). Jacobiho matice rovnice (3.5) je v daném př́ıpadě skalárńı výraz

J = r − 2Nr

K
.

Po dosazeńı řešeńı N = 0 do Jacobiho matice dostaneme J(0) = r, a současně tedy i vlastńı
č́ıslo je λ = r. Vlastńı č́ıslo je kladné, z čehož podle Poznámky 12 plyne, že řešeńı N = 0 je
nestabilńı. Pokud do Jacobiho matice dosad́ıme řešeńı N = K, dostaneme J(K) = −r, a vlastńı
č́ıslo je λ = −r. Vlastńı č́ıslo je záporné, což podle Poznámky 12 znamená, že řešeńı N = K je
asymptoticky stabilńı.

Nekonstantńım řešeńım rovnice (3.5) je

N(t) =
N0Kert

K +N0(ert − 1)
, kde N0 je stav populace v čase t=0.

Obrázek 3.2: Graf řešeńı rovnice (3.5)

Z grafu řešeńı je vidět, že N(t) → K pro t → ∞. Velikost populace se tedy časem ustáĺı
v rovnovážném stavu K, který je asymptoticky stabilńım konstantńım řešeńım rovnice (3.5).

3.2 Larvy hmyzu žij́ıćı na stromě

Označme N(t) velikost populace larev hmyzu, které cizopaśı na stromě. Dynamiku populace
larev popisuje model

dN

dt
= rBN

(
1− N

K B

)
− p(N), kde rB, KB ∈ R+. (3.6)

Konstanta rB je rychlost r̊ustu populace, KB úživnost prostřed́ı závislá na množstv́ı list́ı, popř.
jehlič́ı na stromě a funkce p(N) reprezentuje predaci, převážně ptactvo. Jako predaci uvažujme

p(N) =
BN2

A2 +N2
, kde A,B ∈ R+.

14



Obrázek 3.3: Funkce p(N)

Pro dostatečně velkou populaci N se predátoři nasyt́ı a p(N) se ustáĺı na hodnotě B. Pokud je
populace N menš́ı než jistá prahová hodnota Nc, predátoři si hledaj́ı potravu jinde a predace
rychle klesá. Po dosazeńı funkce p(N) rovnice (3.6) přejde na rovnici

dN

dt
= rBN

(
1− N

K B

)
− BN2

A2 +N2
. (3.7)

Zavedeńım substituce u =
N

A
, r =

ArB
B

, q =
KB

A
, τ =

Bt

A
rovnice (3.7) přejde na

du

dτ
= ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
. (3.8)

Jedná se o diferenciálńı rovnici 1. řádu se separovanými proměnnými. Zaj́ımaj́ı nás rovnovážné
stavy, tedy konstantńı řešeńı rovnice (3.8). Jedno konstantńı řešeńı je u = 0, zbylá nenulová

konstantńı řešeńı nalezneme řešeńım rovnice ru

(
1− u

q

)
=

u2

1 + u2
, kterou můžeme upravit na

kubickou rovnici
ru3 − qru2 + u(r + q)− qr = 0. (3.9)

Řešeńım kubické rovnice (3.9) můžeme rozlǐsit 3 př́ıpady:

• Je-li −q3

r3
− q4 − 2q2 +

q4

4r2
+

5q3

r
− 3q

r
− 3q2

r2
> 1, pak má rovnice (3.9) tři r̊uzné reálné

kořeny u1, u2 a u3, kde

u1 = u∗ + v∗, u2 =

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
u∗ +

(
−1

2
− i

√
3

2

)
v∗,

u3 =

(
−1

2
− i

√
3

2

)
u∗ +

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
v∗, kde

u∗ =
3

√√√√ q3

27
− q2

6r
+

q

3
+

√
1

27

(
1 +

q3

r3
+ q4 + 2q2 − q4

4r2
− 5q3

r
+

3q

r
+

3q2

r2

)
,

v∗ =
3

√√√√ q3

27
− q2

6r
+

q

3
−

√
1

27

(
1 +

q3

r3
+ q4 + 2q2 − q4

4r2
− 5q3

r
+

3q

r
+

3q2

r2

)
.

Tento př́ıpad je znázorněn na obrázku 3.4 (a).

Nekonstantńı řešeńı rovnice (3.8) źıskáme řešeńım∫
dτ =

∫
du

ru(1− u
q
)− u2

u2+1

=

∫
u2 + 1

u(− r
q
u3 + ru2 − r+q

q
u+ r)

du =
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= −
∫

u2 + 1

u(u− u1)(u− u2)(u− u3)
du,

kde u1, u2, u3 jsou řešeńı rovnice (3.9).

Obecné řešeńı rovnice (3.8) je tedy tvaru

τ = c ln
u1u2u3

√
u

(u− u1)
u21+1

u1(u1−u2)(u1−u3) (u− u2)
u22+1

u2(u2−u1)(u2−u3) (u− u3)
u23+1

u3(u3−u1)(u3−u2)

, kde c ∈ R.

• Je-li −q3

r3
− q4− 2q2+

q4

4r2
+

5q3

r
− 3q

r
− 3q2

r2
< 1, pak má rovnice (3.9) jeden reálný kořen

u1, popř. u
∗
1 (význam u∗

1 je patrný z obrázku 3.4 (b)) a dva komplexně sdružené kořeny.
Obecné řešeńı zde z d̊uvodu jeho komplikovanosti uvádět nebudeme.

• Je-li −q3

r3
− q4 − 2q2 +

q4

4r2
+

5q3

r
− 3q

r
− 3q2

r2
= 1, pak má rovnice (3.9) dva reálné kořeny

u1, u2, popř. u
∗
1, u

∗
2 (význam u∗

1, u
∗
2 je patrný z obrázku 3.4 (c)), z nichž jeden je násobný.

Obecné řešeńı zde z d̊uvodu jeho komplikovanosti stejně jako v předchoźım př́ıpadě uvádět
nebudeme.

Obrázek 3.4: Grafické znázorněńı řešeńı kubické rovnice (3.9)

Pro bližš́ı ilustraci se nyńı budeme zabývat př́ıpadem, kdy q = 10, r =
5

9
. Kubická rovnice

(3.9) má tři r̊uzné reálné kořeny: u1 = 1, u2 =
9

2
−

√
41

2
, u3 =

9

2
+

√
41

2
. Rovnice (3.8) má tedy

4 konstantńı řešeńı (u = 0, u = u1, u = u2, u = u3), které jsou rovnovážnými stavy, a dále se
budeme zabývat jejich stabilitou.

Jacobiho matice rovnice (3.8) je skalárńı výraz

J = r − 2ru

q
− 2u

(1 + u2)2
=

1

9
(5− u)− 2u

(1 + u2)2
.

Dosad́ıme-li do Jacobiho matice jednotlivé rovnovážné stavy u = 0, u = u1, u = u2, u = u3,
dostaneme:

• Pro u = 0: J(0) =
5

9
, vlastńı č́ıslo λ =

5

9
je kladné, z čehož podle Poznámky 12 plyne, že

rovnovážný stav u = 0 je nestabilńı.
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• Pro u = 1: J(1) = − 1

18
, vlastńı č́ıslo λ = − 1

18
je záporné, tedy podle Poznámky 12 je

rovnovážný stav u = 1 asymptoticky stabilńı.

• Pro u =

(
9

2
−

√
41

2

)
: J

(
9

2
−

√
41

2

)
=

1

18

(
1 +

√
41
)
− 4(9−

√
41)

(63− 9
√
41)2

≈ 0, 05 > 0,

současně i vlastńı č́ıslo λ je kladné, z čehož podle Poznámky 12 plyne, že rovnovážný stav

u =

(
9

2
−

√
41

2

)
je nestabilńı.

• Pro u =

(
9

2
+

√
41

2

)
: J

(
9

2
+

√
41

2

)
=

1

18

(
1−

√
41
)
− 4(9 +

√
41)

(63 + 9
√
41)2

≈ −0, 3 < 0,

současně i vlastńı č́ıslo λ je záporné, tedy podle Poznámky 12 je rovnovážný stav

u =

(
9

2
+

√
41

2

)
asymptoticky stabilńı.

Zjistili jsme tedy, že rovnovážné stavy u = 1 a u =

(
9

2
+

√
41

2

)
≈ 7, 7 jsou asymptoticky

stabilńı. Snahou je udržet velikost populace larev na jedné z těchto dvou hodnot. Dodejme, že
výhodněǰśı je udržovat velikost populace na menš́ı hodnotě u = 1, protože nebezpeč́ı, že by
larvy strom úplně sežrali, je v tomto př́ıpadě menš́ı.

Model byl p̊uvodně vytvořen koncem 20. stolet́ı v Kanadě, kde larvy pož́ıraj́ıćı jedli předsta-
vovaly vážný problém. Model lze však použ́ıt pro jakýkoliv strom. Velikost úživnosti prostřed́ı
lze ovlivnit např́ıklad sprayováńım.

3.3 Modely r̊ustu se zpožděńım

V předchoźıch modelech jsme předpokládali, že rychlost r̊ustu populace záviśı na jej́ım
okamžitém stavu. Ve skutečnosti však existuje určité zpožděńı, během kterého proběhne těho-
tenstv́ı, dosṕıváńı, atd. S uvažováńım takového zpožděńı dostaneme logistický model r̊ustu se
zpožděńım

dN

dt
= rN(t)

[
1− N(t− T )

K

]
, kde r,K, T ∈ R+. (3.10)

Parametr T je zpožděńı, konstanta r znač́ı rychlost r̊ustu populace a K je úživnost prostřed́ı.
Změna velikosti populace tedy záviśı na velikosti populace v čase t − T . Rovnice (3.10) je
rozš́ı̌reńım rovnice (3.5), jej́ı řešeńı lze hledat numericky.

Detailněǰśım rozborem stabilńıho a kvalitativńıho chováńı rovnice (3.10) se pro jeho kom-
plikovanost zabývat nebudeme. Poznamenejme, že analogicky jako v př́ıpadě logistické rovnice
(3.5) existuj́ı 2 konstantńı řešeńı N = 0 a N = K. Prvńı z těchto dvou řešeńı je nestabilńı,

stabilita druhého konstantńıho řešeńı záviśı na velikosti r a T . Pokud plat́ı 0 < rT <
π

2
, pak je

řešeńı N = K asymptoticky stabilńı. Na rozd́ıl od logistické rovnice (3.5) však neńı charakter
řešeńı monotónńı. Nav́ıc lze ukázat, že uvažujeme-li rovnici (3.10) v linearizovaném př́ıpadě, tj.
pokud studujeme rovnici

dN

dt
= rN(t− T ) (3.11)
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(hodnotu parametru r z d̊uvodu obecnosti nyńı připoušt́ıme libovolnou reálnou), potom při

rT = −π

2
existuje periodické řešeńı. Jako ilustraci uved’me rovnici

dN

dt
= −N

(
t− π

2

)
, (3.12)

která připoušt́ı periodická řešeńı N(t) = sin t a N(t) = cos t.

3.4 Sklizeň jediné populace

Je třeba nalézt ekologicky výhodnou strategii pro sklizeň obnovitelných zdroj̊u, jako jsou
nejr̊uzněǰśı plodiny nebo ryby v rybńıce. Chceme, aby při minimálńım vynaloženém úsiĺı úroda
byla co největš́ı. V předchoźım logistickém modelu (3.5) bylo ukázáno, že velikost populace je
udržována na konstantńı hodnotě rovnaj́ıćı se úživnosti prostřed́ı K, ve kterém populace žije.
Pokud začneme populaci skĺızet, zvýš́ıme t́ım jej́ı rychlost vymı́ráńı. Pokud sklizeň neńı př́ılǐs
velká, populace se přizp̊usob́ı a jej́ı velikost se ustáĺı na nové hodnotě Nh < K. Ćılem tohoto
modelu je tedy stanovit takovou rychlost sklizně, abychom dostali maximálńı úrodu a současně
nedošlo k vymřeńı skĺızené populace.

Model dynamiky skĺızené populace dostaneme rozš́ı̌reńım logistické rovnice (3.5), č́ımž
dostaneme rovnici

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− EN, kde r,K,E ∈ R+. (3.13)

Konstanta r je rychlost r̊ustu populace a K je úživnost prostřed́ı. Člen EN označuje výnos skli-
zně za jednotku času, E znač́ı vynaložené úsiĺı. Růst populace je tedy zmenšován v d̊usledku
sklizně. Rovnice (3.13) je diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými a současně Ber-
noulliova rovnice. Jej́ım nekonstantńım řešeńım je

N(t) =
K(r − E)

K2(r−E)
N0

e−(r−E)t − r
K
e−(r−E)t + r

, kde N0 je velikost populace v čase t = 0.

Nás však zaj́ımá konstantńı řešeńı rovnice (3.13), což je kromě nulového řešeńı také

Nh(E) = K

(
1− E

r

)
.

Pokud vynaložené úsiĺı na sklizeň je menš́ı než rychlost r̊ustu populace, tedy E < r, pak
Nh(E) > 0 a velikost populace se ustáĺı na nové hodnotě Nh. Pokud je však vynaložené úsiĺı
na sklizeň větš́ı než rychlost r̊ustu populace, tedy E > r, pak Nh(E) < 0 a jediné př́ıpustné
konstantńı řešeńı je N = 0. Budeme se proto zabývat jen př́ıpadem, kdy E < r.

Označ́ıme-li Y (E) výnos sklizně, pak Y (E) = ENh(E) = EK

(
1− E

r

)
. Maximálńı výnos

sklizně YM dostaneme pro E =
r

2
, tedy YM = Y

(r
2

)
=

rK

4
a př́ıslušné řešeńı je tvaru

Nh

(r
2

)
=

K

2
.

Pravou stranu rovnice (3.13) označ́ıme jako f(N) a rozvineme ji v Taylorovu řadu v okoĺı
rovnovážného bodu Nh, č́ımž dostaneme přibližné vyjádřeńı

f(N) ≈ f(Nh) + f ′(Nh)(N −Nh).
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Po dosazeńı za f(N) do pravé strany rovnice (3.13) dostaneme

dN

dt
≈ f(Nh) + f ′(Nh)(N −Nh). (3.14)

Protože
dNh

dt
= f(Nh) = 0, můžeme člen f(Nh) od obou stran rovnice (3.14) odeč́ıst a dostaneme

linearizovanou rovnici (3.13), tedy rovnici

d

dt
(N −Nh) ≈ f ′(Nh)(N −Nh). (3.15)

Pomoćı této linearizace pak můžeme provést odhady času k zotaveńı TR pro p̊uvodńı model
(3.13). Časem k zotaveńı TR přitom rozumı́me čas potřebný ke sńıžeńı hodnoty počátečńı
výchylky z rovnovážného stavu v poměru 1 : e. Užit́ım daľśıch obrat̊u lze odvodit

TR(E)

TR(0)
= O

(
1

1− E
r

)
, (3.16)

tj. existuje L > 0 takové, že |TR(E)/TR(0)| ≤ L(1 − E/r)−1 pro všechny hodnoty E > 0. Ve
vztahu (3.16) je zd̊urazněna závislost hodnoty TR na hodnotě E (symbolem TR(0) rozumı́me
př́ıpad, kdy sklizeň je nulová). Nás však zaj́ımá výnos sklizně Y a proto rovnici (3.16) přeṕı̌seme
pro proměnnou Y , č́ımž dostaneme

TR(Y )

TR(0)
= O

 2

1±
√
1− Y

YM

 . (3.17)

Obrázek 3.5: Grafické znázorněńı vztahu (3.17) a (3.13)
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Nyńı můžeme diskutovat optimálńı strategii skĺızeńı. V grafu obrázku 3.5 (a) je zobrazen
vztah (3.17). Větev L+ znázorňuje kladné kořeny vztahu (3.17), větev L- kořeny záporné. Pokud
začneme skĺızet s malou rychlost́ı E, v grafu obrázku 3.5 (b), kde je zobrazen vztah (3.13),
vid́ıme, že rovnovážný stav populace Nh je bĺızko rovnovážnému stavu K. Jakmile začneme
rychlost skĺızeńı E zvyšovat, velikost rovnovážného stavu Nh se bĺıž́ı hodnotě K

2
. Současně se

v grafu (a) pohybujeme po větvi L+ směrem k bodu S. Do bodu S se dostaneme v př́ıpadě,
kdy rychlost skĺızeńı E = r

2
a rovnovážný stav Nh = K

2
. Jestliže však stále zvyšujeme E,

rovnovážný stav Nh klesne pod hodnotu K
2
a dostaneme se na zápornou větev L-, což je velmi

nebezpečné. Ideálńı je tedy skĺızet takovou rychlost́ı E, abychom rovnovážný stav Nh udržovali
nad hodnotou K

2
a současně co nejbĺıže této hodnotě. Č́ım v́ıce se však této hodnotě bĺıž́ıme,

t́ım větš́ı je nebezpeč́ı, že se dostaneme na zápornou větev L-.
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4. Modely dvou populaćı

4.5 Lotk̊uv-Volterr̊uv model dravec-kořist

Jestliže spolu žij́ı dvě populace, potom je velikost každé z populaćı ovlivněna př́ıtomnost́ı
populace druhé. Model dravec-kořist dostaneme, pokud máme dvě populace, z nichž jedna se živ́ı
druhou. Př́ıtomnost prvńı populace tedy podporuje r̊ust druhé populace, zat́ımco př́ıtomnost
druhé populace potlačuje r̊ust prvńı populace.

Označme N(t) populaci kořisti a P (t) populaci dravce (dále opět stručně pouze N a P ).
Potom Lotk̊uv-Volterr̊uv model dravec-kořist je popsán systémem rovnic

dN

dt
= N(a− bP ), kde a, b ∈ R+,

dP

dt
= P (cN − d), kde c, d ∈ R+.

(4.18)

Konstanta a znač́ı rychlost r̊ustu populace kořisti v nepř́ıtomnosti populace dravce, d znač́ı
rychlost vymı́ráńı populace dravce v nepř́ıtomnosti populace kořisti (tedy −d je rychlost r̊ustu
dravce v nepř́ıtomnosti kořisti). Z prvńı rovnice systému (4.18) je vidět, že rychlost r̊ustu
a populace kořisti je zmenšována v d̊usledku predace populaćı dravce. Predace je př́ımo úměrná
velikosti populace dravce, tedy č́ım větš́ı je populace dravce, t́ım větš́ı je predace a menš́ı rychlost
r̊ustu populace kořisti. Pokud je populace dravce nulová, rychlost r̊ustu populace kořisti je rovna
hodnotě a, což znamená, že neomezeně roste. Z druhé rovnice systému (4.18) je vidět, že záporná
rychlost r̊ustu populace dravce −d je zvyšována v d̊usledku predace populace kořisti. Velikost
predace je př́ımo úměrná velikosti populace kořisti. Pokud je populace kořisti nulová, rychlost
r̊ustu populace dravce je rovna hodnotě −d, což znamená, že exponenciálně vymı́rá.

Zavedeńım substituce u(τ) =
cN(t)

d
, v(τ) =

bP (t)

a
, τ = at, α =

d

a
systém (4.18) přejde na

du

dτ
= u(1− v),

dv

dτ
= αv(u− 1).

(4.19)

Po vyděleńı prvńı rovnice systému (4.19) rovnićı druhou dostaneme

dv

du
= α

v(u− 1)

u(1− v)
. (4.20)

Integraćı (4.20) źıskáme rovnici pro fázové trajektorie systému (4.19), tedy rovnici

αu+ v − lnuαv = H,

kdeH je obecná reálná konstanta, pro niž plat́ıH ≥ Hmin = H(u = 1, v = 1) = 1+α. Počátečńı
podmı́nky, tedy hodnoty u(0) a v(0), určuj́ı konstantu H a tedy i trajektorii ve fázové rovině.
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Obrázek 4.6: Trajektorie systému (4.19)

Systém (4.19) má 2 singulárńı body: [0,0] a [1,1]. Jacobiho matice systému je

J =

(
1− v −u
αv α(u− 1)

)
.

Dosad́ıme-li do Jacobiho matice jednotlivé singulárńı body, dostaneme:

• Pro bod [0,0]: J(0, 0) =

(
1 0
0 −α

)
, vlastńı č́ısla λ1 = 1, λ2 = −α jsou reálná s opačným

znaménkem, z čehož podle Věty 10 plyne, že singulárńı bod [0,0] je nestabilńı, typu sedlo.

• Pro bod [1,1]: J(1, 1) =

(
0 −1
α 0

)
, vlastńı č́ısla λ1,2 = ±i

√
α jsou komplexně sdružená

s nulovou reálnou část́ı. Z obrázku 4.6 vid́ıme, že trajektorie v okoĺı bodu [1,1] jsou cykly.
Podle Poznámek 9 a 11 je tedy singulárńı bod [1,1] neutrálně stabilńı, typu střed.

Ze systému (4.19) vid́ıme, že
du

dτ
= 0, když v = 1. Tedy u(τ) měńı sv̊uj pr̊uběh z rostoućıho

na klesaj́ıćı, popř. naopak, když v(τ) = 1. Podobně
dv

dτ
= 0, když u = 1. Tedy v(τ) měńı rostoućı

pr̊uběh na klesaj́ıćı, popř klesaj́ıćı pr̊uběh na rostoućı, když v(τ) = 1. Z obrázku 4.6 vid́ıme, že
trajektorie systému (4.19) jsou uzavřené, což znamená, že řešeńı u(τ), v(τ) je periodické.

Obrázek 4.7: Znázorněńı periodického řešeńı u(τ), v(τ)systému (4.19)

Vrát́ıme-li se k p̊uvodńım parametr̊um systému (4.18), potom periodický pr̊uběh řešeńı
lze vysvětlit tak, že pokud se populace kořisti zvětšuje, je podporován r̊ust populace dravce.

22



Větš́ı populace dravce však sežere v́ıce kořisti a populace kořisti se začne zmenšovat. Populace
dravce nemá dostatek potravy a vymı́rá, což zp̊usob́ı r̊ust populace kořisti. Takto se celý cyklus
opakuje. Velikosti populace kořisti a dravce se tedy periodicky opakuj́ı a současně koĺısaj́ı kolem

rovnovážných poloh. Velikost populace kořisti koĺısá kolem hodnoty
d

c
, velikost populace dravce

koĺısá kolem
a

b
. Perioda řešeńı je T =

2π√
ad

, tedy klesá se zvýšeńım rychlosti r̊ustu kořisti nebo

rychlosti vymı́ráńı dravce.

4.6 Realistický model dravec-kořist

V Lotkově-Volterrově modelu populace kořisti v nepř́ıtomnosti dravce neomezeně roste, což je
velmi nerealistické. Raději proto použijeme realističtěǰśı model, který uvažuje úživnost prostřed́ı
populace kořisti. Stejně tak i populačńı rovnici dravce navrhneme realističtěji.

Označ́ıme-li N(t) velikost populace kořisti a P (t) velikost populace dravce, pak realističtěǰśı
model dravec-kořist je popsán systémem

dN

dt
= Nr

(
1− N

K

)
−NPR(N), kde r,K,∈ R+,

dP

dt
= Ps

(
1− hP

N

)
, kde s, h ∈ R+.

(4.21)

Konstanta r je rychlost r̊ustu populace kořisti, K je úživnost prostřed́ı kořisti v nepř́ıtomnosti
dravce a funkce R(N) je odpověd’ dravce na změnu v populaci kořisti. V Lotkově-Volterrově
modelu byla odpověd’ dravce úměrná velikosti populace kořisti a lovce. Tato úvaha neńı př́ılǐs
realistická, protože pokud je populace kořisti dostatečně velká, dravec se nasyt́ı a větš́ı množstv́ı
kořisti už nepotřebuje. Některé př́ıklady funkce R(N) proto jsou

R(N) =
k

N +D
, R(N) =

kN

N2 +D2
, R(N) =

k[1− e−kN ]

N
, kde k,D ∈ R+.

Obrázek 4.8: Znázorněńı NR(N), (a) R(N) = k
N+D

, (b) R(N) = kN
N2+D2 , (c) R(N) = k[1−e−kN ]

N
.

Budeme uvažovat funkci

R(N) =
k

N +D
,

kterou dosad́ıme do systému (4.21) a dostaneme tak systém

dN

dt
= N

[
r

(
1− N

K

)
− kP

N +D

]
,

dP

dt
= P

[
s

(
1− hP

N

)]
.

(4.22)
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Zavedeńım substituce u(τ) =
N(t)

K
, v(τ) =

hP (t)

K
, τ = rt, a =

k

hr
, b =

s

r
, d =

D

K
systém

(4.22) přejde na systém
du

dτ
= u(1− u)− auv

u+ d
,

dv

dτ
= bv

(
1− v

u

)
.

(4.23)

Prvńım singulárńım bodem systému (4.23) je bod [1, 0]. Druhý singulárńı bod lež́ıćı v prvńım
kvadrantu označ́ıme [u∗, v∗], kde

u∗ = v∗ =
1− d− a+

√
(d+ a− 1)2 + 4d

2
, (4.24)

Jacobiho matice systému (4.23) je

J =

 1− 2u− avd

(u+ d)2
−au

u+ d
bv2

u2
b− 2bv

u

 .

Do Jacobiho matice dosad́ıme singulárńı bod [1, 0] a dostaneme

J(1, 0) =

 −1
−a

1 + d
0 b

 ,

vlastńı č́ısla λ1 = −1, λ2 = b jsou tedy reálná s opačným znaménkem, z čehož podle Věty 10
plyne, že singulárńı bod [1, 0] je nestabilńı, typu sedlo.

Dosad́ıme-li do Jacobiho matice singulárńı bod [u∗, v∗], dostaneme

J(u∗, v∗) =

 1− 2u∗ − au∗d

(u∗ + d)2
−au∗

u∗ + d
b −b

 .

J(u∗, v∗) lze s využit́ım vztah̊u (4.24) přepsat na

J(u∗, v∗) =

 u∗
[

au∗

(u∗ + d)2
− 1

]
−au∗

u∗ + d
b −b

 .

K posouzeńı stability singulárńıho bodu [u∗, v∗] nám pomohou vlastńı č́ısla λ1, λ2 matice
J(u∗, v∗), která dostaneme řešeńım rovnice λ2 − [trJ(u∗, v∗)]λ + det J(u∗, v∗) = 0. Singulárńı
bod je podle Věty 10 aymptoticky stabilńı, pokud reálná část vlastńıch λ1, λ2 je záporná. Tento
požadavek je splněn, pokud

trJ(u∗, v∗) < 0, tedy u∗
[

au∗

(u∗ + d)2
− 1

]
< b, (4.25)

det J(u∗, v∗) > 0, tedy 1 +
a

u∗ + d
− au∗

u∗ + d
= 1 +

ad

(u∗ + d)2
> 0. (4.26)
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Požadavek (4.26) je splněn vždy pro a > 0, d > 0 a proto se budeme zabývat jen požadavkem
(4.25). Dosad́ıme-li do požadavku (4.25) u∗, v∗, dané vztahy (4.24), dostaneme pro asymp-
totickou stabilitu singulárńıho bodu [u∗, v∗] podmı́nku

b >
[
a−

√
(1− a− d)2 + 4d

] [1 + a+ d−
√
(1− a− d)2 + 4d

]
2a

. (4.27)

Pravou stranu vztahu (4.27) označ́ıme f(d, a) a budeme ji uvažovat jako funkci proměnné d
s parametrem a. Protože nás zaj́ımaj́ı pouze př́ıpady kdy a > 0, d > 0, můžeme zjistit, že
f(d, a) má maximum pro d = 0. Po dosazeńı d = 0 do (4.27) dostaneme

b > 2a− 1,

což pro a ∈
(
0,

1

2

)
splňuje každé b > 0.

Bod [1, 0] systému (4.23) je vždy nestabilńı. Druhý singulárńı bod,

[u∗, v∗] =

[
1− d− a+

√
(d+ a− 1)2 + 4d

2
,
1− d− a+

√
(d+ a− 1)2 + 4d

2

]
, je asymptoticky

stabilńı, pokud je b > 0, d > 0, 0 < a <
1

2
. Pokud je a >

1

2
, potom je asymptotická stabilita

singulárńıho bodu [u∗, v∗] zajǐstěna podmı́nkou (4.27).

4.7 Model konkurence

Model konkurence dostaneme, pokud máme dvě populace a př́ıtomnost každé z nich potlačuje
r̊ust druhé populace. Situace nastane např. v př́ıpadě, když dvě populace bojuj́ı o stejnou
potravu, která je na územı́, kde populace žij́ı, v omezeném množstv́ı. Označme N1(t) velikost
prvńı populace a N2(t) velikost druhé populace. Potom model konkurence popisuje systém
rovnic

dN1

dt
= r1N1

[
1− N1

K1

− b12
N2

K1

]
, kde r1, K1, b12 ∈ R+,

dN2

dt
= r2N2

[
1− N2

K2

− b21
N1

K2

]
, kde r2, K2, b21 ∈ R+.

(4.28)

Konstanty r1, r2 znač́ı rychlosti r̊ustu populaćı N1, N2 a K1, K2 jsou úživnosti prostřed́ı. Kon-
stanta b12 znač́ı mı́ru konkurenčńıho dopadu N2 na N1 a b21 znač́ı mı́ru konkurenčńıho dopadu
N1 na N2.

Zavedeme substituci u1 =
N1

K1

, u2 =
N2

K2

, τ = r1t, ρ =
r2
r1
, a12 = b12

K2

K1

, a21 = b21
K1

K2

a systém (4.28 ) přejde na systém

du1

dτ
= u1(1− u1 − a12u2),

du2

dτ
= ρu2(1− u2 − a21u1).

(4.29)

Systém (4.29) má 4 singulárńı body: [0, 0], [1, 0], [0, 1],

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
. Jacobiho matice

systému je

J =

(
1− 2u1 − a12u2 −a12u1

−ρa21u2 ρ(1− 2u2 − a21u1)

)
.

Do Jacobiho matice dosad́ıme jednotlivé singulárńı body a dostaneme:
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• Pro bod [0,0]: J(0, 0) =

(
1 0
0 ρ

)
, vlastńı č́ısla λ1 = 1, λ2 = ρ, jsou obě reálná kladná,

z čehož podle Věty 10 plyne, že singulárńı bod [0, 0] je nestabilńı odpudivý uzel.

• Pro bod [1,0]: J(1, 0) =

(
−1 −a12
0 ρ(1− a21)

)
, vlastńı č́ısla jsou λ1 = −1, λ2 = ρ(1− a21).

Mohou tedy nastat dva př́ıpady:

– pro a21 < 1 je λ2 > 0, tedy singulárńı bod [1,0] je podle Věty 10 nestabilńı, typu
sedlo.

– pro a21 > 1 je λ2 < 0, tedy singulárńı bod [1,0] je podle Věty 10 asymptoticky
stabilńı, typu přitažlivý uzel.

• Pro bod [0,1]: J(0, 1) =

(
1− a12 0
−ρa21 −ρ

)
, vlastńı č́ısla jsou λ1 = 1−a12, λ2 = −ρ. Mohou

tedy nastat dva př́ıpady:

– pro a12 < 1 je λ1 > 0, tedy singulárńı bod [0,1] je podle Věty 10 nestabilńı, typu
sedlo.

– pro a12 > 1 je λ1 < 0, tedy singulárńı bod [0,1] je podle Věty 10 asymptoticky
stabilńı, typu přitažlivý uzel.

• Pro bod

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
: J

(
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

)
=

=
1

1− a12a21

(
a12 − 1 a12(a12 − 1)

ρa21(a21 − 1) ρ(a21 − 1)

)
, vlastńı č́ısla jsou

λ1,2 =
(ρa21 − ρ+ a12 − 1)±

√
(−ρa21 + ρ− a12 + 1)2 − 4ρ(−a21 − a12 + 1− a212a

2
21 + a12a221 + a212a21)

2(1− a12a21)
.

V závislosti na parametrech a12, a21 tedy můžeme rozlǐsit 4 př́ıpady, znázorněné v obrázku 4.9.
V každém z obrázk̊u jsou zobrazeny u1-nulkliny (př́ımky u1 = 0, 1−u1−a12u2 = 0) a u2-nulkliny
(př́ımky u2 = 0, 1 − u2 − a21u1 = 0) pro daný př́ıpad. Pr̊useč́ık u1-nulkliny s u2-nulklinou je
singulárńı bod systému (4.29). Dále jsou v každém obrázku schematicky znázorněny fázové
trajektorie v okoĺı singulárńıch bod̊u. Jednotlivé př́ıpady si rozebereme podrobněji.

• Obr. 4.9 (a): Pro a12 < 1, a21 < 1, tedy b12
K2

K1

< 1, b21
K1

K2

< 1, jsou singulárńı body

[1, 0] a [0, 1] nestabilńı, typu sedlo. Singulárńı bod

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
, který lež́ı

v I. kvadrantu, je typu přitažlivý uzel. Tedy pouze jedno konstantńı řešeńı systému (4.29)

je asymptoticky stabilńı, konkrétně řešeńı u1 =
1− a12

1− a12a21
, u2 =

1− a21
1− a12a21

. Pokud jsou

úživnosti prostřed́ı K1, K2 přibližně stejné a mı́ry konkurenčńıho dopadu jedné populace
na druhou b12, b21 nejsou

”
př́ılǐs velké“, potom se velikosti obou populaćı ustáĺı v novém

rovnovážném stavu, který je však menš́ı než rovnovážný stav v př́ıpadě, kdy populace žij́ı
osamoceně.

• Obr. 4.9 (b): Pro a12 > 1, a21 > 1, tedy b12
K2

K1

> 1, b21
K1

K2

> 1, jsou singulárńı body [1, 0]

a [0, 1] asymptoticky stabilńı, typu přitažlivý uzel. Singulárńı bod

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
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lež́ıćı v I kvadrantu je nestabilńı, typu sedlo. Systém (4.29) má tedy dvě asymptoticky
stabilńı konstantńı řešeńı, konkrétně řešeńı u1 = 1, u2 = 0 a u1 = 0, u2 = 1. Přestože
tato řešeńı jsou rovnovážnými stavy, ve skutečnosti nemohou existovat oba dva současně.
Zálež́ı na počátečńıch podmı́nkách, v jakém rovnovážném stavu se systém (4.29) ustáĺı. I.
kvadrant fázového systému je rozdělen na dvě části, podle toho, k jakému konstantńımu
řešeńı jednotlivé počátečńı stavy konverguj́ı. Pokud počátečńı podmı́nky, tedy hodnoty
u1(0), u2(0), lež́ı v pravé části I. kvadrantu, potom se systém ustáĺı v rovnovážném stavu
u1 = 1, u2 = 0. Znamená to, že populace N2 vymře, zat́ımco velikost populace N1 se
ustáĺı na hodnotě K1. Velikost populace N1 tedy bude stejně velká jako v př́ıpadě, kdy by
populace žila osamoceně. Pokud však počátečńı podmı́nky lež́ı v levé části I. kvadrantu,
systém se ustáĺı v rovnovážném stavu u1 = 0, u2 = 1. Populace N1 tedy vymře, zat́ımco
populace N2 se ustáĺı na hodnotě K2.

• Obr. 4.9 (c): Pro a12 < 1, a21 > 1, tedy b12
K2

K1

< 1, b21
K1

K2

> 1, je singulárńı bod [1, 0]

asympoticky stabilńı, typu přitažlivý uzel a singulárńı bod [0, 1] je nestabilńı, typu sedlo.

Singulárńı bod

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
nelež́ı v I. kvadrantu a proto se j́ım nebudeme

zabývat. Systém (4.29) má tedy jedno asymptoticky stabilńı konstantńı řešeńı, konkrétně

řešeńı u1 = 1, u2 = 0. Protože b12
K2

K1

< 1, b21
K1

K2

> 1, je bud’ úživnost prostřed́ı K1

podstatně větš́ı než úživnost prostřed́ı K2, nebo populace N1 výrazně konkuruje populaci
N2. Velikost populace N1, která má mnohem lepš́ı podmı́nky než populace N2 se ustáĺı
na hodnotě K1, zat́ımco populace N2 vymře.

• Obr. 4.9 (d): Pro a12 > 1, a21 < 1, tedy b12
K2

K1

> 1, b21
K1

K2

< 1, je singulárńı bod [1, 0]

nestabilńı, typu sedlo, a singulárńı bod [0, 1] je asymptoticky stabilńı, typu přitažlivý uzel.

Singulárńı bod

[
1− a12

1− a12a21
,

1− a21
1− a12a21

]
nelež́ı v I. kvadrantu a nebudeme se j́ım proto

zabývat. Systém (4.29) má tedy pouze jedno asymptoticky stabilńı konstantńı řešeńı,

konkrétně řešeńı u1 = 0, u2 = 1. Protože b12
K2

K1

> 1, b21
K1

K2

< 1, je bud’ úživnost prostřed́ı

K2 podstatně větš́ı než K1, nebo populace N2 výrazně konkuruje populaci N1. Populace
N1 vymře, zat́ımco velikost populace N2 se ustáĺı na hodnotě K2.
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Obrázek 4.9: Nulkliny a singulárńı body systému (4.29)

4.8 Model symbiózy

Model symbiózy (také mutualismu) dostaneme, pokud máme dvě populace a př́ıtomnost
každé z populaćı podporuje r̊ust populace druhé. Označme N1(t) velikost prvńı populace a N2(t)
velikost druhé populace. Potom model symbiózy popisuje systém rovnic

dN1

dt
= r1N1

[
1− N1

K1

+ b12
N2

K1

]
, kde r1, K1, b12 ∈ R+,

dN2

dt
= r2N2

[
1− N2

K2

+ b21
N1

K2

]
, kde r2, K2, b21 ∈ R+.

(4.30)

Konstanty r1, r2 znač́ı rychlosti r̊ustu populaćı N1, N2 a K1, K2 jsou úživnosti prostřed́ı. Kon-
stanta b12 znač́ı śılu p̊usobeńı N2 na N1 a b21 znač́ı śılu p̊usobeńı N1 na N2.
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Zavedeme substituci u1 =
N1

K1

, u2 =
N2

K2

, τ = r1t, ρ =
r2
r1
, a12 = b12

K2

K1

, a21 = b21
K1

K2

a systém (4.30) přejde na

du1

dτ
= u1(1− u1 + a12u2),

du2

dτ
= ρu2(1− u2 + a21u1).

(4.31)

Systém (4.31) má 4 singulárńı body: [0, 0], [1, 0], [0, 1],

[
1 + a12

1− a12a21
,

1 + a21
1− a12a21

]
. Jacobiho matice

systému je

J =

(
1− 2u1 + a12u2 a12u1

ρa21u2 ρ(1− 2u2 + a21u1)

)
.

Do Jacobiho matice dosad́ıme jednotlivé singulárńı body a dostaneme

• Pro bod [0, 0]: J(0, 0) =

(
1 0
0 ρ

)
, vlastńı č́ısla λ1 = 1, λ2 = ρ, jsou obě reálná kladná,

z čehož podle Věty 10 plyne, že singulárńı bod [0, 0] je nestabilńı odpudivý uzel.

• Pro bod [1, 0]: J(1, 0) =

(
−1 a12
0 ρ(1 + a21)

)
, vlastńı č́ısla λ1 = −1, λ2 = ρ(1 + a21) jsou

reálná, s opačným znaménkem, což podle Věty 10 znamená, že singulárńı bod [1, 0] je
nestabilńı, typu sedlo.

• Pro bod [1, 0]: J(0, 1) =

(
1 + a12 0
ρa21 −ρ

)
, vlastńı č́ısla λ1 = 1+a12, λ2 = −ρ jsou reálná,

opačného znaménka, tedy singulárńı bod [0, 1] je podle Věty 10 nestabilńı, typu sedlo.

• Pro bod

[
1 + a12

1− a12a21
,

1 + a21
1− a12a21

]
: J

(
1 + a12

1− a12a21
,

1 + a21
1− a12a21

)
=

=
1

1− a12a21

(
−a12 − 1 a12(a12 + 1)

ρa21(a21 + 1) ρ(−a21 − 1)

)
, vlastńı č́ısla jsou

λ12 =
(−ρa21 − ρ− a12 − 1)±

√
(ρa21 + ρ+ a12 + 1)2 − 4ρ(a21 + a12 + 1− a212a

2
21 − a12a221 − a212a21)

2(1− a12a21)
.

Na obrázku 4.10 jsou znázorněné dva př́ıpady, které mohou nastat v závislosti na parame-
trech a12, a21. V každém obrázku jsou vykresleny u1-nulkliny (př́ımky u1 = 0, 1−u1+a12u2 = 0)
a u2-nulkliny (př́ımky u2 = 0, 1 − u2 + a21u1 = 0) pro daný př́ıpad. Singulárńı bod systému
(4.31) dostaneme jako pr̊useč́ık u1-nulkliny s u2-nulklinou. V každém obrázku je schématické
znázorněńı fázových trajektoríı v okoĺı singulárńıch bod̊u. V daľśım textu si oba dva př́ıpady
rozebereme podrobněji.

• Obr 4.10 (a): Pro a12a21 < 1, tedy b12
K2

K1

b21
K1

K2

= b12b21 < 1, jsou singulárńı body

[0, 0], [1, 0] a [0, 1] nestabilńı. Singulárńı bod

[
1 + a12

1− a12a21
,

1 + a21
1− a12a21

]
, který lež́ı v I. kvad-

rantu je asymptoticky stabilńı přitažlivý uzel. Systém (4.31) má tedy pouze jedno asymp-

toticky stabilńı konstantńı řešeńı, konkrétně řešeńı u1 =
1 + a12

1− a12a21
, u2 =

1 + a21
1− a12a21

.

Pokud jsou úživnosti prostřed́ı K1, K2 přibližně stejné a mı́ry konkurenčńıho dopadu
jedné populace na druhou b12, b21 nejsou

”
př́ılǐs velké“, potom se velikosti obou populaćı
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ustáĺı v novém rovnovážném stavu, který je větš́ı, než rovnovážný stav v př́ıpadě, kdy
obě populace žij́ı osamoceně.

• Obr 4.10 (b): Pro a12a21 > 1, tedy b12
K2

K1

b21
K1

K2

= b12b21 > 1 jsou singulárńı body

[0, 0], [1, 0] a [0, 1] nestabilńı. Singulárńı bod

[
1 + a12

1− a12a21
,

1 + a21
1− a12a21

]
lež́ı mimo I. kvad-

rant a nebudeme se j́ım proto zabývat. Systém (4.31) má pouze nestabilńı konstantńı
řešeńı, což znamená, že obě populace neomezeně rostou.

Obrázek 4.10: Nulkliny a singulárńı body systému (4.31)
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5. Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo uvedeńı základńıch matematických model̊u vybraných
populačńıch problémů. Po dvou úvodńıch kapitolách byl ve třet́ı kapitole uveden logistický
model r̊ustu, kde bylo ukázáno, že velikost populace se časem ustáĺı na hodnotě, která je rovna
úživnosti prostřed́ı, ve kterém populace žije. Pokud je však r̊ust populace nějakým zp̊usobem
ovlivňován, např. predaćı nebo sklizńı, populace bud’ vymře, nebo se jej́ı velikost ustáĺı v novém
rovnovážném stavu. Dále byl ve třet́ı kapitole uveden model r̊ustu se zpožděńım. Ve čtvrté kapi-
tole byly popsány dva modely dravec-kořist, z nichž jeden je známý Lotk̊uv-Volterr̊uv. Dále byl
popsán možný vývoj dvou populaćı, které si navzájem konkuruj́ı. Stejně tak byl vysvětlen vývoj
populaćı, které žij́ı v zájemné symbióze.

V práci je možné pokračovat mnoha zp̊usoby, jedńım z nich je rozš́ı̌reńı jednotlivých model̊u.
Např́ıklad model r̊ustu se zpožděńım lze použ́ıt při studiu š́ı̌reńı infekćı, kdy zpožděńı T znač́ı
inkubačńı dobu, během které infekce propukne. Dále je možné uvést mnohé daľśı modely typu
dravec-kořist, např. model uvažuj́ıćı vnitrodruhovou konkurenci kořisti.

Práce vycháźı z výsledk̊u uvedených v citované literatuře. Vlastńım př́ınosem autorky této
práce jsou některé výpočty a souvisej́ıćı klasifikace singulárńıch bod̊u provedené v kapitole třet́ı.
K práci byl vytvořen program v Matlabu. Je možné vybrat si jeden ze čtyř model̊u (logistický
model, Lotk̊uv-Volterr̊uv model, model symbiózy, model konkurence), zadat parametry jako je
např́ıklad rychlost r̊ustu nebo počátečńı velikost populace a program vykresĺı velikost populace
(popř. populaćı) v čase.
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6. Výstup z programu

Obrázek 6.11: Logistický model
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Obrázek 6.12: Logistický model
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Obrázek 6.13: Lotk̊uv-Volterr̊uv model
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Obrázek 6.14: Lotk̊uv-Volterr̊uv model
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Obrázek 6.15: Model konkurence
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Obrázek 6.16: Model symbiózy
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