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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva modelovanim popula¢nich problémt v biologii. Jejim cilem
je uvedeni zékladnich modeld popisujicich dynamiku vyvoje jedné nebo dvou populaci.
Modely, které jsou v této praci uvedené, jsou popsany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi
prvniho fadu. Pii zkouméni vyvoje populace v case je hlavnim problémem hledani sin-
gularnich bodt (a zkouméni jejich stability) diferencidlnich rovnic, které vyvoj dané popu-
lace popisuji. Prace je proto vénovéana i témto problémtm.

Abstract

This bachelor “s thesis deals with the modeling of population problems in biology. The aim
of this thesis is to mention some basic models describing dynamics of the evolution of one
or two populations. Models mentioned in this thesis are described by first-order ordinary
differential equations. Exploring the evolution of the population brings the main question -
searching for singular points (and verifying their stability) of differential equations describ-
ing the evolution of the population. Therefore the thesis also deals with these problems.
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1. Uvod

Sestavovani populacnich modelu je dulezitou soucasti matematické biologie. Populacni mo-
dely jsou matematické modely, které ndm umoznuji studovat zmény (dynamiku) populace
a kterymi muzeme popsat spoustu déju probihajicich v prirodé. Tyto modely uvazuji rychlost
rustu dané populace, déle pak rychlost vymirani, kapacitu prostiedi, migraci a spoustu dalsich
vlivu, které maji dopad na vyvoj zkoumané populace. Popula¢ni modely nam pomahaji pocho-
pit, jak a proc se populace méni v case, nebo pii interakci s jinou populaci.

Matematické modelovani populacnich problému mé dlouhou historii, prvni modely byly
sestavovany od 18. stoleti. Jeden z nejjednodussich modelt je exponencialni model, kdy rychlost
zmény v populaci je imérna velikosti populace. Timto modelem se tidi naptiklad bakterie, které
se mnozi exponencialné az do doby, kdy dojde k vycerpani zivin. V roce 1838 Pierre Francois
Verhulst formuloval logisticky model rustu, ktery patii k zakladnim popula¢nim modeltim.
Hlavni zajem o populaéni modely prisel na pocatku 20. stoleti. V téchto letech védci Alfred J.
Lotka a Vito Volterra sestavili znamy Lotkuv-Volterriv model, ktery popisuje dynamiku dvou
populaci, z nichz jedna se zivi druhou.

V této praci jsou uvedeny zakladni modely popisujici dynamiku jedné nebo dvou popu-
laci. VSechny tyto modely jsou popsany obycejnymi diferencialnimi rovnicemi prvniho tadu.
Zajimé nas, do jakého stavu se populace s ¢asem vyvine, a proto je hlavnim problémem hledani
a zkoumani stability singularnich bodu danych diferencialnich rovnic.

Prvni kapitolou této bakalarské prace je kratky ivod, kde je popsana problematika a cil
prace. Po uvodu nasleduje kapitola obsahujici matematicky aparat, kde jsou zavedeny dulezité
pojmy, kterymi se budeme zabyvat v dalsim textu. Ve treti kapitole jsou uvedeny modely
popisujici dynamiku jedné populace. Nejjednodussi z nich je exponencialni model a logisticky
model rustu, ktery je dale rozsiten v model larev hmyzu zijicich na stromé, model rustu se
zpozdénim a model sklizné jedné populace. V nasledujici ¢tvrté kapitole se budeme zabyvat
modely, které popisuji dynamiku dvou populaci. Nejjednodussim z nich je Lotkuv-Volterruv
model dravec-koftist, déle je zde uveden realisticky model dravec-kotist, model konkurence a jako
posledni je popsan model symbidzy. Patd kapitola je vénovana zavéru, kde je uvedeno kratké
shrnuti. K praci byl vytvoren program v Matlabu, jehoz vystupy jsou uvedeny v priloze.



2. Matematicky aparat

Véty, definice a poznamky uvedené v této kapitole lze nalézt v [3] a [4].

Uvazujme nelinedrni systém n obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu tvaru

yi = fl(t7y17y27 ‘”Jyn)u

yé = f2(ta91,3/2> "'yn)7
(2.1)

y;L = fn(t>y17y27 >yn)

se spojitymi pravymi stranami a za predpokladu, Ze parcidlni derivace funkci na pravych
strandch, 0f; /Oyx, i,k = 1,2,...,n, existuji a jsou spojité. Predpokladejme, ze vektorova funkce
o(t) = (p1(t), pa(t), ..., on(t)) je Fesenim systému (2.1) na intervalu I = (¢, 00), které v bodé

t = to vyhovuje pocatecni podmince p(tg) = ¢° = (02, ..., ).

Definice 1 (Stabilita a nestabilita fesenf). Reseni o(t) systému (2.1) se nazjva stabiln
(podle Ljapunova) na intervalu (to, 00), kdyz pro libovolné kladné redlné ¢islo € existuje kladné
realné cislo 0 takové, ze pro kazdé teseni y(t) = (y1(t),ya(t),...,yn(t)) systému (2.1), které
vyhovuje podmince

lyi(to) — @Y1 <8,  i=1,2,...,n

plati
lyi(t) — i(t)] < g, 1=1,2,...,n

pro kazdé t > t.
Jestlize néjaké teseni nevyhovuje predchazejici definici, pak ho nazveme nestabilnim.

Definice 2 (Asymptoticka stabilita feseni). Reseni ¢(t) systému (2.1) se nazjvé asymp-
toticky stabilni, pokud je stabilni a kromé toho nerovnosti

|yl(t0)—<p?|<6, i:1,2,...,n,

implikuji relace
tlim lyi(t) — @i(t)| =0, i=1,2,...,n.
—00

Poznamka 1. V dalsim textu se budeme zabyvat pouze ptipady n = 1, nebo n = 2.

Systém diferencialnich rovnic tvaru

(2.2)



kde f a ¢ jsou funkce definované na néjaké oblasti 0 v prostoru R?, se nazyva autonomni
systém. Funkce f a g mohou byt definovany také na celém prostoru R2. Oblast ) se nazyva
fazovy prostor, proménnd ¢, obsazend v systému (2.2) pouze implicitné, se nazyva ¢as. Budeme
predpoklddat, ze funkce f a g v systému (2.2) jsou spojité, parcidlni derivace 0f/0x, df /0y,
0g/0x, Dg/dy existuji a jsou také spojité na Q. Tyto predpoklady ndm zaruci, ze kazdym bodem
oblasti 2 prochazi pravé jedno teseni x(t), y(t).

Definice 3 (Singuldrni feSeni). Necht z* a y* jsou redlnd ¢isla, kterd spliuji
f(ZE*, y*) =0,

g9(z",y") = 0.
Pak dvojice konstantnich feseni z(t) = z*, y(t) = y* je FeSenim systému (2.2), které nazyvame
singularni feseni. Bod [z*, y*] se nazyva singuldrni bod.

Poznamka 2. Misto pojmu singularni feSeni resp. bod se také pouziva pojem stacionarni reseni
resp. bod nebo rovnovazny stav resp. bod.

Poznamka 3. Autonomni systém (2.2) je dvourozmérny. V piipadé jednorozmérného au-
tonomniho systému se pojem singuldrni (staciondrni, rovnovazny) bod resp. feseni zavede ana-
logicky.

Definice 4 (Trajektorie autonomniho systému). Necht dvojice funkef z(t), y(t) je fesenim
systému (2.2). Mnozina T bodu v roviné (x,y) definovand

T={(x,y) € Q:z(t) =7, y(t) =7 pro ngjaké ¢t € R},

se nazyva trajektorie systému (2.2). Rovinu (z,y), do které trajektorie zakreslujeme, nazyvame
fazovou rovinou.

Definice 5 (Nulkliny). Kiivka, slozend z bodu (x,y) v roviné, které splauji f(z,y) = 0, se
nazyva x-nulklina. V bodech této nulkliny plati 2’ = 0 a kazd4 trajektorie ji protind ve svislém
sméru. Kiivka, slozend z bodu (z,y) v roving, které splnuji g(x,y) = 0, se nazyva y-nulklina.
V bodech této nulkliny plati 3/ = 0 a kazda trajektorie ji protind ve vodorovném sméru.

Poznamka 4. Pokud partikularni feseni x(t), y(t) systému (2.2) chapeme jako kiivku v pros-
toru 0 danou parametricky rovnicemi x = z(t), y = y(t), dostaneme trajektorii systému.
Trajektorie systému tvoti fazovy obraz feseni systému. Trajektorie je kolmym prumétem grafu
vektorové funkce (z(t),y(t)) z prostoru R x € do prostoru €.

Poznamka 5. Dvé ruzné trajektorie systému (2.2) nemaji spolecny zadny bod, nebo jsou zcela
totozné.

Véta 6 (Klasifikace trajektorif). Autonomni systém (2.2) muze mit pouze tii nésledujici
typy trajektorii:

1. Stacionarni body. Tyto trajektorie odpovidaji singularnim feSenim.

2. Uzavtené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym fesenim. Uvnitf
kazdého cyklu lezi alespon jeden stacionarni bod.

3. Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.
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Definice 6 (Jacobiho matice). Matice

) ey
J(x,y) = 2;” gg :

se nazyva Jacobiho matice systému (2.2).
Poznamka 7. Mame-li pouze jednu rovnici 1. fadu tvaru 2’ = f(z), potom se Jacobiho matice
redukuje na skalarni vyraz, znacime ji

_df
~dx’
Definice 7 (Charakteristickd rovnice, vlastni ¢isla). Charakteristickou rovnici matice A
rozumime rovnici

J

det(A—AI) =0,

s neznamou A. Kofeny této rovnice nazyvame vlastni ¢isla matice A (také charakteristickd ¢isla
matice A).

Poznamka 8. Uvazujme matici A = ( (CZ Z

a det(A) = ad — bc determinant matice A, muzeme charakteristickou rovnici matice psat ve

tvaru A2 — Tr(A)\ + det(A) = 0.

). Oznac¢ime-li Tr(A) = a + d stopu matice A

Poznamka 9 (Klasifikace singularnich bodu). Podle chovani trajektorii v okoli singuldrnich
bodu systému (2.2) rozdélujeme singularni body do nésledujicich navzdjem disjunktnich skupin:

e Uzel: Singularni bod [z*, y*] se nazyva uzel, jestlize vSechny trajektorie z néjakého okoli
tohoto bodu konverguji pro t — oo nebo t — —oo k bodu [z*,y*] tak, Ze nedochdzi
k oscilacim kolem limitni hodnoty.

e Ohnisko: Singuldrni bod [z*, y*] se nazyva ohnisko, jestlize viechny trajektorie z néjakého
okoli tohoto bodu konverguji bud pro t — oo nebo pro t — —oo a to tak, Ze kolem tohoto
bodu osciluji se zmensujici se amplitudou.

e Sedlo: Singuldrni bod [z*, y*]| se nazyvé sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze
konec¢ny pocet trajektorii, které pro ¢ — +oo konverguji k tomuto bodu.

e Bod rotace: Singuldrni bod [z*,y*| se nazyvd bod rotace, jestlize kazdé jeho okoli ob-
sahuje nekoneéné mmnoho trajektorii, které jsou cykly. Pokud v néjakém okoli existuji
pouze cykly, nazyva se tento bod navic stied.

Véta 10 (Klasifikace singuldrnich bodt pomoci vlastnich &isel Jacobiho matice).
Uvazujme vlastni ¢isla Jacobiho matice vypoctend v singuldrnim bodé systému (2.2).

Jsou-li obé vlastni ¢isla redlnd kladnd, je singuldrni bod nestabilni (odpudivy) uzel.

Jsou-li obé vlastni ¢isla redlné zéporn4, je singularni bod asymptoticky stabilni (ptitazlivy)
uzel.

Jsou-li vlastni ¢isla realnd a maji-li opacnd znaménka, je singularni bod sedlo.

Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzend s kladnou redlnou ¢ésti, je singularni bod nesta-
bilni (odpudivé) ohnisko.
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e Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzend se zapornou realnou casti, je singularni bod
asymptoticky stabilni (pfitazlivé) ohnisko.

e Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzena s nulovou realnou ¢asti, je singularni bod ohnisko,
nebo bod rotace.

Poznamka 11. Stabilni singularni bod, ktery neni asymptoticky stabilni se nazyva neutralné
stabilni. Singularni bod typu stfed je tedy neutralné stabilni.

Poznamka 12. Véta 10 vychazi z tzv. linearizace systému (2.2), ¢imz dostaneme linedrni

autonomni systém
(1)-+(2)
ys ) (R '

kde matice A typu 2 x 2 je konstantni . Pomoci Taylorova rozvoje systému (2.2) v okoli jeho sin-
guldrniho bodu [z*, y*] lze ukézat, ze matice A linearizovaného systému (2.3) je rovna Jacobiho
matici systému (2.2) vypoctené v jeho singularnim bodé [z*, y*|, tedy A = J(z*, y*).

Pokud je systém (2.2) piimo linedrni, tedy tvaru (2.3), pak Véta 10 dava zndmé vysledky
z teorie linearnich autonomnich systému.

O stabilité singuldrniho bodu jednorozmérného nelinearniho autonomniho systému rozhod-
neme pomoci hodnoty vlastniho ¢isla Jacobiho matice vypoctené v singuldrnim bodé tohoto
systému. Je-li vlastni ¢islo zaporné, potom je singuldrni bod asymptoticky stabilni. Je-li vlastni
¢islo kladné, potom je singularni bod nestabilni.

12



3. Modely jedné populace

Podklady pro vysledky tfeti a ¢tvrté kapitoly vychazi z monografie [1].

3.1 Spojity model riastu populace

Oznacime-li N (t) (dale také struéné N) velikost populace v ¢ase ¢, potom pro zménu populace
dostaneme

dN

dt
Pokud neuvazujeme migraci a predpokladame, ze rychlost rustu i rychlost vymirani populace
jsou primo umeérné velikosti populace, dostaneme model

dN
% =7rN — dN, kde r, d € R+. (34)

Konstanta r znaci rychlost rustu, d znaci rychlost vymiréani. Jednd se o linearni diferencidlni
rovnici 1. fadu, jejim feSenim je

= narozeni — umrti + migrace.

N(t) = Noe=Dt kde Ny je stav populace v case t=0.

N(b) r>d

No —_ . r<d

Obrazek 3.1: Graf feseni rovnice (3.4)

Pokud rychlost rustu populace je vétsi nez rychlost vymirani, tedy r > d, populace expo-
nencialné roste, v opacném piipadé exponencialné vymira.

Model (3.4) je v8ak velmi nerealisticky, populace nemuze neomezené rust, protoze zdroje
potravy jsou omezené. Pokud budeme uvazovat uzivnost prostiedi, dostaneme logisticky model

rustu populace

dN N
—=rN|1-—= k K e R". :
=T ( K) , der, K € (3.5)

Konstanta r predstavuje rychlost rustu populace, K je tzivnost prostiedi. Z modelu vidime,

N
ze pokud je velikost populace mensi nez K, pak e < 1, tedy 1 — e > 0, z ¢ehoz plyne, Ze

13



dN
— > 0, coz znamend, ze populace roste. Pokud je velikost populace rovna hodnoté K, pak

dt

N N dN

= 1, tedy 1— = 0, z ¢ehoz plyne, ze s 0, tedy velikost populace se neméni. V pripadeé,
N dN

kdy je velikost populace vétsi nez K, je e > 1, tedy 1 — e <0a o < 0, coz znamena, ze

velikost populace se zmensuje.

Rovnice (3.5) je diferencidlni rovnice 1. fadu se separovanymi proménnymi a také Ber-
noulliova rovnice, ktera ma 2 konstantni feseni: N = 0a N = K. Zajimé néas, zda jsou tato feseni
stabiln{ (asymptoticky stabiln{). Jacobiho matice rovnice (3.5) je v daném piipadé skalarni vyraz

2Nr

J=r 7

Po dosazeni feseni N = 0 do Jacobiho matice dostaneme J(0) = r, a soucasné tedy i vlastni
¢islo je A = r. Vlastni ¢islo je kladné, z ¢ehoz podle Poznamky 12 plyne, ze feSeni N = 0 je
nestabilni. Pokud do Jacobiho matice dosadime feseni N = K, dostaneme J(K) = —r, a vlastni
¢islo je A = —r. Vlastni ¢islo je zaporné, coz podle Poznamky 12 znamen4, ze feSeni N = K je
asymptoticky stabilni.

Nekonstantnim fesenim rovnice (3.5) je

NoKe™

N() = K+ Ny(emt — 1)’

kde Ny je stav populace v ¢ase t=0.

Obrazek 3.2: Graf feseni rovnice (3.5)

Z grafu teseni je vidét, ze N(t) — K pro t — oo. Velikost populace se tedy ¢asem ustéli
v rovnovazném stavu K, ktery je asymptoticky stabilnim konstantnim fesenim rovnice (3.5).

3.2 Larvy hmyzu zZijici na stromé

Oznaéme N(t) velikost populace larev hmyzu, které cizopasi na stromé. Dynamiku populace
larev popisuje model

dN N
— =rgN|(1— — —p(N), kde rg, Kg € R*. (3.6)
dt KB

Konstanta rg je rychlost rustu populace, K tzivnost prostiedi zavisla na mnozstvi listi, popf.
jehli¢i na stromé a funkce p(IN) reprezentuje predaci, prevazné ptactvo. Jako predaci uvazujme

BN?
p(N) = m, kde A,B c R+.

14



P(N)

Ne N

Obrazek 3.3: Funkce p(N)

Pro dostatecné velkou populaci N se predétori nasyti a p(N) se ustali na hodnoté B. Pokud je
populace N mensi nez jista prahova hodnota N, predatofi si hledaji potravu jinde a predace
rychle klesd. Po dosazeni funkce p(N) rovnice (3.6) prejde na rovnici

dN N BN?

Ay V3 (ST T 3.7

at P ( KB) A2+ N? (3.7)

A K Bt
Zavedenim substituce u = o= %, q= TB’ = rovnice (3.7) ptejde na

du u u?
B 1—=2) — . 3.8
ar ( q) 1+ u? (38)

Jedna se o diferencidlni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi. Zajimaji nas rovnovazné
stavy, tedy konstantni feSeni rovnice (3.8). Jedno konstantni feseni je u = 0, zbyld nenulovéa

2
PRSI S . Uu Uu o .
konstantni feSeni nalezneme feSenim rovnice ru [ 1 — — | = T kterou muzeme upravit na
q u
kubickou rovnici

ru® — qru* +u(r +q) —qr = 0. (3.9)

Resenim kubické rovnice (3.9) miizeme rozlisit 3 pifpady:
3 4 5 3 3 3 2
B s M
r

3 4r? r r r2
koteny uq,us a us, kde

1 3 1 3
Uy =ut + vt Uy = <__ +i£> u' <__ - 1£> v,

> 1, pak m4 rovnice (3.9) tii ruzné redlné

2 2 2 2
1 3 1 3
Uz = (—5 — 1§> ut + (—5 —l—i\/T_) v*, kde
3 2 3 4 3 2
s| ¢° ¢ ¢ 1 q q °¢°  3q | 3q
N [ T —(14+E 422 — — - L 4 HE
B 27 6T+3+\/27(+T3+q+q w o TR )

s| @ @ g 1 ¢ ¢t 5¢¢ 3¢ 3¢
R [ T T N e (T O N Y ¢ Nt T S e S
! \27 67“+3 \/27(+r3+Q+q 4r? r+r+r2

Tento ptipad je zndzornén na obrazku 3.4 (a).

Nekonstantni fesenf rovnice (3.8) ziskdme fesenim

du u? 41
dr = u W .3 2 r+q du =
ru(l—%) - u(—gu? +ru® — =Au+r)

u2+1
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L u? +1 »
- /U(U_U1)<U_U2)<U_U3)d ’

kde uy, us, us jsou feseni rovnice (3.9).

Obecné teseni rovnice (3.8) je tedy tvaru

uluguw
u%«kl u§+1 u2+1 3 kde C G R
(u — wy) AT (4 — ) Bz e =) (4 — g ) e (g —uz)

T=cln

3 4 5 3 3 3 2
o Je-li _q_3 — ¢ —2¢°+ % T B % < 1, pak mé rovnice (3.9) jeden redlny koten
r r r r
uy, popr. u} (vyznam uj je patrny z obrazku 3.4 (b)) a dva komplexné sdruzené koteny.

Obecné teseni zde z duvodu jeho komplikovanosti uvadét nebudeme.
3 4 3 2
¢ 4 o0, 4 5 3¢ 3q

e Jei———¢"—2¢+——+— —— — —

T3 q q 7 4T2 T . T r2/ /7 . . . 7/ 7

U1, Uy, POPT. ui, us (vyznam uf, uj je patrny z obrazku 3.4 (c)), z nichz jeden je nasobny.

Obecné teseni zde z duvodu jeho komplikovanosti stejné jako v predchozim piipadé uvadeét
nebudeme.

= 1, pak ma rovnice (3.9) dva redlné koreny

®)

(@ _ 1(1-w/q)

- w(1+u?)

——- w1+ (g

" . : ; ‘
u uw u3 u w S u

= =
m m m uz u

Obrazek 3.4: Grafické znazornéni feseni kubické rovnice (3.9)

Pro blizsi ilustraci se nyni budeme zabyvat pripadem, kdy ¢ = 10, = —. Kubicka rovnice
9 V4l 9 V4l
(3.9) mé tii ruzné redlné koreny: uy = 1,uy = 3T Ty W= + 5 Rovnice (3.8) ma tedy

4 konstantni feseni (u = 0,u = uy,u = ug,u = ug), které jsou rovnovaznymi stavy, a dle se
budeme zabyvat jejich stabilitou.
Jacobiho matice rovnice (3.8) je skaldrni vyraz

2ru 2u 1 2u
J=r— =—(b—u)— ———.
' A R

q (14+u2)? 9
Dosadime-li do Jacobiho matice jednotlivé rovnovazné stavy v = 0,u = uy,u = us, u = us,
dostaneme:

5 5)
e Prou=0: J(0) = g’ vlastni ¢islo \ = 5 je kladné, z ¢ehoz podle Poznamky 12 plyne, ze

rovnovazny stav u = 0 je nestabilni.
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1 1
e Prou=1:J(1) = 1 vlastni éislo A = ~18 je zaporné, tedy podle Poznamky 12 je
rovnovazny stav u = 1 asymptoticky stabilni.
9 w4l 9 w4l 1 4(9 — v41
e Prou— (oY) (22 :—<1+\/41)—¥z0,05>0,
2 2 2 2 18 (63 — 9v/41)?
soucasneé i vlastni ¢islo A je kladné, z ¢ehoz podle Poznamky 12 plyne, ze rovnovazny stav

9 w4l
u = (— — —) je nestabilni.

2 2
9 il 9 il 1 4(9 4 V/A41)
P = — — | — _ = — (1 — 41) — —— 7~ —
e Pro u <2+ 5 ) J(2+ 5 ) 18( V ) (63 + 9VI1)? 0,3 <0,

soucasneé i vlastni ¢islo A je zaporné, tedy podle Poznamky 12 je rovnovazny stav

9 w4l
u = (5 + T) asymptoticky stabilni.

9 V41

Zjistili jsme tedy, ze rovnovazné stavy u =1 a u = 5 + 5 ~ 7,7 jsou asymptoticky

stabilni. Snahou je udrzet velikost populace larev na jedné z téchto dvou hodnot. Dodejme, Ze
vyhodnéjsi je udrzovat velikost populace na mensi hodnoté u = 1, protoze nebezpeci, ze by
larvy strom tuplné sezrali, je v tomto pripadé mensi.

Model byl ptivodné vytvoren koncem 20. stoleti v Kanadé, kde larvy pozirajici jedli predsta-
vovaly vazny problém. Model lze vSak pouzit pro jakykoliv strom. Velikost 1izivnosti prostiedi
lze ovlivnit naptiklad sprayovanim.

3.3 Modely riustu se zpozdénim

V predchozich modelech jsme ptredpokladali, ze rychlost rustu populace zavisi na jejim
okamzitém stavu. Ve skutecnosti vSak existuje urcité zpozdéni, béhem kterého probéhne tého-
tenstvi, dospivani, atd. S uvazovanim takového zpozdéni dostaneme logisticky model rustu se
zpozdénim

dN N(t—-T
o~V {1 - %} . kder, K, T €R". (3.10)

Parametr T je zpozdéni, konstanta r znaci rychlost rustu populace a K je tzivnost prostiedi.
Zména velikosti populace tedy zavisi na velikosti populace v ¢ase t — T'. Rovnice (3.10) je
rozsifenim rovnice (3.5), jeji feseni lze hledat numericky.

Detailnéjsim rozborem stabilntho a kvalitativniho chovani rovnice (3.10) se pro jeho kom-
plikovanost zabyvat nebudeme. Poznamenejme, ze analogicky jako v pripadé logistické rovnice
(3.5) existuji 2 konstantni feseni N = 0 a N = K. Prvni z téchto dvou feSeni je nestabilni,

T
stabilita druhého konstantniho feseni zavisi na velikosti r a T". Pokud plati 0 < rT" < —, pak je

feseni N = K asymptoticky stabilni. Na rozdil od logistické rovnice (3.5) vsak neni charakter
feseni monoténni. Navic lze ukazat, ze uvazujeme-li rovnici (3.10) v linearizovaném piipadeé, tj.
pokud studujeme rovnici

— = rN(t—T) (3.11)
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(hodnotu parametru r z duvodu obecnosti nyni pripoustime libovolnou redlnou), potom pfi

rT = —g existuje periodické feseni. Jako ilustraci uvedme rovnici
dN T
Ny (-T), 310
dt 2 (3.12)

kterd pripousti periodickd feseni N(t) =sint a N(t) = cost.

3.4 Sklizen jediné populace

Je tfeba nalézt ekologicky vyhodnou strategii pro sklizen obnovitelnych zdroju, jako jsou
nejruznéjsi plodiny nebo ryby v rybnice. Chceme, aby pii minimalnim vynalozeném usili iroda
byla co nejvétsi. V predchozim logistickém modelu (3.5) bylo ukazéano, ze velikost populace je
udrzovana na konstantni hodnoté rovnajici se uzivnosti prostiedi K, ve kterém populace zije.
Pokud zacneme populaci sklizet, zvysime tim jeji rychlost vymirani. Pokud sklizen neni pftilis
velka, populace se prizpusobi a jeji velikost se ustali na nové hodnoté N, < K. Cilem tohoto
modelu je tedy stanovit takovou rychlost sklizné, abychom dostali maximalni drodu a soucasné
nedoslo k vymfeni sklizené populace.

Model dynamiky sklizené populace dostaneme rozsitenim logistické rovnice (3.5), ¢imz
dostaneme rovnici

dN

N
—=rN|1—— ) —EN k K, E eR". 1
= ( K) , der,K,F € (3.13)

Konstanta r je rychlost ristu populace a K je izivnost prostiedi. Clen EN oznacuje vynos skli-
zné za jednotku ¢asu, E znaci vynalozené usili. Rust populace je tedy zmensovan v dusledku
sklizné. Rovnice (3.13) je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi a soucasné Ber-
noulliova rovnice. Jejim nekonstantnim reSenim je

K(r—FE)

K2(]GO—E)€7(PE)7§ _ %ef(rfE)t +r

N(t) = , kde Ny je velikost populace v ¢ase t = 0.

Nés vsak zajima konstantni feseni rovnice (3.13), coz je kromé nulového teseni také

N, (E) :K(1—§).

r

Pokud vynalozené usili na sklizeni je mensi nez rychlost rustu populace, tedy E < r, pak
Nu(E) > 0 a velikost populace se ustéli na nové hodnoté N,. Pokud je vsak vynalozené usili
na sklizen vétsi nez rychlost rustu populace, tedy E > r, pak N,(E) < 0 a jediné piipustné
konstantni feSeni je N = 0. Budeme se proto zabyvat jen piripadem, kdy E < r.

E
Oznac¢ime-li Y (E) vynos sklizné, pak Y (E) = ENy(F) = EK (1 - —). Maximalni vynos
r
. r r rK e,
sklizné Y); dostaneme pro £ = 2 tedy Yy =Y <§> = a prislusné reseni je tvaru
K
vi(3)=3
Pravou stranu rovnice (3.13) oznacime jako f(N) a rozvineme ji v Taylorovu fadu v okoli
rovnovazného bodu N, ¢imz dostaneme ptiblizné vyjadieni

f(N) = f(Np) + f'(No)(N = Ny).
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Po dosazeni za f(IN) do pravé strany rovnice (3.13) dostaneme

dN
o F(NR) + f/(N)(N = Ny). (3.14)
. dNy . y : »
Protoze = f(N,) = 0, muzeme ¢len f(N,) od obou stran rovnice (3.14) odeéist a dostaneme

linearizovanou rovnici (3.13), tedy rovnici

d

E(N — Ny) =~ f'(Np)(N — Ny). (3.15)
Pomoci této linearizace pak muzeme provést odhady casu k zotaveni T pro puvodni model

(3.13). Casem k zotaveni Tp pritom rozumime ¢as potiebny ke snizeni hodnoty pocédteéni

vychylky z rovnovazného stavu v poméru 1 : e. Uzitim dalsich obratu lze odvodit

Tw(E) 1
o[ 1,) a0

T

tj. existuje L > 0 takové, ze |Tr(E)/Tr(0)] < L(1 — E/r)~" pro viechny hodnoty E > 0. Ve
vztahu (3.16) je zduraznéna zdvislost hodnoty Tk na hodnoté E (symbolem Tx(0) rozumime
piipad, kdy sklizen je nulova). Nas v8ak zajimé vynos sklizné Y a proto rovnici (3.16) prepiseme
pro proménnou Y, ¢imz dostaneme

Tr(Y 2
rRY) o2 ). (3.17)
Tr(0) 14 /12
M
TrR(Y)/TR(0)
(b)
N(1-N/K)
’ Y=EN Y=ENi(E)
7
7
/
/
/
//
21 Z
0 YIYM 0 K2  NeE) K N

Obrazek 3.5: Grafické znazornéni vztahu (3.17) a (3.13)
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Nyni muzeme diskutovat optimdlni strategii sklizeni. V grafu obrazku 3.5 (a) je zobrazen
vztah (3.17). Vétev L+ znazornuje kladné kofeny vztahu (3.17), vétev L- kofeny zaporné. Pokud
zacneme sklizet s malou rychlosti F, v grafu obrazku 3.5 (b), kde je zobrazen vztah (3.13),
vidime, ze rovnovazny stav populace N, je blizko rovnovaznému stavu K. Jakmile za¢neme
rychlost sklizeni ' zvysovat, velikost rovnovazného stavu Ny, se blizi hodnoté % Soucasné se
v grafu (a) pohybujeme po vétvi L+ smérem k bodu S. Do bodu S se dostaneme v pfipadé,
kdy rychlost sklizeni & = 7 a rovnovdzny stav Nj, = % Jestlize vsak stale zvySujeme F,
rovnovazny stav N, klesne pod hodnotu % a dostaneme se na zapornou vétev L-, coz je velmi
nebezpecné. Idealni je tedy sklizet takovou rychlosti E, abychom rovnovazny stav N, udrzovali

K

nad hodnotou % a soucasné co nejblize této hodnote. Cfm vice se viak této hodnoté blizime,

tim vétsi je nebezpedi, Ze se dostaneme na zapornou vétev L-.
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4. Modely dvou populaci

4.5 Lotkuv-Volterruv model dravec-korist

Jestlize spolu ziji dvé populace, potom je velikost kazdé z populaci ovlivnéna piitomnosti
populace druhé. Model dravec-kotist dostaneme, pokud mame dvé populace, z nichz jedna se zivi
druhou. Pfitomnost prvni populace tedy podporuje rust druhé populace, zatimco piitomnost
druhé populace potlacuje rust prvni populace.

Ozna¢me N(t) populaci kofisti a P(t) populaci dravce (ddle opét struéné pouze N a P).
Potom Lotkuv-Volterruv model dravec-kofist je popsan systémem rovnic

dN

Y _ N@—-bP), kdea,be R,

dt 4.18)
dP (4.
%:P(CN—d% kde C,dERJr.

Konstanta a znac¢i rychlost rustu populace kotisti v nepritomnosti populace dravce, d znaci
rychlost vymirani populace dravce v neptitomnosti populace kotisti (tedy —d je rychlost rustu
dravce v nepfitomnosti kofisti). Z prvni rovnice systému (4.18) je vidét, ze rychlost rustu
a populace koristi je zmensovana v dusledku predace populaci dravce. Predace je pfimo timérna
velikosti populace dravce, tedy ¢im vétsi je populace dravcee, tim vétsi je predace a mensi rychlost
rustu populace kotisti. Pokud je populace dravce nulova, rychlost rustu populace kotisti je rovna
hodnoté a, coz znamend, Ze neomezené roste. Z druhé rovnice systému (4.18) je vidét, ze zaporna
rychlost rustu populace dravce —d je zvySovana v dusledku predace populace kofisti. Velikost
predace je primo umeérna velikosti populace kotisti. Pokud je populace kotisti nulova, rychlost
rustu populace dravce je rovna hodnoté —d, coz znamend, ze exponencidlné vymira.

N(t bP(t
Zavedenim substituce u(7) = %, v(T) = #, T=at,a = . systém (4.18) prejde na
du
i u(l —wv),
o (4.19)
i av(u —1).
-

Po vydéleni prvni rovnice systému (4.19) rovnici druhou dostaneme

dv  wv(u—1)
du O[u(l —v)’ (4.20)

Integraci (4.20) ziskdme rovnici pro fdzové trajektorie systému (4.19), tedy rovnici
au+v—Inu*v=H,

kde H je obecna redlna konstanta, pro niz plati H > H,,;, = H(u = 1,v = 1) = 1+«. Pocatecni
podminky, tedy hodnoty u(0) a v(0), uréuji konstantu H a tedy i trajektorii ve fdzové roviné.
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Obrazek 4.6: Trajektorie systému (4.19)

Systém (4.19) mé 2 singuldrni body: [0,0] a [1,1]. Jacobiho matice systému je

J:(loz_vv a(u_L))'

Dosadime-li do Jacobiho matice jednotlivé singularni body, dostaneme:
1 0

0 —«
znaménkem, z ¢ehoz podle Véty 10 plyne, ze singularni bod [0,0] je nestabilni, typu sedlo.

, vlastni ¢isla A\; = 1, Ay = —a jsou realna s opacnym

e Pro bod [0,0]: J(0,0) = (

e Pro bod [1,1]: J(1,1) = ( 2 _01 ), vlastni ¢isla A\ o = %iy/a jsou komplexné sdruzena

s nulovou redlnou ¢asti. Z obrazku 4.6 vidime, ze trajektorie v okoli bodu [1,1] jsou cyKkly.
Podle Poznamek 9 a 11 je tedy singuldarni bod [1,1] neutrdlné stabilni, typu stied.

d
Ze systému (4.19) vidime, ze d_u =0, kdyz v = 1. Tedy u(7) méni svuj prubéh z rostouciho
T

dv
na klesajici, popf. naopak, kdyz v(7) = 1. Podobné i 0, kdyz u = 1. Tedy v(7) méni rostouci
T
prubéh na klesajici, popt klesajici prubéh na rostouci, kdyz v(7) = 1. Z obrazku 4.6 vidime, ze
trajektorie systému (4.19) jsou uzaviené, coz znamena, ze feseni u(7), v(7) je periodické.

0 T

Obrazek 4.7: Znazornéni periodického feseni u(7), v(7)systému (4.19)

Vratime-li se k puvodnim parametrum systému (4.18), potom periodicky prubéh feseni
lze vysvétlit tak, ze pokud se populace kotisti zvétsuje, je podporovan rust populace dravce.
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Veétsi populace dravece vSak sezere vice koristi a populace kofisti se zacne zmensovat. Populace
dravce neméd dostatek potravy a vymird, coz zpusobi rust populace kotisti. Takto se cely cyklus
opakuje. Velikosti populace kotisti a dravce se tedy periodicky opakuji a soucasné kolisaji kolem

rovnovaznych poloh. Velikost populace koftisti kolisa kolem hodnoty —, velikost populace dravce
c

a
kolisa kolem 7 Perioda teseni je T' = , tedy klesa se zvySenim rychlosti rustu kotisti nebo

27
Vad

rychlosti vymirani dravce.

4.6 Realisticky model dravec-kortist

V Lotkové-Volterrové modelu populace koristi v neptitomnosti dravce neomezené roste, coz je

vvvvvv

Oznac¢ime-li N(t) velikost populace kofisti a P(t) velikost populace dravce, pak realistictéjsi
model dravec-kofist je popsan systémem

N N, (1 - %) — NPR(N), kder K,eR",

dt
(4.21)
dP—Ps(l—E), kde s,h € R™.

dar N
Konstanta r je rychlost rustu populace kotisti, K je uzivnost prostiedi kotisti v nepiitomnosti
dravce a funkce R(N) je odpovéd dravee na zménu v populaci kofisti. V Lotkové-Volterrove
modelu byla odpovéd dravce timérnd velikosti populace kofisti a lovce. Tato tivaha neni piilis

realisticka, protoze pokud je populace kotisti dostatecné velka, dravec se nasyti a vétsi mnozstvi
kofisti uz nepotiebuje. Nékteré piiklady funkce R(N) proto jsou

k kN k[1 — e kN
NR(N) | (b) NR(N)| (c)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | —

N N

Obrézek 4.8: Znézornéni NR(N), (a) R(N) = £, (b) R(N) = N (¢) R(N) = =™

N+D’ = N21D2°

Budeme uvazovat funkei .

T N+D
kterou dosadime do systému (4.21) a dostaneme tak systém

dN N kP
S (1-3)-45)

Lol (o)
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N(t hP(t k
Zavedenim substituce u(7) = %, v(T) = K€ ), T=rt a= o b= ;, d= e systém
(4.22) ptejde na systém
du _ u(l —u) — .
do _ bu (1 — E)
dr U

Prvnim singuldrnim bodem systému (4.23) je bod [1,0]. Druhy singularni bod lezici v prvnim
kvadrantu oznac¢ime [u*, v*|, kde

, l—d—a++\/(d+a—1)2+4d

* = 4.24
u (% 9 ) ( )
Jacobiho matice systému (4.23) je
1_9 avd —au
— u —
J— (u+d)? wu+d
bv? 2bv
— p— 22
u u
Do Jacobiho matice dosadime singuldrni bod [1, 0] a dostaneme
—a
J(1,0) = 1+d |,
0 b
vlastni ¢isla Ay = —1, Ay = b jsou tedy redlnd s opacnym znaménkem, z ¢ehoz podle Véty 10

plyne, ze singuldrni bod [1, 0] je nestabilni, typu sedlo.
Dosadime-li do Jacobiho matice singularni bod [u*, v*], dostaneme

1 — 90" — au*d —au*
J(u*v*) = (v +d)? uwu +d
b —b

J(u*,v*) lze s vyuzitim vztahu (4.24) prepsat na

* *

ot au 1 —au
J(u*,v*) — (u* + d)2 u* +d
b —b

K posouzeni stability singuldarniho bodu [u*, v*] ndm pomohou vlastni ¢isla A;, Ay matice
J(u*,v*), kterd dostaneme fesenim rovnice A\? — [trJ(u*, v*)]\ + det J(u*,v*) = 0. Singuldrn{
bod je podle Véty 10 aymptoticky stabilni, pokud realnd ¢ast vlastnich \j, Ay je zdporné. Tento
pozadavek je splnén, pokud

au®

trJ(U*,U*) < 0, tedy U* {m —

1] <b, (4.25)

* d
o >0 (4.26)

a
det J(u*,v*) > 0, tedy 1 — =14+—-— .
et J(u', %) ) ey +u*+d u*+d +(u*—|—d)2
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Pozadavek (4.26) je splnén vzdy pro a > 0,d > 0 a proto se budeme zabyvat jen pozadavkem
(4.25). Dosadime-li do pozadavku (4.25) u*,v*, dané vztahy (4.24), dostaneme pro asymp-
totickou stabilitu singularniho bodu [u*, v*] podminku

[1+a+d—\/(1—a—d)2+4d
2a

Pravou stranu vztahu (4.27) oznacime f(d,a) a budeme ji uvazovat jako funkci proménné d
s parametrem a. Protoze nas zajimaji pouze piipady kdy a > 0,d > 0, muzeme zjistit, ze
f(d,a) ma maximum pro d = 0. Po dosazeni d = 0 do (4.27) dostaneme

b > [a /A —a—dr+ 4d} (4.27)

b>2a—1,

1
COZ pro a € (0, 5) splnuje kazdé b > 0.
Bod [1, 0] systému (4.23) je vzdy nestabilni. Druhy singuldrni bod,
l—d—a++/(d+a—12+4d 1—d—a+/(d+a—1)2+4d
2 ' 2

[u*, v*] = , je asymptoticky

1 1
stabilni, pokud je b > 0,d > 0,0 < a < 3 Pokud je a > 2 potom je asymptoticka stabilita

singularniho bodu [u*, v*| zajisténa podminkou (4.27).

4.7 Model konkurence

Model konkurence dostaneme, pokud mame dvé populace a ptitomnost kazdé z nich potlacuje
rust druhé populace. Situace nastane napf. v pripadé, kdyz dvé populace bojuji o stejnou
potravu, kterd je na tizemi, kde populace ziji, v omezeném mnozstvi. Oznacme N;(t) velikost
prvni populace a Ny(t) velikost druhé populace. Potom model konkurence popisuje systém
rovnic

N N N.
Ny =11V, {1——1—1312_2} , kder Ky by €RT,

dt K, Ky (4.28)
dN2 _ vl N, M kde 73, K3, by € RY |
R - = e .

dt T92iN9 K2 21 KQ y T, 2, V21

Konstanty 71,7y znaci rychlosti rustu populaci Ny, Ny a K, Ky jsou tzivnosti prostiedi. Kon-
stanta bis znac¢i miru konkurencéniho dopadu Ny na Nj a by; znaci miru konkurencéniho dopadu
N1 na NQ.

- N N. r K K
Zavedeme substl'tu(n Uy = ?1, Uy = FZ, T =mnrt p= r_j’ a1y = b12Fj, a9 = bglé
a systém (4.28 ) prejde na systém
du
d_Tl = uy(1 —uy — apuy),
(4.29)
d’LLQ (1 )
— = pus(l — uy — as uq).
dr pu2 2 21 U1

1—a12 1-&21

Systém (4.29) méd 4 singularni body: [0, 0], [1, 0], [0, 1], [ } . Jacobiho matice

)
1 — appag 1 — ajpan

J— I — 2u; — ayus —a12Uy
—pPh21U2 P(l — 2uy — Cl21U1) '

Do Jacobiho matice dosadime jednotlivé singularni body a dostaneme:

systému je
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1
0
z ¢ehoz podle Véty 10 plyne, ze singularni bod [0, 0] je nestabilni odpudivy uzel.

e Pro bod [0,0]: J(0,0) = (

2 ), vlastni ¢isla A\; = 1, Ay = p, jsou obé realna kladna,

—1 —a12

0 p(1—az)
Mohou tedy nastat dva ptipady:

e Pro bod [1,0]: J(1,0) = ( ), vlastni ¢isla jsou Ay = —1, Ay = p(1 — ag).

— pro ag < 1je Ay > 0, tedy singularni bod [1,0] je podle Véty 10 nestabilni, typu
sedlo.

— pro as; > 1 je Ay < 0, tedy singularni bod [1,0] je podle Véty 10 asymptoticky
stabilni, typu pritazlivy uzel.
1-— a12 0

e Probod [0,1]: J(0,1) = ( pa p
—pas  —

tedy nastat dva ptipady:

), vlastni ¢isla jsou Ay = 1 —ay2, Ay = —p. Mohou

— pro a;s < 1 je Ay > 0, tedy singuldrni bod [0,1] je podle Véty 10 nestabilni, typu
sedlo.

— pro a;z > 1 je Ay < 0, tedy singularni bod [0,1] je podle Véty 10 asymptoticky
stabilni, typu pritazlivy uzel.

b )
1 —ajpaz 1—apan 1 —aa91 1 — ajpa9

1 ajp — 1 ap(a;s — 1)
pasi(azn — 1)  plag —1)

R , vlastni ¢isla jsou
1 —aypa2

(pag1 — p+aiz — 1) £ \/(—paz1 + p — a12 + 1)2 — 4p(—az; — a2 + 1 — adyad; + a12a3; + alya0)

A =
1,2 2(1 — a12a21)

V zavislosti na parametrech a9, as; tedy muzeme rozlisit 4 pripady, zndzornéné v obrazku 4.9.
V kazdém z obrazku jsou zobrazeny u;-nulkliny (pifmky u; = 0, 1—u; —ajous = 0) a ug-nulkliny
(primky us = 0, 1 — uy — asyu; = 0) pro dany piipad. Prusec¢ik w;-nulkliny s up-nulklinou je
singuldrni bod systému (4.29). Déle jsou v kazdém obrazku schematicky znézornény fazové
trajektorie v okoli singularnich bodu. Jednotlivé ptipady si rozebereme podrobnéji.

K. K
e Obr. 4.9 (a): Pro ajp < 1,ay < 1, tedy 612?2 < 1,b21F1 < 1, jsou singularni body
1 2

1—0,12 1—(1,21

[1,0] a [0,1] nestabilni, typu sedlo. Singuldrni bod , ktery lezi

1 —ajpag’ 1 — apan

v I. kvadrantu, je typu pritazlivy uzel. Tedy pouze jedno konstantni feseni systému (4.29)
1—a l1—a

je asymptoticky stabilni, konkrétné feseni u; = —12’ Uy = ——2 Pokud jsou

. . o o L i 1—6112@21V i 1—6112@_21 i

uzivnosti prostiedi K, Ky priblizné stejné a miry konkurencéniho dopadu jedné populace

na druhou by, by; nejsou ,,ptilis velké”, potom se velikosti obou populaci ustali v novém
rovnovazném stavu, ktery je vSak mensi nez rovnovazny stav v pripadé, kdy populace ziji
osamocene.

K K
e Obr. 4.9 (b): Pro ajp > 1,as; > 1, tedy bu?2 > 1,1921?1 > 1, jsou singularn{ body [1, 0]
1 2

1—(112 1—(121

a [0, 1] asymptoticky stabilni, typu ptitazlivy uzel. Singuldrni bod ,
— 12091 1 — a1za9;
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lezici v I kvadrantu je nestabilni, typu sedlo. Systém (4.29) ma tedy dvé asymptoticky
stabilni konstantni feseni, konkrétné feseni u; = 1,uy = 0 a u; = 0,uy = 1. Prestoze
tato feseni jsou rovnovaznymi stavy, ve skutecnosti nemohou existovat oba dva soucasné.
Zalezi na pocéatecnich podminkéch, v jakém rovnovazném stavu se systém (4.29) ustali. 1.
kvadrant fazového systému je rozdélen na dvé ¢asti, podle toho, k jakému konstantnimu
feSeni jednotlivé pocatecni stavy konverguji. Pokud pocatecni podminky, tedy hodnoty
u1(0), u2(0), lezi v pravé casti I. kvadrantu, potom se systém ustdli v rovnovazném stavu
up = l,uy = 0. Znamena to, ze populace Ny vymre, zatimco velikost populace Ny se
ustali na hodnoté K. Velikost populace N; tedy bude stejné velka jako v ptipadé, kdy by
populace zila osamocené. Pokud vsak pocateéni podminky lezi v levé ¢asti 1. kvadrantu,
systém se ustali v rovnovazném stavu u; = 0,us = 1. Populace N; tedy vymfe, zatimco
populace Ny se ustali na hodnoté K.

K. K

Obr. 4.9 (C): Pro a;s < 1,a9p > 1, tedy b12F2 < 1,b21?1 > 1, je singulérni bod [1,0]
1 2

asympoticky stabilni, typu ptitazlivy uzel a singuldrni bod [0, 1] je nestabilni, typu sedlo.

1—CL12 1-@21

Singularni bod nelezi v 1. kvadrantu a proto se jim nebudeme

1 — ayza91” 1 — arpa9
zabyvat. Systém (4.29) m4 tedy jedno asymptoticky stabilni konstantni feseni, konkrétné
feSeni u; = 1,us = 0. Protoze blz?2 < 1,b21fl > 1, je bud uzivnost prostiedi K
2
podstatné vétsi nez uzivnost prostiedi K5, nebo populace N; vyrazné konkuruje populaci
Ns. Velikost populace Ni, kterda ma mnohem lepsi podminky nez populace Ny se ustali
na hodnoté K, zatimco populace Ny vymfe.
Ky K, . (.
Obr. 4.9 (d) Pro a2 > 1,@21 < 1, tedy 612? > 1,621F < 1, je smgularnl bod [1,0]
1 2

nestabilni, typu sedlo, a singuldrni bod [0, 1] je asymptoticky stabilni, typu pfitazlivy uzel.
1-— a12 1-— 921

Singularni bod nelezi v I. kvadrantu a nebudeme se jim proto

1 —apas’ 1 — ajzan

zabyvat. Systém (4.29) ma tedy pouze jedno asymptoticky stabilni konstantni Fesen,

konkrétneé feseni u; = 0, us = 1. Protoze blz?2 > 1, bafl < 1, je bud tZivnost prostiedi
1 2

K5 podstatné vétsi nez K, nebo populace Ny vyrazné konkuruje populaci Ny. Populace
Ny vymfe, zatimco velikost populace N; se ustdli na hodnoté K.
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> N\

0 1/a21 1 ut

Obrézek 4.9: Nulkliny a singuldrni body systému (4.29)

4.8 Model symbidzy

Model symbidzy (také mutualismu) dostaneme, pokud mame dvé populace a piitomnost
kazdé z populaci podporuje rust populace druhé. Oznacme N;(t) velikost prvni populace a No(t)
velikost druhé populace. Potom model symbidzy popisuje systém rovnic

dN N N-

—1 :TlNl |:]_——1 +b12—2:| s kde Tl,Kl,blg €R+7

dt K K (4 30)

N Ny (1o N, M kde 7, Ko, by € RT '
= — e .

di T2iN2 Ky 21 K, ) o, N2, 021

Konstanty 71,7y znaci rychlosti rustu populaci Ny, Ny a K, Ky jsou tzivnosti prostiedi. Kon-
stanta by znadi silu pusobeni Ny na Np a by; znadci silu pusobeni N; na Ns.
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Zavedeme substituci uy = —, ug = —/—, 7 = rt, p = —, a9 = bo—, as; = by—

a systém (4.30) prejde na

du
d—l = uy(1 — uy + ajpus),
T (4.31)
dus (1 —ug + asuy)
— = pus(l — .
dr puU2 2 21U1

1 + a12 1 + a921
1 "1
— Q12021 — Q12021

Systém (4.31) mé 4 singularni body: [0, 0], [1, 0], [0, 1], [ } . Jacobiho matice

systému je

J— 1 —2u; + apus a1y
pPa Uz p(1 — 2ug + agiuy)
Do Jacobiho matice dosadime jednotlivé singularni body a dostaneme
e Pro bod [0,0]: J(0,0) = (1) , vlastni ¢isla A\; = 1, Ay = p, jsou obeé realna kladna,

z ¢ehoz podle Véty 10 plyne, ze singularni bod [0, 0] je nestabilni odpudivy uzel.

-1 12

0 p(1+ag)
redlnd, s opaénym znaménkem, coz podle Véty 10 znamend, ze singuldrni bod [1,0] je
nestabilni, typu sedlo.

e Pro bod [1,0]: J(1,0) = < ), vlastni éisla Ay = —1, Ay = p(1 + ag;) jsou

1+CL12 0

paz  —p
opa¢ného znaménka, tedy singuldrni bod [0, 1] je podle Véty 10 nestabilni, typu sedlo.

e Pro bod [ + o , T an ]: J( + a2 7 + ag ) _
— 1 —ajp — 1 CL12(CL12 —+ 1)
1 — appag; \ pagi(ag +1) p(—agn —1)

e Probod [1,0]: J(0,1) = ( ), vlastni ¢isla A\; = 1+ a2, Ay = —p jsou redlna,

), vlastni ¢isla jsou

(—pag1 — p —arz — 1) & \/(pazs + p+aia + 1)2 — dp(az; + a1z + 1 — a3ya3, — a12a3, — aya91)

A =
2 2(1 — aj2a21)

Na obrazku 4.10 jsou znazornéné dva piipady, které mohou nastat v zavislosti na parame-
trech ajs, as;. V kazdém obrazku jsou vykresleny ui-nulkliny (pfimky u; = 0, 1 —u; +aj2us = 0)
a ug-nulkliny (pifmky uy = 0, 1 — us + asgu; = 0) pro dany piipad. Singuldrni bod systému
(4.31) dostaneme jako prusecik uj-nulkliny s ug-nulklinou. V kazdém obrazku je schématické
znazornéni fazovych trajektorii v okoli singularnich bodu. V dalsim textu si oba dva piipady
rozebereme podrobnéji.

Ky, K
e Obr 4.10 (a): Pro ajpas < 1, tedy b12?2b21F1 = biaby; < 1, jsou singularni body
1 2

o - 1+a 1+a
[0,0],[1,0] a [0, 1] nestabilni. Singularni bod 2 21
I —ampas 1 —apzan
rantu je asymptoticky stabilni pritazlivy uzel. Systém (4.31) mé tedy pouze jedno asymp-
. o L IR l+a l+a

toticky stabilni konstantni feSeni, konkrétné teseni u; = —u,uz = &

. L . , 1 ., l—apay L = aizan
Pokud jsou uzivnosti prostiedi K, K, ptiblizné stejné a miry konkurené¢niho dopadu

jedné populace na druhou b9, bo; nejsou ,,prilis velké®, potom se velikosti obou populaci

, ktery lezi v I. kvad-
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ustali v novém rovnovazném stavu, ktery je vétsi, nez rovnovazny stav v pripadé, kdy

obé populace ziji osamocené.

Obr 4.10 (b) Pro appas; > 1, tedy b1a—bo1

[0,0],[1,0] a [0, 1] nestabilni. Singuldrni bod {

K
?1 = byaby; > 1 jsou singularni body
2
1 1
e , + 021 lez{ mimo 1. kvad-
1 —ajpaz 1 — ajasn

rant a nebudeme se jim proto zabyvat. Systém (4.31) m& pouze nestabilni konstantni
feSeni, coz znamena, ze obé populace neomezené rostou.

(a)

1-w+azmw=0

S~

l-wtawm=0 l//.//
w2 - ///
// «—
A/
TR
— /
K /
//
/
o~ /
¢ :
0 1 ur* ul

(b)

1 -w+am=0

1 u

Obrazek 4.10: Nulkliny a singuldrni body systému (4.31)
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5. Zaver

Cilem této bakalaiské préce bylo uvedeni zékladnich matematickych modelu vybranych
populacnich problému. Po dvou uvodnich kapitolach byl ve tieti kapitole uveden logisticky
model rustu, kde bylo ukazano, ze velikost populace se ¢asem ustali na hodnoté, ktera je rovna
uzivnosti prostredi, ve kterém populace zije. Pokud je vsak rust populace néjakym zpusobem
ovlivitovan, napi. predaci nebo sklizni, populace bud’ vymie, nebo se jeji velikost ustali v novém
rovnovazném stavu. Déle byl ve tieti kapitole uveden model rustu se zpozdénim. Ve ctvrté kapi-
tole byly popsany dva modely dravec-kofist, z nichz jeden je znamy Lotkuv-Volterruv. Dale byl
popsan mozny vyvoj dvou populaci, které si navzajem konkuruji. Stejné tak byl vysvétlen vyvoj

V praci je mozné pokracovat mnoha zpusoby, jednim z nich je rozsiteni jednotlivych modelt.
Naptiklad model rustu se zpozdénim lze pouzit pii studiu siteni infekei, kdy zpozdéni T znaci
inkubac¢ni dobu, béhem které infekce propukne. Dale je mozné uvést mnohé dalsi modely typu
dravec-kotist, napt. model uvazujici vnitrodruhovou konkurenci kotisti.

Préce vychézi z vysledku uvedenych v citované literature. Vlastnim piinosem autorky této
préace jsou nékteré vypocty a souvisejici klasifikace singularnich bodu provedené v kapitole treti.
K préci byl vytvoren program v Matlabu. Je mozné vybrat si jeden ze ¢ty modelu (logisticky
model, Lotkuv-Volterruv model, model symbidzy, model konkurence), zadat parametry jako je
naptiklad rychlost rustu nebo pocatecni velikost populace a program vykresli velikost populace
(popf. populaci) v case.
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6. Vystup z programu

n matematicke_modely
— Parametry — Modely

Wyplfite celd Gizla 1-9 @ Logisticky model

rychiost ristu 4 () Lotkiv-Volterriv model

kapacita proatfecdi 6 () Model konkurence

podatecni velikost populace 9 () Model symbiozy, omezeny rist
Vykresli ‘ Reset ‘

Logisticky model
9
t
“

Obréazek 6.11: Logisticky model
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n matematicke_medely

— Parametry
Wyplite cela éisla 1-9
rychlost ristu 3
kapacita prostiedi 2
poéatecni velkost populace 3
Logisticky model

— Modely

@ Logisticky model
~) Lotkiv-Volterriv model
") Model konkurence

") Model symbiozy, omezeny rist

Vykresli ‘ Rezet ‘

Obrazek 6.12: Logisticky model
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r
n matematicke_maodely

— Parametry — hiodely
Yyplitte celd disla 1-9 () Logisticky model
rychlost riistu kofisti 1 @ Lotkirv-Volterriv model
konst. dmérnosti dkytku kofisti predeci 5 7) Model konkurence
poéatedni velikost kofisti 6 ) Model symbiozy, omezeny rist
' rychlost wymirani dravie 3
| konst. Umérnosti nardstu dravee predaci 3
poéatedni velikost dravoe 7
| ykresli ‘ Reset ‘
Lotkiv-Volterry model
15
korist
dravec
10 B
5L _
0 \\
-5
0
i

Obrézek 6.13: Lotkuv-Volterruv model
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n matematicke_modely

— . = -
— Parametry — Modely
Wyplfite celd Gisla 1-9 () Logisticky model
rychlost ristu kofist & @ Lotkiv-Volterriv model
konst, mérnosti Obytku koFisti predaci 2 ) Model konkurence
pocatetni velikost kofisti 4 ) Model symbiozy, omezeny rist
rychlost wymiran dravee 7
komst. amérnosti ndrlistu dravee predac 3
pocatedni velikost dravie 5

Vykresli ‘ Reset ‘

Lotkiv-Valterriv model

o

o

=

[¥5]

%]

"y

i

korist

dravec

Obrézek 6.14: Lotkuv-Volterruv model
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n matematicke_modely

— Parametry

Wyplite cela Sigla 1-9

rychiost ristu 1. populace
kapacita prostied 1. populace
konkurencni viiv populace 2 na 1
pocétecni velikost 1. populace
rychiost sty 2. populace
kapacita prostfedi 2. populace
konkurencni wliv populace 1 na 2

pocétecni velikost 2. populace

(]

— Modely
() Logisticky model
() Lotkiv-Volterriv model

@ Model konkurence

() Model symbiozy, omezeny rist

10

Madel konkurence

Vykresli ‘ Rezet ‘

— 1. populace
— 2. populace [

2

=]

Obréazek 6.15: Model konkurence
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-
n matematicke_maodely

— Parametry — Modely
Wyplfite celd disla 1-9 ) Logisticky model
rychlost ristu 1. populace & ) Lotkiv-Volterrdv model
kapacita prostiedi 1. populsce 2 “ Model kankurence
pocatedni velkost 1. populace 7 @) Model symbiozy, omezeny rist
rychlost ristu 2. populace 3
kapacita prostiedi 2. populace 8
podétedn velikost 2. populace 1
Vykresli ‘ Reset ‘
Model symbiozy
10
— 1. populace H
gl — 2. populace ||
G _
4+ u
2L _
0
0
t
L™= -]
Obrazek 6.16: Model symbidzy
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