
Kvaternion 1–2/2021, 47–57 47

HYPOTÉZA FRANCISZKA JAKÓBCZYKA O MERSENNOVÝCH

ČÍSLECH

JIŘÍ KLAŠKA

Abstrakt. Před 70-ti lety formuloval polský kněz a matematik Franciszek Jakób-

czyk zaj́ımavý a obt́ıžný problém týkaj́ıćı se Mersennových č́ısel. Do dnešńı doby
z̊ustává problém nevyřešen. Následuj́ıćı článek poskytne čtenáři základńı přehled o

problematice Mersennových č́ısel, Jakóbczykově hypotéze a jej́ı souvislosti s Wiefe-

richovými prvoč́ısly.

1. Marine Mersenne a jeho prvoč́ısla

Přirozené č́ıslo m nazýváme dokonalé, je-li rovno součtu všech svých dělitel̊u
menš́ıch než m. Např́ıklad č́ısla 6, 28, 496, 8128 jsou dokonalá, protože plat́ı:

6 = 1 + 2 + 3,

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14,

496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248,

8128 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.

Kolem roku 300 př. n. l. dokázal řecký matematik Euklides (Základy, Kniha IX,
Tvrzeńı 36) následuj́ıćı implikaci:

Je-li 2n − 1 prvoč́ıslo, pak č́ıslo 2n−1(2n − 1) je dokonalé. (1)

Původńı formulaci Euklidova tvrzeńı (1) a jeho d̊ukaz může čtenář nalézt v českém
překladu Základ̊u z roku 1907 od Frantǐska Serv́ıta (1848–1923). Viz [46, str. 154–
155]. Téměř o dva tiśıce let později, v roce 1640, dokázal francouzský matematik
Pierre de Fermat (1601–1665) následuj́ıćı tři tvrzeńı [10, str. 12], která považoval
za základńı objevy týkaj́ıćı se dokonalých č́ısel.

Věta 1.1 (Fermat, 1640). Plat́ı:

(i) Je-li n ∈ N složené č́ıslo, pak je složené také č́ıslo 2n − 1.
(ii) Je-li n ∈ N prvoč́ıslo, pak 2n děĺı 2n − 2.
(iii) Je-li n ∈ N prvoč́ıslo, pak 2n − 1 je dělitelné pouze prvoč́ısly tvaru 2kn+ 1,

k ∈ N.

Tvrzeńı (i) Věty 1.1 bývá častěji formulováno v ekvivalentńım tvaru (iv), který
je obměnou implikace (i):
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(iv) Je-li č́ıslo 2n − 1 prvoč́ıslo, pak n je prvoč́ıslo.

Vı́ce informaćı o dokonalých č́ıslech a jejich historii je možno nalézt v prvńım
d́ılu knihy History of the Theory of Numbers [10] od Leonarda Eugena Dicksona
(1874–1954) a také v článćıch [41] a [51]. Přibližně v polovině roku 1640 zaslal
Fermat dopis Marinu Mersennovi (1588–1648), ve kterém ho seznámil se svými
výsledky uvedenými ve Větě 1.1. V roce 1644 pak Mersenne vyslovil v úvodu
knihy Cogitata Physica - Mathematica [37] tvrzeńı, že jedinými prvoč́ısly mezi
č́ısly 2n − 1, kde n ≤ 257, jsou č́ısla maj́ıćı exponenty

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257. (2)

Pro zaj́ımavost uved’me, že již v roce 1591 Petrus Bungus v knize Numerorum
Mysteria [7], sestavil seznam 28 č́ısel, která považoval za dokonalá. Mersenne však
prohlásil, že pouze 8 č́ısel z Bungusova seznamu je uvedeno správně a nav́ıc k těmto
osmi č́ısl̊um přidal daľśı tři hodnoty. Tak vznikl seznam (2), obsahuj́ıćı celkem je-
denáct č́ısel [10, str. 12–13]. Č́ısla Mn = 2n−1, kde n ∈ N, dnes nazýváme Mersen-
nova č́ısla. Mersennovým prvoč́ıslem pak rozumı́me č́ıslo Mn, které je prvoč́ıslo.
V pr̊uběhu let se začalo ukazovat, že také Mersenn̊uv seznam neńı správný. Ve
skutečnosti v (2) chyb́ı č́ısla n = 61, 89, 107, pro která je Mn prvoč́ıslo. Nao-
pak, č́ısla n = 67 a 257 do seznamu (2) nepatř́ı, protože jsou složená. Opravený
Mersenn̊uv seznam má tedy tvar

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127. (3)

Čtenáře možná překvaṕı, že vytvořit správný seznam (3), se všemi detaily, trvalo
daľśıch 303 let, tedy až do roku 1947. Důvod, proč ověřeńı správnosti trvalo tak
dlouhou dobu, souviśı s nesmı́rně obt́ıžným problémem faktorizace přirozených
č́ısel. Je vhodné zde připomenout, že problém zjistit zda dané přirozené č́ıslo je
prvoč́ıslo, je mnohem lehč́ı než nalézt jeho prvoč́ıselný rozklad.

Vlastnosti dělitel̊u Mersennových č́ısel byly zkoumány řadou autor̊u. Jedno
z d̊uležitých tvrzeńı o tvarech prvoč́ıselných dělitel̊u Mersennových č́ısel objevil
v roce 1750 Leonhard Euler (1707–1783) a v roce 1775 dokázal Joseph Louis
Lagrange (1736–1813).

Věta 1.2 (Euler, 1750). Je-li p prvoč́ıslo, p ≡ 3 (mod 4), pak 2p + 1 děĺı Mp

právě tehdy, když 2p + 1 je prvoč́ıslo. V d̊usledku, jsou-li p ≡ 3 (mod 4) a 2p + 1
prvoč́ısla, pak p = 3 nebo Mp je složené č́ıslo.

Euler rovněž dokázal opačnou implikaci k tvrzeńı (1). Jeho objev byl však pu-
blikován až v roce 1849, tedy 66 let po Eulerově smrti:

Každé sudé dokonalé č́ıslo má tvar 2n−1(2n − 1),

kde n > 1 a 2n − 1 je prvoč́ıslo.
(4)

Tvrzeńı (1) spolu s tvrzeńım (4) dokazuj́ı platnost Euklidovy–Eulerovy věty.

Věta 1.3 (Euklides, Euler). Sudé přirozené č́ıslo je dokonalé právě tehdy, když
je tvaru 2n−1(2n − 1), kde 2n − 1 je prvoč́ıslo.
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Z Euklidovy–Eulerovy věty plyne existence vzájemně jednoznačné korespon-
dence mezi sudými dokonalými č́ısly a Mersennovými prvoč́ısly. Existuje domněn-
ka, že existuje nekonečně mnoho Mersennových prvoč́ısel. Tato domněnka však
nebyla do dnešńı doby dokázána. Rovněž neńı známo, zda existuj́ı lichá dokonalá
č́ısla.

V roce 1876 objevil François Édouard Anatole Lucas (1842–1891) test prvoč́ısel-
nosti Mersennových č́ısel [35, str. 316], který později zjednodušil a dokázal Derric
Henry Lehmer (1905–1991). Lehmerovy výsledky byly publikovány v článćıch [28]
a [29]. Lucas̊uv–Lehmer̊uv test prvoč́ıselnosti Mesennových č́ısel lze formulovat
následovně.

Věta 1.4 (Lucas, Lehmer). Necht’ S1 = 4 a Sk+1 = S2
k − 2 pro k = 1, 2, 3, . . . .

Je-li p liché prvoč́ıslo, pak Mp je prvoč́ıslo právě tehdy, když Mp děĺı Sp−1.

Lucas̊uv-Lehmer̊uv výsledek je použ́ıván k testováńı prvoč́ıselnosti Mersen-
nových č́ısel i v současné době. Daľśı zaj́ımavá vlastnost č́ısel Mn byla dokázána
v [43, str. 91]:

Pokud n děĺı Mp, pak n ≡ ±1 (mod 8) a n ≡ 1 (mod p).

Náročnost problému rozložit Mersennova č́ısla na součin prvoč́ısel přibĺıž́ıme
čtenáři na př́ıkladech exponent̊u n = 67 a n = 257. V roce 1903 Frank Nelson
Cole (1861–1926) rozložil na zasedáńı Americké matematické společnosti v New
Yorku č́ıslo M67 na součin dvou prvoč́ısel [16, str. 17] a t́ım dokázal, že č́ıslo M67

je složené:

267 − 1 = 147573952589676412927 = 193707721× 761838257287.

Důkaz, že č́ıslo M257 je složené, objevil Lehmer v roce 1927. Kompletńı rozklad
č́ısla M257 na součin tř́ı prvoč́ısel byl nalezen teprve v roce 1980 [16, str. 27]. Č́ıslo
M257 tvoř́ı 78 cifer a jeho prvoč́ıselný rozklad má tvar:

M257 = 23158417847463239084714197001737581570653996933128112807891516

8015826259279871

= 535006138814359× 1155685395246619182673033×
× 374550598501810936581776630096313181393.

Podrobnosti o objevech týkaj́ıćıch se Mersennových č́ısel do roku 1935, včetně
kompletńı bibliografie, lze nalézt v článku [2], jehož autorem je Raymond Clare
Archibald (1875–1955). Čtenáři lze rovněž doporučit historické pojednáńı [52] z
roku 1952, které sepsal Horace Scudder Uhler (1872–1956). Chronologický vývoj
jednotlivých objev̊u týkaj́ıćıch se faktorizace Mersennových č́ısel až do roku 1990
lze nalézt ve velmi obsáhlé práci [16], jej́ımž autorem je Haworth Guy.

V roce 1996 založil George Woltman projekt GIMPS [15] (Great Internet Mer-
senne Prime Search), jehož ćılem je hledáńı daľśıch Mersennových prvoč́ısel. Do
dnešńı doby (zář́ı 2021), je známo 51 Mersennových prvoč́ısel. Seznam (3), který
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vznikal v obdob́ı let 1644–1947 má následuj́ıćı, aktuálńı pokračováńı:

521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,

23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,

1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583,

25964951, 30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609, 57885161,

74207281, 77232917, 82589933.

(5)

V letech 1948–2021 tedy bylo nalezeno daľśıch 39 Mersennových prvoč́ısel.
Největš́ı v současnosti známé Mersennovo prvoč́ıslo Mn bylo objeveno v roce
2018 a má exponent n = 82589933. Zda je však seznam (5) mezi hodnotami
n = 43112609 a n = 82589933 kompletńı, neńı prozat́ım ověřeno. Je tedy možné, že
mezi uvedenými hodnotami existuj́ı daľśı, prozat́ım neznámá, Mesennova prvoč́ısla.
Aktuálńı informace o vývoji problematiky lze sledovat na internetové stránce
GIMPS [15].

Mersennova č́ısla jsou v současnosti studována předevš́ım v souvislosti s aplika-
cemi velkých prvoč́ısel v teorii kódováńı. Strategický význam tohoto oboru mate-
matiky pro přenos utajovaných zpráv, bankovńıch transakćı a bezpečnost internetu
vyvolává intenzivńı snahu pochopit hlubš́ı zákonitosti světa prvoč́ısel.

2. Jakóbczykova hypotéza

V roce 1951 publikoval polský kněz a matematik Franciszek Jakóbczyk (1905–
1992) následuj́ıćı zaj́ımavou hypotézu [20, str. 127] týkaj́ıćı se dělitel̊u Mersen-
nových č́ısel s prvoč́ıselými exponenty.

Hypotéza 2.1. Bud’ p libovolné prvoč́ıslo. Pak Mersennovo č́ıslo Mp neńı
dělitelné čtvercem žádného prvoč́ısla.

Jinak formulováno, je-li p prvoč́ıslo, pak prvoč́ıselný rozklad Mersennova č́ısla
Mp má tvar Mp = p1×p2×· · ·×pk, kde k ∈ N a p1, p2, . . . , pk jsou navzájem r̊uzná
lichá prvoč́ısla. Na Jakóbczykovu hypotézu upozorňuje rovněž Wac law Sierpiński
(1882–1969) v knize Co wiemy a czego nie wiemy o liczbach pierwszych [47, str.
70], která vyšla ve Varšavě v roce 1961. Ruský překlad knihy [47] vyšel v Moskvě v
roce 1963. Jakóbczykovo jméno se v souvislosti s Hypotézou 2.1 vyskytuje rovněž
v Sierpińského knize A Selection of Problems in the Theory of Numbers [48, str.
92], která vyšla v New Yorku v roce 1964. Ve skutečnosti druhá část knihy [48,
str. 25–97] obsahuje anglický překlad polského vydáńı [47]. Český překlad knihy
[47] pak vyšel v roce 1966.

V kontextu uvedených informaćı je zarážej́ıćı, že v současné době Jakóbczykovo
jméno jako autora Hypotézy 2.1 neńı v̊ubec zmiňováno a je prakticky zapomenuto.
Podrobnosti o životě a d́ıle Franciszka Jakóbczyka může čtenář nalézt v článku [40].

Pro zaj́ımavost uved’me, že ani Richard Kenneth Guy (1916–2020), autor známé
knihy Unsolved Problems in Number Theory [17] se o Jakóbczykově práci ne-
zmiňuje. Stoj́ı ale za povšimnut́ı, že Guy zauj́ımá k Jakóbczykově hypotéze velmi
vyhraněný a odmı́tavý postoj. Ṕı̌se, cituji [17, str. 7]: If p is a prime, is 2p − 1
always squarefree? This seems to be another unanswerable question. It is safe to
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conjecture that the answer is ”No!”This could be settled by computer if you were
lucky.

V knize [48, str. 102], část One hundred elementary but difficult problems in
arithmetic, položil polský matematik Andrzej Schinzel následuj́ıćı otázku P 2

10.

Problém 2.2 (Schinzel, 1964). Existuje nekonečně mnoho Mesennových č́ısel
která nejsou dělitelná čtvercem žádného přirozeného č́ısla větš́ıho než 1?

Je zřejmé, že pravdivost Jakóbczykovy Hypotézy 2.1 implikuje kladnou od-
pověd’ na Schinzelovu otázku formulovanou v Problému 2.2. Zda je však odpověd’

na Schinzelovu otázku kladná nebo záporná neńı do dnešńı doby známo.

3. Euler̊uv a Fermat̊uv kvocient

V této kapitole připomeneme několik základńıch tvrzeńı a pojmů z teorie č́ısel,
které souviśı s naš́ı problematikou. Pro libovolné m ∈ N necht’ ϕ(m) označuje
počet všech k ∈ N, kde 1 ≤ k ≤ m, která jsou nesoudělná s m. Funkci ϕ(m) zavedl
již v roce 1763 švýcarský matematik Leonhard Euler (1707–1783), který rovněž
dokázal, že

ϕ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
, (6)

přičemž součin v (6) prob́ıhá přes všechna r̊uzná prvoč́ısla p, která děĺı m. Funkce
ϕ(m) se nazývá Eulerova funkce. Speciálně, pokud m = pn, kde p je prvoč́ıslo a n
je libovolné přirozené č́ıslo, pak ϕ(pn) = pn − pn−1. Euler rovněž dokázal, že pro
libovolná nesoudělná č́ısla a,m ∈ Z, m > 1 plat́ı

aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (7)

Z (7) ihned plyne, že č́ıslo qm(a) definované vztahem

qm(a) =
aϕ(m) − 1

m
(8)

je vždy celé č́ıslo. V roce 1997 navrhla trojice autor̊u Takashi Agoh, Karl Dilcher
a Ladislav Skula [1, str. 31] použ́ıvat pro č́ıslo (8) název Euler̊uv kvocient č́ısla m
se základem a.

Speciálńım př́ıpadem Eulerova kvocientu, pro m = p, kde p je prvoč́ıslo, je
Fermat̊uv kvocient

qp(a) =
ap−1 − 1

p
. (9)

Název Fermat̊uv kvocient použil poprvé v roce 1861 James Joseph Sylvester (1814–
1897) v Comptes Rendus de l’Académie des Sciences [50, str. 161]. Pojmenováńı,
které Sylvester pro pod́ıl (9) použil, má připomı́nat skutečnost, že podle malé Fer-
matovy věty je qp(a) celé č́ıslo. Aritmetické vlastnosti č́ısel qp(a) byly od roku 1828
detailně studovány celou řadou autor̊u. Podrobnosti o dosažených výsledćıch může
čtenář nalézt v [10, str. 105–112] nebo též v publikaci Karla Lepky [31, str. 29–73].
Je vhodné zmı́nit, že některé d̊uležité vlastnosti Fermatova kvocientu objevil v le-
tech 1905–1906 český matematik Matyáš Lerch (1860–1922) v článćıch [32] a [33].
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Vlastnosti Eulerova kvocientu byly pak podrobně studovány v [1]. Eulerova funkce
ϕ(m) úzce souviśı s teoríı konečných cyklických grup. Pro potřeby tohoto článku
však bude stačit připomenout pouze několik základńıch skutečnost́ı. Pro libovolné
prvoč́ıslo p a pro libovolné n ∈ N necht’ (Z/pnZ)× označuje multiplikativńı grupu
jednotek okruhu Z/pnZ. Grupa (Z/pnZ)× je konečná a má ϕ(pn) prvk̊u. Je-li p
liché prvoč́ıslo, pak (Z/pnZ)× je cyklická. Je-li p = 2, pak (Z/2nZ)× je cyklická
právě tehdy, když n = 1 nebo n = 2. Dále, pro libovolné a ∈ (Z/pnZ)× označme
ordpn(a) řád prvku a v grupě (Z/pnZ)×, tj. nejmenš́ı přirozené č́ıslo k takové, že
ak ≡ 1 (mod pn). Uvedené pojmy budou užitečné již v následuj́ıćı kapitole.

4. Wieferichova prvoč́ısla

V roce 1909 dokázal německý matematik Arthur Wieferich (1884–1954) pozoru-
hodné tvrzeńı, týkaj́ıćı se prvńıho př́ıpadu velké Fermatovy věty [54].

Věta 4.1 (Wieferich, 1909). Necht’ p je liché prvoč́ıslo a necht’ x, y, z jsou celá
č́ısla nedělitelná p, vyhovuj́ıćı rovnici xp + yp = zp. Pak 2p−1 ≡ 1 (mod p2).

Na počest Wieferichova objevu jsou prvoč́ısla p splňuj́ıćı kongruenci 2p−1 ≡ 1
(mod p2) nazývána Wieferichova prvoč́ısla. Pomoćı pojmů zavedených v předchoźı
kapitole je snadné dokázat, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) 2p−1 ≡ 1 (mod p2),

(ii) qp(2) ≡ 0 (mod p),

(iii) ordp2(2) = ordp(2).

(10)

Z historického hlediska je zaj́ımavé zmı́nit, že v době publikace Wieferichovy
věty nebylo známo žádné prvoč́ıslo splňuj́ıćı (10). Již v roce 1910 Waldemar
Meissner (1852–1928) prozkoumal všechna prvoč́ısla p ≤ 1000 ale žádné, které by
mělo vlastnost (10), nenalezl. Ke stejnému závěru dospěl také ukrajinský matema-
tik Dmitry Grawe (1863–1939). V roce 1913 došlo k prvńımu d̊uležitému objevu.
Meissner rozš́ı̌ril svoje předchoźı výpočty pro všechna prvoč́ısla p ≤ 2000 a na-
lezl prvńı Wieferichovo prvoč́ıslo w1 = 1093. Sv̊uj výsledek publikoval v článku
[36]. Ke druhému objevu došlo v roce 1922. Holandský matematik Nicolas Beeger
(1884–1965) prozkoumal všechna prvoč́ısla p ≤ 3700 a nalezl druhé Wieferichovo
prvoč́ıslo w2 = 3511. Objev publikoval v článku [3]. V roce 1927 Robert Hauß-
ner (1863–1948) provedl výpočty pro všechna prvoč́ısla p ≤ 10000, ale žádné daľśı
Wieferichovo prvoč́ıslo neobjevil [18]. Již o dva roky dř́ıve Nicolas Beeger [4] infor-
moval, že bez úspěchu prohledal všechna prvoč́ısla po hranici p ≤ 14000. Beeger
pokračoval v hledáńı třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla až do začátku druhé světové
války. V roce 1939 publikoval závěr [5], že ani pro p ≤ 16000 neexistuje žádné daľśı
Wieferichovo prvoč́ıslo.

V [5, str. 52] vyslovuje Beeger zaj́ımavý názor, že kromě nalezených Wieferi-
chových prvoč́ısel 1093 a 3511 již žádné daľśı neexistuje. Dokázat tuto domněnku
by však v d̊usledku znamenalo nalézt d̊ukaz prvńıho př́ıpadu velké Fermatovy věty.
Možná bude zaj́ımavé uvést přesné zněńı Beegerova názoru z roku 1939: The fact
that there are only 2 primes < 16000 satisfying 2p−1 ≡ 1 (mod p2) and that there
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is no such prime between 3511 and 16000 may give rise to the conjecture that
others do not exist and that the first case of Fermat’s last theorem can be proved
in showing that (2p−1 − 1) : p2 is, for large values of p, not a whole number.

Výrazný pokrok v hledáńı Wieferichových prvoč́ısel nastal s př́ıchodem poč́ıtač̊u
po druhé světové válce. V roce 1958 Carl Erik Fröberg [13] rozš́ı̌ril hledáńı pro p ≤
50000, ale žádné nové Wieferichovo prvoč́ıslo neobjevil. Sidney Kravitz [25] v roce
1960 zjistil, že ani pro p ≤ 100000 žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo neexistuje.
Neúspěšné byly rovněž výpočty, které v roce 1964 provedli Erna H. Pearson [39]
pro p ≤ 200183 a Hans Riesel [44] pro p ≤ 500000. V roce 1963 Melvin Hausner
a David Sachs [19] dospěli s využit́ım poč́ıtače IBM 7090 k výsledku, že jedinými
Wieferichovými prvoč́ısly p ≤ 106 jsou 1093 a 3511. Daľśı pokroky v pátráńı po
třet́ım Wieferichovu prvoč́ıslu souviśı zejména s technologickým rozvojem poč́ıtač̊u
a konstrukćı efektivněǰśıch algoritmů. Připomeňme alespoň některé.

Již v roce 1968 Fröberg [14, str. 84–88] podstatným zp̊usobem rozš́ı̌ril sv̊uj
výsledek z roku 1958. Avšak ani pro p ≤ 3× 107 daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo ne-
nalezl. V roce 1971 trojice autor̊u Brillhart, Tonascia a Weinberger [6, str. 213–222]
podala zprávu, že pro p ≤ 3×109 žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo neexistuje. V
roce 1981 Lehmer [30] informoval, že ani pro p ≤ 6×109 nebylo daľśı Wieferichovo
prvoč́ıslo objeveno. O 17 let později, v roce 1997, Richard Crandall, Karl Dilcher a
Carl Pomerance publikovali závěr [9], že pro p ≤ 4×1012 žádné nové Wieferichovo
prvoč́ıslo neexistuje. V roce 2005 pokračovali v hledáńı Wieferichových prvoč́ısel
Joshua Knauer a Jörg Richstein. Podle jejich výsledku prezentovaného v článku
[24] neexistuje žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo pro p ≤ 1,25× 1015.

Novou naděj́ı na nalezeńı třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla se stala metoda založená
na nečekaném objevu Larryho Washingtona [21, str. 198]. Pokud obě známá Wie-
ferichova prvoč́ısla 1093 a 3511 zmenš́ıme o jedničku, pak binárńı rozvoj vzniklých
č́ısel je periodický:

1092 = 0100 0100 01002 = 44416 a 3510 = 110 110 110 110 1102 = 66668. (11)

Dolńı indexy 2, 8 a 16 ve vztahu (11) znamenaj́ı vyjádřeńı č́ısla ve dvojkové,
osmičkové a šestnáctkové č́ıselné soustavě. Tento objev se stal inspiraćı pro hledáńı
třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla ve tvaru s periodickým binárńım rozvojem. Podrob-
nosti může čtenář nalézt v článku Miroslava Kureše a Jana Dobeše [11]. Projekt
Wieferich@Home založený na této myšlence prob́ıhal v letech 2007–2016. Objev
třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla však nepřinesl.

V roce 2011 Francois G. Dorais a Dominic Klyve [12] publikovali výsledek, že
ani pro p ≤ 6× 1015 neexistuje žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo. Od roku 2011,
nezávisle na projektu Wieferich@Home, prob́ıhal také jiný projekt pro hledáńı
Wieferichových prvoč́ısel s názvem PrimeGrid. Tento projekt dosáhl v roce 2017
hranice p ≤ 1017 a byl ukončen aniž by nalezl třet́ı Wieferichovo prvoč́ıslo.

Konečně v roce 2020 byl zahájen nový projekt PrimeGrid [42], který spojil
hledáńı Wieferichových prvoč́ısel s hledáńım Fibonacci–Wieferichových prvoč́ısel
[23]. Současný stav (zář́ı 2021) dosažený v rámci tohoto projektu můžeme for-
mulovat jako tvrzeńı, které shrnuje 112 let výzkumu Wieferichových prvoč́ısel: V
intervalu [2, 3× 1018] existuj́ı pouze dvě Wieferichova prvoč́ısla: 1093 a 3511.
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Je vhodné poznamenat, že intenzivńı snaha nalézt třet́ı Wieferichovo prvoč́ıslo
byla od roku 1997 podporována domněnkou, že množina všech Wieferichových
prvoč́ısel je nekonečná a že počet Wieferichových prvoč́ısel lež́ıćıch v intervalu
[x, y] je přibližně roven č́ıslu ∑

p∈[x,y]

1

p
≈ ln

(
ln(y)

ln(x)

)
. (12)

Tato domněnka je založena na statistických argumentech prezentovaných v [9, str.
446]. Otázkou z̊ustává, zda vztah (12) opravdu plat́ı, protože podle (12) by se
měla v intervalu [2, 3× 1018] vyskytovat aspoň čtyři Wieferichova prvoč́ısla. Tato
předpověd’ se ale v obdob́ı následuj́ıćıch let 1997–2021 nepotvrdila. Do dnešńı
doby neńı známo, zda množina všech Wieferichových prvoč́ısel je konečná nebo
nekonečná množina.

Je naprosto fascinuj́ıćı si uvědomit, že za posledńıch 57 let (1964–2021) vzrostly
výpočetńı schopnosti poč́ıtač̊u o v́ıce než 12 řád̊u. Výrazného zrychleńı výpočt̊u
bylo po roce 1997 dosaženo také d́ıky využit́ı internetu a strategii distribuo-
vaných výpočt̊u. Základńı myšlenkou distribuovaných výpočt̊u je rozložit rozsáhlý
výpočetńı problém na mnoho r̊uzných část́ı. Jednotlivé části jsou pak prostřed-
nictv́ım internetu přiděleny r̊uzným poč́ıtač̊um po celém světě a ty d́ılč́ı úlohy
zpracuj́ı.

Na závěr kapitoly ještě poznamenejme, že hledáńı Wieferichových prvoč́ısel je
často spojováno s řešeńım obecněǰśıho problému, totiž určit prvoč́ısla p splňuj́ıćı
podmı́nku ap−1 ≡ 1 (mod p2), kde a ≥ 2 je dané přirozené č́ıslo. Tato problematika
je studována např́ıklad v článćıch [22, 34, 38, 44].

5. Souvislost Jakóbczykovy hypotézy s Wieferichovými prvoč́ısly

Prvńı souvislost mezi Wieferichovými prvoč́ısly a Mersennovými č́ısly objevil v roce
1965 polský matematik Andrzej Rotkiewicz (1931–2016). V článku [45] dokázal
Rotkiewicz následuj́ıćı čtyři tvrzeńı.

Věta 5.1 (Rotkiewicz, 1965). Plat́ı:

(i) Necht’ existuje nekonečně mnoho Mersennových č́ısel Mq, kde q je prvoč́ıslo,
které nemaj́ı čtvercové dělitele věťśı než 1. Pak existuje nekonečně mnoho
prvoč́ısel p s vlastnost́ı 2p−1 6≡ 1 (mod p2).

(ii) Necht’ existuje pouze konečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı 2p−1 ≡ 1
(mod p2). Pak pro libovolné, dostatečně velké prvoč́ıslo q a libovolné při-
rozené č́ıslo n nemá Mersennovo č́ıslo Mqn čtvercové dělitele věťśı než 1.

(iii) Nekonečně mnoho přirozených č́ısel n s vlastnost́ı n2|2n − 2 existuje právě
tehdy, když existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı p2|2p−1 − 1.

(iv) Nekonečně mnoho přirozených č́ısel n2 > 1 s vlastnost́ı n2|2n2 − 2 exis-
tuje právě tehdy, když existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı
p2|2p−1 − 1.

Je zřejmé, že tvrzeńı (i) Věty 5.1 dává částečnou odpověd’ na Schinzelovu otázku
P 2
10 uvedenou ve druhé kapitole. Tvrzeńı (iii) pak dává částečnou odpověd’ na
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otázku P 2
43 v [48, str. 109]:

Existuje nekonečně mnoho přirozených č́ısel n, pro která 2n − 2 je dělitelné n2?

V roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry G. Bray [53] dokázali následuj́ıćı impli-
kaci.

Věta 5.2 (Warren, Bray, 1967). Bud’te p, q libovolná lichá prvoč́ısla.

Jestlǐze p děĺı Mq, pak 2
p−1
2 ≡ 1 (mod Mq).

Z Věty 5.2 bezprostředně plyne následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 5.3. Bud’te p, q libovolná lichá prvoč́ısla.

Jestlǐze p2 děĺı Mq, pak 2p−1 ≡ 1 (mod p2).

Jinak formulováno, existuje-li Mersennovo č́ıslo s prvoč́ıselným exponentem,
které je dělitelné čtvercem prvoč́ısla p, pak p je Wieferichovo prvoč́ıslo. Alter-
nativńı d̊ukaz tvrzeńı Věty 5.2 předložil Chris K. Caldwell [8]. Existuj́ı-li pouze
dvě Wieferichova prvoč́ısla, 1093 a 3511, pak tato skutečnost spolu s Větou 5.2
implikuje správnost Jakóbczykovy hypotézy.

V roce 2019 publikoval Ladislav Skula článek [49], v němž studoval Wieferi-
chova prvoč́ısla vyšš́ıch řád̊u a jejich souvislost s Mersennovými č́ısly. Bude vhodné
připomenout definici [49, str. 2]: Řekneme, že Wieferichovo prvoč́ıslo p je řádu
n ∈ N, když

qpn(2) ≡ 0 (mod pn), nebo ekvivalentně, 2p
n−1(p−1) ≡ 1 (mod p2n).

Důkaz následuj́ıćı věty využ́ıvá některých výsledk̊u dosažených v [1, str. 44–47].

Věta 5.4 (Skula, 2019). Necht’ p a q jsou libovolná prvoč́ısla, n ∈ N a necht’

pn děĺı Mersennovo č́ıslo Mq. Pak následuj́ıćı jsou tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) pn+1 děĺı Mq,
(ii) p je Wieferichovo prvoč́ıslo řádu n,
(iii) ordpn+1(2) = q,
(iv) 2p−1 ≡ 1 (mod pn+1),
(v) ordp(qp(2)) ≥ n.

Studii o Mersennových č́ıslech a Jakóbczykově hypotéze zakonč́ıme krátkou
poznámkou.

Poznámka 5.5. Franciszek Jakóbczyk [20, str. 127] vyslovil rovněž analogickou
hypotézu k Hypotéze 2.1, která se týká Frematových č́ısel. Základńı informace o
Fermatových č́ıslech může čtenář nalézt v [26] a [27]. Jakóbczykova hypotéza o Fer-
matových č́ıslech zasluhuje podobnou pozornost jako Hypotéza 2.1 a je vhodným
námětem pro volné pokračováńı tohoto článku. Konečně problémem podobného
typu jako Hypotéza 2.1 je také otázka existence Fibonacci–Wieferichových pr-
voč́ısel, kterou v roce 1960 formuloval americký matematik Donald Dines Wall
(1921–2000). Podrobnosti o tomto problému lze nalézt v autorově článku [23].
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Reference

[1] T. Agoh, K. Dilcher, L. Skula: Fermat quotients for composite moduli, Journal of number
theory 66 (1997), 29–50.

[2] R. C. Archibald: Mersenne’s numbers, Scripta Mathematica 3 (1935), 112–119.

[3] N. Beeger: On a new case of the congruence 2p−1 ≡ 1 (mod p2), Messenger of Mathematics
51 (1922), 149–150.

[4] N. Beeger: On the congruence 2p−1 ≡ 1 (mod p2) and Fermat’s last theorem, Messenger of

Mathematics 55 (1925), 17–26.
[5] N. Beeger: On the congruence 2p−1 ≡ 1 (mod p2) and Fermat’s last theorem, Nieuw Archief

Voor Wiskunde 20 (1939), 51–54.

[6] J. Brillhart, J. Tonascia, P. Weinberger: On the Fermat quotient, Computers in Number
Theory (1971), 213–222.

[7] P. Bungus: Numerorum Mysteria, Bergamo, 1591.

[8] Ch. K. Caldwell: Proof that all prime-sqared Mersenne divisors are Wieferich, online https:

//primes.utm.edu/notes/proofs/SquareMerDiv.html.

[9] R. E. Crandall, K. Dilcher, C. Pomerance: A search for Wieferich and Wilson primes,
Mathematics of Computation 66 (1997), 433–449.

[10] L. E. Dickson: History of the Theory of Numbers, Vol. I, Dover Publications, Mineola, 2005.
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e-mail : klaska@fme.vutbr.cz

https://www.primegrid.com


58


