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HYPOTEZA FRANCISZKA JAKOBCZYKA O MERSENNOVYCH
CISLECH

JIRI KLASKA

ABSTRAKT. Pfed 70-ti lety formuloval polsky knéz a matematik Franciszek Jakdéb-
czyk zajimavy a obtizny problém tykajici se Mersennovych ¢isel. Do dnesni doby
zustava problém nevyfeSen. Nésledujici ¢ldnek poskytne ¢tendii zdkladni prehled o
problematice Mersennovych ¢&isel, Jakébcezykové hypotéze a jeji souvislosti s Wiefe-
richovymi prvocisly.

1. MARINE MERSENNE A JEHO PRVOCISLA

Prirozené ¢islo m nazyvame dokonalé, je-li rovno souctu vSech svych délitelu
mensich nez m. Napiiklad ¢isla 6, 28,496, 8128 jsou dokonald, protoze plati:
6=1+2+3,
28=1+2+44+7+ 14,
496 =1+24+4+8+4+ 16+ 31 + 62 + 124 + 248,

8128 =1+4+2+4+8+ 16 + 32 + 64 + 127 4 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.
Kolem roku 300 pf. n. 1. dokézal fecky matematik Euklides (Zdaklady, Kniha IX,
Tvrzen{ 36) ndsledujici implikaci:

Je-li 2™ — 1 prvocislo, pak ¢islo 2"~1(2" — 1) je dokonalé. (1)
Puvodn{ formulaci Euklidova tvrzeni (1) a jeho dukaz muze ¢tendr nalézt v ceském
prekladu Zdkladu z roku 1907 od Frantiska Servita (1848-1923). Viz [16, str. 154—
155]. Témér o dva tisice let pozdéji, v roce 1640, dokdzal francouzsky matematik
Pierre de Fermat (1601-1665) nésledujici tii tvrzeni [10, str. 12], kterd povazoval
za zakladni objevy tykajici se dokonalych ¢isel.

Véta 1.1 (Fermat, 1640). Plati:

(1) Je-li n € N slozené ¢islo, pak je slozené také éislo 2™ — 1.
(i1) Je-li n € N prvocislo, pak 2n déli 2™ — 2.
(iii) Je-li n € N prvodislo, pak 2™ — 1 je délitelné pouze prvocisly tvaru 2kn+ 1,
ke N.

Tvrzeni (i) Véty 1.1 byva castéji formulovano v ekvivalentnim tvaru (iv), ktery
je obménou implikace (i):
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(iv) Je-li ¢islo 2™ — 1 prvocislo, pak n je prvoéislo.

Vice informaci o dokonalych ¢islech a jejich historii je mozno nalézt v prvnim
dilu knihy History of the Theory of Numbers [10] od Leonarda Eugena Dicksona
(1874-1954) a také v clancich [11] a [51]. Pfiblizné v poloviné roku 1640 zaslal
Fermat dopis Marinu Mersennovi (1588-1648), ve kterém ho sezndmil se svymi
vysledky uvedenymi ve Vété 1.1. V roce 1644 pak Mersenne vyslovil v tvodu

knihy Cogitata Physica - Mathematica [37] tvrzeni, Ze jedinymi prvocisly mezi
¢isly 2™ — 1, kde n < 257, jsou ¢isla majici exponenty
n=23,5713,17,19,31,67,127,257. (2)

Pro zajimavost uvedme, Ze jiz v roce 1591 Petrus Bungus v knize Numerorum
Mysteria 7], sestavil seznam 28 ¢isel, kterd povazoval za dokonald. Mersenne vsak
prohlasil, ze pouze 8 ¢isel z Bungusova seznamu je uvedeno spravné a navic k témto
osmi ¢islum pridal dals{ tii hodnoty. Tak vznikl seznam (2), obsahujici celkem je-
dendct &fsel [10, str. 12-13]. Cisla M,, = 2" —1, kde n € N, dnes nazjvame Mersen-
nova ¢isla. Mersennovym prvocislem pak rozumime ¢islo M,,, které je prvocislo.
V prubéhu let se zacalo ukazovat, ze také Mersennuv seznam neni spravny. Ve
skuteénosti v (2) chybi ¢isla n = 61, 89, 107, pro kterd je M, prvocislo. Nao-
pak, ¢isla n = 67 a 257 do seznamu (2) nepati{, protoze jsou slozend. Opraveny
Mersennuv seznam ma tedy tvar

n=2,3,5713,17,19,31,61,89, 107, 127. (3)

Ctendfe mozna prekvapi, ze vytvofit spravny seznam (3), se viemi detaily, trvalo
dalsich 303 let, tedy az do roku 1947. Duvod, pro¢ ovéfeni spravnosti trvalo tak
dlouhou dobu, souvisi s nesmirné obtiznym problémem faktorizace ptirozenych
¢isel. Je vhodné zde pfipomenout, ze problém zjistit zda dané pfirozené ¢islo je
prvocislo, je mnohem leh¢i nez nalézt jeho prvociselny rozklad.

Vlastnosti déliteli Mersennovych ¢isel byly zkoumény fadou autoru. Jedno
z dulezitych tvrzeni o tvarech prvociselnych déliteli Mersennovych ¢isel objevil
v roce 1750 Leonhard Euler (1707-1783) a v roce 1775 dokézal Joseph Louis
Lagrange (1736-1813).

Véta 1.2 (Euler, 1750). Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak 2p + 1 déli M,
pravé tehdy, kdyz 2p + 1 je prvocislo. V disledku, jsou-li p =3 (mod 4) a 2p + 1
prvocisla, pak p = 3 nebo M, je sloZené cislo.

Euler rovnéz dokdzal opa¢nou implikaci k tvrzen{ (1). Jeho objev byl vsak pu-

blikovan az v roce 1849, tedy 66 let po Eulerové smrti:
Kazdé sudé dokonalé ¢islo md tvar 21 (2" — 1),
kden >1 a 2™ —1 je prvocislo.

(4)

Tvrzeni (1) spolu s tvrzenim (4) dokazujf platnost Euklidovy—Eulerovy véty.

Véta 1.3 (Euklides, Euler). Sudé prirozené ¢islo je dokonalé prdvé tehdy, kdyz
je tvaru 2"~1(2" — 1), kde 2" — 1 je prvoéislo.
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Z Euklidovy—Eulerovy véty plyne existence vzajemné jednozna¢né korespon-
dence mezi sudymi dokonalymi ¢isly a Mersennovymi prvocisly. Existuje domnén-
ka, ze existuje nekoneéné mnoho Mersennovych prvocisel. Tato domnénka vsak
nebyla do dnesni doby dokézana. Rovnéz neni zndmo, zda existuji lichd dokonald
cisla.

V roce 1876 objevil Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) test prvocisel-
nosti Mersennovych ¢isel [35, str. 316], ktery pozdéji zjednodusil a dokdzal Derric
Henry Lehmer (1905-1991). Lehmerovy vysledky byly publikovény v ¢ldncich [28]
a [29]. Lucasuv-Lehmeruv test prvociselnosti Mesennovych ¢isel lze formulovat
nésledovné.

Véta 1.4 (Lucas, Lehmer). Necht S; =4 a Sp41=S; —2 prok=1,2,3,....
Je-li p liché prvocislo, pak M, je prvocislo prdvé tehdy, kdyz M, déli S,_;.

Lucasuv-Lehmeruv vysledek je pouzivdn k testovdni prvociselnosti Mersen-
novych ¢isel i v souc¢asné dobé. Dalsi zajimavé vlastnost ¢isel M, byla dokazana
v [43, str. 91]:

Pokud n déli My, pakn=+1 (mod8) an=1 (mod p).

Néro¢nost problému rozlozit Mersennova ¢isla na souéin prvocisel piiblizime
Ctenafi na prikladech exponentii n = 67 a n = 257. V roce 1903 Frank Nelson
Cole (1861-1926) rozlozil na zaseddni Americké matematické spolecnosti v New
Yorku éislo Mgy na soucin dvou prvocisel [16, str. 17] a tim dokézal, ze ¢islo Mgy
je slozené:

267 — 1 = 147573952589676412927 = 193707721 x 761838257287.

Dtikaz, ze ¢islo Mss7 je slozené, objevil Lehmer v roce 1927. Kompletni rozklad
¢isla Mys7 na soucin ti1 prvocisel byl nalezen teprve v roce 1980 [16, str. 27]. Cislo
Mos7 tvori 78 cifer a jeho prvociselny rozklad ma tvar:

Mos7 = 23158417847463239084714197001737581570653996933128112807891516
8015826259279871
= 535006138814359 x 1155685395246619182673033 x
x 374550598501810936581776630096313181393.

Podrobnosti o objevech tykajicich se Mersennovych ¢isel do roku 1935, véetné
kompletn{ bibliografie, lze nalézt v ¢lanku [2], jehoz autorem je Raymond Clare
Archibald (1875-1955). Ctendii lze rovnéz doporuéit historické pojednani [52] z
roku 1952, které sepsal Horace Scudder Uhler (1872-1956). Chronologicky vyvoj
jednotlivych objevu tykajicich se faktorizace Mersennovych ¢isel az do roku 1990
lze nalézt ve velmi obsdhlé préci [10], jejimz autorem je Haworth Guy.

V roce 1996 zalozil George Woltman projekt GIMPS [15] (Great Internet Mer-
senne Prime Search), jehoz cilem je hleddni dalsich Mersennovych prvocisel. Do
dnesn{ doby (z&f{ 2021), je zndmo 51 Mersennovych prvocisel. Seznam (3), ktery
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vznikal v obdobi let 1644-1947 ma nésledujici, aktualni pokracovani:
521,607,1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,
23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,
1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583, (5)
25964951, 30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609, 57885161,
74207281, 77232917, 82589933.

V letech 1948-2021 tedy bylo nalezeno dalsich 39 Mersennovych prvocisel.
Nejvétsi v soucasnosti znamé Mersennovo prvocislo M,, bylo objeveno v roce
2018 a ma exponent n = 82589933. Zda je vSak seznam (5) mezi hodnotami
n = 43112609 a n = 82589933 kompletni, neni prozatim ovéfeno. Je tedy mozné, ze
mezi uvedenymi hodnotami existuji dalsi, prozatim neznama, Mesennova prvocisla.
Aktuélni informace o vyvoji problematiky lze sledovat na internetové strénce
GIMPS [15].

Mersennova ¢isla jsou v soucasnosti studovana predevsim v souvislosti s aplika-
cemi velkych prvocisel v teorii kédovani. Strategicky vyznam tohoto oboru mate-
matiky pro pfenos utajovanych zprav, bankovnich transakci a bezpecnost internetu
vyvolava intenzivni snahu pochopit hlubsi zdkonitosti svéta prvocisel.

2. JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA

V roce 1951 publikoval polsky knéz a matematik Franciszek Jakébezyk (1905—
1992) nésledujici zajimavou hypotézu [20, str. 127] tykajici se déliteli Mersen-
novych ¢isel s prvociselymi exponenty.

Hypotéza 2.1. Bud p libovolné prvoéislo. Pak Mersennovo ¢islo M, mneni
délitelné ctvercem Zadného prvocisla.

Jinak formulovano, je-li p prvocislo, pak prvoéiselny rozklad Mersennova ¢isla
M, mé tvar My, = p1 Xpa X---xpg, kde k € Napy,pa,...,pg jsou navzdjem ruznd
liché prvocisla. Na Jakébezykovu hypotézu upozornuje rovnéz Wactaw Sierpinski
(1882-1969) v knize Co wiemy a czego nie wiemy o liczbach pierwszych [17, str.
70], kterd vysla ve Varsavé v roce 1961. Rusky preklad knihy [47] vysel v Moskvé v
roce 1963. Jakdébcezykovo jméno se v souvislosti s Hypotézou 2.1 vyskytuje rovnéz
v Sierpiniského knize A Selection of Problems in the Theory of Numbers [18, str.
92], kterd vysla v New Yorku v roce 1964. Ve skutecnosti druhd ¢dst knihy [48,
str. 25-97] obsahuje anglicky pieklad polského vydéni [17]. Cesky pieklad knihy
[17] pak vysel v roce 1966.

V kontextu uvedenych informaci je zardzejici, ze v sou¢asné dobé Jakébezykovo
jméno jako autora Hypotézy 2.1 neni viibec zminovano a je prakticky zapomenuto.
Podrobnosti o zivoté a dile Franciszka Jakdébczyka muze ¢tendf nalézt v clanku [410].

Pro zajimavost uved me, Ze ani Richard Kenneth Guy (1916-2020), autor zndmé

knihy Unsolved Problems in Number Theory [17] se o Jakdbczykové praci ne-
zminuje. Stoji ale za povS$imnuti, ze Guy zaujimé k Jakdébczykové hypotéze velmi
vyhranény a odmitavy postoj. PiSe, cituji [17, str. 7]: If p is a prime, is 2P — 1

always squarefree? This seems to be another unanswerable question. It is safe to
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conjecture that the answer is "No!” This could be settled by computer if you were
lucky.

V knize [48, str. 102], ¢ast One hundred elementary but difficult problems in
arithmetic, polozil polsky matematik Andrzej Schinzel nésledujici otdzku PZ).

Problém 2.2 (Schinzel, 1964). Existuje nekoneéné mnoho Mesennovych ¢&isel
kterd nejsou délitelna ¢tvercem zadného prirozeného ¢&isla vétsiho nez 17

Je zfejmé, ze pravdivost Jakobczykovy Hypotézy 2.1 implikuje kladnou od-
povéd na Schinzelovu otdzku formulovanou v Problému 2.2. Zda je vsak odpoved
na Schinzelovu otdzku kladnd nebo zdporna neni do dnes$ni doby znamo.

3. EULERUV A FERMATUV KVOCIENT

V této kapitole pripomeneme nékolik zdkladnich tvrzeni a pojmu z teorie ¢isel,
které souvisi s nasi problematikou. Pro libovolné m € N nechf p(m) oznacuje
pocet viech k € N, kde 1 < k < m, kterd jsou nesoudélnd s m. Funkei ¢(m) zavedl
jiz. v roce 1763 svycarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783), ktery rovnéz

dokézal, 7e
eom =m T (1-1). (6)

pricemz soucin v (6) probihd pfes vSechna ruzné prvocisla p, kterd déli m. Funkce
p(m) se nazyvéa Eulerova funkce. Specidlné, pokud m = p™, kde p je prvocislo a n
je libovolné piirozené éfslo, pak ¢(p™) = p™ — p"~L. Euler rovnéz dokézal, 7ze pro
libovolnda nesoudélnd ¢isla a,m € Z, m > 1 plati

a?™ =1 (mod m). (7)
Z (7) ihned plyne, ze ¢islo ¢, (a) definované vztahem
a®(m) _ 1
gmia) = 1 0

je vzdy celé ¢islo. V roce 1997 navrhla trojice autoru Takashi Agoh, Karl Dilcher
a Ladislav Skula [1, str. 31] pouzivat pro ¢islo (8) ndzev Euleruv kvocient ¢isla m
se zakladem a.

Specidlnim piipadem Eulerova kvocientu, pro m = p, kde p je prvocislo, je
Fermatuv kvocient

gpla) = z - . 9
p(a) » (9)
Nézev Fermattuv kvocient pouzil poprvé v roce 1861 James Joseph Sylvester (1814—
1897) v Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [50, str. 161]. Pojmenovén,

které Sylvester pro podil (9) pouzil, mé pfipominat skuteénost, ze podle malé Fer-
matovy véty je gp(a) celé ¢islo. Aritmetické vlastnosti ¢isel g,(a) byly od roku 1828
detailné studovany celou radou autoru. Podrobnosti o dosazenych vysledcich muze
Ctendr nalézt v [10, str. 105-112] nebo téz v publikaci Karla Lepky [31, str. 29-73].
Je vhodné zminit, ze nékteré dulezité vlastnosti Fermatova kvocientu objevil v le-
tech 1905-1906 ¢esky matematik Matyds Lerch (1860-1922) v ¢ldncich [32] a [33].
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Vlastnosti Eulerova kvocientu byly pak podrobné studovény v [1]. Eulerova funkce
p(m) tzce souvisi s teorif koneénych cyklickych grup. Pro potieby tohoto ¢ldnku
v8ak bude stacit pfipomenout pouze nékolik zakladnich skuteénosti. Pro libovolné
prvoéislo p a pro libovolné n € N necht (Z/p"Z)* oznacuje multiplikativni grupu
jednotek okruhu Z/p"Z. Grupa (Z/p™Z)* je konetna a mé ¢(p™) prvkua. Je-li p
liché prvocislo, pak (Z/p"Z)* je cyklickd. Je-li p = 2, pak (Z/2"Z)* je cyklickd
pravé tehdy, kdyz n = 1 nebo n = 2. Déle, pro libovolné a € (Z/p"Z)* oznacme
ordyn (a) Tad prvku a v grupé (Z/p"Z)*, tj. nejmensi pfirozené ¢islo k takové, ze
a* =1 (mod p"). Uvedené pojmy budou uziteéné jiz v nasledujici kapitole.

4. WIEFERICHOVA PRVOCISLA

V roce 1909 dokazal némecky matematik Arthur Wieferich (1884-1954) pozoru-
hodné tvrzeni, tykajici se prvniho piipadu velké Fermatovy véty [54].

Véta 4.1 (Wieferich, 1909). Nechf p je liché prvoéislo a necht x, y, z jsou celd
éisla nedélitelnd p, vyhovugici rovnici P + yP = zP. Pak 2P~1 =1 (mod p?).

Na pocest Wieferichova objevu jsou prvoéisla p spliujici kongruenci 2P~1 =
(mod p?) nazyvana Wieferichova prvocisla. Pomoci pojmi zavedenych v predchozi
kapitole je snadné dokézat, ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) 2r"'=1 (mod p?),
(i) ¢(2)=0 (mod p), (10)
(ili) ordy2(2) = ord,(2).

Z historického hlediska je zajimavé zminit, ze v dobé publikace Wieferichovy
véty nebylo zndmo zddné prvocislo spliujici (10). Jiz v roce 1910 Waldemar
Meissner (1852-1928) prozkoumal vSechna prvocisla p < 1000 ale zaddné, které by
mélo vlastnost (10), nenalezl. Ke stejnému zdvéru dospél také ukrajinsky matema-
tik Dmitry Grawe (1863-1939). V roce 1913 doslo k prvnimu dulezitému objevu.
Meissner rozsitil svoje predchozi vypocty pro vsechna prvocisla p < 2000 a na-
lezl prvni Wieferichovo prvoéislo w; = 1093. Svuj vysledek publikoval v ¢lanku
[36]. Ke druhému objevu doslo v roce 1922. Holandsky matematik Nicolas Beeger
(1884-1965) prozkoumal vechna prvocisla p < 3700 a nalezl druhé Wieferichovo
prvocislo we = 3511. Objev publikoval v éldnku [3]. V roce 1927 Robert Hauf}-
ner (1863-1948) provedl vypocty pro vSechna prvocisla p < 10000, ale zddné dals{
Wieferichovo prvocislo neobjevil [18]. Jiz o dva roky diive Nicolas Beeger [1] infor-
moval, ze bez uspéchu prohledal vSechna prvoéisla po hranici p < 14000. Beeger
pokracoval v hledani tfetiho Wieferichova prvocisla az do za¢atku druhé svétové
vélky. V roce 1939 publikoval zéveér [5], ze ani pro p < 16000 neexistuje zddné dalsi
Wieferichovo prvocéislo.

V [5, str. 52] vyslovuje Beeger zajimavy ndzor, ze kromé nalezenych Wieferi-
chovych prvocisel 1093 a 3511 jiz zddné dalsi neexistuje. Dokazat tuto domnénku
by vsak v dusledku znamenalo nalézt dukaz prvniho piipadu velké Fermatovy véty.
Moznd bude zajimavé uvést presné znéni Beegerova nazoru z roku 1939: The fact
that there are only 2 primes < 16000 satisfying 2°~* =1 (mod p?) and that there
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is no such prime between 3511 and 16000 may give rise to the conjecture that
others do not exist and that the first case of Fermat’s last theorem can be proved
in showing that (2P~ — 1) : p? is, for large values of p, not a whole number.

Vyrazny pokrok v hledani Wieferichovych prvoéisel nastal s piichodem pocitaci
po druhé svétové vélce. V roce 1958 Carl Erik Froberg [13] rozsifil hleddn{ pro p <
50000, ale zddné nové Wieferichovo prvoéislo neobjevil. Sidney Kravitz [25] v roce
1960 zjistil, ze ani pro p < 100000 zadné dalsi Wieferichovo prvocislo neexistuje.
Netispésné byly rovnéz vypocty, které v roce 1964 provedli Erna H. Pearson [39]
pro p < 200183 a Hans Riesel [44] pro p < 500000. V roce 1963 Melvin Hausner
a David Sachs [19] dospéli s vyuzitim pocitace IBM 7090 k vysledku, ze jedinymi
Wieferichovymi prvoéisly p < 10° jsou 1093 a 3511. Dalsi pokroky v patrani po
tretim Wieferichovu prvocislu souvisi zejména s technologickym rozvojem pocitactu
a konstrukei efektivnéjsich algoritmu. PFipomenime alespon nékteré.

Jiz v roce 1968 Froberg [14, str. 84-88] podstatnym zpusobem rozsifil svuj
vysledek z roku 1958. Avsak ani pro p < 3 x 107 dalsi Wieferichovo prvocislo ne-
nalezl. V roce 1971 trojice autoru Brillhart, Tonascia a Weinberger [0, str. 213—-222]
podala zpravu, ze pro p < 3 x 10° z4dné dalsi Wieferichovo prvoéislo neexistuje. V
roce 1981 Lehmer [30] informoval, Ze ani pro p < 6 x 10? nebylo dalsi Wieferichovo
prvocislo objeveno. O 17 let pozdéji, v roce 1997, Richard Crandall, Karl Dilcher a
Carl Pomerance publikovali zavér [9], Ze pro p < 4 x 102 z4dné nové Wieferichovo
prvocislo neexistuje. V roce 2005 pokracovali v hleddni Wieferichovych prvocisel
Joshua Knauer a Jorg Richstein. Podle jejich vysledku prezentovaného v ¢lanku
[24] neexistuje zaddné dalsf Wieferichovo prvoéislo pro p < 1,25 x 1015,

Novou nadéji na nalezeni tfettho Wieferichova prvocisla se stala metoda zalozend
na necekaném objevu Larryho Washingtona [21, str. 198]. Pokud obé zndmé Wie-
ferichova prvocisla 1093 a 3511 zmensime o jednicku, pak binarni rozvoj vzniklych
¢isel je periodicky:

1092 = 0100 0100 01002 = 44446 a 3510 =110110110110 1102 = 66665. (11)

Doln{ indexy 2, 8 a 16 ve vztahu (11) znamenaj{ vyjadieni ¢isla ve dvojkové,
osmickové a Sestnactkové ciselné soustavé. Tento objev se stal inspiraci pro hledani
trettho Wieferichova prvocisla ve tvaru s periodickym binarnim rozvojem. Podrob-
nosti muze ¢tendi nalézt v ¢ldnku Miroslava Kurese a Jana Dobese [11]. Projekt
Wieferich@Home zalozeny na této myslence probihal v letech 2007-2016. Objev
tretiho Wieferichova prvocisla vsak neptinesl.

V roce 2011 Francois G. Dorais a Dominic Klyve [12] publikovali vysledek, ze
ani pro p < 6 x 10'® neexistuje zddné dalsi Wieferichovo prvoéislo. Od roku 2011,
nezavisle na projektu Wieferich@Home, probihal také jiny projekt pro hleddni
Wieferichovych prvocisel s ndzvem PrimeGrid. Tento projekt dosdhl v roce 2017
hranice p < 10'7 a byl ukonéen aniz by nalezl tfeti Wieferichovo prvoéislo.

Kone¢né v roce 2020 byl zahdjen novy projekt PrimeGrid [12], ktery spojil
hledani Wieferichovych prvocisel s hledanim Fibonacci-Wieferichovych prvocisel
[23]. Soucasny stav (zaif 2021) dosazeny v ramci tohoto projektu muzeme for-
mulovat jako tvrzeni, které shrnuje 112 let vyzkumu Wieferichovych prvocisel: V
intervalu [2,3 x 10'8] existuji pouze dvé Wieferichova prvocisla: 1093 a 3511.
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Je vhodné poznamenat, Ze intenzivni snaha nalézt tieti Wieferichovo prvoéislo

byla od roku 1997 podporovana domnénkou, ze mnozina vSech Wieferichovych
prvocisel je nekonetnd a ze pocet Wieferichovych prvocisel lezicich v intervalu

[x,y] je ptiblizné roven &islu
1 1
Z ~=~In n(y) . (12)
P In(z)

PE(z,y]

Tato domnénka je zalozena na statistickych argumentech prezentovanych v [9, str.
446). Otdzkou zustavé, zda vztah (12) opravdu plati, protoze podle (12) by se
méla v intervalu [2,3 x 1018] vyskytovat aspoit ¢tyii Wieferichova prvoéisla. Tato
pfedpovéd se ale v obdobi nésledujicich let 1997-2021 nepotvrdila. Do dnesni
doby neni znamo, zda mnozina vSech Wieferichovych prvocisel je koneéna nebo
nekone¢na mnozina.

Je naprosto fascinujici si uvédomit, ze za poslednich 57 let (1964—2021) vzrostly
vypocetni schopnosti poc¢itacu o vice nez 12 fadu. Vyrazného zrychleni vypocti
bylo po roce 1997 dosazeno také diky vyuziti internetu a strategii distribuo-
vanych vypoétu. Zdkladni myslenkou distribuovanych vypoctu je rozlozit rozsahly
vypocetni problém na mnoho ruznych c¢asti. Jednotlivé ¢asti jsou pak prostied-
nictvim internetu pfidéleny ruznym pocitac¢im po celém svété a ty diléi ulohy
zpracuji.

Na zavér kapitoly jesté poznamenejme, ze hledani Wieferichovych prvocisel je
casto spojovano s feSenim obecnéjsiho problému, totiz uréit prvocisla p splaujici
podminku a?~! =1 (mod p?), kde a > 2 je dané ptirozené éislo. Tato problematika
je studovéna napiiklad v €ldncich [22, 34, 38, 44].

5. SOUVISLOST JAKOBCZYKOVY HYPOTEZY S WIEFERICHOVYMI PRVOCISLY

Prvni souvislost mezi Wieferichovymi prvocisly a Mersennovymi ¢isly objevil v roce
1965 polsky matematik Andrzej Rotkiewicz (1931-2016). V clanku [15] dokézal
Rotkiewicz néasledujici ¢tyfi tvrzeni.

Véta 5.1 (Rotkiewicz, 1965). Plati:

(i) Necht existuje nekonecné mnoho Mersennovijch éisel M, kde q je prvocislo,
které memaji ctvercové délitele véetsi nez 1. Pak existuje nekonecné mnoho
prvocisel p s vlastnosti 2P~ # 1 (mod p?).

(ii) Necht existuje pouze koneéné mmoho prvocisel p s vlastnosti 2P~ = 1
(mod p?). Pak pro libovolné, dostateéné velké prvocislo q a libovolné pri-
rozené ¢islo n nemd Mersennovo ¢islo Myn ctvercové délitele vétsi nez 1.

(iii) Nekoneéné mmoho prirozenyjch cisel n s vlastnosti n?|2™ — 2 ezistuje prdve
tehdy, kdyz existuje nekonecné mnoho prvocisel p s vlastnosti p?|2P~1 — 1.

(iv) Nekonecéné mnoho prirozenijch éisel n® > 1 s vlastnosti nz|2"2 — 2 exis-
tuje pravé tehdy, kdyz existuje mekonecné mmnoho prvocisel p s vlastnosti
p?|2P~—t — 1.

Je ziejmé, Ze tvrzeni (i) Véty 5.1 ddvd édsteénou odpovéd na Schinzelovu otdzku
P72, uvedenou ve druhé kapitole. Tvrzeni (iii) pak davd ¢astecnou odpovéd na
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otdzku Pg v [18, str. 109]:
Exzistuje nekonecné mnoho prirozengch ¢isel n, pro kterd 2" — 2 je délitelné n®?

V roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry G. Bray [53] dokézali ndsledujic{ impli-
kaci.

Véta 5.2 (Warren, Bray, 1967). Bud'le p,q libovolnd lichd prvocisla.
Jestlize p deéli My, pak 2 =1 (mod M,).

Z Veéty 5.2 bezprostiedné plyne nésledujici dusledek.

Disledek 5.3. Budte p,q libovolnd lichd prvocisla.
Jestlize p* déli M, pak 2P~ =1 (mod p?).

Jinak formulovéano, existuje-li Mersennovo ¢islo s prvociselnym exponentem,
které je délitelné ctvercem prvocisla p, pak p je Wieferichovo prvocislo. Alter-
nativni dukaz tvrzeni Véty 5.2 predlozil Chris K. Caldwell [8]. Existuji-li pouze
dvé Wieferichova prvocisla, 1093 a 3511, pak tato skutecnost spolu s Vétou 5.2
implikuje spravnost Jakébezykovy hypotézy.

V roce 2019 publikoval Ladislav Skula élanek [19], v némz studoval Wieferi-
chova prvocisla vyssich fadu a jejich souvislost s Mersennovymi ¢isly. Bude vhodné
pripomenout definici [19, str. 2]: Rekneme, ze Wieferichovo prvoéislo p je fadu
n € N, kdyz

g (2) =0 (mod p"), nebo ekvivalentné, 20" -1 = (mod p*™).
Dukaz nésledujicf véty vyuzivd nékterych vysledku dosazenych v [1, str. 44-47].
Véta 5.4 (Skula, 2019). Nechf p a q jsou libovolnd prvocisla, n € N a necht

p" déli Mersennovo ¢islo My. Pak ndsledugici jsou tvrzeni ekvivalentni:

(i) nLdeli M,
]e erferzchovo prvocislo radu n,

()—q,

i) p
iii) ord
Vg S (mod p" ),

Studii o Mersennovych ¢cislech a Jakdébczykové hypotéze zakoncéime kratkou
poznamkou.

Pozndmka 5.5. Franciszek Jakdbezyk [20, str. 127] vyslovil rovnéz analogickou
hypotézu k Hypotéze 2.1, ktera se tykd Frematovych ¢isel. Zakladni informace o
Fermatovych ¢islech muze ¢tendr nalézt v [26] a [27]. Jakébezykova hypotéza o Fer-

matovych ¢islech zasluhuje podobnou pozornost jako Hypotéza 2.1 a je vhodnym
namétem pro volné pokracovani tohoto clanku. Koneéné problémem podobného
typu jako Hypotéza 2.1 je také otdzka existence Fibonacci—Wieferichovych pr-
vocisel, kterou v roce 1960 formuloval americky matematik Donald Dines Wall
(1921-2000). Podrobnosti o tomto problému lze nalézt v autorové ¢lanku [23].
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