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ABSTRAKT

Predmétem bakalaiské prace je studium symetrickych grup, jejich reprezentace a aplikace
v molekularni chemii. Nejprve jsou piedstaveny jednotlivé pojmy z algebry, které jsou nutné
k vymezeni pojmu grupy. Pro snadnou orientaci jsou doplnény obrazky. Grupy jsou zasazeny
do sirsich algebraickych struktur. Pro ptehlednost je piiloZzeno schéma a konkrétni piiklady.

Z grup je podrobn¢ vysvétlena grupa permutaci s dirazem na symetrické grupy. Ty jsou
demonstrovany na ptikladu otaceni rovnostranného trojuhelniku a ctverce.

Nasleduje kapitola reprezentace konecnych grup. Jsou zavedeny zakladni pojmy teorie
reprezentaci. Pojmy jsou ilustrovany na nékolika ptikladech, konkrétné reprezentace grupy v
ruznych dimenzich.

Prace pokracuje uzitim aparatu Youngovych diagramu a tabulek. Ty jsou zavedeny a na
prikladech demonstrovano jejich uziti pii praci s permutacemi.

Posledni ¢ast teorie je vénovéana operatorum, jejich zavedeni a praci s nimi. Prace ukazuje
vyuziti tohoto teoretického aparatu pfti feSeni konkrétnich zadani z kvantové chemie

ABSTRACT

The subject of this bachelor thesis is the study of the symmetric groups, their representation
and application in molecular chemistry. At first, the particular terms from the algebra are
defined, which are which are necessary to define the concept of a group. Many of them are
suupplemented by pictures for clarity and better understanding. Then, the algebraic structures,
which are accompanied by clear schemes and concrete examples, are explained. Also, the
symmetric groups are demonstrated on the example of the square and triangle. After that, the
reader gets into the chapter about the representation of final groups where the structure of the
work is similar. First, the relevant terms are defined and then the author focuses on Young's
diagrams. These are meticuliously described, few examples are mentioned and so is their
working procedure. The last part of the bachelor thesis is dedicated to the operators in
quantum chemistry, their principles and functions for two and three particles. This too is
accompanied by examples.
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antisymetrizator
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1 UVOD

V bakalaiské praci jsem se naucila pracovat s matematickym aparatem, ktery se zacal rozvijet
v poloviné 19. stoleti. Nejprve pfi studiu algebraickych rovnic, pak byl rozsifen zejména
Felixem Christianem Kleinem do geometrie. Arthur Cailey do matematiky vnesl pojem
abstraktni grupa — pracoval i s jinymi grupami, nez s grupami permutaci. Je autorem
multiplikacnich tabulek, které ve své praci pouzivam k nazornému vysvétleni pojmil.
Zakladni soubory praci z teorie grup, byly napsany na pielomu 19. a 20. stoleti. Tabulky
zavedl jiz v roce 1900 matematik Alfred Young jako pomucku pfi studiu matic, které
reprezentuji permutace. Tedy ve stejném roce, kdy Max Planck formuloval hypotézu
kvantovani energie.

Grupy se daji klasifikovat, tfidit a provadét s nimi rtizné operace. Reprezentace grup se uzce
poji s kvantovou chemii, kterd popisuje objekty pomoci vektorii. Jednotlivé objekty teorie
(napf. Castice) jsou prvky reprezentace grupy. Jak konkrétné vyuzit teorii naptiklad pti studiu
¢asticové fyziky, v chemii pro popis molekul symetrii se snazim naznacit v této praci.

V praci ukazuji matematické postupy, které vychazi z Schenstedovy korespondence. Ta se
pouziva od konce 30. let 20. stoleti a aktualnost tématu dokladé i fakt, Ze reprezentace grupy
lze vyuzit i v informatice a to naptiklad v kodovani nebo zpracovani obrazu.

Vede k vypoctim a pochopeni vztahit v kvantové chemii. Ilustruji to na piikladech
dvoucasticového a tiicasticového systému.

Specialni permutacni grupy, takové, kde grupovou operaci je operace symetrie umoziuji
jednoduse popsat prostorovou symetrii molekul. Jeji znalost je zasadni pii studiu fullerend
nebo opticky aktivnich latek. Znalost tvarit molekul, jejich symetrie nebo asymetrie je zasadni
v biologii nebo farmacii.

V praci se zaméfuji na operaci symetrie rotace podle osy. S pouzitim grup na jednotlivych
ptikladech popisuji symetrii a zdvéry z ni plynouci. Ukazuji, jak je mozno grupy
reprezentovat maticemi nebo tabulkami a tim zjednoduS$it hledani zavérG pomoci
matematickych operaci s maticemi.

Cilem prace je seznamit se s algebrou algebraickych struktur, ktera se v zékladnim kurzu
matematiky na nasi Skole neuci a pouZzit ji k popisu symetrickych molekul nebo pfti studiu
kvantovych vlastnosti ¢astic.



2 TEORIE
2.1 Zakladni pojmy

Nejprve objasnime pojmy z teorie grup. Informace uvedené v textu jsou sméfovany
Ctenari, ktery je seznamen se zédklady matematiky.

Prvni ¢ast je vénovéana pripomenuti zdkladni terminologie abstraktni algebry, které jsou
nutné k zavedeni algebraickych struktur, jejich rozliSeni s diirazem na grupy. Proto definuji
kartézsky soucin pouze pro dvé mnoziny a zavadim bindrni relace, jejich vlastnosti, pojem
zobrazeni a binarni operace. Definice jsou ilustrovany grafy a obrazky. Pro nazornost jsou
zvoleny 1 komentare.

Definice ¢islo 1: Kartézsky sou¢in dvou mnozin:
Kartézskym soué¢inem A X B neprazdné mnoziny A a neprazdné mnoziny B (v tomto pofadi)
nazyvame mnozinu praveé téch uspotfadanych dvojic [a,b] , kdeaeAab e B.

Definice ¢islo 2: Binarni relace na mnozin¢:
Kazdou podmnozinu R kartézského soucinu A X B nazyvame binarni relaci z mnoziny A do

mnoziny B.

Graficka interpretace definice ¢islo 1 a 2:

3
L ® 2@ ® ®
L] ° 19 ® ®
@ @ L 2 @
-3 -2 1 0 1 2 3
[ ] L] 19 [ ] (]
® ® 2@ ® ®
-3

Obrazek cislo 1: Kartézsky soucin



Definice ¢islo 3: Vlastnosti bindrnich relact.:
Jestlize R je libovolna relace na mnozin€ A a X, Yy, z €A, fikame, Ze binarni relace R je na
mnoziné A

1) Reflexivni — pravé kdyz pro ¥'x €A plati X R X

2) Symetricka — pravé kdyz z kazdého piifazeni X Ry plyne y R x

3) Antisymetricka — pravé kdyz z kazdych dvou piitazeni X Ry, y R x plyne x=y

4) Tranzitivni — pravé kdyz z kazdych dvou pfifazeni XRy, y R z plyne xR z

Graficka interpretace definice 3:

L o Obrazek cislo 2b: Symetricka relace
Obrazek cislo 2a: Reflexivni relace

4 @ @ L
3 @ @ @
2 ® @ @
19 ®
<y 03 ? 2 3 4 5 6
=

Obrazek cislo 2c: Transitivni relace[4,3]
R[3,5] — [4,5]



Definice ¢islo 4: Relace ekvivalence:
Binarni relaci nazyvame ekvivalenci, prave kdyz je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Graficka intepretace k definici Cislo 4:

L //

Obrazek cislo 3b: Primky a, b, ¢

O @
-1 0 1 2 3 4 5 6
-1

Obrazek cislo 3a: Relace ekvivalence

Obrazek cislo 3c: Relace neni
ekvivalence

Komentaf k obrazkum ¢islo 3a, 3b, 3c:

Je-1i pfimka a rovnobézna s ptimkou b a piimka b rovnobé&zna s ptimkou c, pak ptimka a je
rovnobé€Zzna s pfimkou c. Binarni relace rovnobéZnost pfimek v roviné je tedy ekvivalenci na
této mnozing.

Definice ¢islo 5: Zobrazeni

Zobrazenim f z mnoziny A do mnoziny B (A# &, B # @) nazyvame binarni relaci (f), o niz
plati, ze kazdému prvku x € A je pfifazen nejvyse jeden takovy prvek y € B, ze [X,y] €.
Zobrazeni ma tu vlastnost, Ze jestlize [X1,X2], [X1,X2] €T a x1==xy, pak y1=y,.

Graficka interpretace definice 5:

Obrazek cislo 4a: Zobrazeni Obrazek cislo 4b: Neni zobrazeni
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Definice ¢islo 6: Druhy zobrazeni:
Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B, pravé kdyz vzorem zobrazeni f je mnozina
A fiB)=AAf(A)cB
1) Injektivni (prosté) zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B, pravé tehdy kdyz pro kazdé
dva ruzné pI'ka X1,X2 €f1 (B) plati f (X]_) ;éf(XQ)
2) Surjektivni - zobrazeni f z mnoziny A na mnozinu B, pravé kdyz obrazem zobrazeni f
je mnozina B
3) Bijektivni - prosté surjektivni zobrazeni nazyvame bijektivni zobrazeni.

Graficka interpretace vlastnosti zobrazeni

////

Obrazek cislo 5a: Injektivni zobrazent Obrazek cislo 5b: Bijektivni zobrazent

Obrdzek cislo 5c: Surjektivni zobrazeni

Komentaft k obrazku &islo 5a, 5b, 5¢.:
Pro bijektivni zobrazena plati, ze kazdy bod mnoZiny K ma prave jeden obraz v mnoZiné L a
kazdy bod z mnoziny L ma pravé jeden vzor v mnoZin¢ K.

Definice ¢islo 7: Binarni operace:
Binarni operaci nazgvame zobrazeni M> =M (a, b, a o b €M)

Komentaf k definici ¢islo 7:
Libovolné uspotadané dvojici prvki z mnoziny M jednoznacné urcuje prvek z mnoziny M,
ten se nazyva vysledek operace.

Priklady operaci: nasobeni, s¢itani, porovnavani, otaceni, zrcadleni. [1][2][3]
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2.2 Algebraické struktury

Grupa je chapana jako mnozina objektd, jejiz individudlni vlastnosti jsou navzijem
svazany. Diky tomu o mnozin¢ hovotime jako o celku, ne o jeho individualnich prvcich.
Historicky se teorie grup rozvinula v poloving 19. stoleti. A. Cayley studoval dalsi grupy,
nejen grupy permutaci jako jeho piedchtidci J. L. Lagrange, P. Ruffini a E. Galois. V Brn¢ se
ve 20. stoleti o rozvoj teorie grup zaslouzil akademik Bortivka (pojem grupoid). [4][5]

Definice ¢islo 8: Algebraicka struktura (algebra)

Znaceni: K= (K, f)

Algebraickou strukturou nazyvame neprazdnou mnozinu K, na které je definovana aspon
jedna binarni operace f.

V préci se zabyvame algebraickymi strukturami s jednou binarni operaci.

Ptiklady algebraickych struktur s jednou binarni operaci uvadim ve schématu ¢islo 1.Grupoid,
pologrupa, monoid, grupa, Abeliv grupoid, Abelova pologrupa, Abeltiv monoid, Abelova
grupa

Komentai K definici ¢islo 8:

Pokud je operace f binarni operaci, nazyvame danou algebraickou strukturu grupoid. Podle
vlastnosti operaci definujeme komutativni (Abeltiv) grupoid, pologrupu a grupoid
s neutralnim prvkem. V praci budu uzivat multiplikativni znaceni pro operaci. Neutralni prvek
budeme oznacovat e.

Definice ¢islo 9: Vlastnosti binarnich operaci

1) Asociativni
Necht” mame neprazdnou mnozinu K, a jeji libovolné prvky k,I,m , potom binéarni operace f,
pro kterou plati: (k o I) o m =k o (I o m) nazyvame asociativni.

2) Komutativni

Necht” mame neprazdnou mnozinu K, a jeji libovolné prvky k, I, potom binarni operace o, pro
kterou plati: (k o /) = (1 o k) nazyvame komutativni.

3) S neutralnim prvkem

Necht’'mame neprazdnou mnozinu K, a jeji libovolny prvek k. Potom binarni operaci o, kde
existuje prvek e ¢ K, pro ktery plati : (k o €) = (e o k) =k, nazyvame s neutralnim prvkem.

4) Inverzni prvek

Necht” mame neprazdnou mnozinu K, a jeji neutralni prvek e. Potom pro prvek

k 6 K v binarni operaci f existuji prvky k™' ¢ K, které se nazyvaji inverzni prvky, pokud plati::
kok®)=(k*ok)=e

Komentaf K definici ¢islo 9:

Uzavienost operace plyne z definice bindrni operace.

Definice ¢islo 10: Pologrupa
Pologrupa je algebraicka struktura, jejiZ bindrni operace je asociativni.

12



Definice ¢islo 11:Monoid
Monoid je pologrupa, v niz existuje jednotkovy prvek

Schéma cislo 1: Schéma algebraickych struktur

Algebra

nosic, n-arni operace

Grupoid

nosic, bindrni operace

g Monoid Grupa

nosic, bindrni asociativni operace nosic, bindrni asociativni operace
s neutrdlnim prvkem s neutrdlnim a inverznimi prvky

nosic, bindrni asociativni operace

. _ Komutativni grupa
. _ Komutativni monoid
Komutativni pologrupa Abelova

nosic, bindrni asociativni operace o __,

L s neutralnim prvkem a nosi¢, bindrni asociativni operace
komutativni operace komutativni s neutralnim a symetrickym
prvkem a komutativni

nosic, binarni asociativni a

13



Pojem: Cayleyho tabulka (multiplika¢ni)

Pouziva se k urCovani typu algebraické struktury. Predkladam ukézku pro mnozinu

K={e, I, n, Kk a}. V jednotlivych polich jsou vysledky binarnich operaci v zahlavi a pfedhlavi
jsou prvky mnoziny K. V levém hornim poli je znacka operace.

Tabulka cislo 1: Multiplikacni tabulka

o e I n k a
e e I n k a
| I n k a e
n n k a e I
k k a e I n
a a e I n k

Komentat k tabulce &islo 1:

Zpisob hledani vysledkti odpovidd hledani vysledki malé nasobilky, proto nazev
multiplika¢ni. Snadno se da odhalit neutralni prvek. Jeho fadek kopiruje zahlavi tabulky.
Komutativni operace ma multiplika¢ni tabulku symetrickou podle hlavni diagonaly. Je — li
operace uzaviena, ve vysledkovém poli se objevuji pouze prvky mnoziny K. Inverzni prvek je
hleddan pomoci prvku neutrdlniho v pfislusném ftadku. Inverzni prvek je odpovidajici
k danému neutralnimu prvku v pfislusném sloupci.

Ur¢eni vlastnosti binarnich operaci: Pro vSechny prvky a, b, ¢, e, a; z mnoziny M plati:

1) Asociativni — zakon pro operaci o: ao(boc)y=(@aoh)oc
2) Komutativni — zakon pro operaci o: aob=boa

3) S neutralnim prvkem — zakon pro operaci c:aoe=eoa=a

4) Inverzni prvek — zakon pro operaci o: doay=ajoa=e

Tabulka cislo 2: Komutativni operace Tabulka cislo 3: Neutrdini prvek (prvek a)

b
a
C
a

0O ([ (T |0

a b C
a b C
b a a
c a a

o (| |O
o |lo o |o
o || |0

Tabulka cislo 4: Inverze prvku a (prvek b
je prvkem neutrdlnim, inverze k prvku a

je prvek ¢)
o a b c
a a a b
b a b c
C b c c

14



Definice ¢islo 12: Grupa
Grupa je monoid,ve kterém ke kazdému prvku existuje inverzni prvek.

Komentaf k definici ¢.12
Pokud je navic grupova operace komutativni, jedna se o Abelovskou, neboli komutativni

grupu.

Ptiklady grup:

1. Trivialni grupa — grupa s jednim prvkem

2. Mnozina celych cisel (raciondlnich, redlnych, komplexnich) s operaci scitdni jsou
nekonecné komutativni grupy s neutralnim prvkem 0

3. Mnozina racionalnich ¢isel (redlnych, komplexnich) bez nuly s operaci ndsobeni jsou
nekonecné komutativni grupy s neutralnim prvkem 1

4. Grupy vsech celych ¢isel modulo p, kde p je prvocislo s operaci s¢itani

5. Zékryvova otoceni ¢tverce kolem stfedu S

6. Otaceni obrazce o libovolny uhel

7. Grupy permutaci

2.2.1 Permutace

Definice ¢islo 13: Permutace mnoziny K
Bijektivni zobrazeni mnoziny K na sebe nazyvame permutace mnoziny K. Mnozinu vSech
permutaci mnoziny K oznacujeme symbolem S (K).

Komentéf k definici 13:

S (K) a operace skladani permutaci je grupa. Nazyvame ji grupa permutaci. Casto se uziva
znaceni S,. Grupa (S, W) se nazyva symetricka grupa stupné n. Jeji pocet prvki se vypocita
nl.

Permutaci mizeme zadat nasledujici tabulkou:
1 2 3 n

i1 iy i3 in
Tabulka cislo 5: Zadani permutace

Ptiklad konecné grupy Ss: Pocet prvk je 3!, tedy 6. Jednd se o nésledujici prvky.

112]3
e= k=
2|31
2|3
|= m=
2
1
n= o=
2
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Zavér z tabulky: e je neutralni prvek, multiplikativni tabulka Sz neni soumérna podle hlavni
diagonaly, tedy neni komutativni. [2]
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3 SYMETRICKE GRUPY

Uziti symetrickych grup je velmi vhodné ke studiu symetrickych molekul. Symetrické
operace, které mizeme S molekulou provadét, tvoii grupu. Je to zplsobeno tim, ze skladani
dvou operaci symetrie vznika jedind symetricka operace, ktera je prvkem stejné grupy. [2][5]
Jako demonstraci uvadime otaceni ¢tverce o thel 90° na grupé Z,,

. f'f\f)
A P f\f)
"ol ree CE)
f\f\f) N e
QQ o [y

Obrazek cislo 6: Otaceni
Ctverce o 90°, grupa Z,

Definice ¢islo 14: Operace symetrie utvaru K
Permutace f mnoziny K se nazyva symetrie Gtvaru K, jestlize zachovava vzdalenosti.

Komentat k definici 14:

Objekt po provedeni operace symetrie je nerozlisitelny od pivodniho objektu. Slozeni dvou
symetrii je symetrie, identickd permutace mnoZiny K je symetrie a inverzi permutace
k symetrii f je symetrie. Tedy mnozina vSech symetrii utvaru K, je grupa, vzhledem ke
skladani permutaci — nazyva se grupa symetrii Utvaru K. Neuvazujeme vSechny permutace
mnoziny K, ale pouze nékteré z nich.

Je rozliSovano pét riiznych operaci symetrie (identita, inverze, vlastni rotace, nevlastni rotace,
zrcadleni). Operace symetrie bude vysvétlena na piikladu rovnostranného trojuhelniku a
Ctverce.

Ptiklad ¢islo 1 - rovnostranny trojuhelnik

Ay

Obrazek cislo 6a Obrazek cislo 6b Obrazek cislo 6¢

\
\
%
N
4
f
/
/
\
o3
{os]

Komentaf k obrazku 6a, 6b a 6¢:

WV v

0 120°, zobrazi trojuhelnik sdm na sebe. Tato osa se nazyva trojéetna a znaéi se Cs.
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Druha moznost je otaceni okolo osy, ktera je shodna s téznici trojuhelniku, 0 180°. Tyto osy
jsou tedy tfi, vSechny dvojcetné, a zna¢i se C,. Dohromady je tedy Sest symetrii. Je pro né
sestavena multiplikacni tabulka pro operaci skladani symetrii rovnostranného trojihelniku.

Tabulka cislo 6. Skladani symetrii rovnostranného trojuhelniku

o c, C' Cs? G, C, c,
3, o ' s’ G, C, c,
' ;' s’ c, C, G, C,
€7 €7 c E G c, G,
G C, C, C, c3, ;' Cy2
G G, c, G, €7 €, ;'
c, <. G, G G s’ €,

Komentaf k tabulce ¢islo 6:
Operace obsahuje neutralni prvek, C% = e, ke kazdému prvku existuje prvek inverzni a lze
postupné ukazat, ze operace je na mnoziné K asociativni. Diky tomu se jedna 0 nekomutativni

grupu.

Priklad ¢islo 2 — ¢tverec

#

Obrazek cislo 7a Obrazek cislo 7b Obrazek cislo 7¢

Komentaf k obrazku 7a, 7b a 7c:
Pfi rotaci okolo osy prochazejicim prisecikem uhlopticek, kolmo k rovingé ¢tverce, se pfi
otoceni 0 90°, zobrazi ¢tverec sam na sebe. Osa C4. OKolo stejné osy Ize otoCit i o 180°, tedy

existuje osa C,, ktera je totozna s 0sou C4. Dalsi osy C, lezi v thlopti¢kach a ve stfednich
ptickach ctverce. Celkem jich je tedy 14. Oproti tomu je pocet vSech permutaci dvojnasobny.
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Definice ¢islo 15: Symetrickd grupa mnoziny K
Symetrickd grupa je grupa, jejimz nosi¢em je mnozina vSech permutaci dané mnoziny a
operaci je skladani permutaci

Komentaf k definici ¢islo 15:

Rad grupy permutaci je n!.

Grupa D3 symetrii rovnostranného trojuhelniku je totozna s Sz. Ob¢ grupy maji Sest prvku.
Oproti tomu grupa D4 vSech symetrii ¢tverce se 1i$i od S4.[1][6][7][8]

Definice ¢islo 16: Dihedralni grupa:
Grupa Dy, symetrii pravidené¢ho n- thelniku se nazyva dihedralni grupa stupné n.

Komentaf k definici ¢islo 16:

Dihedralni grupa Dy, je symetrie pravidelného n - uhelniku. Prvky dihedralni grupy Do, jsou
otoCeni o uhel 2n/n okolo stfedu pravidelného n - uhelniku a pieklopeni okolo osy, ktera
prochazi jednim z vrcholti n — thelniku. Z téch Ize vytvofit 2n rtiznych symetrii. Diky tomu
D2, obsahuje 2n prvki a je generovana prvky rotace a pieklopeni. Takovou grupu nazyvame
grupou cyklickou, nebot’ je generovéna svym prvkem.

Definice ¢islo 17: Cyklicka grupa
Grupa G se nazyva cyklicka, jestliZe je generovana né¢jakym svym prvkem.

Komentai k definici ¢islo 17:

Prvky cyklické grupy jsou otocCeni o thel 27z/n okolo stiedu pravidelného n — uhelniku.
Cyklické grupa miiZze mit i vice generatort. V piikladu €. 1 existuji tii generatory, v piikladu
¢. 2 existuji 4 generatory. Cyklické grupy jsou grupy komutativni.

Reprezentace symetrickych grup

e Pfimy zéapis permutaci
e Zapis permutaci pomoci cykld
e Youngovy diagramy
e Ukazka ptfimého zapisu - prvek symetrické grupy
e Ukazka zapisu pomoci cykli
1 2 3 4
1 5 4 3
1 2 3 4
1 5 4 3

Permutace lze rozlozit na cykly:(1), (2,5), (3,4).

Komentar k rozkladu na cykly:
Kazda permutace je slozenim vSech svych cykli v libovolném potadi. Kazdy cyklus ma svou
délku. Permutace, které maji jediny cyklus, se nazyvaji cyklické a jejich cyklus mé délku n.
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Definice ¢islo 18: Transpozice
Transpozice je permutace, ktera ma jeden cyklus délky dvé a ostatni cykly délky jedna.

Definice ¢islo 19: Znaménko permutace P.
Znaménkem permutace P rozumime ¢islo sgn P, pro které plati
Sgn P = (- 1)™, kde m je pocet transpozic.

Komentat k definici Cislo 18 a 19:
Kazdou permutaci je mozno slozit z transpozic a to rliznymi zpusoby. Kazdé permutaci

pfifazujeme hodnotu +1 nebo -1, takzvané znaménko permutace. Znaménko (SgnP) je dano
vztahem (_1)poéet inverzi permutace

Ur¢eni parity permutace:

Permutace, jejiz sgn P = 1, se nazyva suda, pokud sgn P = (-1), nazyvame permutaci lichou.
Rozklad na transpozice neni jednoznaény, ale parita permutace se vzdy zachova. Paritu je
mozno urcit pomoci rozkladu na transpozice. Kazda transpozice ma sgn P rovno (-1).
Vyméiuji se pouze dva prvky.

P=(3 4 1 o)

P:(31),(32),(41),(42)
Pocet inverzi P = 4, tedy sgn P = (-1)*, jeji parita je suda.

0= 32 4

Q:(32)
Pocet inverzi Q =1, tedy sgn Q = (-1)*, jeji parita je licha.
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4 REPREZENTACE KONECNYCH GRUP

Cilem je ,ptretransformovat“ grupovou strukturu do uchopitelngjsi linedrni struktury.
Konkrétné grupu S, do grupy matic, jinak feceno cilem je prvky grup reprezentovat maticemi.
K tomu je nutné zavést linearni reprezentaci grupy. To je definovano pomoci homomorfismu
(zobrazeni jedné algebraické struktury do druhé, které zachovava veskerou strukturu),
S vyuzitim pojmu izomorfismus — coz je zobrazeni prosté (injekce).

Definice ¢islo 20: Reprezentace konecné grupy G

Necht G je kone¢na grupa. Linedrni reprezentaci grupy G ve vektorovém prostoru V
definujeme jako homomorfismus p: G — a GL (V), kde GL (V) je grupa vSech izomorfismu
vektorového prostoru V do sebe.

Komentat k definici Cislo 20:

Reprezentace kone¢nych grup - vSechny grupy, které jsou v praci uvazovany, jsou kone¢né a
vSechny vektorové prostory budou realné (mohou byt i komplexni) s kone¢nou dimenzi.
Obecné jde o pusobeni matematické struktury na vektorovém prostoru, diky linearnim
operatoram.

Rozmérem reprezentace rozumime dimenzi vektorového prostoru V.

Trivialni reprezentaci rozumime takovou reprezentaci, kde vSem prvkim grupy je piifazena
identita na V (jednotkova reprezentace).Reprezentaci je nekone¢né mnoho na ruzné
rozmérnych prostorech. Na jednom prostoru mizou byt riizné reprezentace. Mnohé z nich Ize
pfevadét mezi sebou (ekvivalence) nebo rozlozit na mén€ rozmérné (ireducibilita a
reducibilita).

Definice ¢islo 21: Podreprezentace
Podreprezentace p,, reprezentace p grupy G je reprezentace, kde W je invariantni prostor V, pfi
pusobeni G.

Komentai k definici 21:
Podreprezentace je sama o sob& vektorovym prostorem s definovanou akci G. Je tedy i
reprezentaci G.

Definice ¢islo 22: Irecidubilni reprezentace
Rikame, ze reprezentace je ireducibilni, pokud jejimi jedinymi podreprezentacemi je nulova
reprezentace a samotny vektorovy prostor.

Komentét k definici ¢islo 22:

Pii piisobeni grupy na vektorovém prostoru se muze stat, ze ur€ity netrivialni podprostor
zustava nezménén. Podprostor, ktery se neméni pii pisobeni G na V, se nazyva invariantni
podprostor. Pokud neobsahuje Zadny dal$i invariantni podprostor, pak jde o ireducibilni
invariantni podprostor a piisluSnou reprezentaci nazyvame irecidubilni reprezentaci. Kazda
irecidubilni reprezentace konecné grupy ma kone¢nou dimenzi.
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Definice ¢islo 23: Vérna reprezentace

Necht G je kone¢na grupa. Vérna reprezentace grupy G ve vektorovém prostoru V je
izomorfismus p: G — GL (V), kde GL (V) je grupa vSech monomorfismi (injektivni
monomorfismus) vektorového prostoru V do sebe.

Komentaf k definici ¢islo 23:
Kazdému prvku grupy pfifazujeme razny operator na V.VSechny ireducibilni reprezentace
symetrické grupy Sp, lze ziskat pomoci struktur zndmych Youngovych diagrama.
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4.1 Youngovy diagramy

Definice ¢islo 24: Younglyv diagram, uziva se téz pojem Ferrertiv diagram.
Younguv diagram je tabulka sestavajici z fadka postupné nerostouci délky.

Komentaf k definici ¢islo 24:

V Youngové diagramu nemiize byt Sirsi fadek za uzsim. K rozkladu na Youngovy diagramy
lze vyuzit rozklad permutaci na cykly. Naptiklad pro pét prvkli mohou nastat nasledujici
ptiklady.

Ptiklad Youngovych diagramti pro pét prvka:

Cyklus délky 5 [5]

Cyklus délky 4 a cyklus délky 1 [4,1]

[31%]

[2°1]

[2,17]

[1°]
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Komentaf: Jedna se o ulohu, kolika zpiisoby lze rozlozit Cislo na sCitance v nerostoucim
poradi. Naptiklad jeden celoc¢iselnych rozkladu Cisla 5 na pét ¢asti je 5 = 2+1+1+1. Protoze se
v ném vyskytuje jedna dvojka a tfi jednicky, Ize psat (2 13)

4.1.1 Standardni Youngovy tabulky

Schendstedova korespondence je bijekci mezi mnozinou permutaci a mnozinou jednotlivych
uspotadanych dvojic (tabulky maji stejny tvar). Schenstedova korespondence je tvoiena
induktivnim zptisobem.

Zvolime si permutaci Tt =3 5 7 6 2 1 4. Postupné bude tvofena Youngova tabulka, kde cCisla
maji vzristajici tendenci v fadcich i sloupcich. Cisla se umistuji podle pofadi v permutaci.
Plati, ze kdyz nésledujici umistované Cislo je vétsi nez Cislo predeslé, zaradi se ve stejném
fadku za pavodni Cislo. Pokud je umistované ¢islo mensi, zaradi se do bunky ¢isla vyssiho a
pluvodni ¢islo se posune o jeden fadek niz ve stejném sloupci.

Timto zplisobem se zatadi vSechna ¢isla permutace. Vznikne Youngova tabulka S rostoucimi
¢isly v fadcich a sloupcich (tj. standardni Youngova tabulka).

3] [BIs] [3]s]7] [3]s]e] [2]s]6] 5] 6]

~N
O

1
2|5
3

7

Diky znamému mechanismu sestrojeni Youngovych tabulek miZeme sestrojit tabulku, ma
totozny tvar jako vytvofend Youngova tabulka, kterd bude vypovidat o potfadi obsazenych

cvwr

obsazena jako prvni. Nejvétsi hodnotu nalezneme v buiice, ktera byla obsazena jako posledni.
Tento postup se jmenuje Schenstedova korespondence a je nezbytny pro rekonstrukci zadané
permutace.

(o T I 2 T I S O O
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4.1.2 Rekonstrukce ptivodni permutace zadané Youngovou tabulkou

Zadana permutace: 1 =357 6 2 1 4. Soub&zné jsou tvoieny dvé tabulky. Prvni tabulka (¢)
je standardni. Je konstruovana tak, ze ¢isla jsou vkladana postupné, aby v kazdém tadku i
sloupci byla rostouci posloupnost. Jestlize nasledujici ¢islo nelze k stavajicimu posloupnosti
piipojit, tak se zvétsi pocet radku.
Druha tabulka zaznamenava poradi, ve kterém dana buiika byla obsazena (tabulka 7). Dulezité
je najit ze sestavenych tabulek plvodni zadanou permutaci. Ke konstrukci uzijeme
Schenstedovu korespondenci.
Postup je nasledujici: v druhé tabulce (tabulka ) najdeme bunku s nejvétsi hodnotou.
Sloupec, ve kterém se builka nachazi, oznac¢ime S. TutéZ buniku najdeme v prvni tabulce. Jeji
hodnotu oznac¢ime h. Dale nalezneme v sloupci s-1 nejvétsi Cislo a, takové, Ze a je mensi nez
h. Cislo a vyménime za &islo h.
Algoritmus opakujeme, dokud nevyménime ¢islo b z prvniho sloupce prvni tabulky. Toto
¢islo b je prvnim ¢islem hledané permutace.

Grafické zndzornéni:

N W N -

Algoritmus je v literatufe popsan jako Schenstedovo mazani ve sloupcich. Hodnotu buriky
oznac¢ime X. Buiky s ¢isly x a a vymazeme z obou tabulek a v takto redukovanych znovu
aplikujeme Schenstedovo mazani ve sloupcich, dokud nebudou obé tabulky prazdné. Tim
ziskame vSech n Cisel permutace.

11213 123 1[2]3
417 2 417
5 T 3 =N
6 / &l
11213 1146 Druhy krok — hledani ¢isla 5
4 215
5 3
; 7]

Prvni krok — hledani ¢&isla 3
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V prvnim kroku vyhleddme nejvy$si mozné ¢islo v tabulce 7 (jedna se o hodnotu 7), nasledné
se nalezne odpovidajici ¢islo v Youngové¢ tabulce (Cislo 5). Pokracujeme tak, Ze se nalezne ve
sloupci nalevo nejvétsi mensi Cislo, nez je ndmi nalezend hodnota. V naSem ptipad¢ se jedna
o c¢islo 3. Toto Cislo je zaroven prvnim Cislem rekonstruované permutace. V druhém kroku
opakujeme algoritmus — v tabulce r mame nyni nejvétsi mozné Cislo 6, to odpovida ¢islu 7
V prvnim sloupci. Nejvétsi mensi Cislo je tudiz Cislo 5 a je druhym prvkem permutace. To
samé opakujeme dale a nalezneme, ze dal§im Cislem je Cislo 7. Mame tudiz permutaci 3,5,7.
Timto zpiisobem se dostaneme az k poslednimu Cislu permutace.

Youngovy tabulky lze rozlisit do tii typt

1. Youngova tabulka — Youngoviv diagram, ktery ma n bunék a vypliuje se ¢isly od 1
do n, ¢isla se neopakuji

2. Standardni Youngova tabulka — Tabulka, ve které jsou Cisla sefazena vzestupné ve
vsech v tadcich a sloupcich

3. Normalni Youngova tabulka — Je specialni pfipad standardni Youngovy tabulky, ve
které jsou ¢isla napsana v potadi zleva doprava a shora dolt

Youngovy standardni tabulky umoziiuji popsat a nalézt ireducibilni reprezentace grupy S.

4.1.3 Urcovani poctu standardnich tabulek daného tvaru — metoda haku (hokejek)

K danému typu tabulky vytvofime stejny typ tabulky a do jejich bun¢k napiSeme pocet tzv.
hokejek, respektive haki. K danému rozkladu pak pocet standartnich tabulek urc¢ime ze vzorce

n!
HCE}\ hc

Hak Hc je sloZzeny z bungk, které jsou od vyznacené buiiky C napravo z buiky € a z bunék,
které se nachazi pod buiikou ¢. Délka haku (hokejky) h¢ je pocet bungk, které hak tvofi.

da
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4.1.4 Stanoveni dimenze ireducibilnich reprezentaci

Kazdému Youngovu schématu o délkach Iy, I, .../; odpovida jedna irecidubilni reprezentace
pt! grupy S, Dimenze irecidubilni reprezentace je dana poc¢tem standardnich Youngovych

tabulek. Znaéi se dl'!

Piiklad

[3]

[21]

[1°]

31
dy=—=1
A7 6
31
dy =— =2
AT 3
31
dy=—=1
A 76

DFI=1
[The=6
DH=2
[Thc=3
D[1]3:1
[Thc=6
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Pocet irecidubilnich reprezentaci je dan poctem moznych rozkladii ¢isla n (dosud neni znam
exciplitni vzorec pro tento pocet).

4.1.5 Nalezeni maticové reprezentace symetrické grupy S,

Podle Younga konstruujeme maticovou reprezentaci pro transpozice (i, i+1) grupy Sp.
Je uveden ptiklad trojrozmérné reprezentace S, pro | [3 1].
e Pocet standardnich tabulek
e Dalsi krok je uziti Yamanouchiho kédovani v sestupném potadi.
e Konstrukce matic pro transpozici (1,2)
Pravidla vypliiovani:
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1. Transpozice ma stejné Yamanouchiho kody, pak napiseme do ptislusného
fadku matice na hlavni diagondlu jednicku, ostatni mista budou vyplnéna
nulami.

2. Jsou-li kody transpozice ve stejném sloupci, zapiSeme na hlavni diagonalu -1.
Ostatni mista budou vyplnéna nulami.

10 0 211
D= (o 1 0) L1211

0 0 1 L1121

e Konstrukce pro transpozice (2,3)
1. Pravidla vyplnovani (1. — 2. pro transpozice (1,2)) plati i pro tento typ
2. Kdyz prvky permutaci nelezi ve stejném fadku nebo sloupci, vypliiujeme
hodnoty. Kde r* je délka haku pro danou buiiku. Hodnoty jsou vyplnény do
prasecikt 2 fadki a 2 sloupct oznacenych Youngovych tabulek.

10 0
0—145\
2

[3,1] _ -
R
0 2

()

> &

e Konstrukce pro transpozice (3,4)
1. Aplikace vySe zminénych pravidel
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4.1.6 Priklad reprezentace grupy Ss :

V tabulce je uvedeno skladani permutaci pomoci cykll a pak je ukdzano na tfech vybranych
bunkach, skladani pomoci linearnich reprezentaci.

Tabulka cislo 7: Skladani permutaci pomoci cyklii

(1)(23) (2)(13) (3)(12) (123) (132) (1) (2) (3)

(1) (23) (1) (2) (3) (2) (13) (12)(3) (132) (123) (1) (23)
(2) (13) (123) (1) (2)(3) (132) (1) (23) (12)(3) (2) (13)
(3)(12) (123) (123) (1)(2)(3) (2)(13) (1)(23) (3)(12)
(123) (2) (13) (3)(12) (1) (23) (123) (1) 2) 3) (123)
(132) (3)(12) (1) (23) 2)(13) | (1) (@) (132) (132)

(1) (2)(3) (1) (23) (2) (13) (3)(12) (123) (132) (1) (2) (3)

Jedna se o obdobnou tabulku s tabulkou cislo 1. Nyni je vyjadiena jako skladani cykld.
V piedchozim piipadé se jedna o ukazku multiplikativni tabulky prvku. V obou tabulkach je
mozné nalézt neutralni prvek.

Volba reprezentace pron = 2

@ ((id) =
®(23)=(
© ((12)=(
®(123)=(

@ ((132) =

-1 1

0 1)

)
)

D)

o)

oam-(% )

Priklad ¢islo 1:

a=(2 3)
b=(132)
Skladéani je mozno pfevést na ndsobeni matic
(1 2 3)\_
ab=(; 2 1)=13

-1 I/ 0y\_/0 -1
(—1 o) (1 —1) - (—1 0 )

®bd) (@) ® (ab)
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Vznikla matice @ (a b) odpovida vyse zminénému skladani cykli a*b. (viz. tabulka ¢islo 7)

Priklad cislo 2:
a=(123)

b=(1 3)

(1 2 3\_

a b_(2 ; 3)_(12)

0 —-1)/0 —-1\_(-1 1
(_1 0 )(1 _1)_ ( 0 1)
Piiklad ¢islo 3: Jina volba reprezentace v dimenzi, podle po¢tu transpozic

Neni transpozice (é (1))

—_
[
N——

Je transpozice (0
G oG =6 )
G 06 V=G o
lze i obracen¢

G DG DG 9

Vsechny zminéné piiklady jsou reprezentace. V piikladu cislo tii se jednd o reprezentaci,
ktera neni vérna a je irecidubilni.

Piiklad cislo 4: Reprezentace pro n=3

Ortonormalni baze: (1,0, 0)=¢é,, (0,1,0)=¢&,, (0,0, 1) = &;

Piiklad ¢islo 5: Otoceni okolo osy z o 180° ()

X —X
(X1 Y, Z) - (_X’ -Ys Z)’ <y>~<_y>
Z Z

-1 0 0
Reprezentace pro n=3: ( 0o -1 0> Obrazek cislo 8: Grafické znazornéni prikladu 4
0 0 1
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Priklad ¢islo 6: Otoceni o thel a V roving

7y = (Xpy1) = (r*cosp, r*sinp)
5= (X1y1) = (r*cos (a-p), r*sin(a-p)

(cosa sina) (x)
—sina cosa’/ \Y

Xo= X1*COSa. + y1 *sina
y

Yo= -X1 ¥sina+y; *coso.

K upravé rovnic byly pouzity vzorce: Obrazek cislo 9: Grafické znazornéni
cos(a — ) = cosa * cosf + sina * sinfs prikladu 6
sin(a — B) = sina * cosfy — cosa * sinfS
cosa  sina
Reprezentace pron = 2: ( . )
—sina  cosa

Priklad ¢islo 7: Otoceni v roviné Xy o thel o - piklad ireducibilni reprezentace
cosa Sina 0>

Reprezentace pro n =3 (—sin a cosa O
0 0 1

Zvyraznény obdelnik je irecidubilni

Obrazek  cislo 10: Grafické
znazorneni prikladu 7
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Priklad ¢islo 8:

Cyklické grupy

Symetrie pétinhelniku vepsaného do kruZznice
¢, (1,0),¢é, (0,1)

( cos0 sinO) . (1 0

—sin0 cos0 0 1) .... identita

cos72  sin 72) ~( 0,31 0,95)
sin72 cos72 —-0,95 0,31

cos 144 sin 144) . ( 0,81 0,59 )
—sinl144 cos 144 -0,59 -0,81

cos 216 sin216)~(—0,81 —0,59)
—sin216 cos 216 -0,59 -0,81

(
(
(
(coszsm smzan) (031 ~095)

—sin288 cos 288 095 031 Obrazek cislo.11: Pétivhelnik vepsany do

kruznice

Priklad cislo 9: Symetrie ¢tverce

(Tl 206

2 2
( cosm  sin n) . (—1 0 )
—sinm cos 0 -1
€os 3 Sih (0 -1 Obrazek cislo 12: Symetrie ctverce
31 1 0

. 3m
—Sin — C0S —
2 2

KaZzdou permutaci Ize rozlozit na cykly. Délka cyklu se znac¢i n. Naptiklad permutace
(1 3 4 5 6 7 . _ RS
p= (2 21 4 e 5) Ize zapsat jako P = (1 2 3) (4) (5 6). To odpovida w; = 3,
w7 =1, w3z = 2. Libovolnou permutaci Ize sestavit z cykla délky 2, tedy z transpozic.
P=(13),(12)a(56).V prvnich dvou cyklech je prvni prvek stejny, proto je poradi
transpozic podstatné.
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Ss

S3

Sz

St

Piiklad &islo 10: Reprezentace D! grupy S,. Rozklad na direktivni soucet irecidubilnich
reprezentaci Sp, (M)

/ IS

N

4
o
3 3
3
2 2 :
Irecidubilni reprezentace pEH grupy Ss je trojrozmérna. Pocet standartnich schémat udava

dimenzi np; reprezentace D .
4.2 Operatory

Uzivaji se v kvantové chemii (mechanice). Operatory plisobi napiiklad na funkce, permutace

apod. Jako piiklad uvedu ptisobeni operatoru permutace P.P = (; i ;) na funkci f.
Pt(x,y,2) =1y, z X).

Kazdé méftitelné veli¢ing je v kvantové chemii piifazen operator. Naptiklad:

Operator celkové energie systému se nazyva Hamiltonian. Znaéi se H. Jeho tvar je
konkrétné dan formou potencialni energie.

Operator X = X

Operator parity permutace Jp, kde dp = 1 kdyz je P suda a dp= -1 kdyz P je licha.
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4. Pro 5[) plati: 5[) - (_1) mnozstvi inverzni _ ('l) soucet délek cyklii P — ('l) mnoZzstvi cyklii liché délky _ (_1)k, kde

K je pocet transpozic.
a1

Symetrizator 5 = — 2pP

Antisymetrizator A = % Xp6,P

Stupném permutace rozumime pocet inverzi permutaci.

Piiklad ¢islo 11: P = ( 2, 1, 3). Pocet inverzi v permutaci je stupen permutace. Sp = 1, plati
8, = (-1)*.
S operatory lze provadét operace — napiiklad sc¢itani, ndsobeni.

S&itani C=A+B Nasobeni:  Cf = A(Bf)
CF = 47 + B
Proto druha mocnina operatoru je A% =A * Bf

Pro operétor P €S, plati naptiklad:

1. Px§=S§

2. 13*/1=A*ﬁ=8;*/i
3. §2=5

4. A=A
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5 APLIKACE TEORIE GRUP V KVANTOVE CHEMII

5.1 Uvod do kvantové chemie &astic

Matematicky aparat nastinény v praci lze vyuzit k popisu kvantovych stavll ¢astic. Se
zavery vypocti pracuje cela chemie, véetné biochemie, tedy to umoziiuje chépat podstatu
samotného Zivota.

Piedpovédi z toho plynouci se zdaji podivné i filosofiim, pfesto v experimentech teorie
zcela obstala. Pocetni operace se tykaji subatomového svéta.

Atom je slovo, které pochazi z fectiny, v ptekladu znamena déle ned¢litelny. Na pocatku
20. stoleti nikdo nevéde¢l, jak jsou elektrony, objevené 1897 Thomsonem, uspotfadany
v atomech a jak se tam chovaji. Vroce 1911 Emnest Rutherford navrhl model jadra a
elektronového obalu.
pusobeni mezi nimi nelze jednoduse popsat Coulombovou silou, jako piisobeni mezi jadrem a
elektrony. AZ od roku 1926 v souvislosti s vyvojem kvantové mechaniky byly mnohé otazky
zodpovézeny (objev de Broglieho vin). Ve tricatych letech dvacatého stoleti si fada védct
myslela, Ze struktura hmoty je vyfeSena. K pochopeni atomu stacil proton, elektron a neutron
a kvantova teorie uméla vysvétlit radioaktivitu o i strukturu atomu. Na konci tficatych let
zacalo obdobi objevil novych ¢astic, které trva dodnes.

Céstice se zejména vytvaieji pii srazkach mezi protony nebo elektrony, urychlenymi na

vysoké energie ve znamych urychlovaéich (napt.: CERN, Fermilab).
Dnes zndme né¢kolik stovek Castic a rtizné je tfidime. Jeden ze systému je rozdéluje na
mezony, baryony a leptony. Od roku 1964 se piedpoklada, Ze mezony a baryony jsou dale
slozeny z kvarku. Kvarky dosud nebyly prokazatelné pozorovany jako volné castice. Zakladni
kvarky jsou tfi u,d,s. VSechny mezony a baryony jsou jejich vhodnou kombinaci. Zpisob
kombinace pro dv¢ a tfi ¢astice je popsan dale v praci.

Kvantovd mechanika se v minulosti pojmenovavala jako mechanika vlnova. Slovo
,kvantova“ vyjadiuje nelinearni spojeni jednotlivych energetickych hladin. Pfidavné jméno
,»VInovy* odkazuje na podvojny charakter ¢astic, které se za urcitych podminek mohou chovat
jako viny. Céstice reprezentuji objekty se znamou hmotnosti, polohou a hybnosti. Jejich
poloha a hybnost je dana konkrétnim stavem c¢astice. Pokud je zndimo momentalni umisténi
(poloha) a hybnost, pomoci vypocti lze vypocitat jeji trajektorii do blizké budoucnosti. Pti
pohybu ¢astic v prostoru se pienasi hmota, pfi prostupu vin se pfenasi energie. Jednotlivé viné
navic nelze urcit polohu. Nejdiilezitéjsi rozdil je v tom, ze viny se daji skladat (interference).

Pokud je nutné v kvantové mechanice néco vypocitat, pravdépodobné se bude pracovat
s komplexnimi ¢isly, operatory (zobrazeni, kterym kdyZ je plisobeno na funkci, je ziskana
funkce nova) a maticovymi reprezentacemi operatorti. Vychozim bodem bude pravdépodobné
Schrodingerova rovnice.

Na zacatku 20. stoleti bylo zavedeno nekolik postulatd, které byly v rozporu s klasickou

mechanikou, nelze je dokazat, vychazi pouze z experimentti a zkusenosti.
V praci v kapitole 5.2 je popsan, pomoci operatord, stav dvou ¢astic — tedy napiiklad kvarky u
(up) ad (down). V kapitole 5.3 je charakterizovan stav tii ¢astic, tedy pribyla charakteristika S
(strange). Pojmenovani pro tyto tii kvarky (stavy) nemaji vyznam — jedna se o vhodné
zvolené znacky.[10][11][12]
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5.2 Charakterizace stavu dvou ¢astic

Diky vySe zminénému, symetrizator S a antiSymetrizator A funguji jako projek¢ni
operatory. V pfipadé, Zze mame dva stavy castic — naptiklad dva stavy momentu hybnosti
spinu — pouziva se oznaceni U a d. Symetrizator bude mit tvar

1
S12 = 5(9 + Pi3)
e predstavuje operator idendity grupy S,. Operator Sy, predstavuje symetrii yy .
1
Yy = Sioyn = > [ud + du]
Antisymetrizator Ajp matvar Ay, = % (e — P;,) a Caste¢ny symetrizator je:
1
Yy = Aioyn = 2 [ud — du]
Kombinace uu a dd jsou symetrické.

Tvar  Youngovy  tabulky [ | | (respektive Ferrova diagramu) koresponduje
stitidou dvou jednocykla - jednd se o identitu grupy S,. Jeho podrobnéjsi

rozpis miizeme zapsat jako: uu + % [ud + du] + dd.
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Tvar  odpovida H tfidé jednoho dvoucyklu. Jedna se tedy o transpozici.
Diky tomu mizeme rozepsat jako: % [ud — dul.

Z toho vyplyva, Ze prvni typ Ferrerova diagramu piedstavuje symetricky stav a druhy typ
reprezentuje antisymetricky stav.

5.3 Charakterizace stavu t¥i ¢astic

Na rozdil od ptedchozi kapitoly, kde bylo pracovano se dvéma ¢ésticemi, nyni jsou
uvazovany Castice tfi. Je nezbytné ptidat tieti slozku, ktera se oznacuje S (strange). Zpusob
zapisu je rizny, pro potieby prace bude vyuzito zapisovani u,d,s — jejich poradi je 123.

Diky tomu existuje Sest linedrné nezéavislych funkci, respektive 3!. Tyto nezavislé
linearni funkce, které byly ziskané permutovanim, je mozno piepsat jako odlisSnou sadu
linearné nezavislych funkci. Tyto funkce vychazeji ze symetrii. Nejprve bude uvedeno zcela
symetrické uspotradani:

1
1/’5 = 51231|;N = Sip3uds = 31 (e + P12 + Pi3 + Py3 + Pip3 + Pi3p)uds

1
=3 (uds + dus + sdu + usd + dsu + sud)

Tvar Ferrerova diagramu odpovida tfidé tii jednocykla. Djj

Tento symetricky stav je moZzno nazyvat inavriantnim podprostorem grupy Ss. Diky tomu
generuje jednodimenzialni identickou reprezentaci.
Antisymetrické uspotadani:

1
g(e—P12—P13—P23+P123+P132)ud5

1
=3 (uds — dus — sdu — usd + dsu + sud)

l/JA = Aq23yn = Aqpzuds =

Opét je mozné prifadit tvar Youngova diagramu a to jeden trojcykl.

Diky tomu je zminéna funkce vektor v jiném jedno dimenzialnim invariatnim podprostoru a
generuje dalsi jednorozmérné irecidubilni reprezentace S3. Za povSimnuti stoji, Ze se nejedna
0 ekvivalent identické reprezentace.

Existuji Ctyfi dalsi funkce, které maji smiSenou symetrii. Lze vyuzit symetrizaci uds a
nasledné antisymetrizaci pro dvé Castice (I1ze 1 opacné, nebo S jednou cCastici).

1 1
Y, = A13S10y = Aqs 3 (uds + dus) = 2 (uds — sdu + dus — sud)
1
Yy = AxSiy = 7 (uds —usd + dus — dsu)
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1 1 1
Y3 = Si3410N = > (e + Py3 > (uds — dus) = 2 (uds + sdu — dus — sud)

1
Yy = Sy3A1Yy = 1 (uds + usd — dus — dsu)

P4 a P, formuje invariantni podprostor grupy Ss:

1
1 =7 (dus — dsu + uds —usd) = 1,

Y1 =—Yy
Y, =1,

1
Y, = Z(sdu —dsu + sud — usd) =Y, =Y,

Podobné 1 Y3 a y, tvofi invariantni podprostor.
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6 ZAVER

Ve své bakalatské praci jsem se zabyvala poznatky z teorie grup, které jsou vyuzitelné v
molekularni a kvantové chemii.

Nejprve jsem se seznamila se zakladnim matematickym aparatem, ktery se v teorii grup
pouziva a ktery neni soucasti predmétu matematika v bakalarském studiu mého oboru.
Zame¢fila jsem se na studium symetrickych grup. V préci jsem popsala na prikladech symetrie
¢tverce a rovnostranného trojuhelnika jednu z péti operaci symetrie — rotaci okolo osy.

Pro efektivnéjsi praci se pouzivaji reprezentace grup. Po jejich vymezeni jsem na ptikladech
uvedla rizné reprezentace v dimenzi i1 reprezentace v riznych dimenzich. T¢zisté jsem vidé€la
v reprezentaci grup permutaci pomoci Fererrovych diagrami a Youngovych tabulek. To
ilustruji na fad¢ prikladu.

Z matematického aparatu jsem se seznamila i s operatory a zptisobem zapisu pomoci
operatort. Aplikovala jsem ho na vysvétleni energie v systému dvou a tii Castic. Tento
problém kvantové chemie jsem vysvétlila za pouziti poznatkd, které jsem v celé praci
budovala.

Prace mi umoznila aktivné pouzivat dal§i matematické metody pro studium molekul a
kvantové chemie. Budu déle pfipravena studovat symetrie molekul a stereochemii, pochopit
optickou aktivitu. To vyzaduje zaméfit se i na ostatni operace symetrie a pomoci nich
studovat vlastnosti jednotlivych molekul.
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