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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva vyuzitim zobecnénych funkci. Nejprve jsou predstaveny
zaklady teorie zobecnénych funkei jakozto funkcionalu a operace na jejich prostoru.
Nésledneé jsou zde uvedeny priklady a vytvoren obecny model pro vypocet priuhybové
cary nosniku zatizeného nespojitymi zatizenimi pomoci distribuci. Na zaveér se tesi
tlakové ztraty pri proudéni redlné nestlacitelné kapaliny v piimém potrubnim

systému s hydraulickym prvkem a zobecnéni problému na potrubi s nékolika prvky.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

The aim of this thesis is utilization of generalized functions. Firstly, basis of ge-
neralized functions theory and operations on their space are introduced. Secondly,
examples and general model for calculating deflection lines of discontinuously loaded
beams using distributions are shown. Towards the end, pressure loss in real incom-

pressible fluid flowing in straight pipe system with hydrailic features is calculated.

KEYWORDS

Generalized function, distributions, beam deflection, pressure loss in pipes

PROCHAZKA, Petr Vyuziti zobecnénych funkci v mechanice kontinua: bakalarska
prace. Brno: Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Ustav

matematického inzenyrstvi, 2016. 45 s. Vedouci préce prof. Ing. Frentisek Po-
chyly, CSec.



Prohlasuji, ze jsem bakalairskou praci Vyuziti zobecnényjch funkci v mechanice konti-
nua vypracoval samostatné pod vedenim pana prof. Ing. Frantiska Pochylého, CSc.

s pouzitim materialu uvedenych v seznamu literatury .

V Brné 26.05.2016

Petr Prochazka



Timto dékuji svému skoliteli panu prof. Ing. Frantisku Pochylému, CSc., za odborné

vedeni mé bakalarské prace, vstiicnost, cenné rady a pripominky.

Petr Prochazka






OBSAH

2 Vyuziti v pruznosti a pevnosti|

2.1 Odvozeni pruhybové ¢ary nosnikul
[2.2  Vypoctove modely| . . . . . ...
221 Prklad 1) . ... ... ..

[3  Vyuziti v hydromechanice)

[3.1 Vypoctove modely| . . . . . . ..
I;i.l.l I Ivllililgl 1|| ---------
B.12 Priklad2] .. ... .. ..
[3.1.3  Obecny model|. . . . . ..
Zaveér

[Seznam pouzitych zdrojul

[Seznam pouzitych symbolu a zkratek|

15
15
17
17
20
24

31
32
32
33
37

41

43

45






UVOD

V tadé oboru se setkdavame s proménnymi velicinami, které se, alespon priblizné,
rovnaji nule pro v8echny hodnoty nezavisle proménné (obvykle ¢asu nebo polohy).
Vyjimkou je vSsak velmi malé okoli urc¢itého bodu, ve kterém nabyvaji velmi velkych
funkénich hodnot, pricemz integral pres cely definicni obor je konecny. Takovy
prubéh ma naptiklad tder baseballovou palkou do micku, elektricky impuls v elek-
trotechnice nebo pusobenti sily v bodé.

P#i modelovani popsanych problému se s tispéchem uzivalo tzv. Diracovo d, jehoz
teoretické zavéry odpovidaly vysledkum z praxe. Paul Dirac popsal tuto funkci ttemi
zakladnimi vlastnostmi:

e §(z)=0, prox #0

e §(0) =400

o [[...[é(z)dx=1.

R7

Ve skutecnosti to vsak zaddnd funkce neni, nebot Lebesguetiv integrél z funkce skoro
vsude rovné nule je roven nule. Tato skutecnost je tak v rozporu se tieti defini¢ni
vlastnosti Diracova 0. Lze si také vSimnout, ze by funkce kd(x) nabyvala stejnych
hodnot 0 a + oo jako funkce §(x), avsak jeji integrél je pro k # 1 ruzny od 1.

S napravou prisel na prelomu roku 1944 Laurent Schwartz, ktery teorii distri-
buci neboli zobecnenych funkci vystavél na pojmu funkcional. Uplatnéni distribuci

je nyni Siroké a mnohé zndmé modely se diky nim daji zjednodusit.

Cilem této préce je, na zakladeé literarni reserse teorie zobecnénych funkei, vyuziti
matematicky korektné definovanych distribuci k vytvoteni obecného modelu nosniku
na pruznych podporach s nespojitymi zatizenimi, a to napf. momentem, silou pusobi-
ci v bodé nebo pruzinou. A dale ve treti kapitole formulace matematického modelu
vyvoje tlaku v jednorozmérném hydraulickém systému s lokdlnimi hydraulickymi

prvky.






1 TEORIE

Abychom mohli vystavét a néasledné vyuzit poznatkiu teorie distribuci, je nutné
nejdiive zavést nékteré zakladni pojmy, na kterych je celd teorie vystavéna. Ve srov-
nani s obycejnymi funkcemi, které jsou zobrazenim néjaké mnoziny do mnoziny ¢isel
nebo vektorového prostoru, se v pripadé funkcionali jedna o zobrazeni z mnoziny
néjakych ,,pékné se chovajicich funkci“ do mnoziny realnych, pripadné komplexnich
¢isel. Po vytvoreni mnoziny takovych funkci zavedeme pojem a prostor distribuci
matematicky korektné.

Ve druhé c¢ésti teoretického tivodu ukazeme nékteré vlastnosti vytvoreného pro-
storu a zakladni operace, se kterymi budeme dale pracovat. Ke zpracovani této ka-
pitoly byla vyuzita predevsim literatura [9], [I0] a [I3] na které se v textu vyskytuji

odkazy a lze v nich nalézt doplnujici informace.

1.1 Prostor testovacich funkci

Méjme otevienou souvislou mnozinu v R”, kterou budeme nazyvat oblast (2. Sym-
bolem C*)(§2) rozumime mnozinu véech funkei, které jsou v §2 spojité i se svymi
parciadlnimi derivacemi az do fadu k véetné. Dale zavedeme pojem kompaktni nosic
funkce, coz je uzavér mnoziny vsech bodu x € (2, pro které je funkéni hodnota v téch-

to bodech ruzna od nuly. Matematicky nosi¢ funkce zapisujeme

supp f = {z € 2 [f(z) # 0}.

Definice 1. Prostorem testovacich funkei 2(f2) nazveme mnozinu vSech funkeci
tiidy C(*)(£2) s omezenym kompaktnim nosicem. Jednotlivé funkce ¢ € 2 jsou

testovacimi funkcemi.

Podle definice je tedy kazdé testovaci funkce ¢ € & nekoneéné mnohokrat spojité di-
ferencovatelna v {2 a zdroven nabyva nenulové hodnoty pouze na urcitém uzavieném
intervalu, ktery je obecné pro kazdou funkci ¢ € Z jiny.

Snadno lze ukazat, ze prostor Z je vektorovym podprostorem prostoru realnych
funkci na R"™. Plati

p1(2), p2() € 7 = p1(x) + ¢2(2) € 2,
p(x) e 2, A€ C= Ip(x) € 2.



Jako priklad uvedeme zndmou testovaci funkci ¢(x), kterd je definovana

eXp<_ai12) ’JJ| <a

() = (1.1)
0 lz| > a

Graf funkce exp(-l/(l-xz))

Obr. 1.1: Testovaci funkce (1.1 pro a =1

Z obrazku|1.1|je videét, ze funkce ¢(z) je testovaci funkei, nebot splituje pozadavky
definice [Il

Nyni, podle [9], zavedeme takzvanou slabou konvergenci v prostoru Z. Ne-

cht {r} je posloupnost testovacich funkef, kde ¢ € 2. Rekneme, ze ¢y, e 9,
— 00
jestlize existuje takova podoblast 2" oblasti 2, kde (2 C (2, a ve které plati

supp ¢r C £2° A suppy € (2,

a konverguje-li i posloupnost funkci ¢ a vSech jejich derivacﬂ DPyp,, stejnomérne
k funkci ¢ a jejim derivacim DPp. Vzhledem k uvedené konvergenci jsou operace
v 9 spojité, tj.
ok = VP, Uy - Yv D= VYa,BER: app+ b — ap+ v D,
k—o0 k—o0 k—o0

o = o v I NgeC® = gpr — gp v J.
k—oo k—oo

1p je zde tzv. multiinder, vice ve druhé pozndmce na strané



1.2 Distribuce

Definice 2. Necht X je linedrni prostor. Funkci f : X — R, resp. funkei f : X — C,
nazyvame funkciondalem.

Funkcional f se nazyva aditivni, jestlize

flx+y) = f(z)+ f(y) proz,y € X.

Funkcional f se nazyva homogenni, jestlize
flaz) =af(x) prox € X, € R.

Definice 3. Aditivni homogenni funkcional se nazyva linedrni. Mnozinu vsech
linedrnich (spojitych i nespojitych) funkciondlu na prostoru X nazyvame dudlni

prostor a znac¢ime ho X*.

Definice 4. Necht (X, ||-||) je normovany prostor a f : X — R je néjaky funkcional.
Funkcional f se nazyva spojity v bodé xo € X, jestlize ke kazdému € > 0 existuje
d > 0 tak, ze pro v8echna x € X splaujici ||z — zo|| < ¢ plati |f(z) — f(zo)] < e.
Funkcional f se nazyva spojity v prostoru X, jestlize je spojity v kazdém bodé
Ty € X.

Pozndmka. Vyse uvedené definice byly prevzaty z [7], kde lze najit dopliujici infor-

mace.

Definice 5. Distribuci T nazveme spojity linearni funkcional na vektorovém pro-

storu 2. Hodnotu funkcionélu T na testovaci funkci p € 2 budeme znacit (T, ¢).

Ukazeme, ze mnozina vSech distribuci je rovnéz vektorovym prostorem, ktery
je podprostorem prostoru 2*, a budeme jej znacit Z’.
Soucet Ty + Ty, pro Ty, To € 2" a soucin AT pro T € ', A € R, definujeme v tomto

prostoru nasledovné

<T1 +T27()0> = <T1a90> + <T2790>’ (12)

(AT1, @) = M1, ). (1.3)

Poznamka. Vidime tedy, ze takto definované operace tvoii na prostoru &’ bilinearni
formu.

Distribuci Ty, ktera je zaddna pomoci lokalné integrovatelné funkce f (tj. funkei,

kterd je integrovatelnd na kazdé omezené mnozing), definujeme jako

T = [ [ [ 1) ele)dn (1.4)



Integral v mé& jisté smysl, nebot neintegrujeme pres celé R”, ale pouze
pres omezeny nosi¢ funkce ¢, na némz je f integrovatelnd a zaroven je zde ¢ spo-
jita funkce, tudiz fy je na daném intervalu integrovatelna. Snadno vidime, ze in-
tegral je linearni funkcional proménné ¢, ale abychom tento funkcional mohli
povazovat za distribuci, musime ukazat spojitost.

Uvazujme posloupnost testovacich funkei ¢y eV 2 a necht existuje ome-
zena mnozina K, kterd obsahuje nosice vSech testovacich funkci oy, plati

(e = Tl < ([ [ 1@ ote) do) max fo — .

Jelikoz na pravé strané |pr — ¢| k—> 0, musi leva strana nutné konvergovat k 0,
— 00

¢imz jsme dokazali spojitost funkcionalu definovaného predpisem ([1.4)).

Pozndamka. Distribuce vyhovujici predpisu (1.4) budeme oznacovat jako requldrni,

distribuce, které toto vyjadieni nemaji, nazyvame singuldrnima.

Véta 1. Dveé funkce f, g urcuji tentyz funkciondl, Ty = T,, prave tehdy, kdyz jsou

si rovny skoro vsude.

Pozndmka. Dukaz této véty lze nalézt v [13] na strané 75.

Déle uvazujme dvé lokalné integrovatelné funkce f a g, které jsou sobé rovny
skoro vsude (z toho vyplyva, ze budeme hovofit pouze o tiidach lokdlné integrova-
telnych funkei). Nyni muzeme povazovat distribuce za zobecnéni lokéalné integrova-
telnych funkei. Ztotoznime tedy lokalné integrovatelnou funkci f, definovanou skoro

vsude, s funkciondlem T, ktery urcuje a piSeme

o =ter= [ [ | [reew s

Diracovu 6 distribuci definujeme vztahem: (d, @) = ¢(0) a obdobné také posunutou
Diracovu 6, distribuci v bodé a jako: (d,¢,) = ¢(a). Ukdzeme, ze takto zadany
spojity linearni funkcional je singularni distribuci. Kdyby totiz existovala lokalné

integrovatelnd funkce d(z), pro kterou plati

)o@ = [ o) ol

muselo by také

pro funkei (1.1)) a tedy

+a
/ §(z)e /@) qp = 71,

a

Avsak s lim,_,oy se leva strana blizi k nule, a to je spor.



Pozndmka. Dale budeme psat Diracovu ¢ distribuci jako d(z — a) = §,, ale stdle
musime mit na paméti, ze se jednd o distribuci, a vyraz §(z —a) nevyjadiuje funkéni

hodnotu ,, Diracovy delta funkce“ v bodé a.

Pozndmka. Diracovu 9, distribuci muzeme interpretovat jako soustiedéni jednotkové
hmoty v bodé a € R". Rozlozeni naboje o hustoté f muzeme modelovat vyuzitim

distribuce odpovidajici lokélné integrovatelné funkci f. Cést prostoru V" C R”

cvv s

mace k problému lze nalézt v [I]. Tyto modely rozlozeni, neboli distribuce, mohou

byt duvodem pojmenovani celé teorie vybudované Laurentem Schwartzem.

Definice 6. Rekneme, ze distribuce T € 2’ je na oteviené oblasti £2 € R” rovna
nule pravé tehdy, kdyz je rovnost (T,¢) = 0 splnéna pro vSechny testovaci funkce

p € Z, pro které plati supp ¢ C (2.

S vyuzitim predchozi definice oznac¢ime nosi¢em supp T dané distribuce T nejmensi
uzavienou mnozinu, na jejimz doplnku je tato distribuce rovna nule. Nosi¢em funkce
muze byt napiiklad i jednobodovd mnozina {a}, kterd je suppd(z — a). Snadno

vidime, ze pokud jsou mnoziny supp T a supp ¢ disjunktni, potom (T, ¢) = 0.

1.3 Operace na prostoru distribuci

V nasledujici podkapitole uvedeme nékolik zakladnich operaci na prostoru distribuci
a ukazeme, jak se s nimi pracuje. Poznatky dale vyuzijeme ve druhé a tieti kapitole

pii praktickych vypoctech v teorii Pruznosti a pevnosti a Hydromechaniky.

Sc¢itani distribuci a nasobeni distribuci skalarem

Uvedené operaci jiz byly ukdzény v (1.2)) a (1.3)) na strané [

Translace distribuci

Translaci distribuce T(z) € 2’ o vektor a € R” rozumime distribuci T(z — a) € 2,

pro niz Yy € & plati
(T(z —a), p(z)) = (T, ¢(z + a)).

Jako piiklad uvedeme posunuti Diracovy 0(x) distribuci o vektor a € R"

(0(x —a), p(x)) = (0(x), p(x + a)).



Derivace distribuci

P#i hledani nejvhodnéjsiho zpusobu definice derivace g—le distribuce T(z) € R" podle
proménné x; byl kladen pozadavek rovnosti derivace distribuce derivaci g_ai spojité
diferencovatelné funkce f v obvyklém smyslu.

Uvazujme tedy spojité diferencovatelnou funkci f proménné z, s vyuzitim Fubiniho

véty plati

(2 o) = [ 2D oy an =

Rn
+o00 +oo Too oo 9
/ / / /Oo gq(j) () dl’1>dx27 o dao,_q,dx,,

déle integraci per partes dostavame

[f (@) ()T — o ()2

Snadno vidime, Ze mensSenec tohoto rozdilu se rovna nule, jelikoz ¢ je rovna nule

mimo sviij nosi¢. Prejdeme k

+oo +oo +oo +oo
/ / / / (z) dx1>dx2 dz,_q,dx, =

[ 102 4~ (), 22,

Budeme tedy definovat derlvaa dlstrlbuce T(x)

OT(x) Jo(x)
2 = (T(z), 222,
Pozndmka. Dukaz toho, ze takto definovana derivace distribuci je rigorézné presna

lze nalézt v [13] na strané 82.

Pozndmka. Zavedeme tzv. multiindex, necht p = (pi,p2,...,pn) je posloupnost

n nezapornych celych ¢isel, symbolem D?P oznac¢ime diferencidlni operdtor

()" G G)”

Polozme |p| = p1 + p2 + ... + pn, coz predstavuje tad derivace.

Véta 2. Kazda distribuce T mé derivace vSech fadu a potradi derivovani Ize libovolné
zaménit. Plati
(DPT, ) = (=1)"(T, D¥p). (1.5)



Pozndmka. V praxi se ¢asto setkavame s pozadavkem sestavit funkci, ktera je slozena
na ruznych intervalech z rozdilnych funkci. Nazornym piikladem muze byt vypinaé
svétla, ve kterém zustava signal nulovy do doby, kdy je sepnut, a setrvava v za-
pnutém stavu, dokud ho dalsim stiskem nevypneme. Matematickym aparatem vhodné
zpracovavajicim tuto skutecnost je Heavisideova funkce (tzv. jednotkovy skok), kte-

rou definujeme jako

Hiz— a) = 0 prox <0
1 prox>a
y Graf Heavisideovy funkce H (z)
1 . 1
0,8 | 0,8
0,6 | 0.6
0,4 | 0, 4
0,2 | 0,2
0 ‘ 0
-2 -1 0 1 2 T

Obr. 1.2: Heavisideova funkce H(x)

Priklad. Uvazujme diive popsany vypinac, ktery je vypnuty a zapneme jej v Case
t1 = 6 a zpét vypneme v ¢ase to = 10s. Funkce y(t) popisujici stav vypinace, kde 0

znaci stav vypnuto a 1 zapnuto, je dana rovnici

y(t) = H(t — 6) — H(t — 10). (1.6)

Graf slozené Heavisideovy funkce podle (1.6)

y

1 . 1
0,8 § | 0,8
0,6 | | 0,6
0,4 : | 0,4
0,2 § | 0,2
0 1 P 0

2 1 6 8 10 12 t

Obr. 1.3: Graf funkce y(t) = H(t —6) — H(t — 10)



Ukéazeme, ¢emu je rovna derivace Heavisideovy funkce H. Polozme distribuci Ty

rovnu H, nasledné plati

—+00

(U (2), () = —(Tu(2), p(z)) = - / () () do =

. —00
_ /0 () dz = —[p()]§™ = p(0) = (5(x), p(2)).

Vidime tedy, ze derivaci Heavisideovy funkce je Diracova § distribuce.

Laplaceova transformace distribuci

Laplaceovou transformaci nazyvame zobrazeni, které kazdé lokdlné integrovatelné
komplexni funkei f(t), redlné proménné ¢, kterd ma nulové funkéni hodnoty pro ¢ < 0
a konvergujici alespon pro jedno s € R", pritazuje funkci F(s) zvanou Laplaceuv

obraz funkce f(t) vztahem

F(s) = /000 f(t)e™®dt, seR™

Pozndmka. Dalsi vlastnosti Laplaceovy transformace lze nalézt napiiklad v [10].

Dle teorie Lebesgueova integralu plati, ze zména funkce f na mnoziné miry nula
nezmeni jeji Lebesgetv integral. Tato vlastnost ndam tedy déli vzory Laplaceovy trans-
formace do ttid, které budou mit stejny obraz a navzajem se lisi pouze na mnoziné
miry nula. S vyuzitim této skutecnosti muzeme zavést zobecnéni Laplaceovy transfor-
mace pro distribuce. VSechny predpoklady, které je nutné splnit pii tomto prechodu,
lze dohledat ve [I3] na strané 219.

Necht T(t) € 2/, kde t > 0, potom mé T Laplacetiv obraz
ZL(s) = (T(t),e™™).
Piiklad. Laplaceiv obraz posunuté Diracovy distribuce §(t — a) je tedy
+o0
g{&(t—a)}—F(s)—/ §(t —a)e " dt =
0
“+o0o “+o0o
:/ o(t—a)e**dt =€ / o(t —a)dt =e .
0 0
Piiklad. Laplaceuv obraz derivace posunuté Diracovy distribuce §'(t — a)

+o0o
2Lt —a)} = F(s) = /0 §(t — a)e*t dt —

+oo +o0
:0—/ 5(t—a)(—s)eStdt:3eS“/ O(t—a)dt =se**,
0 0
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a obecné pro m € N*

Z{D™"i(t —a)} = s"e ™,

Pozndmka. Dulezitou vlastnosti Laplaceovy transformace, na kterou se velmi ¢asto
zapomind, je véta o translaci, a tak zde uvedeme jeji hlavni myslenku. Bud f(¢)
predmét standardniho typu (viz [10], strana 17) a € nezdporna konstanta, potom
LL{ft —0)} = e P L{f(t)}. V predpokladech véty je uvedeno, ze funkce f(t) je
nulova pro v8echna zaporna ¢, a tedy f(t — ) je nulovd pro vsechny ¢ < 0.

Pravé zde se ovSsem casto chybuje, a proto je vhodné vétu o translaci uvadét ve vhod-

néjsi forme, a to
L{ft—0)H(t—0)} =e ' L{f(t)H(t)}, pro # <0.

V praktické casti této prace budeme casto vyuzivat tvrzeni predchozi véty pii

tzv. zpétné Laplaceové transformaci ve tvaru

L) e "y = f(t—0) H(t - 0).

Nasobeni distribuci

Obecné nelze dvé libovolné distribuce T a S nésobit. Piikladem méjme lokalné in-

tegrovatelnou funkci f(z) = ﬁ, jenz urcuje distribuci, avsak jeji druhou mocninu
x

f2(z) = I?l\ nelze lokalné integrovat, takze nemuze byt distribuci. Budeme tedy
uvazovat definici sou¢inu za predpokladu, ze jedna z distribuci bude zcela libo-
volna a druhé bude nekonec¢nékrat diferencovatelna funkce o v obvyklém smyslu.

Za danych predpokladu existuje distribuce ,soucinu® aT definovana jako
(aT, ) = (T, ap).

Priklad. (a(z)d(z),¢(x)) = (0(z), a(z)e(z)) = a(0)p(0) = ((0)d(x), ¢ (z)).

Tenzorovy soucin distribuci

Uvazujme dva prostory X™ a Y™ se skalarnim soucinem a eukleidovskou metrikou,
jejich dva body = = [z1,29, - ,Zm], ¥ = [Y1, Y2, ,yn] & dvé funkce f(x), g(y).
Symbolem Z™*" budeme znacit (m + n)-rozmérny prostor, ktery je produktem kar-

tézského soucinu X™ x Y. Bodem prostoru Z™*" myslime

(:Cay) = [.%'1,1'2, oy Ty Y1, Y2, - - 7yn]

Tenzorovym soucinem f(x) ® g(y) rozumime funkci h(z,y) = f(z) g(y), jenz je de-
finovdna na Z™*". Pokud jsou f(z) a ¢g(y) lokdlné integrovatelné v prostorech X™

aY" tak i h(z,y) je lokdlné integrovatelnou funkei na prostoru 2™,

11



Oznac¢me postupné symboly Z,, 2, %, prostor 2 nekonecnekrat diferencova-
telnych funkci s omezenymi nosici na prostorech X™, X™ X™ x Y™ a dale uvazujme
D', Dy, D',y jako piislusné prostory distribuci. Funkei p(z,y) € 2,, vezmeme
ve tvaru u(z) v(y), kde u(z) € Z, a v(y) € %,. Nasledné dostavame

(f(2) ® g(y), ulz)o(y)) = / . / F(@)g()ula)o(y) dz dy =

Xmxyn

= /.. f(x)U(l“)dx/ g(y)v(y) dy = (f(z),u(z)){9(y),v(y))-

n

Jestlize ma funkce ¢ jiné vyjadieni, dostavame s vyuzitim Fubiniho véty

(f(2) @ g(y), o(x,y)) Z/..-/f(l‘)g(y)@(x,y) drdy =

S RCL / gW)ela,y) dy = (@), (gy)s ela. ),

pripadné
(f(x) @ g(y), o(x,y)) = ... = (9(y), (f(2), p(z,9))). (L.7)

Zobecnénim je

Véta 3. Nechtﬂ S. € I, aT, € ,, potom existuje pravé jedna distribuce W, , € 7, ,
tak, ze pro vSechny funkce ¢ € 2, ,, ve tvaru ¢(z,y) = u(z) v(y), kde u(z) € %,
av(y) € 9, a plati

(Way, u(x)o(y)) = (8,u)(T,v). (1.8)
Distribuci W tedy nazveme tenzorovym soucinem distribuci S a T, ktery znacime
S ® T.

Poznamka. Tenzorovy soucin distribuct 1ze rozsitit i na soucin nékolika distribuci,

vice na strané 112 ve [13].

Konvoluce distribuci

Uvazujme dvé alespon po ¢astech spojité komplexni funkce f(t),g(t) redlné pro-
ménné ¢. Konvoluci, zna¢enou f(t) * g(t), mame na mysli tzv. konvolucéni integrdl

ve tvaru
—+o0

f@t)xg(t) = f(r)g(t —7)dr.

Necht S,T jsou dvé distribuce na R™, jejich konvoluci S * T rozumime distribuci

definovanou v R™ vztahem

(SxT,) = (S¢ ® Ty, (£ +1))- (1.9)

?Indexy x,y u téchto distribuci zdiraziiuji, ze tyto distribuce patii do uvedenych prostort.

12



Tenzorovy soucin S ® T, existuje vzdy. Jsou-li A a B nosice S a T v R", je nosicem
S¢ ® T, mnozina A x B, kde z definice kartézského souc¢inu mnozin plyne, Ze je to
mnozina uspotrddanych dvojic (§,n) takovych, ze £ € A, n € B. Funkce ¢(§ + 1)
je nekonecnékrat diferencovatelna jako funkce proménnych &, 7, avsak nema ome-
zeny nosic. Jestlize ma nosic distribuce S ®T,, a nosi¢ funkce (€, n) omezeny prinik,

potom m4 prava strana rovnice (1.9)) vzdy smysl.

Piiklad. Uvazujme konvoluci S * T a necht . je jeji Laplacetiv obraz, potom

L(s) = (S*T,e”™) = (S ® Tn,efs(“”)) —
= (Se®@ Ty, e ™) = (S¢,e )(T,, e ™) = ()T ().

Priklad. Konvoluce Diracovy ¢ distribuce
(a) d(x) * T(x) = T(z)
(b) 6(z —a) *T(x) =7,T
(c) 0'(x) x T(x) = T'(x)

(a)
muzeme povazovat za specidlni ptipad (b), pro a =0,
(b)

(6(x —a) xT(x),0) = (0(z — a)e ® Ty, 0(§,m)) =
= (T, (0(x — a)e, p(§ + 1)) = (Ty, p(a+n)) = (7.T, ¥),

()

(0'(z) % T(x), ) = (0'(2)e ® Ty, 0(&,m)) =
= <T777 <5/($)§7 ‘70(6 + 77>> = <T77> _90,> - <T/7 90>‘
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2 VYUZITI V PRUZNOSTI A PEVNOSTI

V této kapitole se zamérime na praktické vyuziti Diracovy ¢ distribuce v teorii
pruznosti a pevnosti. Vypoctum bude predchézet odvozen:iE] pruhybové cary, se kte-
rou budeme déle pracovat. Na dvou piikladech ukazeme, jak se s distribucemi pocita
a na jejich zdkladé vytvorime obecny model pro vypocet pruhybové ¢ary nosniku
zatizeného nespojitymi zatizenimi.

Budeme uvazovat nosniky, coz jsou konstrukéni prvky, které mohou kromé ta-
hového a tlakového zatizeni prenaSet i zatizeni pricné. Pii odvozovani vSech vztahtu
budeme predpokladat:

e piitné deformace nosniku jsou malé

e ohyb se uskutecnuje pouze v nékteré z hlavnich os

e nosnik je pifimy a po ¢astech prizmaticky

e zanedbani malych posunu prvki nosniku ve sméru podélné osy nosniku

e roviny kolmé na podélnou osu nosniku se nedeformuji

2.1 Odvozeni priuhybové ¢ary nosniku

Necht pro malé ¢ plati dz = Rd¢@ a zdkladni ohyb se uskutecnuje kolem osy z.

Obr. 2.1: Zékladni ohyb, prekresleno z [15]

Pro pomérné pretvoreni €, plati

BB . ydy oy
AB Rdp R’

ex(y) = (2.1)

1Odvozeno 7z [15] a piedndsek Pruznost a pevnost I, jaro 2015.
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pro tutéz velicinu mame zaroven z Hookeova zdkona a prubéhu napéti v ohybu

() = — . 2.2
W) =-FrY (2.2)
Porovnanim rovnic (2.1)) a (2.2]) dostavame

1 M

N 9.

R ET, (23)

Vyraz na levé strané rovnice je zndmy jako kfivost a je dan vztahem, ktery se pfi

uvazovani malych pruhybu podstatné zjednodusi

L G B
B et .

dosadime-li (2.4)) do (2.3), dostaneme tzv. diferencidlni rovnici pruhybové ¢ary
Ely'(z) = —M,(x). (2.5)

Obr. 2.2: Uvolnény element nosniku, upraveno z [3]

7 diferencialnich podminek rovnovahy ptimého nosniku jsou odvozeny nasledujici

vztahyﬂ mezi vnitinimu silami (V- posouvaci sila) a vnéjsim spojitym zatizenim ¢

dV
dm
o =V (2.7)

Dosazenim (2.7) do (2.6) a nésledné do (2.5 dostavame konecnou podobu vztahu
davajici do souvislosti zatizeni s pruhybem ve tvaru

avy _ 4 2.8

2Vztahy (2.6) a (2.7) jsou zndmy jako Schwedlerovy véty, vice v [3] a [15].
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2.2 Vypoctové modely

2.2.1 Priklad 1.

Méme zadany nosnik podle obrazku [2.3] jehoz levy konec je vetknuty a zéroven je na
druhé strané podepten pruznou podporou a zatizen ve stejném misté neproménnou

silou o velikosti F'.

el

v_

L

A

Obr. 2.3: Vlevo vetknuty nosnik

Zatizeni tohoto nosniku modelujeme pomoci Diracovy ¢ distribuce
q=—kny(L)é(x — L)+ Foé(x— L).
Dosazenim do rovnice pruhybové ¢ary (2.8) dostdvame

k F
(avy _ _ Ml _ - _
y i y(L)o(x — L) + Fohi d(x — L). (2.9)

Pouzitim Laplaceovy transformace Z{y(z)} = Y (s) prejde (2.9)) na

3 2 1 k F
4y_8_ _5_ / _i " o :_Ll L —sL & —sL
s y(0) Y(0) = 279" (0) = 7 97(0) = =z y(L)e™" + e

Ulozeni nosniku definuje okrajové podminky

y(0) =0 y'(1L)
y(0) =0 y'(L) =

0 2.10)
0 2

s 1 k . F
Vo y"(0) — Vol y"(0) = —EL} y(L)e " + 77¢ L

1 kL . Fo_,
O+ v O — g vLe i Ry T K

'Y —

$EY

17



Zpétnou Laplaceovou transformaci £~ {Y (s)} = y(z) mdme

2 3

y(@) = 577 0"(0) + 57 y"(0)-
. kpl y(L)(ZL‘ . L)3 H(ZL‘ _ L) + i (l‘ — L)3 H(x — L) (2.11)

6E1
Neznamé konstanty y”(0), y"(0) vyjadiime z okrajovych podminek (2.10)) a rovnice
(2.11) postupnym derivovanim

2
/ Ly z " kpl y(L) —F 2
= — — ——————— (r—L)*H(z— L
1 x kny(L) — F
" o " " M o _
V(@)= 20" O+ o0 - P D@D, (@12)
1 kpry(L) — F
m _ m _ M _
Z rovnice (2.13) a okrajovych podminek (2.10) s prihlédnutim k (1.3|) dostaneme
1 " kpl y(L) —F
= — ——————H(L-L
0= 274"(0) i (L—1L),
y"'(0) = kp1y(L) — F, (2.14)

a zpétnym dosazenim (2.14)) do (2.12)

o 1 " L "

y"(0) = —Ly"(0) = ~Lky y(L) + LF. (2.15)

Dosazenim konstant (2.14) a (2.15)) do rovnice (2.11) mame

1‘2 3

y(@) = 57 (LF = Lk y(L) + o (b y(D) = F)=
k.

ply(L) 3
GBI (x—1L) H(JJ—L)—F@

Dosud nezndmou konstantu y(L) vyjadiime jako prihyb v bodé L

(x—L)*H(z —L). (2.16)

L? L3
)= —(LF—Lkyy(L — (kyy(L)— F
L3 L3 L3 L3
L) =k, y(L ———> F———),
y(L) = Ky y( >(6El 9E] (GE7 6E]
L3 L3
y(L) = — ply(L)E"i_Fgﬁa
y(L)[3EI + L*k,] = L*F,
L3F
3EI + L3k,
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A konecné dosazenim y(L) do (2.16)) mame rovnici

kal?  Fa? Fa?
30+ (3L — )
6ET 3BT+ k13~ 30 T g7 BL =)
ko LPF
GEI3EI 1 ky L°

y(r) =

(r — LYH(z — L) + 6%(:1: — LYH(x — L). (2.17)

Pokud budeme uvazovat pouze feseni pruhybové cary, které dava smysl, coz je
pro x € (0, L), vyslednd rovnice (2.17)) se redukuje na

Fp1 L3 Fa? Fa?

6ET 3BT+ 3 ® 30+ gL o). (2.18)
P

y(z) = ol

V [5] je pro vetknuty nosnik, ktery je na pravém volném konci zatizen silou F' uveden

vzorec ve tvaru

y(x) = é%sz@ - %), (2.19)

kde P = F je sila pusobici na levém konci. Zfejmeé (2.18)) je pii volném levém konci,

tedy kdyz k,; = 0, roven uvedenému vzorci z literatury.

Uvazujme nosnik s parametry: L = 10m, £ = 210 GPa,d = 0,1m, ' = 1000 N. Da-

wd?

le uréime I = %= = 4,908 x 10~°m* a vykreslime prabéh prihybové ¢éry nosniku.

Prihybova ¢ara vetknutého nosniku

-0.05 -

-0.1

-y [m]

-0.2 -

-0.3

-0.35 | | | | | | | | |

Obr. 2.4: Vetknuty nosnik, zatizen silou F
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2.2.2 Priklad 2.

Zadani je velmi podobné zadani predchazejictho prikladu, avsak nosnik je zde vlevo
upevnén na pruznych podporach. Na konci piikladu ale ukazeme, ze tento piipad

je zobecnénim prvniho zpusobu ulozeni.

&S

L

'y
v._

Obr. 2.5: Vlevo vetknuty nosnik, modelovany pruzinami

Ulozenim nosniku na dvou pruznych podporach dostavame okrajové podminky

y'(0) =0 y'(L) =0
y///(o) — 0 y”/(L) — O

(2.20)

Zatizeni nosniku vyjadiené pomoci Diracovy ¢ distribuce
q = —kpoy(0)0(z) + koo y'(0) '(x) — kpr y(L) 6(x — L) + F o(x — L).

Dosazenim zatizeni do rovnice pruhybové cary (12.8)), uzitim Laplaceovy transformace
a aplikaci okrajovych podminek (2.21)) dostaneme

1 1 kpo Koo Ep _ F oo
Y — 0 / 0 _ P O O / o P L sL sL
21V O T g O~ GO+ wpr O - gy e aEre
zpétnou Laplaceovou transformaci £~ {Y (s)} = y(z) mdme
1 X ’ pr 3 koO / 2
_ L) - H H(z)—
@) = 2= y(0) + 25/ (0) = 222 y(0) 2 (@) + 12y 0) 2 (2)
Kp 3 r 3
— —L)y’Hrx—-L)+ ——(@x—L)°H(x—L). (2.21
B y(0) (2~ L H(z = L) + o (a— L) H(z = L), (221)
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Nezndmé konstanty y(0), 3/(0) opét vyjadiime z okrajovych podminek ([2.20)) a rov-
nice (2.21)) postupnym derivovanim

1 ko.ﬁlﬁ'Q kox kly(L)—F
") = — /(0) — 222 207 S0) — 222N T (e N2 H (e — L
kpox koo kppy(L) — F
/" _ P / . p— . .
V@) ==y 1 2y TR o he oD, )
ko kpry(L) — F
" _ Mo _hp _
V(@) =~ y0) - D = g (2.23)
Z rovnice (2.23) s vyuzitim " (L) =0
pr kpl y(L) - F
= 0y A T g
0=ty U= E gy
F—k L
y(0) = ny(L) (2.24)
kpo
a zpétnym dosazenim (2.24)) do (2.22))
kpo LF —kpy(L) ke kny(L) — F
_ Poo gy = BN T8 IYH(L - L
0 S T ) (o) — U (L 1) (L~ I,
FL —ky, Ly(L
y'(0) = - y(L) (2.25)
o0
Dosazenim konstant (2.24)) a (2.25) do rovnice ([2.21]) dostaneme
F kp1 FLx kpLy(L)z Fa® kya’ F L a?

S R TN S - By - R Yoy B VT A A Yo7

_ kpl éogél}) T i 6]{2111 y(L) (ZL’ . L)3 H(ZL’ _ L) + 6Ei] (ZL‘ — L)3 H(ZL‘ — L) (2.26)

Vyjédirenim pruhybu y(L) v bodé L ziskdme nezndmou konstantu

F k 1 FL2 k 1 L2 y(L)
L) = _ p P _
YL = BT o BT YO Y G BT T kBl
FL* kL FL?  kyLPy(L
_ pl y(L)+ _ vl y( )
6EI ' 6EI 0BT kwEl
o FE kL) | F b P ke ()
Y 3ET 3EI ko BT~ kBTN T k0BT T kBl
ko L¥  ky ko L?]|  FL} FL? F
L)|BI+ ™ Spl I B -
YU Bl =t 3 e o
FL* FL* F
y(L) = O Koo Ko

kpr L° Ky kpi L2

EI
+ 3 pr koO
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Vztah pro konstantu y(L) nechame Vyjédfen v tomto tvaru, jelikoi Z Néj ne-
lovani ruznych situaci a to naprlklad vetknuti. J esthze limy, o, k,0—+o00 ¥(2), dostaneme
na levé strané vetknuti, coz odpovida zadani prvniho ptikladu. Uvedeny postup po-

drobnéji rozepiseme

(2) <x3 Lz Lz 1 1 ( ) ( >
€Tr) = _— —————_--—- 00— — = — — — |\ —
Y 6 2 ke Ky T EI
FL3 FL2 n F
3 La? Lz 1 1 k ko kpo F
= (L LY H (a-D)) (32 3 Kok —z)-
6 2 ke ky 6 EI ki L? kp |k L* EI
EIl +—+—
3 k’pg k‘oo
(2.27)
FL? FL* F 3
i L FL ,
1. 3 koO pr 3 FL
11m = = X
kpo, koo—++00 E[ 4 ]{JplLS i @ i l{?ple E[ i k'plLS 3EI + k’plL3
3 ko Koo 3

A stejnym limitnim pfechodem pro == preJde rovnice - do tvaru

2 Lz? 1 ko FL3 F

= (== - (- L)*H —L)(i———):
y(@) ( 6~ 2 oW DHC D) G5 T B
k'png Fl'z FIL‘ k 1 L F
= —3L)+ —(3L— L —LYH(z— L
6ET 3BT+ b7 3D gEr B =) ~gprspr e ¢ - D e - DF

F 3
+ 6ﬁ(a: — LyY’H(x — L). (2.28)

Pokud budeme opét uvazovat pouze feseni na nosniku, tedy pro = € (0; L) méame

kaL?  Fa? Fa?

_ 3Ly S g 9.9
V@) = GEr 3BT+ hyir 3D g BL ), (2.29)

vidime tedy, ze (2.29)) je shodnd s (2.17)).
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Prahybove ¢ary pro razne ko PFi kp0=1 Nmt

Vetknuti

-0.05

0.1

-0.15

0.2

-y [m]

-0.25 1

-0.35 1

-04r

_045 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]

x [m]

Obr. 2.6: Graf pruhybovych ¢ar pfi ruznych ko, kyo = INm™!

Tab. 2.1: Zavislost relativni odchylky feSeni na vlastnostech pruzin v porovnani

s vetknutim ze vzorce (2.19)).
Ko [Nm™] 1 1 1 1 2 4 2000
koo [Nm™] 1 2 4 20 1 1 1
relativni odchylka [%] ‘ 40,66 20,72 10,75 2,78 40,26 40,06 39,86

Z tabulky 2.1] je zfejmé, ze vliv ko je zanedbatelny vuci vlivu ohybové pruziny
koo pii modelovani vetknuti. Budeme tedy pii aproximaci vetknuti pomoci pruzin
uprednostnovat zménu tuhosti ohybové pruziny. Tento vysledek je zpusoben malym

koeficientem jmenovatele zlomku, ve kterém se k,o vyskytuje ve jmenovateli, v rov-

nici (2.27)).
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2.2.3 Obecny model

Na zakladé uvedenych piikladu sestavime obecny model pro vypocet ohybové cary
nosniku. V modelu budeme uvazovat pusobeni nespojitych zatizeni v n bodech U;,
pro ¢ =1, ..., n, na po ¢astech prizmaticky nosnik o celkové délce L. Kazdy bod
je posunut o vektor u; od levého konce nosniku a muze v ném pusobit libovolné
zatizeni z tabulky [2.2] Za jeden z bodu budeme vzdy uvazovat levy okraj nosniku,

ktery ovSsem nemusi, ale muze byt zatizen a budeme ho znacit Uy, s posunutim

u,

Obr. 2.7: Model obecné zatizeného nosniku

Obecnosti nebrani predpoklad o volnych koncich, a jestlize bude néktery z konct
nosniku zatizen pruzinou nebo ohybovou pruzinou, okrajové podminky se nezméni

a stale mame

y"(0)=0 y"(L) =0
y"(0) =0 y"(L) =0

(2.30)

Vychézet budeme z obecné rovnice pruhybové ¢ary, kterou jsme odvodili v od-

stavei 2.1 (2)

V) () = N)
Pro ilustraci uvazujme prizmaticky nosnik zatizeny silou Fivu = 0,4 L, momen-
tem Mg v ugz = 0,6 L, ktery je v levém konci vetknuty pruzinami o tuhostech kg

a ko()

k F M.
(Iv) _ _ 0o o0 / 41 . 12 o B
y“ V() y(0)o(x) + Ely (0)d'(z) + Eld(x 0,4L) + E]5 (x —0,6L).
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Celou rovnici snadno zobecnime na tvar

E; I E; 1
=0 =0
Ny, Ny
i ol /
- ;Ei[iy(ui)(S(x —w) + ;Eijiy ()0 (x — ). (2.31)
n—1 pokud je levy konec nosniku zatizen
Poznamka. Kde k =
n pokud neni levy konec nosniku zatizen

&

Younguv modul pruznosti mezi body U; a U1
Osovy kvadraticky moment k ose z, mezi body U; a U4
Velikost sily pusobici v bodé U;

Velikost momentu pusobiciho v bodé U

=

<

Tuhost podpurné pruziny pusobici v bodé Uj;

k,;  Tuhost ohybové pruziny pusobici v bodé Uj;
u; Vektor posunuti bodu U; od levého konce nosniku
Tab. 2.2: Prehled nespojitych zatizeni.
Grafické znazornéni | Zatizeni v u; Grafické znazornéni | Zatizeni v u;
—»
F
Sfla F' M Moment M
Fo(r —w) Mo (x — w)
v -
k1
Pruzina Ohybova pruzina
3
—kpi y(i)6(z —wy) ’ —koi ' (05)0"(z — )
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Po aplikaci Laplaceovy transformace, zpétné Laplaceovy transformace a uziti okra-

jovych podminek (2.30) na levém konci, na rovnici (2.31]) dostaneme

y(x) = 6;??[03:3[{(@ - kgoEi(]? T H(x) + 22400[0352}[(95) + k;%y—;i.?a?[{(x)—l—
+ 6E11]1 (r—w ) H(r —w) - %ﬁ}‘:)(m —w)*H(z — ug)+
+ 22{1[1 (z —uy)*H(z —uy) + %(z —w)?H(z —uy) + ...+
+ 6EF:[n (r —un)*H(z —uy) — —k%né/:l;:) (r—up)*H(z —uy)+
- 22{;}” (z—un)’H(z —uy) + —kogg;(zn) (r —un)’H(z —un) + % + %,
(2.32)
k uziti okrajovych podminek, které mame pro pravy konec, musime postupné
derivovat
y'(z) = 25;]096211(37) — ]{;OELOS(;)ﬁH(a:) + é\;[;oxﬂ( ) kogz/[(oo) xH(z)+
g o ) = )
* El}l (z —w)H(z —w) + klgl(fl:l) (z—w)H(z —w)+...+
. gln (2 — un)H(z — up) — %Ey—:l;:)(x ) H(z — un)t
+ é\j;n (r —up)H(x —uy) + ko?;(;:n) (r —up)H(x —uy) + yE/((]([]z, (2.33)
') = poaite) - B o) + 2 g+ D g
B aH G — ) = ) H (e — )+
E L E I
+ é\f[}lH(x —uy) + kOIEyi(]l:l)H(x —uy)+ ...+
+ EZ:T}” (r —un)H(z — uy) — kp%i(]:n)( —up)H(z —uy)+
+ E]\f;nH(x —u,) + mg/;(;:n)H(x —u,), (2.34)
o) = g ) - SR ) e ) = PR
+.. 4 E]::r}n]-](x —u,) — kp#(]:n)]{(x —u,). (2.35)
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Zaméiime se na pocet neznamych a pocet rovnic, které budeme potiebovat.
Vidime, ze uzitim Laplaceovy transformace se budou v rovnici vyskytovat
dvé nezndmé konstanty y(0),y'(0). Dalsi nezndme konstanty jsou pruhyby y(u;) a
natoceni y'(u;), které vzniknou v bodé U; pii zatizeni podpurnou, piipadné ohy-
bovou pruzinou. Celkem tedy méame 2(k 4 1) konstant, které musime vyjadrit a
dosadit do (2.32). Tuto soustavu 2(k + 1) rovnic budeme Fesit maticové, prevedeme

tedy problém na maticovou rovnici
LY =P, (2.36)

kde matice Y tvoii neznamé konstanty

y'(u) [ 2(k+1). (2.37)

vvvvvv

sestavime z blokovych submatic a posledni dva fadky vyjadiime z (2.34]) a (2.35]).

I —
R; = (42'

A;
V, = (k,,j

R1
R;
Rs
R4

I
S2.1
S3.1
Sa1

Sk,1
Vi
W,

0
I
S3,2
Sa2

Sk,2
V2
W,

0 0 0

0 0 0

I 0 0
Sus 1 0
Sk3 Ska I
Vs Vu Vi
Wi Wy Wi
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Matice L tedy ma tvar

A A 1 0 0 0 )
A Az 0 1 0 0
Ay A3 Ba, B, 1 0
A, A3 Bas B3, 0 1
As Aj B3, B;,l Bs Bf';l 2k
L= 121\3 zzl\g B\g,l §§71 B\S 2 §§2
A Ay By 1 B};l By o B,
A Ay By1 B;}l By, B;Q )
Epo 0 kp 0 kpo 0
pr(L - 110) —koo kpl(L - 111) —ko1 kp2<L - 112) —Fko2 :
~~ d 2.39
2(k+1) ( )
ko 1 ky;
A= 0 ) B = — (g )3
6L; 11 (ui = o) Ei 11 K 6L 111 (w =)
A — — P (e — un)? B.= —P (g —w)?
’ 2E; 11 (u: —uo) " 2E; 11; (wi — )
Ar = 0y, — 2 _ Wi B = —— % (g, —u;)?
‘ 2E; 11; 4 (8 = o) Ei 11y m Ei 11; (v =~ )
N 1 N .
A= "0 (g — - Bf.= ——%  (u;— u;
’ Ei 114 (a4 = uo) Y Z’J Ei 11 (u = uy)

Matici pravé strany P vytvotrime jako soucet dvou sloupcovych matic ¢, x, kde

je k-ty tadek jednotlivych matic vyjadien

ko Fig 3 M;_y 2
Ve = i:ZIGEi—l-[z’—l (e = uia) +2Ei_1]i_1 (0 — i)
ko Fi o, M
A7y A oy
Fo 5 My
6E ™ T am ™
fo 1123+ Mo uy? + il (112—111)3+ My (112—111)2
Y=\ 6Eyl, 2F, 1, 6F, I, 2F, I,
Uy,
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E
0 1122+ —OU2+

L _ 2
x = | 2E,1, Eoly 2]5111(‘Jl2 u)” +

Xk

Radky matic v, y se postupné sefadi do matice P, kde posledni dva fadky vyjadiime

opét ze (2.34) a (2.39).

Py )
X1
(05

X2 2k

p= " (2.40)

Priklad. Méjme zadani z piikladu 1, tedy s parametry: L = 10m, £ = 210 GPa,
d=0,1m, [ = 1000N, kyy = koo = 50Nm ™", T = T& = 4,908 x 10~ m*.

Foo s L ke L

— - = —[ —— 10
6EI  EI  2EI EI y(0) 0
Epo koo 1 "0
_ L2 B0~ 0 1|y | V(0) _
L= 2ET EI"  EI Y= WD) | P=1p| G4
pr 0 0 y'(L) 0
Lk, —koo 0
20
S . . 200
VyteSenim maticové rovnice LY = P, dostaneme Y =
0, 325322
0, 048698
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Dosazenim konstant z Y do rovnice (2.32))

y(x) = —1,616 812 x 10~* 23 H () + 4,850 436 x 107 2*H (x)+
41,940 175 x 107" = + 1,940 175 x 107°  (2.42)

Porovnani se vzorcem z [5]
y(r) = —1,616 812 x 10~* 2 + 4,850 436 x 107% 22

Vysledky nejsou zcela totozné, coz je zpusobeno tuhostmi pouzitych pruzin ve
vypoctovém modelu a jejich srovnani s vetknutim. Pokud uvazujeme uvedené tuhosti
pruzin a vynese oba vysledky pomoci vhodného softwaru, napiiklad v programu
MATLAB, graficky, nebo je numericky vyéislime, dostaneme maximalni absolutni
odchylku pro zadané hodnoty 0,001 996 m a to na pravém konci nosniku.

Pokud budeme uvazovat stéle vétsi tuhosti pruzin kg, ko, popfipadé je limitnim
prechodem ,posleme“ do nekonecna, absolutni ¢len a ¢len s x v (2.42)) jdou k 0

a vysledky se rovnaji.
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3 VYUZITI V HYDROMECHANICE

V teorii hydromechaniky budeme uvazovat tzv. cylindrické soufadniceﬂ K odvo-
zeni rovnice vyvoje tlaku v potrubi vyuzijeme rovnici kontinuity v cylindrickych
soutadnicich, viz [2]-rovnice (13.1.21), pro staciondrni proudéni nestlacitelné kapa-

liny ve tvaru
ov, 10v, 0Ov, v,
+-—L 4 =
or  rdp 0z r
Pii zanedbédni objemové sily (G; = 0) uvazujeme Navier-Stokesovy rovnice ve tvaru

= 0. (3.1)

ov, v, Ov, ov,. vi 10p v, 2 81@,)
TS - z - = T4 A?"_____7 3.2
! 8r+ragp+v 0z r p8r+y( R r2 g (32)
ov, v, v, Ov, VLV, 1 dp ( v, 2 8%)
il . =——F Ao, ——2+22T) (33
oy r a¢+” 0z r pr@gp+y ’ r2+r284p (33)
ov, v, 0v, ov, 10p
) s e (X8 3.4
U3r+r8g0+v 0z p82+V ! (3.4)

Kde A je Laplaceuv operdtor

P10 1
SO ror r20g?r 022

Uvazujme proudéni kapaliny pouze v ose trubice, pro které plati: v, = v, = 0,
rovnice (3.1)) tedy ptejde do tvaru

ov,
=0, (3.5)

z ¢ehoz plyne, ze v, = f(r,¢). Pii jednorozmérném proudéni se rovnice (3.2)), (3.3)),
(3.4) znacné zjednodusi
10p

1 op

0= o0, (3.7)
10p v, 10v, 1 0%,

0——;&”(@7& o *ﬁagpa)- (38)

Predpokladejme, Zze soucinitel dynamické viskozity 7 = vp bude konstantni a tedy

p (82vz 1ov, 1 321&)‘ (3.9)

9z "o ;87’+ﬁ8902
Vidime, ze v je podle a vyraz na levé strané funkci pouze proménné z
a vyraz na opacné strané je vzhledem k funkci r, . Aby tedy tato rovnost podle
parcidlnich derivaci nastala, musi byt obé strany rovny konstanté. Dalsi derivaci tedy

dostaneme
9*p

Vice o cylindrickych (vélcovych) soufadnicich Ize nalézt v [12].
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3.1 Vypoctové modely

3.1.1 Priklad 1.

Uvazujme jednoduché piimé potrubi, kterému ptislusi dvé okrajové podminky. Nejdiive

vyTesime dany problém klasickouﬂ metodou

oy
gpo % p1g

L

v

|
-
-

Obr. 3.1: Jednoduché primé potrubi

Okrajové podminky pro uvazovanou c¢ast potrubi maji tvar

p(0) = po p(L) = p1. (3.11)

Predpokladejme, ze vyvoj tlaku v potrubi mé linearni prubéh a budeme tedy hledat
koeficienty rovnice: p(z) = a+bz. Dosazenim okrajovych podminek ({3.14)) dostdvame

z2=0 = @ = Po
P1— Do
h=
L )

(3.12)

vyjadrené koeficienty dosadime

p(x) = — (B72)= (3.13)

Tento priklad byl znacné zjednoduseny, v dalsim budeme uvazovat hydraulicky prvek

s odporem, kde tento problém vytesime obdobné.

2K tomuto zpisobu fesen{ bylo vyuzito zejména [11].
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3.1.2 Priklad 2.

Potrubi rozdélime na dvé ¢ésti, budeme tedy tesit dvé rovnice, p(z) a q(2).

g Po Ps Dp g

I L4 ! Lo I

Obr. 3.2: Piimé potrubi, rozdélené na dvé ¢dsti

Okrajové podminky pro uvazovanou c¢ast potrubi

p(0) = po q(0) = ps (3.14)
=p

p(L1) s q(L2) = pp
s vyuzitim okrajovych podminek
p(2) =po + Az q(2) = ps + B2y, (3.15)
evidentné

p(L1) = po + ALy = q(0) = ps,
vyjadienou konstantu p, dosadime zpét do ({3.15))

q(z) = po + ALy + Bz,
nyni nékolik jednoduchych tprav

Pp = q(L2) = po+ AL + BL,,
pp — Do Ll
B = —A—
Lo Ly’
pp — Do
Lo

L _
q(z) = po + A(Ll - L—;Z2> + ppL2po 2. (3.16)

q(z) =po+ ALy +

L
ZQ—AL—IZQ,
2

Zavedeme

dq(z)

= —b", (3.17)

22
a dalsi dpravy (3.16)) vzhledem k (3.17))

Ly Pp — Po

"= —A— 42T

v I, I,
pp_pO L2 n
A=t Po B2,

. T,
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Pp — Po L, n)
= —+ =0
p(Z) p0+ < L1 + Ll vz,
Pp—Po | Lo n)( Ly ) Pp — Po
= et B R N L, — =2
q<2) Do + ( L1 + Ll (% 1 L2 29 | + L2 29,
q('z) = Ppo + (pp - pO) - pp[j Po 29 + Lgbv” — banQ + Pp — Po 2,
2 2
Q(Z) =Dp + L2bvn - bUnZQ = Pp + (LQ — 22) bu™.
Dostali jsme tedy dvé rovnice
— L
p(z) = po+ <ppL_1po +E bo) 21, (3.18)
q(z) = pp + Lobv™ — " z0 = pp, + (Lo — 23) bu™. (3.19)

Uvazujme, ze pravou ¢ast potrubi o délce Lo zkratime az na infinitezimalni hodnotu

a budeme ji brat za hydraulicky odpor s vlastnosti (3.17)).

g Po Ps Pp g

! Ly Ly

Obr. 3.3: Piimé potrubi s hydraulickym prvkem

Tlak pred hydraulickym prvkem bv™ tedy vychazi
p(L1) = py + Labv" = ¢(0), (3.20)

tésné za hydraulickym prvkem
4(L2) = pp. (3.21)

Nyni stejny piiklad vypocitame pomoci distribuci a Laplaceovy transformace ob-
dobné jako ve 2. kapitole. Zakladni rovnici, ze které budeme vychézet, je diive
odvozend rovnice (3.10).
Hydraulicky prvek vzdaleny o u od levého konce potrubi modelujeme pomoci Dira-
covy distribuce
qg=—b"d(z—u),

dostaneme rovnici

*p

922

Okrajové podminky zustavaji stejné a tedy

=—" ¥ (z—L). (3.22)

p(0) = po p(L) = p(Ly + Ly) = ps + bv" = p,,. (3.23)
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Uzitim Laplaceovy transformace £ {p(z)} = P(s) na (3.27))
s2P — sp(0) — p'(0) = —bv"se *F,

1 1 b
P = gp<0) + = 9/(0) — - © t

52
zpétnou Laplaceovou transformaci £ 1{P(s)} = p(z)
p(z) = p(0) +p'(0) 2 — bv"H(z — L).
7, okrajovych podminek postupné dostaneme
z=0 = p(0)=po,
p(z) = po +p'(0)z = bv"H(z — L),

vyuzitim podminky na druhém okraji

z=1L = p(L) =ps+ bv" = p,,

n + bv™ —
p(L) = Pp = Do +p/(O)L—bU = p/(o) :pp—[JpO,
dosazenim vyjadrenych konstant p(0), p’(0) do (3.1.3))
bu™ —
p(z) = po+ <w> z—bv"H(z—L). (3.24)

Pii vypoctech s distribucemi bereme délku potrubi L od levého konce, az za
hydraulicky prvek. Budeme-li chtit zjistit tlak pred hydraulickym prvkem, budeme
muset k vysledku pro z = L

Dp + bU™ — po

p(L)=p0+< - )L—bv”H(L—L):pp,

pri¢ist uvazovanou zménu tlaku v hydraulickém prvku

p(L — Ly) = p, + bv"

Hydraulické ztraty v néjakém hydraulickém prvku (tzv. mistni ztréty), obecné
s parametrem bv", oviem nejsou jediné ztraty. Pii proudéni skuteéné (viskézni) ka-
paliny potrubnim systém vznikaji vlivem tifeni o mezni vrstvu kapaliny tzv. délkové
ztraty. Vlivem treni vznika teplo, které odebird ¢ast tlakové energie a zpusobuje

tedy tlakovou diferenci na daném potrubnim useku.
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Pro vypocet téchto ztrat lze pouzit Weissbachﬁvﬂ vztah pro diléi ztratovou mérnou

energii
n L. Uz.
Y., = ) I 2
2t Z<)\]Dj 2)7 (3 5)
J=1
Pro ztratovou diferenci tlaku, mezi bodu A, B plati

Lap 0,24,3
Dpap 2

Apap = pYaap = pAap (3.26)

p hustota proudici kapaliny

Aap  Soucinitel tiecich ztrat mezi body A a B

Lap  Osova délka potrubi mezi body A a B

Dy, , Hydraulicky pramér potrubf mezi body A a B

vip  Stredni rychlost proudici kapaliny mezi body A a B

Kde hydraulicky prumér potrubi vypocitame jako

45y,
Dy =—
h Oh )
tedy pro kruhovy prufez o pruméru d
4rd?
Dy, = =d
" Ard

K uréeni soucinitele trecich ztrat turbulentniho proudéni se uziva nékolik Vztahﬁﬁ

A
0,3164 Re %% ocelové potrubi - Blausiiv vztah
0,0032 + 0,221 Re %%7 | ocelové potrubi - Advaniho vztah
0,0054 + 0,395 Re %3 ocelové potrubi - Hermaniuv vztah

2 , P .
—13?6;0,8226 plastové potrubi - Seveleviiv Vzta

Podle [8] maji plastovd potrubi velmi vyznamné hydraulické vlastnosti. Vynikéd
predevsim velmi nizka drsnost stén omyvanych proudici kapalinou, v porovnani

s ocelovym potrubim, coz se projevuje niz$im soucinitelem tiecich ztrat \.

3Dalsf podrobnosti v [14].
4Uvedené a mnohé dalsf lze nalézt v [4].
SPodle [6].
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Reynoldsovo ¢islo Re je dulezitym parametrem, ktery predstavuje vliv vnitiniho

tfeni kapaliny vlivem viskozity pfi proudéni.

UDh
14

Re =

v stfedni rychlost proudici kapaliny v profilu
D, Hydraulicky prumeér potrubi

v Soucinitel kinematické viskozity

3.1.3 Obecny model

V obecném modelu budeme uvazovat pusobeni k hydraulickych prvka na piimém

potrubi o celkové délce L

bio" bov™ by—10" bypv™
gpo Dp g
| Ly [ | | |
-————> | |
[ Lo [ [ [
-————————————————————————————» | |
B Li . |
< > [
< L >

Obr. 3.4: Piimé potrubi s hydraulickymi prvky

Rovnici (3.10) médme ve tvaru

9*p b
FE D b8 (z - ). (3.27)
=1
Okrajové podminky
p(0) = po p(L) = pp (3.28)

Uzitim Laplaceovy transformace £{p(z)} = P(s) na ({3.27))
k
s2P — sp(0) — p'(0) = — Z sbp" e,
i=1

1 1 1<
P:_ 0 o _ bzn —suj
- p(0) + 57 (0) 8‘5 V" e M,
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zpétnou Laplaceovou transformaci £~ P(s)} = p(z)

k
p(z) = p(0) +p/(0) 2 = Y bo" H(z — z)
i=1
7, okrajovych podminek postupné dostaneme

z=10 = p(0) = po,

k
p(z) =po+p'(0)z — Z bv" H(z — z;),
i=1
vyuzitim podminky na druhém okraji

z=L = plL)=p

L o o /OL : b n /O _pp+Zf=1bivn_p0
p(L) = p, = po + ' (0) —; " = p/(0) = T

dosazenim vyjddienych konstant p(0), p'(0) do (3.1.3))

k k

+ o b,;v” — n

p(2) = po + (pp Zzz po) z— E biv" H(z — z;). (3.29)
i=1

Pii zapocteni vztahu (3.26) a (3.5)), je zfejmé tlakovy ubytek zpusobeny trenim
proudici kapaliny o stény potrubi klesajici linearni funkei

2

Ap.o=p(0) —p(z) = p)\D_hE'

Pokud se potrubi sklada z po ¢astech ruznych potrubi

K I, v? 2= v
Ap.o — p(0) — _ ( A i _7,) A i=1" n+1’
po=p(0) = p(z) = (p Dy 2) TP o

=1

A Soucinitel trecich ztrat potrubi ¢

l; Osové délka potrubi ¢

Hydraulicky prumér potrubi ¢

v; Stredni rychlost proudici kapaliny v potrubi ¢

K Pocet potrubi které jsou pred posunutim z
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Konecny vztah pro celkovou zménu tlaku je tedy

. k k

b b —

P(Z)H =po + (pp il Zzz Y po) z — Z bv" H(z — z;)—
i=1

= l; v? P S
— Ni—— - — pA,. =1 1wl (330
;p D2 AT (3.30)

Jako piiklad uvazujme potrubni systém se tfemi hydraulickymi prvky propojen
jednim typem potrubi.

po = 30 000Pa, p, = 6 000Pa, v = 1000ms™!, n =1, by = 3kgm 257!, by =
lkgm=2s7!, by = Skgm2s 1 v = 1,596 519 x 107 m?s~!, D) = 1m, | = 6m,
21 =2m, zp =4m, z3 =6m, p = lkgm™

vDy, 1000

Re=—"== 1,596519 x 10-6

=626 362 742 = X\ =0,3164Re **® =2 x 1073

2 v? 6 10002
Vit = A——=2x10"3=
D,2 77

= 6 000 Pa

dosazenim konstant do (3.30))

1 — 30000
(=) — 30000 - {8000+ 6000) + (3000 g 000 + 5000) L
k
10002
-3 (1000 bi H(z — zi)) — o5 ? =

=1

k
30000 — 2500 = — Y (1000 bi H(z — zi)>

=1

56, = pp + Ya, tedy p, musime korigovat na tlak, ktery by byl na pravém konci potrubi

pri zanedbdni tlakovych ztrat tfenim o stény potrubi.

39



«10% Vyvoj tlaku v potrubi

3 Tlakové ztraty trenim
n
blv
n
25t b)Y
n
b3v
2 -
'©
o,
o 15
1 -
05
0 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6

z [m]

Obr. 3.5: Piimé potrubi se tfemi hydraulickymi prvky
Vidime tedy, ze vyvoj tlaku v pfimém potrubi pii proudéni viskézni kapaliny je
po castech linearni funkci, ve které se smérnice primek skladaji ze dvou funkci, a

to ubytku tlaku pfi tfeni kapaliny o stény potrubi, a o ztraty pfi vnitinim tfeni

kapaliny.
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ZAVER

Cilem této préace je reSerSe teorie zobecnénych funkci a formulace matematickych
modelu v teorii Pruznosti a pevnosti a Hydromechaniky. Text tedy kromé nezbytné
teorie naznacuje mozné vyuziti distribuci a Laplaceovy transformace pii reSeni dife-
rencialnich rovnic v mechanice kontinua.

V prvni kapitole jsou distribuce zavedeny jako spojité linearni funkcionaly na pro-
storu testovacich funkei, nejsou tedy funkcemi. Ve druhé ¢asti teoretického tvodu
jsou ukazany dulezité zakladni operace s distribucemi, a to predevsim s Diracovou o
distribuci, které se vyuzily v néasledujicich kapitolach. Jsou zde také uvedeny dalsi
dulezité poznamky, napiiklad o translaci Laplaceovy transformace.

Kapitola druhd se vénuje vypoc¢tum pruhybové ¢ary nosniku, ktera zde byla od-
vozena, pomoci distribuci. Pouziti bylo ukédzano na piikladu, na kterém bylo zifejmé
pouziti distribuci a modelovani vetknuti pomoci pruzin. Obecny model pro vypocet
pruhybové ¢ary nosniku zatizeného nespojitymi zatizenimi z tabulky byl sesta-
ven jako alternativa ke standardnimu postupu rozdéleni nosniku na jednotlivé casti
a jejich postupné feseni nebo k metodé vyuzivajici tzv. Macaulayho funkce. Jadrem
obecného model je Laplaceova transformace, ktera definované zatizeni nosniku po-
moci Diracova 6, prevede na soustavu linearnich rovnic, ktera je snadno tesitelna.
Vysledkem jsou koeficienty polynomu ¢tvrtého stupné, ktery predstavuje rovnici
pruhybové ¢ary nosniku.

V zavérecné kapitole je priblizen problém tlakovych ztrat pii proudéni kapaliny
piimym potrubnim systémem zpusoben ttecimi silami a hydraulickymi odpory v po-
trubi. Obecny model pocita s pusobenim nékolika hydraulickych prvka o ruznych

vlastnostech, které jsou propojeny potrubnim systémem z ruznych casti.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

Symbol Rozmér Velicina
b kg - m~("+D . s~ Ztratovy soucinitel
e [—] Mnozina funkei, které jsou spojité
i se svymi parcialnimi derivacemi vSech tadu
Dy, [m)] Hydraulicky primeér potrubi
9 [—] Prostor testovacich funkei
D" [—] Prostor distribuci
9 [—] Duaélni prostor k prostoru distribuci
E kg -m™-s7? Younguv modul pruznosti
Fy, (kg - m - s72] Velikost sily pusobici v bodé Uy
H(z) [—] Heavisideova funkce
I [—] Jednotkova matice (2 x2)
I, [m?] Osovy kvadraticky moment k ose z
k, N-m™] Tuhost tlacné pruziny
k, [N - m)] Tuhost ohybové pruziny
L [m] Délka nosniku/ potrubi
Z{f(t)} [—] Laplaceova transformace predmeétu f ()
L7HIWr [ Zpétnéa Laplaceova transformace predmétuf(t)
M, N - m] Zakladni ohyb kolem osy z
M, [N - m] Velikost momentu pusobiciho v bodé Uy,
o [—] Nulova matice (2 x2)
O, [m] Omoceny obvod potrubi
p kg -m~t-s77 Tlak
p(2),q(z) -] Tlakové funkce v potrubi
T [m] Polomeér potrubi
R,C [—] Mnozina realnych, komplexnich ¢isel
R;, Si; [—] Blokové matice (1 x2)
Re [—] Reynoldsovo podobnostni ¢islo
Sh [m?] Prutoény plocha
supp f(z)  [-] Nosi¢ funkce f(x)
T [—] Distribuce
Ty [—] Heavisideova distribuce
Uy, Zi [m] Posunuti bodu Uy, Z;, ve sméru osy X, z
v [m - s Stiedni rychlost proudici kapaliny
Uy, Vip, Uy [m - s7!] Rychlosti kapaliny v cyl. soufadnicich
y [m] Prahyb nosniku v ose y
Y(s),P(s) [-] Obrazy Laplaceovy transformace
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Symbol Rozmér Velic¢ina

d(z) [m~1] Diracova distribuce

€z -] Pomérné pretvoreni v ose x
kg-m~!-s71] Dynamickd viskozita
m? - s Soucinitel kinematické viskozity
kg - m™3] Hustota kapaliny

rad] Uhel natoceni stiednice
Oblast prostoru R”

[

[

[

[

[—] Testovaci funkce
[

-]

[—] Symbol tenzorového soucinu distribuci
]

Symbol konvoluce
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