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Abstrakt

Tato prace se zabyva pojmem stochasticka dominance a jeho aplikaci v optimalizaci do-
pravnich uloh. Cilem prace je polozit zéaklady pro nadefinovani pojmu, popsani jeho hlav-
nich vlastnosti a vysvétleni tohoto pojmu na jednoduchych ptikladech. Dalsim cilem je
aplikovat poznatky o stochastické dominanci na sitové tlohy rozsitené o prvek nahody ve
formé ndhodné ceny prepravy. U ptikladii uvedenych v této praci je také nalezené reSeni
a kod pro programovaci jazyk GAMS.

Summary

This bachelor’s thesis deals with stochastic dominance. The goal is to lay the foundations
for defining stochastic dominance, to describe its properties and to explain this term on
simple examples. Another goal is to apply this term to network problems with random
transport price. Examples in this thesis also contain solutions and code to find these
solutions written in GAMS language.
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Stochastickd dominance, sitové tlohy, optimalizace, icelova funkce, uzlové hranova inci-
den¢i matice, omezeni, GAMS, General Algebraic Modeling System
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1. Uvod

V této praci se budu zabyvat pojmem stochastickd dominance a jeho aplikaci v sitovych
ulohach. Jedna se o pojem pouzivany v ekonomii, naptiklad pti porovnavani investic.

Kladu si za cil sepsat teorii stochastické dominance a pojmii k tomu pottebnych, tak,
aby se daly jednoduse aplikovat i do jinych védnich obort nez jenom do ekonomie. Dale si
kladu za cil popsat nékteré zakladni sitové tilohy a rozsitit je o nahodné jevy, které budu
resit stochastickou dominanci. V této praci bude také pro kazdou sitovou ulohu kéd pro
nalezeni Teseni v jazyce GAMS.

V druhé kapitole zavedu pojmy z pravdépodobnosti potiebné k nadefinovani pojmu
stochastickd dominance a dalsim rozvaham o ném. Tteti kapitola se bude zabyvat sesta-
venim zakladnich modelu sifovych tloh véetné jednotlivych nazornych prikladi a jejich
fesenim. Ve tiet! kapitole se také zminim o zakladni teorii sitovych tloh. Ctvrta kapi-
tola bude stézejni, protoze v ni nadefinuji pojem stochastickd dominance a popisi nékteré
jeji vlastnosti. Soucasti treti kapitoly bude také porovnavani tras a popsani mnoziny tras
,» lepsich” nez néjaka jina trasa. V posledni paté kapitole sestavim modely uvedené ve treti
kapitole upravené tak, aby na né bylo mozné aplikovat teorii, kterou se tato prace zabyva.
Soucasti budou i priklady s nalezenym fesenim.



2. PRAVDEPODOBNOST

2. Pravdépodobnost

V této kapitole nadefinuji nékteré pojmy z teorie pravdépodobnosti, které vyuzijeme
pozdéji, az se budeme zabyvat stochastickou dominanci. Za¢néme zadkladnimi pojmy.

Zasadni pro nas bude hlavné pravdépodobnostni funkce a hustota pravdépodobnosti.
Zakladnim prostorem {2 nazveme neprazdnou mnozinu vsech vysledkii pozorovaného pro-
cesu. Jevovym polem nazveme dvojici (€2, %), kde ¥ je podmnozina mnoziny vSech pod-
mnozin P(Q), splitujici: (VA€ X: A€ X) A (VA4 €XVi=1,2,..:J, 4; € ). Ndhod-
nym jevem A rozumime libovolny prvek jevového pole. Zobrazeni P : ¥ — (0; 1) nazveme
pravdépodobnosti, jestlize plati P(2) = 1 a zaroven P(|J, A;) = >_, P(A;) pro posloup-
nost po dvou disjunktnich jevi. Trojici (€2, %, P) budeme nazyvat pravdépodobnostni
prostor.[1, 2, (]

Definice 2.1. [1, 3] Necht (2,%, P) je pravdépodobnostni prostor. Ndihodnou veli¢inou
nazveme zobrazeni & : Q@ — R, spliujici {w € Q|{(w) < x} € 3, Vx € R.

V této praci bude nahodna veli¢ina nejcastéji predstavovat dobu prepravy, nebo cenu
za prepravu. Rozlozeni pravdépodobnosti v zavislosti na dobé nebo cené bude popisovat
distribuc¢ni funkce.

Definice 2.2. [, 3] Zobrazeni F : R — (0;1) definované vztahem F(x) = P({w €
Qé(w) < x)} nazveme distribucni funkci ndhodné proménné £ na pravdépodobnostnim
prostoru (2,3, P).

Pokud je distribu¢ni funkce ndhodné proménné & po c¢astech konstantni, nazveme
nahodnou veli¢inu £ diskrétni. Pokud je distribu¢ni funkce spojita, nazveme ndhodnou
veli¢inu £ spojitou. [!]

Definice 2.3. [1, 3] Necht & je diskrétni ndhodnd veli¢ina. Potom funkci p : R — (0;1)
definovanou p(x) = P({w € Q|{(w) = z}) nazveme pravdépodobnostni funkci.

Definice 2.4. [1, 3] Necht £ je spojitd nahodnd velicina a F: R — (0;1) je jeji distribucni
funkce. Hustotou pravdépodobnosti nazveme takovou nezdpornou funkci f(x) spliujici

Fo)= [ f)e.

Tyto pojmy se nam budou hodit ve treti a ¢tvrté kapitole, kdyz budeme porovnavat
nahodné veli¢iny pravé pomoci jejich pravdépodobnostnich funkei a hustot pravdépodob-
nosti.

Pro pozorovani vlastnosti navazujicich tras se nam bude hodit také nahodny vektor
a nékteré jeho vlastnosti, proto si je nyni zavedeme. Pro tuplnost zavedeme i ty, které
nevyuzijeme, ale nejdou bez nich nadefinovat nékteré dalsi pojmy.

Definice 2.5. [1] Necht (2,2, P) je pravdépodobnostni prostor. Potom zobrazeni € : Q) —
R™ spliiujict {w € Q€(w) < x} € X, V& € R" nazveme ndhodnym vektorem. Ndhodny
vektor budeme rozepisovat & = (&; - - fn)T

Definice 2.6. [I, 1| Necht & je nahodny vektor. Sdruzenou distribucni funkci vektoru €
nazveme funkci F(x) : R™ — (0;1) definovanou vztahem F(x) = P({w € Q|€(w) < x}).



Podobné jako u nahodné veli¢iny nazveme nahodny vektor & diskrétni, jestlize je
jeho distribuc¢ni funkce po c¢astech konstantni. Pokud je distribuc¢ni funkce ndhodného

vektoru &€ spojita ve vSech jeho proménnych x1, z9, - - - , x,, Tekneme, zZe je ndhodny vektor
€ spojity.[1]
Definice 2.7. [I, 1] Necht £ je diskrétni ndhodny vektor. SdruZenou pravdépodobnostni

funkei nazveme zobrazeni p : R™ — (0;1) definované vztahem p(x) = P({w € Q€(w) =

Definice 2.8. [I, 1] Necht & je spojity ndhodny vektor. Funkci f : R™ — (0;00), pro

xT
kterou plati /f(t)dt = F(x), nazveme sdruZenou hustotou pravdépodobnosti.

Integral / f(t)dt uvedeny v predchozi definici je n-rozmérny integral

x1 Tn
| T

Sdruzena pravdépodobnostni funkce i sdruzenad hustota pravdépodobnosti jsou zob-
razeni z R™. Muzeme popsat i distribu¢ni funkci a pravdépodobnostni funkci, respektive
hustotou pravdépodobnosti, jednotlivych slozek ndhodného vektoru.

Definice 2.9. [1, 1] Méjme € ndhodny vektor. Margindlni distribucni funkci nazveme
funkci Fe,(x;) = x}l_r>noo F(x).
Vi
Definice 2.10. [, 1| Necht & je diskrétni ndhodny vektor. Margindlni pravdépodobnostni
funkci nazveme funkci pe,(z;) = Y p(x).
vizi

Definice 2.11. [, 1] Necht & je spojity nahodny vektor. Margindlni hustotou pravdépo-
dobnosti nazveme funkci fe,(x;) = /f(a:) H dz;.

R™ 3

J#i



3. SITOVE ULOHY
3. Sitové ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat sitovymi tillohami a budeme se snazit minimalizovat
cenu za prepravu. Budeme se sice zabyvat hlavné prepravou zbozi mezi tovarnami, sklady
a zakazniky, ale stejné tak bychom mohli pracovat s potrubim s plynem, toky penéz,
prepravou lidi ve mésté nebo letecky po celém svéteé.

Méjme graf s uzly s indexy j a hrany s indexy ¢ spojujici nékteré uzly. Uzly predsta-
vuji mista, mezi kterymi prepravujeme, a hrany nam tikaji, mezi kterymi uzly je mozna
preprava. Pro zprehlednéni budeme hrany vychazejici z uzlu a do uzlu b oznacovat ..
Kazdé hrané (k,[) prifadime proménnou xy;, kterd popisuje prepravené mnozstvi po dané
hrané.

Obrazek 3.1

Zéakladni myslenkou tlohy je minimalizace ic¢elové funkce z, kterou lze popsat vztahem
(3.1), kde ¢; je jednotkova cena za prepravu po hrané 7.

z:Zci-xi (3.1)

V obecném problému bychom méli m vrcholi a n hran. Hrany mtizeme zapsat do uzlové
hranové inciden¢ni matice grafu (3.2), ktera by pro ulohu zadanou obrédzkem 3.1 vypadala
nasledovneé:

~1 11 (3.2)

Sloupce predstavuji hrany, radky uzly. V kazdém sloupci — hrané — je jedna kladna
jednicka a jedna zaporna jednicka. Hrana jde z uzlu s kladnou jednickou do uzlu se
zapornou jednickou. Je zde také vidét, kolik hran vede z daného uzlu a kolik vede do né;j.
Matici (3.2) vynasobime sloupcovym vektorem x; a tento soucin porovnavame s vektorem
b. Vektor b omezuje uzly. Pokud je b = 0, zbozi timto uzlem prochazi, ale vSechno zbozi,
které do néj vejde, jej zase opusti jinou hranou. V pripadé, ze b > 0, v uzlu zbozi vznika,
miize se jednat napriklad o tovarnu. Posledni pripad je b < 0, potom v uzlu zbozi ,, zanika“
a je potfeba je do néj dopravit.



3.1. ULOHA SE SKLADY A ZAKAZNIKY

Dalsi zakladni omezeni je omezeni samotnych rozhodovacich proménnych. V pripadé
dopravy se hodi nezdporné hodnoty z;;. MizZeme také omezit, jaké maximalni mnozstvi
se smi hranou prepravit.

A-zSh (3.3)

i < gy < Y (3.4)

7

Soustavu rovnic a nerovnic (3.3) a (3.4) s icelovou funkei (3.1) lze Tesit simplexovou
metodou.

Vice informaci o sifovych tlohach a jejich feSeni 1ze najit napt. ve zdrojich, ze kterych
jsem cerpal [7, 9, 11]. Déle jsem zde Cerpal z prednasky Arilda Hoffa [14].

3.1. Uloha se sklady a zakazniky

Predstavme si situaci, ve které mame za kol s co nejvyssim ziskem zasobovat zdkaz-
niky zbozim, které je ve skladech. Kazdy sklad méa svou kapacitu, kterou nemuze prekrocit,
kazdy zakaznik potfebuje néjaké mnozstvi zbozi, které mu musime dodat, a mezi kazdym
skladem a kazdym zakaznikem vede trasa s vlastni cenou za prepravu jednotkového mnoz-
stvi. Tento problém ilustruje obrazek 3.2.

=%
(s

Obrazek 3.2: Graf skladu a zakazniku.

Pro vétsi prehlednost zavedeme oznaceni v tabulce 3.1. Sklady a zakazniky ocislujeme
tak, ze nejprve ocislujeme sklady a pak budeme ¢islovat zakazniky:.

Kapacity sklad, poptavku a cenu za prepravu jedné bedny mame zadané tabulkou
3.2. Nasim tkolem je zvolit, jaké mnozstvi zbozi se preveze z kazdého skladu kazdému
zékaznikovi, tedy hodnoty x;; tak, aby kazdy zdkaznik z z mnoziny vsech zakazniki Z
dostal alespon tolik, kolik poptéva (3.5), aby se z kazdého skladu s z mnoziny vSech
sklad S posilalo nejvyse tolik, jaké je jeho kapacita (3.6), a zaroven abychom zaplatili
co nejméné za prepravu, viz tabulku 3.3.



3. SITOVE ULOHY

S | Pocet skladu
Z | Pocet zakazniku
S | Mnozina skladu S={1,2,---,5}
7, | Mnozina zakazniku Z={S+1,8+2,--- ,S+7Z}
H | Mnozina cest mezi sklady a zakazniky H={1,2,---,5 -7}
K; | Kapacita skladu ¢ 1E€S
P; | Poptavka zakaznika j JEZ
¢;; | Cena za prepravu bedny z i do j (1,7) e H
z;; | Pfepravené mnozstvi z ¢ do j (i,7) e H
Tabulka 3.1: Symboly.
‘ Zakaznik 3 Zakaznik 4 Zakaznik 5 ‘ Kapacita
Sklad 1 90 105 110 250
Sklad 2 110 95 90 200
Poptavka | 150 75 175 |
Tabulka 3.2: Kapacita, poptavka a cena za prepravu.
| Zékaznik 3 Zékaznik 4 Zakaznik 5 | Odeslano Kapacita

Sklad 1 13 T14 15 Zz T, 250

Sklad 2 23 T4 o5 Zz Loy 200

Pf‘ljato ZS T3 ZS Tsq ZS Tsh

Poptavka 150 75 175

Tabulka 3.3: Hledané hodnoty a omezeni.

 2.>P. Vzel (3.5)
SES
Y . <K, VseS (3.6)
2€7Z

Nyni uz ndm zbyva jen vytvorit icelovou funkei (3.7). Snazime se minimalizovat cenu
za prepravu. Za kazdou bednu prepravenou po jedné z tras zaplatime cenu danou tabulkou

3.2.
min Z Cos * Ty (3.7)

Tsz, (8,2)EH
a= (5:2) (s,2)eH

Reseni 1ze najit napiiklad pomoci software GAMS. Nalezené feseni je v tabulce 3.4,
hodnota tcéelové funkce je 39875.



3.2. PREPRAVA Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY

| Zékaznik 3 Zdkaznik 4 Zékaznik 5

Sklad 1 75 0 175
Sklad 2 75 75 0

Tabulka 3.4: Nalezené optimalni feseni prvni tlohy.

1 Set
2 s ’sklady’
3 z ’zakaznici’ ;

Parameter
k(s) ’kapacita’

g ~ (=] wt

10 p(z) ’poptavka’

15 Table c¢(s,z) ’cena’

16 3 4 )

17 1 90 105 110

18 2 110 75 175;

20 Variable

21 x(s,z) ’'pocet prepravenych beden’
22 t "celkova cena za prepravu’;

24 Positive Variable x;

26 Equation

27 cost "ucelova funkce’

28 supply(s) ’odvezene mnozstvi’

29 demand(z) ’dovezene mnozstvi’;

31 cost .. t =e= sum((s,z), c(s,z) * x(s,2));

3 supply(s).. sum(z, x(s,z)) =l= k(s);

w

w

5 demand(z).. sum(s, x(s,z)) =¢g= p(z);
37 Model transport ;

39 solve transport using lp minimizing t;

3.2. Preprava z tovaren zakazniktim pres sklady

Nyni rozsitime predchozi ilohu — pridame zasobovani skladd tovarnami. Tovarny mo-
hou zasobovat sklady, ale kazda tovarna ma danou kapacitu vyroby. Zbozi miizeme vozit
z kazdé tovarny do kazdého skladu, kazda z téchto tras ma vlastni cenu za prepravu jed-
notkového mnozstvi. Tyto trasy jsou vidét ta obrazku 3.3. Ze skladu nemizeme odvézt
vic, nez kolik do néj privezeme z tovaren, kapacitu skladu z minulé tlohy nyni chapeme

8



3. SITOVE ULOHY

jako jeho maximalni kapacitu. Tyto hodnoty jsou zadané tabulkou 3.6. Ty hodnoty, které
byly i v minulém piikladé, ztistavaji stejné. Vsechny potirebné symboly jsou v tabulce 3.5.

Tovarna

Tovarna

Obrazek 3.3: Graf tovaren, skladi a zakaznikii.

S | Pocet skladii

Z | Pocet zédkazniki

T | Pocet tovaren

T | Mnozina tovaren T={1,---,T}

S | Mnozina skladu S={T+12,---, T+ S5}
7 | Mnozina zdkazniku Z={T+S+1,542,--- . T+S+ 7}
H | Mnozina cest H={(TxS)u(SxZ2)}
K; | Kapacita skladu 7 1€S

P; | Poptavka zakaznika j JjEZL

Vi | Kapacita vyroby tovarny k keT

¢;; | Cena za prepravu bedny z i do j (1,7) e H

z;; | Pfepravené mnozstvi z ¢ do j (i,j) e H

Tabulka 3.5: Symboly.

Tak jako v minulé tloze musime uspokojit poptavku zakaznikt, plati tedy nerovnice
(3.5). Podminka (3.6) sice také musi platit, ale neni postacujici pro popsani modelu.
Pottebujeme zajistit, aby do skladu nebylo privezeno vice zbozi, nez se do néj vejde (3.8),
a navic, aby z néj nebylo odvezeno vic, nez kolik do néj bylo dovezeno (3.9).

Y m, <K, VseS (3.8)
teT
szz < ths VseS (3.9)
Z€EZ teT



3.2. PREPRAVA Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY

| Sklad 3 Sklad 4 | Zékaznik 5 Zakaznik 6 Zakaznik 7 | Kapacita

Tovarna 1 100 90 285
Tovérna 2 | 80 110 775
Sklad 3 90 105 110 250
Sklad 4 110 95 90 200
Poptévka | | 150 75 175

Tabulka 3.6: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.

Je vidét, ze podminka (3.6) pfimo plyne z nerovnic (3.8) a (3.9). Dale nesmime za-
pomenout, ze kazda tovarna ma svou kapacitu vyroby, kterou nesmime prekrocit (3.10).

thngt \V/tET

seS

(3.10)

Pro nejnizsi ndklady za prepravu potom minimalizujeme t¢elovou funkei (3.11) s pod-

minkami (3.5), (3.8), (3.9) a (3.10).

min E Coz * Tz
Tsz, (S,Z)EH
(s,z)€H

Hodnota tcelové funkce v nalezeném optimalnim feseni 5.8 je 74875.

(3.11)

‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zak. 5 Zak. 6 Zak. 7 ‘ Odeslano Kapacita

Tovarna 1 T13 T4 > a1 285
Tovarna 2 To3 To4 > Xos 175
Sklad 3 T35 36 37 Z T3y 250
Sklad 4 45 T46 T4a7 Z T4y 200
Prijato DT YTy | DT D Tss D Ty
t t S S s
Poptavka 150 75 175

Tabulka 3.7: Hledané hodnoty a omezeni.

| Sklad 3 Sklad 4 | Zdk. 5 Zdk. 6 Zdk. 7

Tovéarna 1 75 150

Tovéarna 2 175 0
Sklad 3 75 0 175
Sklad 4 75 75 0

Tabulka 3.8: Reseni nalezené pomoci software GAMS.
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3. SITOVE ULOHY

Set

s ’sklady’
7z ’zakaznici’

t ’'tovarny’ 1,
3
53

Parameter

v(t) ’kapacita vyroby’

1 285
2 175
k(s) ’kapacita’
3 250
1 200
p(z) ’poptavka’
5 150

6 [43)

7 175

Table cl(t,s) ’cena

3
1 100
2 80
Table c2(s,z) ’cena
5
3 90
4 110

Variable

)

tovarna—sklad’

4

90

110;

sklad —zakaznik ’
6 7

105 110

75 175;

x1(t,s) ’'pocet prepravenych beden tovarna—sklad’
x2(s,z) ’'pocet prepravenych beden sklad-—zakaznik’
celkem "celkova cena za prepravu ’;

Positive Variable x1,x2;

Equation
cost
demand (z)
kapacita_s(s)
kapacita_t(t)
bilance (s)

cost .. celkem =e= (sum((t,s

demand (z) .. sum
kapacita_s(s) .. sum
kapacita_t(t).. sum
bilance(s) .. sum

"ucelova funkce’
"dovezene mnozstvi’
"kapacita skladu’
"kapacita vyroby tovarny’

"bilance skladu ’;

+sum ((s,z

Model transport all /;
solve transport using lp minimizing celkem;

11



3.3. PREPRAVA Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY A PREPRAVA PRIMO

3.3. Preprava z tovaren zakazniktim pres sklady a pre-

prava primo

Znova rozsifime nasi tlohu, tentokrat pridame moznost zasobovat zakazniky rovnou
ze skladu tak, jak je zobrazeno v diagramu 3.4. Tabulka 3.9 se od tabulky 3.5 lis{ jen
mnozinou cest, sta¢i tedy pfidat jen hodnoty ¢, (tabulka 3.10) a pfibydou navic proménné
zy, (tabulka 3.11).

Tovarna

Tovarna

Y

Sklad

Y

Sklad

L%
=

Obrazek 3.4: Graf tovaren, skladt a zakazniki.

9
s

PN ENZAENN®

8
<.

Pocet skladn
Pocet zdkazniku
Pocet tovaren

Mnozina tovéren T={1,---,T}

MnoZina skladi S={T+1,2,--- , T+ S}
Mnozina zakazniku Z={T+S+1,S+2---  T+S+ 27}
Mnozina cest H={(TxS)u(Sx2Z)U(TxZ)}
Kapacita skladu 7 1E€S

Poptavka zakaznika j JEZ

Kapacita vyroby tovarny k keT

Cena za prepravu bedny z ¢ do j (1,j) e H

Prepravené mnozstvi z i do j (1,j) € H

Tabulka 3.9: Symboly.

Podminky (3.8) a (3.9) pouzijeme stejné jako v minulé loze, ale podminky (3.5) a
(3.10) musime upravit a nahradit podminkami (3.13) a (3.12). Podminka (3.12) 1ik4 Ze,
z tovarny nesmime poslat skladiim a zakaznikiim vic, nez kolik je jeji kapacita vyroby.

12



3. SITOVE ULOHY

Podminka (3.13) 1ikd, ze kazdému zakaznikovi se musi ze vSech tovaren a skladt poslat
alespon tolik, kolik poptava.

> e+ v <K, VteT (3.12)
seS 2€7Z
Z;L‘SZ + thz >P, V2e€Z (3.13)
seS teT

Pro nalezeni nejlevnéjsiho rozdéleni prepravy jesté doplnime uéelovou funkei (3.14). Pro
zjednoduseni zapisu budu zapisovat hledané mnozstvi x a jednotkovou cenu c¢ prepravy
mezi dvéma body obecné s indexy ab, af uz se jedna o prepravu z tovarny do skladu nebo

jakoukoli jinou.
Z Cab * Lab

(a,b)eH

min
Labs (azb) Sl

(3.14)

Nalezené teseni je v tabulce 3.12. Hodnota tucelové funkce je 74125.

‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zakaznik 5 Zakaznik 6 Zakaznik 7 ‘ Kapacita

Tovarna 1 100 90 205 190 210 285
Tovarna 2 80 110 190 200 195 175
Sklad 3 90 105 110 250
Sklad 4 110 95 90 200
Poptévka | | 150 75 175 |
Tabulka 3.10: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.
‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zak. b Zak. 6 Zak. 7 ‘ Odeslano  Kapacita
Tovarna 1 13 T14 15 16 T17 Z T1p 285
beSUZ
Tovarna 2 T3 T4 95 L6 Tor Z Top 175
beSUZ
Sklad 3 T35 36 T37 Z T3, 250
Sklad 4 T 45 T 46 Ty7 E T4, 200
Prijato x> Tu YooTs Y, Tee Y Ty
t ¢ beTUS beTUS beTUS
Poptavka 150 75 175
Tabulka 3.11: Hledané hodnoty a omezeni.
‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zakaznik 5 Zakaznik 6 Zakaznik 7
Tovarna 1 0 75 0 0 150
Tovarna 2 175 0 0 0 0
Sklad 3 150 0 25
Sklad 4 0 75 0

Tabulka 3.12: Reseni nalezené pomoci software GAMS.



3.3. PREPRAVA Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY A PREPRAVA PRIMO

1 Set

2 t ’'tovarny’

3 s ’sklady’

4 z ’'zakaznici’ ;

6 Parameter

7 v(t) ’kapacita vyroby’
8

9

10 k(s) ’kapacita’

11

12

13 p(z) ’poptavka’

16 5

15 Table c¢l1(t,s) ’cena tovarna—sklad’

19 3 4

20 1 100 90

21 2 80 110;

22 Table ¢2(s,z) ’cena sklad—zakaznik’

23 5} 6 7

24 3 90 105 110

25 4 110 75 175;

26 Table ¢3(t,z) ’cena tovarna—zakaznik’

27 5 6 7

28 1 205 190 210

29 2 190 200 195;

31 Variable

32 x1(t,s) ’'pocet prepravenych beden tovarna—sklad’
33 x2(s,z) ’'pocet prepravenych beden sklad—zakaznik’
34 x3(t,z) ’pocet prepravenych beden tovarna—zakaznik’
35 celkem ’celkova cena za prepravu’;

36 Positive Variable x1, x2, x3;

3s  Equation

39 cost "ucelova funkce’

40 demand (z) "dovezene mnozstvi’

a1 kapacita_s(s) "kapacita skladu’

42 kapacita_t(t) "kapacita vyroby tovarny’

43 bilance (s) "bilance skladu ’;

44 cost .. celkem =e= sum((t,s), cl(t,s) * x1(t,s))

45 + sum((s,z), c2(s,z) * x2(s,z))

46 + sum((t,z), ¢3(t,2) x3(t,2));
48 demand(z) .. sum(s, x2(s,z)) + sum(t, x3(t,z)) =g= p(z);

so0 kapacita_s(s).. sum(t ,x1(t,s)) =l= k(s);
52 kapacita_t(t).. sum(s, x1(t,s)) + sum(z, x3(t,z)) =l= v(t);
52 bilance(s) .. sum(z, x2(s,z)) =l=sum(t, x1(t,s));

56 Model transport ;
57 solve transport using lp minimizing celkem:;




3. SITOVE ULOHY
3.4. Preprava vice produkti z tovaren zakaznikiim pres
sklady a primo

V této tloze priddme druhy produkt. Tovarny nyni budou muset svoji kapacitu rozdélit
mezi dva ruzné produkty, které rizné vyuzivaji kapacitu vyroby, sklady se budou plnit
riznymi produkty, které zabiraji odlisné velkou c¢ast prostoru skladu, viz tabulku 3.15.
Zékaznici poptavaji dvé mnozstvi dvou produkti. Cena za prepravu pro oba produkty
zustane stejna, viz tabulku 5.9. Symboly jsou popsany v tabulce 3.13.

S | Pocet skladt
Z | Pocet zakazniku
T | Pocet tovaren
E | Pocet vyrobkt
T | Mnozina tovaren T={1,---,T}
S | Mnozina skladu S={T+12,---,T+ S}
Z | Mnozina zakaznikl Z={T+S+1,5+2--- T+S5+7}
E | Mnozina vyrobki E={1--- £}
.. H={(TxSxE)U
H | MnozZina cest U(Sx Zx E)U(T x Z x E)}
R. | Rozmér vyrobku e eckE
N, | Naklady na vyrobu vyrobku e eckE
K; | Kapacita skladu ¢ 1E€S
P; . | Poptévka zdkaznika j po produktu k (j,k) € ZxE
Vi | Kapacita vyroby tovarny k keT
¢;; | Cena za prepravu bedny z i do j (1,7) € H
Zije | Prepravené mnozstvi zbozi e z i do j (i,j) eH, e E
Tabulka 3.13: Symboly.
‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zakaznik 5 Zékaznik 6 Zéakaznik 7 ‘ Kapacita
Tovarna 1 100 90 205 190 210 285
Tovarna 2 80 110 190 200 195 175
Sklad 3 90 105 110 250
Sklad 4 110 95 90 200
Poptavka 1 100 45 95
Poptavka 2 75 55 80

Tabulka 3.14: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.

‘ Rozmér Néklady na vyrobu

Vyrobek 1 1 0,8
Vyrobek 2 1,5 1

Tabulka 3.15: Velikost vyrobkt a néklady.

Podivejme se na podminky, které musi tento model spliiovat. Zadna tovarna nemize
produkovat vic, nez kolik je jeji kapacita (3.15). Musi platit bilance dovezeného a od-

15



3.4. PREPRAVA VICE PRODUKTU Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY A PRIMO

‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zak. b Zak. 6 Zak. 7 ‘ Odesldano Kapacita

Tovarna 1 V}//I"Obek 1 T131 T141 T151 T161 T171 Z T1p 285
beSUZ
Vyrobek 2 T132 X142 T152 T162 T172 Z Z1b 285
beSUZ
Tovarna 2 Vyl‘Obek 1 T931 To41 T951 T261 Ta71 Z Top 175
bESUZ
Vyrobek 2 | x93, T242 T52 T262 Ta72 > T 175
bESUZ
Sklad 3 Vyrobek 1 T351 T361 Z371 >3, 250
Vyrobek 2 Z352 T362 Z372 > T3 250
Sklad 4  Vyrobek 1 T451 T461 Tam > Ty 200
Vyrobek 2 Tas0 T462 Ta72 > Tas 200
Prijato  Vyrobek 1 | > 3 >y Soxes Y. T Y, Ty
t ¢ beTUS bETUS beTUS
Vyrobek 2 | > x> xu DTy D, Tes ., Tur
t t beTUS bETUS beTUS
Poptavka Vyrobek 1 100 45 95
Vyrobek 2 75 59 80

Tabulka 3.16: Hledané hodnoty a omezeni.

vezeného zbozi v kazdém skladu (3.16). Déle nesmi byt v zadném skladu vic zbozi, nez
se do néj vejde (3.17). Nakonec staci zajistit, aby kazdy zdkaznik dostal kazdého zbozi
alespon tolik, kolik ho poptava (3.18).

> T Net Y e NSV, WeET (3.15)
s€S, eck z€Z,e€E
thse < szze VseS,VeecE (3.16)
teT 2EL
Y T R <K, Vs€S (3.17)
teT, ecE
> Tt Y Twe>=P. VzEZ VecR (3.18)
teT sES
i ab * Labe 1
o e D Cab T (3.19)
(a,b)EH, e€E

Nalezené optimalni feseni s hodnotou ucelové funkce 82450 je v tabulce 3.17.

16
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3. SITOVE ULOHY

Set
t ’'tovarny’ 1,2
s ’sklady’ 3,4
z ’zakaznici’/ 5.,6,7
e ’vyrobky’ vl,v2 /;
Parameter
v(t) ’kapacita vyroby’
1 285
2 175
k(s) ’kapacita’
3 250
1 200
n(e) ’naklady na vyrobu’
v 0.8
v2 1
r(e) ’rozmery’
vl 1
v2 1.5 /;
Table p(z,e) ’poptavka’
vl v2
5 100 75
6 45 55
795 80;
Table c¢l(t,s) ’cena tovarna—sklad’
3 4
1 100 90
2 80 110:
Table c2(s,z) ’cena sklad—zakaznik’
5 6 7
3 90 105 110
4 110 75 175;
Table c3(t,z) ’cena tovarna—zakaznik’
) 6 7
1 205 190 210
2 190 200 195;
Variable
x1(t,s,e) ’pocet prepravenych beden tovarna—sklad’
x2(s,z,e) ’'pocet prepravenych beden sklad—zakaznik’
x3(t,z,e) ’'pocet prepravenych beden tovarna—zakaznik’
celkem "celkova cena za prepravu’;
Positive Variable x1, x2, x3;
Equation
cost "ucelova funkce’
demand (z,e) "dovezene mmnozstvi’
kapacita_s(s) "kapacita skladu’
kapacita_t(t) "kapacita vyroby tovarny’
bilance(s,e) "bilance skladu ’;
cost .. celkem =e= sum((t,s,e), cl(t,s) = x1(t
+ sum((s,z,e), c2(s,z) * x2(s
+ sum((t,z,e), c¢3(t,z) * x3(t
demand (z,e) .. sum (s, X2(s,z,e ) + sum(t, x3(t,z,e))
kapacita_s(s).. sum((t,e) ,x1(t,s,e) x r(e)) =l= k(s);
kapacita_t(t) .. sum((s,e), 1(t,s,e) *x n(e))
+ sum((z,e), x3(t,z,e) x ( )) =l= v(t)
bilance(s,e).. sum(z, x2(s,z,e)) =l=sum(t, x1(t,s,e
Model transport all /;

solve transport using lp minimizing celkem;

17



3.4. PREPRAVA VICE PRODUKTU Z TOVAREN ZAKAZNIKUM PRES SKLADY A PRIMO

| Sklad 3 Sklad 4 | Zdk. 5 Zak. 6 Zdk. 7

Tovarna 1 Vyrobek 1 45 57,5
Vyrobek 2 10 %) 80

Tovarna 2 Vyrobek 1 | 137,5
Vyrobek 2 65

Sklad 3 Vyrobek 1 100 37,5
Vyrobek 2 75

Sklad 4  Vyrobek 1 45
Vyrobek 2 55

Tabulka 3.17: Nalezené reseni.
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4. STOCHASTICKA DOMINANCE
4. Stochasticka dominance

4.1. Zavedeni pojmu stochasticka dominance

Meéjme moznost vybéru ze dvou tras, po kterych trva preprava rtizné dlouhou dobu.
Tyto moznosti vsak zavisi na situaci, dejme tomu na hustoté provozu. Trasu A projedeme
za mirného provozu za 10 minut, za hustého za 20 minut. Trasu B projedeme za mirného
provozu také za 10 minut, ale za hustého provozu nam zabere jen 15 minut. Intuitivné
je zfejmé, ze trasa B je lepsi. Jednim z aparatti pro porovnani takovychto moznosti je
stochastickd dominance.[S, 13]

Stochastickd dominance se vyuziva ke srovnavani moznosti. Abychom se vyhnuli ne-
srovnalostem s oznacovanim, co je lepsi, pritadime lepsi moznosti vyssi hodnotu. Pokud
bychom maximalizovali zisk, nic bychom délat nemuseli. ProtozZe se ale snazime minima-
lizovat zpozdéni, které je nezddané, budeme maximalizovat ,, neztracené casy” -10, -15 a
-20 minut.

Definice 4.1. Necht &, ¢ jsou ndahodné proménné a F(x), G(x) jsou jejich distribucni
funkce. Rekneme, Ze ndhodnd proménnd & md stochastickou dominanci pruniho stupné
nad ndhodnou proménnou (, jestlize

F(z) > G(x) VzeR,
F(z) > G(x) pro néjaké x € R.
Dominanci proniho stupné budeme znacit € Dy C.
Nyni mizeme Fict, Ze trasa B prvnim stupném dominuje trasu A.

Véta 4.2. Relace ,pronim stupném dominuje® je tranzitioni a asymetrickd.

Dikaz. (D1 =V eR:E>ON((DiT=VeeR:(>1)=E>T,
dJreR:E>(C>2T17=E>T

7 téchto dvou implikaci plyne, ze £ D; 7.

Asymetrie plyne z vlastnosti relace >. [

Tato definice plati jak pro diskrétni ndhodnou proménnou, tak pro spojitou ndhodnou
proménnou.

Definice 4.3. Necht &, ¢ jsou ndhodné proménné a F(x), G(x) jsou jejich distribucni
funkce. Rekneme, Ze ndhodnd proménnd & md stochastickou dominanci druhého stupné
nad ndahodnou proménnou (, jestlize

/x F(t)dtz/x G(t)dt Vx €R,

— 00 —00

/ F(t)dt > / G(t)dt pro néjaké x € R.

—00 —0o0

Dominanci druhého stupné budeme znacit € Dy C.

Véta 4.4. Md-li & stochastickou dominanci proniho stupné nad C, pak md i stochastickou
dominanci druhého stupné.
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4.2. POROVNAVANI TRAS

Diikaz.
F(x) >G(z) VxeR <= F(x)—G(x) >0 VreR
Potom plati
/ (F(t)—G(t)dt >0 VzreR,

coz je ekvivalentni s prvnim podminkou v definici.

F(z) > G(z) prongaké z € R <= F(z)—G(z) >0 pro néjaké z € R

F(z)—G(z) >0 VzreR
Distribucni funkce je zprava spojitéd, proto kdyz vlastnost F'(x) > G(z) plati v jednom
bodé, platiiv néjakém intervalu, ktery tento bod obsahuje. Zvolime-li pevné bod x v tomto
intervalu, pak integral
| - o)
je urcité kladny.
/ F(t)dt — / G(t)dt = / (F(t)—G(t))dt >0

pro zvolené x € R, které urcité existuje. [

4.2. Porovnavani tras

Pokud bychom znali jednu trasu a chtéli hledat néjakou lepsi, hodilo by se nam znat,
jak vypada mnozina dominujici zndmou trasu. Tuto mnozinu pro nas priklad s trasami A
a B z této kapitoly zobrazuje obrazek 4.1.

husty provoz
30 20 10 mirny provoz
10
B
o 26
A
30

Obréazek 4.1: Mnozina tras dominujicich trasu A prvnim stupném.
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4. STOCHASTICKA DOMINANCE

Na vodorovné ose je cas pri rychlejsi varianté, na svislé ose je ¢as pri delsi varianté.
Body v roviné lezi podle moznych ¢ast prepravy jejich trasy. Cas rychlej$i varianty udava
jeho vodorovnou polohu, ¢as pomalejsi varianty udava jeho svislou polohu. Bod A ma
pri rychlejsi varianté , neztraceny cas® 10 minut a pti pomalejsi varianté 20 minut. Proto
mé soutadnice [10, 20]. Modré jsou potom vSechny body, které spliiuji definici stochastické
dominance prvniho stupné. V tomto pripadé jsou to takové trasy, které jsou v jedné situaci
alespon tak dobré jako trasa A, a v jedné situaci jsou ostre lepsi. Takovymto grafem vSak
lze popsat pouze diskrétni ndhodnou veli¢inu s dvéma elementarnimi jevy. Kazda osa
totiz popisuje jeden ze stavii, které mohou nastat. Pokud bychom chtéli pridat tieti stav,
museli bychom pridat treti osu.

K trase A, kterou trva projet 10 nebo 20 minut existuje trasa A’, kterd jde projet
za 20 nebo 10 minut. Je vidét, ze jde v podstaté o tu stejnou trasu, proto nahradime
stavy ,, mirny provoz“ a , husty provoz* stavy ,stav 1“ a ,stav 2“. Mnozina dominujici
takto rozsifenou trasu A je zobrazena v grafu 4.2.

Stav 2
30 20 10 Stav 1
10
A?

B
26

A
30

Obrazek 4.2: Mnozina tras dominujicich trasu A prvnim stupném.

Ukazme si jesté, jak vypadaji distribuéni funkce tras A a B. Graf 4.4a zobrazuje
distribu¢ni funkce ndhodnych proménnych tras A a B. Trasa A ma pravdépodobnost %,
ze bude trvat deset minut, v bodé ¢ = 10 se tedy jeji hodnota zvysi o % Stejné tak se
zZvysi o % v bodé t = 20. Distribu¢ni funkce trasy B se také zvysi o polovinu v case 20
minut, protoze je to také jedna z jejich variant, poprvé se ale zvysi jeji hodnota az v case
15 minut. Je vidét, ze distribu¢ni funkce jsou si na intervalech (—oo;15) a (20; c0) rovny,
a ze na intervalu (15;20) je distribu¢ni funkce B ostie vétsi nez distribuéni funkce A. To
znamena, ze trasa B dominuje trasu A prvnim stupném.

Graf 4.4b ukazuje, Ze na intervalu (—oo;15) jsou si integraly z distribuénich funkei
rovny, a ze na intervalu (15;00) je integral distribucni funkce trasy B ostfe vétsi nez
integral distribu¢ni funkce trasy A. To znamenad, ze trasa B dominuje trasu A druhym

stupném.
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4.2. POROVNAVANI TRAS

Nyni uz nam jen zbyva rozmyslet, jak bude vypadat mnozina tras dominujici trasu A
druhym stupném.

Stav 2
30 20 10 Stav 1
10
A’
Bo
A 20
30

Obréazek 4.3: Mnozina tras dominujicich trasu A druhym stupném.

To je vidét na obrazku 4.3. Vime, Ze stochastickd dominance prvniho stupné implikuje
stochastickou dominanci druhého stupné. Proto musi mnozina na obrazku obsahovat i
mnozinu z obrazku 4.2. Na oteviené tsecce AA’ jsou trasy, jejichz distribucni funkce
poprvé skokové zvysi hodnotu az po ¢ase 10 minut, integraly téchto distribuc¢nich funkei
jsou tedy nulové i po ¢ase 10 minut, proto spliiuji druhou podminku z definice 4.3. Usecka
AA’ je symetrickd podle osy kvadrantu, proto plati, Ze o kolik pomalejsi je rychlé varianta,
o tolik je rychlejsi pomala varianta. V distribuc¢ni funkci se to projevi tak, ze poprvé se
zvysi jeji hodnota néjaky cas po prvni rychlé varianté trasy A, a podruhé stejné dlouhy
cas pred pomalou variantou trasy A. Integral distribu¢ni funkce libovolné trasy lezici
na tseéce AA’ ma tedy v Case pomalejsi varianty trasy A (v tomto pripadé ¢ = 20 minut)
a po ném stejnou hodnotu, jako integral distribuc¢ni funkce trasy A. Z toho plyne, ze
spliiuje i prvni podminku definice 4.3. Oteviend tusecka tedy také patti do mnoziny tras
dominujicich trasu A druhym stupném. Body lezici v takto vzniklém trojihelniku potom
urcité lezi v této mnoziné, protoze dominuji prvnim stupném néjaky bod z této tusecky.

Trasy mohou mit i vice ¢asti na prepravu nez dva, mohou jich mit nekoneé¢né mnoho,
a mohou mit dokonce spojité nahodné rozdéleni. Porovnejme rozdéleni z grafu 4.5. Jedno
ma tvar rovnoramenného trojihelniku (plné), druhé pilky elipsy (¢arkované). Z grafu 4.6a
je patrné, ze ani jedno nedominuje to druhé prvnim stupném. Z grafu 4.6b vsak plyne, ze
druhé rozdéleni dominuje to prvni druhym stupném.

Miuze také nastat situace, ze néktera z tras se skldda z dvou nebo vice tras na sebe
navazujicich. V tomto ptripadé danou trasu popisuje vice hustot pravdépodobnosti tvorici
nahodny vektor.
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4. STOCHASTICKA DOMINANCE

3 10 15 20

(a) Distribuéni funkce.

) 10 15 20

(b) Integrély z distribu¢nich funkei.

Obrézek 4.4: Porovnani tras A a B.

(a) Distribu¢ni funkce.

(b) Integrély z distribu¢nich funkei.

Obrazek 4.6: Porovnani tras se spojitou hustotou pravdépodobnosti.

fi(?)

fa(t)

O

e
>
Obrazek 4.7

>0

Reseni tohoto problému odvodime na jedné trase skladajici se ze dvou diléich tras.
Prvni trasa mé hustotu pravdépodobnosti doby prepravy fi(x), druhd trasa fo(x) (obrézek
4.7). Tyto nahodné veli¢iny uvazujeme nezavislé. Hustota pravdépodobnosti pro pevny cas
t* se d& spocitat jako soucet soucint hustot pravdépodobnosti fi(¢1)- f2(t2) vSech moznych
dvojic dob prepravy t; a to takovych, Ze pro jejich soucet plati t; +t, = t*. Kdyz z tohoto
vztahu vyjadifme ¢ a soucet soucini vyjadiime integralem, ziskdme [ fi(t1)- fo(t* —t1)dt;.
Hustota pravdépodobnosti ¢asu prepravy po dvou navazujicich trasach s hustotami fi(x)
a fo(x) je konvoluce téchto dvou hustot.

Dalsi informace 1ze najit napft. v [8,

?

.
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5. Aplikace stochastické dominance
na sitové ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat tlohami z kapitoly 3 za predpokladu, ze kazda
cesta mezi dvéma uzly ma dvé mozné ceny, které jsou stejné pravdépodobné. Chceme na-
bidnou zakladni myslenku, jak origindlné zahrnout vybrané ideje stochastické dominance
do sitovych tloh. Tedy uvazujeme 2 skupiny cen, které nazveme scénaii s pravdépodob-
nostmi 0,5. Budeme k tomu pouzivat model pro zjednodusSeny nutny a postacujici test
stochastické dominance prvniho stupné [5], kterym budeme hledat, jak optimalné prepra-
vovat zbozi. Pro zjednoduseni nés ale hodnota ticelové funkce v optimalnim feseni zajimat
nebude. Soustiedime se totiz jen na hledani dominujictho feseni nikoliv na testovani. Drob-
nym rozdilem bude, ze budeme oproti prikladim v kapitole 3 maximalizovat zdpornou
cenu, tak jak to bylo popséno v tvodu minulé kapitoly. Uéelova funkce bude mit tvar
souctu soucinti vSech cen za prepravu po dané trase a prepravovaného mnozstvi po dané
trase podle inspirace v [5] pro portfolia. Tyto trasy si rozdélime do skupin sklad-zdkaznik,
tovarna—sklad, tovarna-zakaznik a v posledni tloze jesté to samé pro druhy produkt. Pro
kazdou tuto skupinu budeme potfebovat permutaéni matici P (v kédu GAMSu bude
oznacena pismeny y). Tyto matice budeme uvazovat v kazdém piikladé pro kazdou sku-
pinu a budu pocitat s tim, ze splnuji potfebné vlastnosti permutacnich matic. Druh&
skupina podminek, pottebnych pro funkci modelu, bude pro kazdou situaci u, ktera miize
ve viech skupindch nastat, vypadat ndsledovné (5.1), kde 2, je hodnota tcelové funkce
néjakého feseni dopravniho problému pro scénar v’ vuci kterému hledame dominujici Te-
Seni maximalizujici nasi ucelovou funkci. Tato hodnota ¢?, miZe byt pro nazornost pfi
tvorbé v kédu GAMSu volena uméle napriklad jako prvek z matice cen prepravy c.

Z Cabu * Tap < Z & P Yu (5.1)
H u’

5.1. Uloha zésobovéani zdkaznika sklady s nidhodnou
cenou prepravy

Stejné jako v kapitole 3.1 budeme mit dva sklady, kterymi budeme zasobovat tii za-
kazniky (viz obréazek 3.2). Budeme také pouzivat stejné symboly (3.1), ke kterym ptridame
jesté u. Tim budeme znacit situace, které mohou na trasach nastat. V tomto prikladu,
ve kterém vozime zakazniktim zbozi ze skladii, nastane na kazdé trase praveé jedna ze dvou
situaci — dvou cen za prepravu, které maji obé stejnou pravdépodobnost. Pro u tedy bude
platit w € {1,2}. Stéle budeme pozadovat splnéni nerovnic (3.5) a (3.6), které zarucuji
uspokojeni poptavky a nepiekroceni kapacity skladu. U¢elova funkce (5.2) bude velmi
podobnd jako ta v kapitole 3.1, jedné se o modifikaci ucelové funkce dle [5].

max Z Cabu * Tab (5.2)

Tap, (a,b)EH
ab ( ) (a,b)GH,
ue{l,2}

Tabulka hledanych hodnot a omezeni 3.3 ziistane stejnd, tabulku udavajici kapacity
skladt, poptavky zakaznikti a cenu za prepravu 3.2 vSsak musime nahradit tabulkou 5.1.
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5. APLIKACE STOCHASTICKE DOMINANCE NA SITOVE ULOHY

Jednim divodem je potfeba uvést obé ceny za prepravu, druhym divodem je skutecnost,
ze musime zménit znaménko ceny, protoze se na ni v tomto pripadé divame jako na ,,za-
porny zisk“, ktery budeme maximalizovat, viz zacatek minulé kapitoly. Jak jsme naznacili,
zvolime nejprve ¢ = ¢3, viz GAMS.

v

‘ Zakaznik 3 Zakaznik 4 Zakaznik 5 ‘ Kapacita

Sklad 1 | -90/-95  -105/-110  -110/-105 | 250
Sklad 2 | -110/-105  -95/-90 -90/-95 200

Poptavka | 150 75 175 |

Tabulka 5.1: Kapacita, poptavka a cena za prepravu.

Reseni nalezené pomoci software GAMS je v tabulce 5.2

1 set u ; alias(u,uu);

2> Set

3 s ’sklady’

4 z ’zakaznici’ ;

5 positive variable x(s,z), y(u,uu);
¢ Parameter

7 k(s) ’kapacita
8

9

10 p(z) ’poptavka’

13 )
14 table c¢(s,u,z) ’cena’

15 3 4 5

16 1 .1 -90 —105 —110

71 .2 —95 —110 —105

18 2 .1 —110 —-95 —-90

19 2 .2 —105 —-90 —95;

20 variable ucfce;

21 equation pmr(u) "soucet v radku matice P’

22 pms(uu) "soucet ve sloupci matice P’
23 st (u) "podminky pro T’

24 cost "ucelova funkce’

25 demand (z) "poptavka zakazniku’

26 supply (s) "kapacity skladu’;

27 pmr(u) .. sum(uu, y(u,uu)) =E= 1;

25 pms(uu) .. sum(u, y(u,uu)) =E= 1;

20 st (u) sum((s,z), c(s,u,z) * x(s,z)) =L=

30 sum(uu, c¢(”1”,uu,”3”) % y(u,uu));

31 cost .. ucfce =e= sum((s,u,z c(s,u,z) * x(8,2));

)
32 demand(z) .. sum(s,x(s,z)) =g= p(z);
33 supply(s).. sum(z,x(s,z)) =1= k(s)
3¢ model sdl ;
35 solve sdl using LP maximizing ucfce;
36 display x.L, y.L;

Z dtvodu efektivnosti algoritmického feseni obecné jsme zprvu v GAMSu neuplatnili
podminku celoé¢iselnosti na prvky permutacni matice y (viz GAMS). Dle [5] tedy ziskané
reseni dominuje zadané fiktivni feseni i dominanci druhého stupné. Navic, protoze prvky
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5.1. ULOHA ZASOBOVANI ZAKAZNIKU SKLADY S NAHODNOU CENOU PREPRAVY

y jsou v TeSeni presto celoc¢iselné, feseni v tabulce 5.6 je navic stochasticky dominujici 1.
stupné. Vice v dodatku ve formé zip souboru.

‘ Zékaznik 3 Zakaznik 4 Zakaznik 5

Sklad 1 150 20 0
Sklad 2 0 25 75

Tabulka 5.2: Nalezené optiméalni feseni.

Opustme docasné zjednodusenou ideu pouziti fiktivniho feseni pro hledani dominuji-
ctho Teseni. Uvazujme feSeni tlohy z kapitoly 3.1 pro jiné ceny. Pro toto feseni miizeme
spocitat hodnoty ¢? pro aktudlni scéndfe pomoci fixace proménnych v GAMSu (viz doda-
tek se soubory). Tyto hodnoty pak vyuzijeme pro tpravu dosavadniho GAMS kddu nize.

set u ; alias (u,uu);
Set

s ’sklady’

z ’zakaznici’ ;
positive variable x(s,z), y(u,uu);
Parameter

k(s) ’kapacita

)

p(z) ’poptavka’

c0(u)

table c¢(s,u,z) ’cena’
3 4 )

1 .1 —-90 —105 —110

1 .2 -95 —110 —105

2 .1 —110 -95 —-90

2 .2 —105 -90 —95;

variable ucfce;

equation pmr(u) "soucet v radku matice P’
pms (uu) ’soucet ve sloupci matice P’
st (u) "podminky pro T’
cost "ucelova funkce’
demand (z) "poptavka zakazniku’
supply (s) "kapacity skladu ’;

pmr(u) sum(uu, y(u,uu)) =E=1;

pms(uu) .. sum(u, y(u,uu)) =E=1;

st (u) sum((s,z), c(s,u,z) * x(s,z)) =L=
sum(uu, cO(uu) * y(u,uu));

cost .. ucfce =e=sum((s,u,z), c(s,u,z) * x(s,2));

demand(z) .. sum(s,x(s,z)) =e= p(z);

supply (s) .. sum(z,x(s,z)) =l= k(s);

model sdl ;

solve sdl using LP maximizing ucfce;
display x.L, y.L, ucfce.L, demand.L, supply.L, st.L;
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5. APLIKACE STOCHASTICKE DOMINANCE NA SITOVE ULOHY

| Zakaznik 3 Zékaznik 4 Zakaznik 5

Sklad 1 100 25 125
Sklad 2 50 50 50

Tabulka 5.3: Nalezené optimalni feseni pozménéné tlohy.

V tabulce vidime feseni tlohy pro hledani dominujici varianty, opét jsou prvky matice y
celociselné.

5.2. Zasobovani zakaznikd tovarnami pres sklady s na-
hodnou cenou

Tento priklad vznikne z prikladu v kapitole 3.2 stejnymi zménami, jakymi vznikl
minuly priklad z ptrikladu v kapitole 3.1. Symboly ztistanou stejné jako v tloze v kapitole
3.2, viz tabulku 3.5. K nim pribydou jesté dalsi dva 5.4.

u | mozné situace prepravy tovarna-sklad — u € {1,2}
w | mozné situace prepravy sklad—zakaznik w € {1,2}

Tabulka 5.4: Nové symboly.

Stejné jako v minulém piikladé vyuzijeme omezeni z tieti kapitoly, konkrétné (3.5),
(3.8), (3.9) a (3.10). Ucelovou funkci (5.3) ziskdme stejnou upravou tcelové funkce 3.11
jako v minulém prikladu.

ma. su * s szw " sz 5.3
Wy D (oS Cuna ) 53)
(a,b)€H,
u,we{1,2}

Soucasti modelu jsou také permutacni matice pro proménné u a w a také 4 nerovnice
(jedna pro kazdou dvojici u a w) potiebné pro spravny vypocet stochastické dominance.
Déle musime opattit jednotkovou cenu za prepravu zapornym znaménkem a musime zadat
druhou variantu ceny. Poptavka zakaznik a kapacita tovaren a skladi se oproti tloze
v kapitole 3.2 nezméni. Tyto hodnoty jsou v tabulce 5.5. Vypocitané dominujici feseni je
v tabulce 5.6.

‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zékaznik 5 Zékaznik 6 Zékaznik 7 ‘ Kapacita

Tovarna 1 | -100/-95  -90/-95 285

Tovérna 2 | -90/-80 -105/-110 775
Sklad 3 -90/-95  -105/-110  -110/-105 250
Sklad 4 -110/-105  -95/-90 -90/-95 200

Poptavka | | 150 75 175 |

Tabulka 5.5: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.

Podobné jako v kapitole 5.1 by bylo mozné zahrnout feseni kapitoly 3.2.
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5.2. ZASOBOVANI ZAKAZNIKU TOVARNAMI PRES SKLADY S NAHODNOU CENOU

1 Set u /1, 2/, w/1,2/; alias(u,uu);alias (w,ww);
2 Set

3 t ’tovarny’ 1,2

4 s ’sklady’ 3,4

5 z ’zakaznici’/ 5,6.7 /;

¢ positive variable x1(t,s), x2(s,z), y(u,uu), yy(w,ww);
7 Parameter

8 v(t) ’kapacita vyroby’

9 | 285

10 2 175

11 k(s) ’kapacita’

12 3 250

13 4 200

14 p(z) ’poptavka’

15 ) 150

16 6 75

17 7 175 /;

1s Table cl(t,u,s) ’cena tovarna—sklad’

19 3 4

20 1 .1 —100 -90

a1 1 .2 —95 -95

2 2 1 —-90 —105

23 2 .2 —80 —110;

24 table c2(s,w,z) ’cena sklad—zakaznik’

25 5 6 7

26 3 1 -90 —105 —110

27 3 .2 -95 —110 —105

28 4 .1 —110 —-95 —-90

20 4 .2 —105 —-90 —95;

30 variable ucfce;

31 equation pmrl (u) "soucet v radku matice P’

32 pmsl(uu) "soucet ve sloupci matice P’

33 pmr2 (w)

34 pms2 (ww)

35 st (u,w) "podminky pro T’

36 cost "ucelova funkce’

37 demand (z) "poptavka zakazniku’

38 kapacita_s(s) "kapacity skladu’

39 kapacita_t(t) "kapacita tovaren’

10 bilance (s);

a1 pmrl(u) .. sum(uu, y(u,uu)) =F= 1;

42 pmsl(uu) .. sum(u, y(u,uu)) =E= 1;

a3 pmr2(w) .. sum (ww, yy(w,ww)) =E= 1;

11 pms2(ww) . sum(w, yy(w,ww)) =E= 1;

5 st (u,w).. sum ((t,s,2z), cl(t,u,s) x x1(t,s) + c2(s,w,z) * x2(s,z))
46 =L= sum ((uu,ww), c1(”1”,uu,”3”) * y(u,uu)

a7 + c2(73” ,ww ”5”) * yy(w,ww));
18 cost .. ucfce =e= (Sum((t7s7u,w,z), 1(t,u,s) * x1(t,s)
19 c2(s,w,z) * x2(s8,2)));
50 demand(z) .. sum(s, x2(s,z)) =g= p(z);

51 kapacita_s(s).. sum(t, x1(t,s)) =l= k(s);

52 kapacita_t(t).. sum(s, x1(t,s)) =l= v(t);

53 bilance(s) .. sum(z, x2(s,z)) =l=sum(t, x1(t,s));

28

model sd2 /all

)

solve sd2 using LP maximizing ucfce;

display x1.L,x2.L;




5. APLIKACE STOCHASTICKE DOMINANCE NA SITOVE ULOHY

| Sklad 3 Sklad 4 | Zék. 5 Zak. 6 Zék. 7

Tovarna 1 25 200

Tovéarna 2 175 0
Sklad 3 150 50 0
Sklad 4 0 25 175

Tabulka 5.6: Reseni nalezené pomoci software GAMS.

5.3. Zasobovani zakaznik tovarnami a sklady s na-
hodnou cenou

Nyni priddme druhou moznou cenu prepravy i do treti tlohy. Protoze zde mame
tii razné druhy zasobovani (tovarna—sklad, sklad—zdkaznik a tovarna—zdkaznik), budeme
potfebovat tfi pomocné proménné u, w a f. Kazda z tras bude mit dvé mozné ceny, proto
plati u, w, f € {1,2}.

Znovu vyuzijeme podminky (3.8), (3.9), (3.12) a (3.13). Ucelovou funkei upravime
stejné jako ve dvou minulych prikladech (5.4).

max Z (Ctsu * Tts + Cszw * Lsz + Ctzf : xtz) (54)
ZTap (a,b)EH
(a,b)€H,
u,w,fe{1,2}

Je vidét, ucelova funkce je soucet financi zaplacenych za celkovou prepravu veskerého zbozi
pri vSech moznych kombinacich cen za prepravu. Analogicky jako v minulych prikladech
upravime také tabulku, kterou zadavame kapacity, poptavky a ceny za prepravu 5.7.
Nezapomene ani na tfi permutac¢ni matice a na 8 nerovnic nutnych pro stochastickou
dominanci.

‘ Sklad 3 Sklad 4 ‘ Zakaznik 5 Zakaznik 6 Zakaznik 7 ‘ Kapacita

Tovérna 1 | -100/-95  -90/-95 | -235/-225  -215/-205  -210/-200 285

Tovérna 2 | -90/-80 -105/-110 | -210/-235 ~ -220/-205  -220/-200 175
Sklad 3 -90/-95  -105/-110  -110/-105 250
Sklad 4 -110/-105  -95/-90 -90/-95 200

Poptévka | | 150 75 175 |

Tabulka 5.7: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.

| Sklad 3 Sklad 4 | Zdk. 5 Zdk. 6 Zdk. 7

Tovéarna 1 0 0 0 75 175

Tovéarna 2 150 0 0 0 0
Sklad 3 150 0 0
Sklad 4 0 0 0

Tabulka 5.8: ReSeni nalezené pomoci software GAMS.
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5.3. ZASOBOVANI ZAKAZNIKU TOVARNAMI A SKLADY S NAHODNOU CENOU

1 Set u , W , f ; alias (u,uu);alias (w,ww);alias(f, ff);
2 Set

3 t ’tovarny’

4 s ’sklady’

5 z ’'zakaznici ;
6 positive variable x1(t,s),x2(s,z),x3(t,z), yl(u,uu),y2(w,ww),y3(f, ff);
7 Parameter

8 v(t) ’kapacita vyroby’

)

9
10
11 k(s) ’kapacita

12

)

13
14 p(z) ’poptavka’
15
16
17 ;

1s Table cl(t,u,s) ’cena tovarna—sklad’

19 3 4

20 1 .1 —100 -90

a1 1 .2 —95 -95

2 2 .1 —-90 —105

23 2 .2 —80 —110;

24 table c2(s,w,z) ’cena sklad—zakaznik’

25 5 6 7

26 3 1 -90 —105 —110

27 3 .2 -95 —110 —105

28 4 .1 —110 —-95 —-90

20 4 .2 —105 —-90 —95;

s0 table ¢3(t,f,z) ’cena tovarna—zakaznik’

31 5 6 7

32 1 .1 —235 —215 —210

33 1 .2 —225 —205 —200

34 2 .1 —210 —220 —220

35 2 .2 —235 —205 —200;

36 variable ucfce;

37 equation pmrl (u) "soucet v radku matice P’
38 pmsl (uu) "soucet ve sloupci matice P’
39 pmr2 (w)

10 pms2 (ww)

a1 pmr3(f)

42 pms3 ( ff)

43 st (u,w, ) "podminky pro T’

44 cost "ucelova funkce’

45 demand (z) "poptavka zakazniku’
46 kapacita_s(s) "kapacity skladu’
a7 kapacita_t(t) "kapacita tovaren’
48 bilance (s);

1 pmrl(u) sum(uu, yl(u,uu)) =E= 1;

50 pmsl(uu) sum(u, yl(u,uu)) =F= 1;

51 pmr2(w) .. sum (ww, y2(w,ww)) =E= 1;

52 pms2(ww) . sum(w, y2(w,ww)) =F= 1;

53 pmr3(f) .. sum(ff , y3(f,ff)) =E= 1;

51+ pms3(ff). sum(f, y3(f,ff)) =FE= 1;
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5. APLIKACE STOCHASTICKE DOMINANCE NA SITOVE ULOHY

13 st (u,w,f).. sum((t,s,z), cl(t,u,s) * x1(t,s) + c2(s,w,z) * x2(s,2)
14 + c3(t,f,z) x x3(t,z)) =L=

15 sum ( (uu,ww, ff), c1(”?1”,uu,”3”) * yl(u,uu)

16 + ¢c2(737,ww,”57) * y2(w,ww)

17 Y oe3(717,66,757) « y3(f,£f));

18 cost .. ucfce =e= (sum((t,s,u,w,z,f), cl(t,u,s) % x1(t )

19 + c2(s,w,z) * x2(s,z)

20 + c3(t,f,z) * x3(t,z)));
21 demand(z) .. sum(s, x2(s,z)) + sum(t, x3(t,z)) =g= p(z);

22 kapacita_s(s).. sum(t, x1(t,s)) =l= k(s);

23 kapacita_t(t).. sum(s, x1(t,s)) + sum(z, x3(t,z)) =l= v(t);

24 bilance(s) .. sum(z, x2(s,z)) =l= sum(t, (t,8));

25 model sd3 ;

26 solve sd3 using LP maximizing ucfce;

Tak jako v kapitole 5.1 by bylo mozné zahrnout reSeni kapitoly 3.3.

5.4. Zasobovani dvéma produkty s nahodnou cenou za
prepravu

I v této tloze pouzijeme stejné symboly jako v jeji jednodussi varianté bez vice cen
za prepravu a také k nim pridame symboly popisujici dané situace. Ty budou stejné jako
v minulé dloze u, w a f pro prvni produkt, navic k nim priddme u2, w2 a f2 pro druhy
produkt. Tak jako v ostatnich prikladech stéle plati u,w, f,u2, w2, f2 € {1,2}, protoze
stdle mame dvé varianty cen.

Omezeni pro tovarny, sklady a zdkazniky zistavaji stejna jako v kapitole 2.4, proto
je miizeme vyuzit i v tomto pifpadé — (3.15)(3.16)(3.17)(3.18). Ucelovou funkci upravime
pro potieby této ulohy (5.5).

max E (Ctsu “Tis + Coszw - Tsz + Ctzf * Ttz + Ctsu2 * Tts + Cszw2 * Tsz + Ctzf2 - xtz)
Zab, ((l,b)GH (CL b)GH

u,w, fiu2,w2, f26{1,2}
(5.5)
Protoze jsou vsak ceny prepravy pro oba produkty stejné, miizeme ucelovou funkci
upravit (5.6). Zméni se sice jeji hodnota v optimu, ale Teseni ve smyslu , kolik se ma
prepravit kazdou trasou® ziistane stejné.

max E Ctsu * Lts + Cszw * Lsz + Ctzf * Tz (56)
Tsz, (8,2)EH
(s,2)€H,
u,w,f€{1,2}
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5.4. ZASOBOVANI DVEMA PRODUKTY S NAHODNOU CENOU ZA PREPRAVU

| Sklad 3 Sklad 4 | Zékaznik 5 Zakaznik 6 Zakaznik 7 | Kapacita
Tovarna 1 |-100/-95 -90/-95 | -235/-225  -215/-205  -210/-200 285
Tovérna 2 | -90/-80 -105/-110 | -210/-235  -220/-205  -220/-200 175
Sklad 3 -90/-95  -105/-110  -110/-105 250
Sklad 4 -110/-105  -95/-90 -90/-95 200
Poptavka 1 100 45 95
Poptavka 2 75 55 80

Tabulka 5.9: Poptavka, kapacita a cena za prepravu.

| Sklad 3 Sklad 4 | Zak. 5 Zak. 6 Zak. 7

45 95
95 80

Tovarna 1 Vyrobek 1
Vyrobek 2
Vyrobek 1
Vyrobek 2

Vyrobek 1
Vyrobek 2
Vyrobek 1
Vyrobek 2

Tabulka 5.10: Nalezené reSeni.

100
75

Tovéarna 2

Sklad 3 100
75

Sklad 4

set u , W , f , u2 , w2 , f2 ;

1

2 alias(u,uu);alias (w,ww);alias (f, ff);

3 alias(u2,uu2);alias (w2,ww2);alias (f2,{f2);
4

Set
t ’tovarny’
6 s ’sklady’
7 z ’zakaznici’
8 e ’vyrobky’ ;

o positive variable x1(t,s),x2(s,z),x3(t,2z),x4(t,s),x5(s,z),x6(t,z),
1 yl(u,uu),y2(w,ww),y3(f, ff), yl2(u2,uu2),y22(w2,ww2) ,y32(f2,{f2);
11 Parameter

12 v(t) ’kapacita vyroby’

13

14

15 k(s) ’kapacita’

16

17

18 n(e) ’'naklady na vyrobu’
19

20

21 r(e) ’rozmery’

22
23

24 Table p(z,e) ’poptavka’

25 vl v2
26 5 100 75
27 6 45 55
28 7 95 80;
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5. APLIKACE STOCHASTICKE DOMINANCE NA SITOVE ULOHY

Table cl(t,u,s) ’cena tovarna—sklad’

3 4
1 .1 —100 -90
1 .2 —95 -95
2 1 -90 —105
2 .2 —80 —110;
table ¢2(s,w,z) ’cena sklad—zakaznik’
) 6 7
3 .1 -90 —105 —110
3 .2 —95 —110 —105
4 1 —110 —-95 —-90
4 .2 —105 —-90 —-95;
table ¢3(t,f,z) ’cena tovarna—zakaznik’
) 6 7
1 1 —235 —215 —-210
1 .2 —225 —205 —200
2 .1 —210 —220 —220
2 .2 —235 —205 —200;
variable ucfce;
equation pmrl (u) "soucet v radku matice P’
pmsl(uu) "soucet ve sloupci matice
pmr2 (w)
pms2 (ww)
pmr3(f)
pms3 ( ff)
pmrd (u2)
pms4 (uu2)
pmr) (w2)
pms5 (ww2)
pmr6 (2)
pms6 (££2)
st (u,w,f,u2,w2,f2) ’podminky pro T’
cost "ucelova funkce’
demandl(z) "poptavka zakazniku’
demand2(z) "poptavka zakazniku’
kapacita_s(s) "kapacity skladu’
kapacita_t(t) "kapacita tovaren’
bilancel (s) "bilance skladu’
bilance2 (s) "bilance skladu ’;
pmrl (u) . sum(uu, yl(u,uu)) =E= 1;
pmsl (uu) sum(u, yl(u,uu)) =E= 1;
pmr2(w) .. sum (ww, y2(w,ww)) =F= 1;
pms2 (ww) . sum(w, y2(w,ww)) =FE= 1;
pmr3(f) .. sum(ff, y3(f,ff)) =F= 1;
pms3 (ff) sum(f, y3(f,ff)) =F= 1;
pmr4 (u2) sum(uu2, yl2(u2,uu2)) =F= 1;
pms4 (uu2) sum(u2, yl2(u2,uu2)) =E= 1;
pmr (w2) . sum (ww2, y22(w2,ww2)) =E= 1;
pms5 (ww2) .. sum(w2, y22(w2,ww2)) =E= 1;
pmr6 (f2) .. sum (ff2 , y32(f2,{f2)) =F= 1;
pms6 (££2) .. sum ( £2 y32(f2,ff2)) =E= 1;

P7
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5.4. ZASOBOVANI DVEMA PRODUKTY S NAHODNOU CENOU ZA PREPRAVU

so st(u,w,f,u2,w2,f2)..sum((t,s,z), cl(t,u,s) *x (x1(t,s) + x4(t,s))

81 + c2(s,w,z) * (x2(s,z)+x5(s,2z))

82 + c3(t,f,z) = (x3(t,z) + x6(t,2))) =L=

83 sum ( (uu,ww, ff ,uu2,ww2, ff2), c1(”1”,uu,”3”) * (yl(u,uu) + yl2(u2,uu2))
84 + ¢2(737,ww,”57) * (y2(w,ww) + y22(w2,ww2))
N Foe3(717,66,757) = (y3(f, ff) + y32(f2,££2)));
s6 cost.. ucfce =e=sum((t,s,z,u,w,f), cl(t,u,s) *x (x1(t,s) + x4(t,s))

87 + c2(s,w,z) * (x2(s,z) + x5(s,2))

88 + c3(t,f,z2) = (x3(t,z) + x6(t,2)));

so  demandl(z) .. sum(s, x2(s,z)) + sum(t, x3(t,z)) =g= p(z,”vl”);

90 demand2(z) .. sum(s, x5(s,z)) + sum(t, x6(t,z)) =g= p(z,”v27);

o1 kapacita_s(s).. sum(t ,x1(t,s) % r("vl”) + x4(t,s8) % r("v2”)) =l= k(s);
92 kapacita_t(t).. sum(s, x1(t,s) * n("vl”) + x4(t,s) * n(”v2”))

93 + sum(z, x3(t,z) * n("vl”) 4+ x6(t,z) * n(”’v2”)) =l= v(t);
o bilancel(s) .. sum(z, x2(s,z)) =l=sum(t, x1(t,s));

o5 bilance2(s) .. sum(z, x5(s,z)) =l= sum(t, x4(t,s));

96 model sd4 ;
o7 solve sd4 using LP maximizing ucfce;
os display x1.L,x2.L,x3.L,x4.L,x5.L,x6.L;

Tak jako v kapitole 5.1 bychom mohli zahrnout feSeni kapitoly 3.4.
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6. ZAVER

6. Zavér

V praci byla nadefinovana stochastickd dominance z pohledu dopravni a logistické
problematiky. Druhé kapitole poskytuje teoreticky zaklad pro nadefinovani stochastické
dominance a praci s ni. Ve tfeti kapitole byly popsany zakladni sifové tlohy vcéetné se-
staveni modeltl a programii v software GAMS. Tyto poznatky byly v posledni kapitole
propojeny a prace popsala vyse zminéné sifové tlohy s nahodnou veli¢inou ve formé na-
hodné jednotkové ceny za prepravu. Tyto modely byly také zpracovany v software GAMS.

Na naznacené postupy v oblasti aplikace stochastické dominance na sitové tlohy je v
budoucnosti mozné navazat jejich kombinovanim s dalsimi principy modelovani v oblasti
stochastické optimalizace., viz napf prace [10].

Predpoklada se vyuziti vysledkti prace v projektech “Vypoctové simulace pro efek-
tivni nizkoemisni energetiku® reg. ¢.: CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_026/0008392 financovaného
z OP VVV, Prioritni osy 1: Posilovani kapacit pro kvalitni vyzkum a 470 Sustaina-
ble Process Integration Laboratory SPIL, funded as project No. CZ.02.1.01/0.0/0.0/15
003/0000456, by the Czech Republic Operational Programme Research and Develop-
ment, Education, Priority 1: Strengthening capacity for quality research, a déale No.
CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_026,/0008413 "Strategic Partnership for Environmental Techno-
logies and Energy Production.
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