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Abstrakt

Banachovou algebrou nazyvame Banachov priestor obohateny o operaciu nasobenia. Jedné
sa o matematicka Struktiru, ktora sa uplatnuje pri neperiodickej homogenizacii kompozit-
nych materialov. Teoria klasickej homogenizacie Studuje materialy za predpokladu periodi-
city struktiry. Pri skutoé¢nych materidloch vsak samotny predpoklad periodicity nestaci
a je nahradeny tzv. abstraktnou hypotézou, ktora sa opiera o koncept zlozeny hlavne zo
spektra Banachovej algebry a Sigma konvergencie. Tato tedria bola predstavena v roku
2004.

Summary

By Banach algebra we mean Banach space enriched with a multiplication operation. It is
a mathematical structure that is used in the non-periodic homogenization of composite
materials. The theory of classical homogenization studies materials assuming the periodi-
city of the structure. For real materials, the assumption of a periodicity is not enough and
is replaced by the so-called an abstract hypothesis based on a concept composed mainly
of the spectrum of Banach algebra and Sigma convergence. This theory was introduced
in 2004.
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1. UVOD

1. Uvod

Praca sa zaobera Banachovymi algebrami a ich aplikaciou pri modelovani kompozitnych
materidlov s neperiodickou struktirou. Modelovanie takychto materidlov numerickymi vy-
poctami s pouzitim klasickych metdd je v désledku jemnej struktiary nemozné, vyzadovalo
by to jemnu trianguldciu v metdde konecénych prvkov a tym padom aj riesenie obrovského
systému rovnic. Z vypocetnych dévodou sa tieto heterogénne (kompozitné) materidly
modeluju ekvivalentnymi homogénnymi materialmi. Tedria klasickej homogenizacie he-
terogénnych materdlov je zalozena na predpoklade, Ze jej jemna struktira je periodicka.
Prvy pristup homogenizéacie z roku 1974 (I. Babuska) pouzival namiesto jedného periodic-
kého materidlu postupnost materidlov s takou struktirou, ktord postupne konvergovala k
homogénnemu materialu [4]. Matematicky povedané: namiesto jednej rovnice s periodic-
kym koeficientom a(z) sa Studovala postupnost rovnic s koeficientami a°(z) = a (£) so
zmensujicou sa periédou € — 0. Problémom klasickej homogenizacie vSak je, ze Struktira
skutoénych materidlov nie je tplne periodickd. Castokrat ich struktira vykazuje znamky
nahodnosti. V dosledku tohto problému bolo navrhnutych niekolko pristupov homoge-
nizacii skutoénych (neperiodickych) materidlov. V roku 1989 (G. Nguetseng, G.Allaire)
bola vynéjdend tzv. dvojskalova konvergencia (two-scale convergence) na zefektivnenie
periodickej homogenizacie [2]. Neskdr v roku 2004 ten isty autor zaviedol najvSeobecnejsi
pristup, ktory pokryva periodické, takmer periodické a neperiodické struktury. Je zalozeny
na teorii, ktord sa opiera o tzv. spektrum Banachovej algebry a ¥-konvergenciu. V tomto
pristupe predpoklad periodickosti nahradil existenciou spektra homogenizacnej algebry a
dvojskalovi konvergenciu nahradil uz vyssie spominanou X-konvergenciou [17], [18] a [19].

Kompozitné materialy s periodickou alebo neperiodickou struktirou st pre svoje Spe-
cidlne vlastnosti siroko pouzivané v strojarstve, stavebnictve a inych odvetviach. Kom-
pozit je material zlozeny z dvoch alebo viacerych substancii s rozdielnymi vlastnostami,
ktoré dokopy davaju vyslednému vyrobku nové vlastnosti. Prikladom kompozitu je napri-
klad Zelezobetdn, zivica, asfaltova zmes, v leteckom priemysle napriklad zmes uhlikovych
a aramidovych vldken (na pevnu a lahki konstrukciu lietadovych a raketovych dielov).
Najcastejsie jedna z latok zaistuje pevnost a druhd slizi ako pojivo.

V matematike, Specidlne vo funkcionalnej analyze sa Banachovou algebrou oznacuje ma-
tematicka struktura nad redlnymi alebo komplexnymi ¢islami, ktora je Banachovym pries-
torom (uplny normovany linedrny priestor) a naviac obsahuje operaciu nésobenie, ktoré
spliia viaceré axiémy (vid. kapitola 3). Je pomenovana podla zakladatela funkcionélne;j
analyzy a polského matematika - Stefana Banacha.



2. Prehlad zakladnych priestorov

V tejto kapitole pripomenieme zakladné definicie z oblasti priestorov a funkcionalnej ana-
lyzy. Informdcie pochddzaju hlavne z [1], [6], [7], [9], [13], [14], [15] a [24].

2.1. Linearny priestor

Definicia 2.1 (Linearny priestor). Nech V' je neprazdna mnozina nad polom F. Prvky
mnoziny V nazveme body x,y, z a prvky pola [F skalary a, 5. Mnozinu V nazveme linearny
priestor nad polom F s operdciami @ a () (strucne len + a - ), ak mnozina V' je uzavretd
na operacie +, - a Vr,y,z € V a Va, 8 € F plati nasledovnych 8 axiémov

(i) z+y=y+2z (komutativita),

(i

(i) eV, Ve e V:24+0=0+2 =2 (existencia nulového prvku),

(x+y)+z=x+(y+2) (asociativita),

(iv) Ve eV, 3(—x) eV o+ (—x) =(—z)+2 =0 (existencia opa¢ného prvku),
(v) a-(8-2)=(a-p)-x,

(vi) 1-2 =
(a+5) =(a-z)+(8-2),

(viii) a- (z+vy) = (a-z)+ (a-y).

Prvé 4 axiémy vyjadrujui, ze mnozina V' s operaciou + tvori komutativnu grupu.
Poznamenajme, ze ak F = R hovorime o realnom linearnom priestore, ak F = C hovorime
o komplexnom linedrnom priestore.

i)
)
)
) @
)
)

(vii

Poznamka 2.2. V pripade linedrneho priestoru V' plati, Ze nie kazdda podmnozina U
priestoru V' je linedrny podpriestor. Plati, ze linearny podpriestor musi splinat uzavretost
vzhladom k obom operaciam +, -

zvyel a,feR=>a -2+ p-yel.
Definicia 2.3 (Linearna nezavislost). Prvky z;,...x, € V si nezavislé ak plati
o+ tar,=0=>a0=---=qa, =0.

Definicia 2.4 (Linearny funkciondl). Funkciondlom F' na (redlom vektorovom) pries-
tore V' chédpeme zobrazenie F' : V — R. Funkcional F' je linedrny ak zachovava obe
operacie priestoru V, ¢ize plati

(i) Flz+y) = F(z) + F(y),
(ii) F(ax) = aF(z).
Naviac pre linearne funkcionaly F; a Fy definujeme
(F1+ ) (2) = Fi(z) + ().

Definicia 2.5 (Dudlny (algebraicky) priestor). Mnozina vSetkych linedrych funkci-
ondlov na V' tvori linedrny priestor, ktory nazyvame dudlnym (pripadne algebraickym)
priestorom a oznac¢ujeme ho V¥ .

4



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV
2.2. Normovany linearny priestor

Definicia 2.6 (Normovany linedrny priestor). Nech V' je linedrny priestor nad R.
Dalej definujme zobrazenie (redlny funkcional) || - || : V' — (0, 00), ktoré pre Va,y € V,
Va € R splia nasledovné podmienky

(i) flz[l =0, [lz]| = 0 &z =0,
(i) [laz]] = |alll«],
(iii) ||z +yl < |lz||+|lyll  (trojuholnikova nerovnost).

Zobrazenie || - || sa nazyva norma na priestore V' a dvojicu (V, || - ||) nazveme normovany
linedarny priestor.

Definicia 2.7 (Konvergentna postupnost). Postupnost {,}, .y nazveme konvergent-
nou ak mé vlastni (konecni) limitu ozn. a, tj. ak plati

Ve > 0 Ing € N Vn > ng plati ||a, —a| <e.

Poznamka 2.8. Postupnost sa nazyva divergentnd, ak méa nevlastni limitu (+oo alebo
—o0) alebo nemé limitu.

Definicia 2.9 (Cauchyovska postupnost). Postupnost {x, }, .y sa nazyva cauchyovska
ak plati nasledovna podmienka

Ve >03ng e NVn e NVm € Nplati n > ng Am > mg = ||z, — 2| <e.
Poznamka 2.10. Kazda konvergentna postupnost je cauchyovska.

Definicia 2.11 (Banachov priestor). Banachov priestor je iplny normovany linearny
priestor. To znamena, ze v nom kazda cauchyovska postupnost konverguje.

Definicia 2.12 (Spojity funkcional). Funkciondl F' : V' — R nazveme spojitym, ak
zachovava konvergenciu, tj. ak plati

T, = o = F(x,) = F(x0).

Definicia 2.13 (Obmedzeny linearny funkcional). Linedrny funkcional F' nazveme
obmedzenym, ak existuje konstanta ¢ > 0 taka, ze Vx € V' plati

|F ()] < cll].

Definicia 2.14 (Norma funkcionalu). Norma funkcionalu F je najmensia mozné kon-
stanta ¢, ktoru definujeme nasledovne
|F ()|
|1F|| = sup ——+= = sup |F(z)].
o0zl e

Definicia 2.15 (Dudlny (topologicky) priestor). Normované linedrne funkciondly
tvoria linearny priestor ktory je uplny - tj. Banachov. Tento priestor nazveme topolo-
gickym (pripadne adjungovanym alebo dudlnym) priestorom a ozna¢ime ho V*. Dualny
priestor V* je uplny aj ked pévodny priestor V' nie je tplny.

Poznamka 2.16. Konvergencia v normovanom linedrnom priestore je urc¢end normou,
nazvyvame to tzv. silnd konvergencia (pripadne konvergencia v norme). Okrem tejto silnej
konvergencie existuje aj tzv. slabd konvergencia, ktora sa urc¢uje pomocou funkcionalov.
Viac o tejto konvergencii ndjdete v kapitole 4 v sekeii [4.8.1]



2.3. METRICKY PRIESTOR
2.3. Metricky priestor

Definicia 2.17 (Metricky priestor). Nech M je neprazdna mnozina. Definujme zobra-
zenie p : M x M — (0, 00), ktoré pre Vz,y, z € M splia nasledovné axiémy

(i) p(z,y) >0, p(z,y) =0z =y (axiém totoznosti),
(ii) p(x,y) = p(y,z) (axiém symetrie),
(iii) p(x,y) < p(x,2) + p(y,2z)  (trojuholnikovd nerovnost).
Zobrazenie p sa nazyva metrika na mnozine M a dvojicu (M, p) nazveme metricky priestor.
Poznamka 2.18. Je zrejmé, ze kazda norma generuje metriku nasledovnym sposobom
pl,y) = llz -yl

Definicia 2.19 ([jplny metricky priestor). Metricky priestor sa oznacuje ako tplny,
ak v nom kazda cauchyovska postupnost konverguje.

Definicia 2.20 (Gula, okolie, sféra). Otvorenou, resp. uzavretou gulou so stredom v
bode xy a polomerom r chapeme mnozinu

B(xg,r) ={x € M : p(xg,x) <r} resp. Blxo,r)={x € M : p(xg,x) <r}.
Analogicky definujme pojem sféra so stredom v bode zy a polomerom r ako mnozinu
S(zo,r) ={x € M : p(xg,x) =1}.
Oznacenim O.(z() chapeme ¢ - okolie bodu z( pre ktoré plati
B(xg,e) = O(xo).

Definicia 2.21 (Body priestoru). Nech M je metricky priestor a N jeho podmnozina
(N C M). Bod xy € M potom nazveme

e Vnutornym bodom mnoziny N ak 3Ir > 0 : B(xg,r) C N. MnozZinu vSetkych vni-
tornych bodov mnoziny N nazveme vnitro mnoZiny N a oznacuje sa N°.

+ Vonkaj$im bodom mnoziny N ak 3r > 0 : B(zg,r) " N = 0.

o Hrani¢nym bodom mnoziny N ak Vr > 0 : B(zg,r) NN # 0 A B(xg,7)\N # 0.
Mnozinu vsetkych hrani¢nych bodov mmnoziny N nazveme hranica mnoziny N a
oznacuje sa ON.

o Bodom uzdveru mnoziny N ak Vr > 0: B(xg,r) N N # (). MnoZinu vSetkych bodov
uzaveru mnoziny N nazveme uzdver mnoziny N a oznacuje sa N.

o Hromadnym bodom mnoziny N ak Vr > 0 : B(zy,r) obsahuje nekone¢ne mnoho
bodov z mnoziny N. Mnozinu vSetkych hromadnych bodov mnoziny N nazveme
derivdcia mnoZiny N a oznacuje sa N .

o Izolovanym bodom mnoziny N ak 3r > 0: B(xg,7) N N = {z0}. Mnozinu vsetkych
izolovanych bodov mnoziny N nazveme adherancia mnoZiny N.



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

Definicia 2.22 (Otvorené a uzavreté mnoziny). Mnozinu N nazveme otvorenou
mnozinou ak N = N° (tj. vSetky jej body st vnutorné). Mnozinu N nazveme uzavretou
ak N = N (tj. je rovnd svojmu uzaveru).

Definicia 2.23 (Husta mnozina). Nech M je metricky priestor a N, P C M st pod-
mnoziny M. Povieme, ze mnozina P je hustd v mnozine N ak plati: N C P (tj. jej uzaver
obsahuje N).

Definicia 2.24 (Obmedzend mnozina). Nech M je metricky priestor a N C M je
podmnozina M. Povieme, ze mnozina N je obmedzena (resp. ohrani¢ena) v mnozine M
ak 3¢ > 0: p(x,y) <c¢ Vz,y € N.

Definicia 2.25 (Kompaktna mnozina). Povieme, Ze mnozina M je kompaktnd (tiplna
a totalne obmedzend) ak kazda jej postupnost obsahuje konvergentni podpostupnost.

Poznamka 2.26. V pripade, Zze mame mnozinu v R” so standardnou metrikou, tak
povieme, ze je kompaktna prave vtedy ak je uzavretd a obmedzena.

Definicia 2.27 (Prekompaktna mnozina). Povieme, Ze mnozina M je prekompaktnd
(totdlne obmedzend) ak kazda jej postupnost obsahuje cauchyovski podpostupnost.

Definicia 2.28 (Separabilny priestor). Metricky priestor M sa nazyva separabilny, ak
existuje najviac spocetna podmnozina N C M, ktora je husta v M.

Definicia 2.29 (Spojité, lipschitzovské zobrazenie). Nech (M, p) a (N, o) st metrické
priestory. Zobrazenie f : M — N nazveme spojitym ak zachovava konvergenciu, tj. plati

Ty, — v M= f(x,) = f(z) v N.

Zobrazenie f : M — N nazveme lipschitzovskym ak existuje lipschitzova konstanta L > 0,
tak, ze plati
o(f(x), f(y) < Lp(z,y) Vo,ye M.

Zobrazenie f : M — N nazveme kontraktivnym (kontrakciou) ak L € (0,1) .

Definicia 2.30 (Pevny bod). Nech M je Iubovolnd mnozina a F' : M — M zobrazenie.
Bod = € M sa nazyva pevny bod zobrazenia F' ak plati F(x) = x.

Priklad 2.31. Nech M = R. Potom f(z) = 2% m4 dva pevné body a to 0 a 1.

Veta 2.32 (Banachova veta o pevnom bode). Nech M je iplny metricky priestor.
Potom kazdd kontrakcia F' : M — M mad prave jeden pevny bod v M.

Dékaz. Naznac¢ime si hlavni ideu dokazu. Nadefinujeme si najprv postupnost {z,} pred-
pisom, ze x1 € M je lubovolny bod a x,.1 = F(x,). Neskor sa ukdze, ze tato postupnost
je cauchyovska a vdaka tomu, ze M je uplny priestor, tak ma aj limitu v M. Téato limita
je jedinym pevnym bodom zobrazenia F'. O

Definicia 2.33 (Siet). Mnozinu S C  nazveme e-siet, ak zjednotenie e-okoli bodov
mnoziny S pokryva cela oblast €.

Definicia 2.34 (Topologicky priestor). Topologickym priestorom nazveme mnozinu
X spolu s 7x C exp X, kde 7x je topoldogia na X s nasledovnymi vlastnostami



2.4. UNITARNY PRIESTOR

(i) 0 € 7x, X € 7x,
(ii) zjednotenie Tubovolného poctu prvkou z 7x je prvkom 7y,
(iii) prienik koneéného poc¢tu prvkou z 7x je prvkom 7x.
Oznacenim exp X chapeme mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny X.

Definicia 2.35 (Hausdorffov priestor). Priestor K nazveme Hausdorffov, ak pre Vz,y €
K,z #y 30.(x), O.(y) tak, ze O.(x) N O.(y) = 0.

Poznamka 2.36. Kazdy metricky priestor je Hausdorffov.

Definicia 2.37 (Lokédlne kompaktny priestor). Topologicky priestor X nazveme lo-
kalne kompaktnym ak kazdy bod x € X ma kompaktné okolie.

2.4. Unitarny priestor

Definicia 2.38 (Unitarny priestor). Redlny unitdrny priestor je linedrny priestor V/
nad polom R na ktorom je definovany skalarny sucin. Skalarny stucin je zobrazenie
(,): V xV — R také, ze pre Vx,y,z € V a Vo, € R plati

(i) (z,z) >0a (r,z) =0< 2 =0,
(i) (z,9) = (y,2),
(iii) (ax + By, 2) = a(z,y) + B(y, 2).

Definicia 2.39 (Hilbertov priestor). Hilbertovym priestorom V' nazveme uplny uni-
tarny priestor s normou, ktora je definovand pomocou skalarneho sicinu vztahom

lz|| = V(z,2) VYxeV.

Definicia 2.40 (Schwarzova nerovnost). Skaldrny sicin sa did odhadnit pomocou
normy. Odhad nesie ndzov Cauchyova (resp. Schwarzova) nerovnost, ktord ma tvar

(@) < [lfl - lyll-
Poznamka 2.41. V kazdom unitarnom priestore V' plati
o llz+yll?+ lz —yl* = 2(|z]|* + ||lyl|*) Vx,y € V - rovnobeznikové pravidlo,
e (zy)=3(lz+yl|?—llz—yl*) Vz,y €V - reprezentécia skaldrneho sicinu.

Priklad 2.42. Nech V. = R" xz = (21,...,2,),y = (Y1,---,Yn). Potom skaldrny sicin
(z,y) je rovny nasledovnému vztahu

(z,y) = z1y1 + -+ + TpYn.

Poznamka 2.43. Pomocou skalarneho stuc¢inu vieme urcif uhol ¢ dvoch vektorov z,y
nasledovnym sposobom
(=, )]

(Y = arccos .
]l Nl



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

Definicia 2.44 (Ortogonédlna a ortonormaélna postupnost). Postupnost bodov {ey, ez, €3, ...}
sa nazyva ortogondlna, ak

(i) e; # 0 (body st nenulové),
(ii) (ei,e;) =0 i j (body st navzajom kolmé).
Ak naviac plati (e;, ;) = 1 = ||e;||?, tak postupnost sa nazyva ortonormalna.

Definicia 2.45 (Fourierova rada). Kazdy prvok = € V je mozné vyjadrit v tvare
Fourierovej rady
T = Z C;€;.
i=1

Prvkom ¢; sa vravi Fourierove koeficienty a pre ne plati vztah
o

a naviac spliiaji Besselovu nerovnost: [|z[|* > E cle;
i=1

(z,e;)

_ 2
= Tal? I

&

Poznamka 2.46. Spojité linedrne funkcionaly na Hilbertovom priestore V' opéft tvoria
dudlny priestor V*. Plati pre ne nasledovna veta.

Veta 2.47 (Rieszova-Fischerova veta). Pre kaZdy funkciondl F' € V* existuje jedinyg
prvok f €V tak, Ze plati

Fz) = (f,2)
Naviac plati, Ze

IEN = 1IA1-

Dokaz k vete mozno néjst v [9].

2.5. Lebesgueove priestory

Lebesgueove priestory sa definuju ako priestory integrovatelnych funkcii. Vyuzivaju sa
hlavne pri definicii Sobolevovych priestorov, ktoré maji integrovatelné derivacie. Prave v
Sobolevovych priestoroch hladame zobecnené riesenia tloh.

Definicia 2.48 (Priestor s mierou). Trojicu (X, S, ) nazveme priestor s mierou, kde
X je zakladny priestor (neprazdna mnozina), S je systém podmnozin priestoru X (tzv.
o-algebra podmnozin zékladného priestoru X), pre ktory plati

(i) 0 e S,
(i) AeS=X\AeS,
(iii) A, €S,iel =, A €S,

a funkcia g : & — (0,00) sa nazyva miera na priestore X. Pre mieru p a navzajom
disjunktné mnoziny A; zo systému S plati vztah

o (U Ai) = (A,

i€l i€l



2.5. LEBESGUEOVE PRIESTORY

Poznamka 2.49. Mnoziny A; zo systému S oznacujeme ako meratelné mnoziny.
Uvedieme konstrukciu Lebesgueovej miery v RY [13].

o Otvoreny N-rozmerny interval I v RY je kartézsky stc¢in ohranicenych a otvorenych
intervalov (a;, b;), kde —oco < a; < b; < 00

I = (al,bl) X oo X (CLN,bN).
Miera tohto intervalu [ je rovna stucinu jeho jednotlivych intervalov (a;, b;), tj. plati

m(]) = (bl—al)""'(b]\[—a]\[).

e Ogznacme si J ako mnozinu vsetkych tychto intervalov.

» Vonkajsiu mieru mnoziny A ozna¢me ako m*(A) a definujeme ju ako infimum sicétu
mier najviac spocetne mnoho otvorenych intervalov I;, i € J, ktoré pokryvaji mno-

zinu A, tj.
m*(A) = inf{Zm(Ij) tAC U I;,1; € ’J} :

jedJ jeJ

Vonkajsia miera moze byt pripadne aj nekonecno.
o Mnozinu A nazveme meratelnou, ak pre kazdy N-rozmerny interval I plati
m*(INA)+m*(I\A) =m(I)
a jej miera je rovna jej vonkajsej miere, tj.
m*(A) = m(A).
Poznamka 2.50. Kazdé otvorené, uzavreté, konecné aj spocetné mnoziny s meratelné.
Mnozina, ktorej miera je nula sa nazyva nulova mnozina.

Definicia 2.51 (Meratelna funkcia). Funkciu f : Q@ — RU{—00, 00} nazeme meratel-
nou na meratelnej mnozine €2 ak st meratelné aj jej hladinové funkcie, tj.

{r € Q: f(zr) <c} st meratelné Ve € R.

Mnozinu vsetkych Lebesgueovsky meratelnych funkcii na mnozine €2 oznac¢ujeme symbo-
lom A(Q).

Definicia 2.52 (Lebesgueove priestory). Nech Q je oblast v RY. Normu meratelnej
funkcie f pre p € (1, 00) definujeme vztahom

I = ( [ \f(x)\pdx);7

v pripade p = o© je norma dana nasledovne

[flloc =esssup|f(z)[ = inf sup [f(z)],
z€N mN)=0 zeQ-N

10



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

kde N je mnozina miery nula.
Dalej pre p € (1, 00) definujme podmnozinu mnoziny A(f2)

L) = {f € M) : Ifll, < o0}

Pomocou reléacie rovnosti skoro vsade (=,,.) stotoznime funkcie, ktoré sa navzajom lisia
najviac na mnozine miery nula - dostavame tak Lebesgueove priestory integrovatelnych
funkcii na €2, tj. priestory LP(€2)

LP(Q)) = LP(Q)

|:S.’U. °

Prvky priestoru LP(Q) su triedy funkcii navzéjom skoro vsade rovnych, tj. ktoré sa lisia
najviac na mnozine miery nula.

Veta 2.53. Nech Q je oblast v RY a p € (1,00). Potom mnoZina LP(S)) spolu s normou
| fll, tvori Banachov priestor. V pripade p = 2 je priestor L*(Q) Hilbertovym priestorom
spolu so skaldarnym sucinom definovanym nasledovne

(f,9) :/Qf(ﬁ)g(x)dx

Dékaz k vete ndjdete v [1].

Definicia 2.54 (ZdruZeny exponent). Zdruzenym exponentom k p nazveme exponent

q, pre ktory plati vztah

1 1
q:L alebo -4+ —=1.
p—1 P q

Ku zdruzenym exponentom p, ¢ priddme dvojice (1,00) a (0o, 1).

Veta 2.55 (Holderova nerovnost). Nech f € LP(Q2) a g € LI(Q2), kde p € (1,00) a ¢
je zdruzeny exponent k p, potom

/Q F(@)g(@)de < |11l Il

V pripade p = 2 sa predchadzajica nerovnost nazyva Cauchy-Schwarzova.

Dékaz k vete ndjdete v [1].

Definicia 2.56 (Nosi¢). Nosi¢ (z angl. support) funkcie f je uzaver mnoziny bodov v
RY. v ktorych mé funkcia f nenulové hodnoty, tj. plati vztah

supp f = {z € RN : f(z) # 0}.

Definicia 2.57. Priestor C*°(Q2) sa definuje ako priestor nekonec¢ne diferencovatelnych
funkcii na uzavere oblasti 2. Priestor C§°(2) definuje priestor funkcii z C*°(Q2) ktoré
maji kompaktny nosi¢. Tj. funkcie si1 nenulové iba na obmedzenej mnozine a st nulové
v oblasti hranice.

Veta 2.58. Pre p € (1,00) je priestor C*(Q) aj C§(Q) husty v LP(S2).

Dokaz k vete ndjdete v [15].

11



2.5. LEBESGUEOVE PRIESTORY

Veta 2.59 (Testovacia lemma). Nech funkcia f je spojita na Q2. Ak plati

/Q f@)p(a)dz =0 Ve CF(Q),

potom f =0 v Q.
Dokaz k vete najdete v [1].

Poznamka 2.60. Oznacenim (F,u), pripade F'(u) chapeme hodnotu funkcionalu F' na
prvku u € V. Priestor vietkych spojitych linedrnych funkciondlov (vid. definicie[2.4] 2.12)
na V oznac¢ime V* a nazveme to dualnym priestorom k priestoru V.

Definicia 2.61. Funkcional F' € V* ide reprezentovaf integrovatelnou funkciou f ak
Vu € V plati vztah

(F,u) :/Qf(:v)u(x)dx (2.1)

Dualny priestor V* ide reprezentovat priestorom funkcii U ak pre kazdy funkcional F' € V*
existuje f € U, tak Ze plati vztah Ak naviac plati

1E[lv= = [lfll,

tak pisSeme V* &~ U, tj. medzi priestorom V* a U existuje izometricky izomorfizmus.

Veta 2.62. Nech p a q su zdruZené exponenty, p,q € (1,00). Potom platia nasledovné
vztahy o dudlnych priestoroch.

(i) (LP(Q))" ~ L) (v pripade p = 2 plati (L*(Q))* =~ L*()),
(i) (L1(Q))" = L=(Q),

(iii) (L°°(2))" D LYQ) (ewistujii funkciondly v L>(Q) ktoré sa nedaji reprezentovat
pomocou funkcie z L*(S2)).

Dokazy k vetdm najdete v [IJ.

Definicia 2.63 (Druhy dual). Oznacenim V** = (V*)* chdpeme druhy dudl priestoru
V', ktory definujeme ako mnozinu spojitych linearnych funkcionalov na dualnom priestore
V*. Druhy dudl tvori taktiez Banachov priestor.

Definicia 2.64 (Kanonické vnorenie). Nech V' je normovany linedrny priestor, V* je
jeho dualny priestor a V** je druhy dudl k priestoru V. Kanonické vnorenie

n: V-V
kazdému prvku v € V' priradi funkcional n(v) € V** podla vztahu
), f) = (f,v)  VYfeV~

Definicia 2.65 (Reflexivny priestor). Ak zobrazenie n : V. — V** je surjektivne
(n(V') = V**), tak priestor V' nazveme reflexivnym.

12



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

Medzi dolezitt vlastnost reflexivneho priestoru je kompaktnost ich obmedzenych podmno-
zin vzhladom ku slabej konvergencii, z ¢oho plynie nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 2.66. Nech {u,} C V je obmedzena postupnost. Potom existuje podpostupnost
{tn-} C{u,} a prvok u € V taky, ze postupnost {u,-} slabo konverguje k prvku u € V.

Poznamka 2.67. Podla vety sa da ukazat, ze plati
(LP(0))™ = (L())" =~ LP(Q).
Veta 2.68. Priestor LP(Q)) je separabilny pre p € (1,00) a reflexivny pre p € (1,00).

Dokaz k vete najdete v [1].

2.6. Sobolevove priestory

Sobolevove priestory sit normované vektorové priestory funkcii s normou. Norma je dana
L? - normou funkcie spolu s jej derivaciami.

Tieto priestory nasli uplatnenie najmé v teérii parcialnych diferencidlnych rovnic (PDR),
ktorych zobecnené riesenia sa nachidzaju prave v Sobolevovych priestoroch. Definicia
Sobolevovych priestorov vravi, ze sa jedna o priestory funkcii, ktoré maja integrovatelné
derivacie. Priestory oznacujeme symbolom W*P(Q), pripadné dalsie oznacenie je H*?(SQ).
V oznaceni Sobolevovych priestorov sa nachadzaju tri symboly

e k...k €N je cislo, ktoré udava rad najvyssich derivacii,
e p...p € (1,00) je exponent podobne ako pri priestoroch L7,
e Q...Q€cRY je oblast s lipschitzovskou hranicou.

Poznamka 2.69. Najcastejsie berieme do tivahy k£ = 1 a p = 2 (v pripade linedrnych
tloh).

Poznamka 2.70 (Lipschitzovska oblast). Pri tlohdch ODR a pri ndslednom rieseni
pozadujeme aby interval na ktorom hladédme riesenie bol obmedzeny. V pripade iiloh PDR
je poziadavok obmedzenosti velmi obecny (nemohli by sme urcit existenciu rieSenia). Preto
zavadzame pojem tzv. lipschitzovska hranica, ktory umoznuje dokazat jednoznacnost a
existenciu daného riesenia.

Prikladom oblasti s lipschitzovskou hranicou st napriklad: stvorce (kocky), mnohouhol-
niky (mnohosteny), kruhy (gule), otvorené konvexné mnoziny, mnoziny s vyrezmi, atd.

Pripomenme si stru¢ne normy na LP priestoroch.
Pre p € (1, 00) sa definuje p-norma na Lebesgueovom priestore vztahom

ful = ( [ |u<x>|pdx>’l” p < oo,

|u|loo = esssup |u(x)| = inf sup |u(x)] p = 00.
€N #N)=0 ze—N

13



2.6. SOBOLEVOVE PRIESTORY

Definicia 2.71 ((k,p)-norma). Normu (k, p) ziskame ak s¢itame p-normy az do radu k.
Definujeme ju vztahom
lullip = D 1D%ull,,
|| <k

kde oo = (aq, ..., an) je multiindex, |o| = a1 + ... + ay a pre D*u plati

olely

D= ————.
aq an
Oxi™*...0xY

Priklad 2.72. Norma funkcie u v pripade k =1, p =2 a Q = R? je

N

Poznamka 2.73. Pre p = 2 mozeme zaviest skaldrny sucin (-, +), ktorym mozno defino-
vat normu funkcie v vztahom

gu
81‘2

lulhe = || 2
iz = al‘l

2

[ullee = v/ (u, w)k

a zaviest ekvivalentnu definiciu (k, p)-normy.

Definicia 2.74 (Norma). Definujme si (k, p)-normu funkcie u nasledovnym ekvivalent-
nym sposobom

SR

lullep = / S | Deupds

2 |al<k

Priklad 2.75. Norma funkcie u v pripade k =1, p =2 a Q = R? je

) dxf_

Nasleduju dva sposoby, ktorym mozno zadefinovat Sobolevove priestory.

2
+

ou

01'2

Definicia 2.76 (Sobolevov priestor ako ziplenie hladkych funkcii). Sobolevov
priestor W*?((2) je definovany ako ztplnenie priestoru £(Q) = {ulg:u € CFRY)} v
norme (k,p).

Oznacenim E(f2) rozumieme priestor funkeii, ktoré sme ziskali orezanim funkcii z C§° v
RY na oblast €.

Sobolevov priestor Wy () je definovany ako ziplnenie priestoru C5°(RY) v norme (k, p).

Definicia 2.77 (Sobolevov priestor ako funkcie so zobecnenymi derivaciami).
Sobolevov priestor H*?(Q) je definovany ako priestor funkcii, ktoré maji integrovatelné
derivacie, tj. je definovany vztahom

H*(Q) = {u € A(Q): 0% € LP(Q) V|a| < k}.
Sobolevov priestor Hg () je definovany ako uzdver hladkych funkcii s kompaktnym no-

sicom Cg§°(£2).

14



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

Priklad 2.78. Specidlne pre k = 1, p = 2 je priestor H?(Q) definovany ako

ou
HY2(Q) = u:u e L2(Q), 2L
(Q) {u u € L ),&Ei

€ L*(Q) Vi= 1,...,3;N}.
Poznamka 2.79. Pre p < oo plati

. WEP(Q) = HR(Q),

o WHP(Q) = H'(Q).
Pre p = oo plati Wh>(Q) C H**>(Q).

Poznamka 2.80. Priestor VV(;€ () sa definuje ako Sobolevov priestor funkeii s nulovymi
stopami na 0€2. Je to vlastne ziplnenie priestoru C§° ().

Poznamka 2.81. Stopa funkcie u sa definuje ako jej funkcia na hranici oblasti 0f).
Veta 2.82. Zdikladné vlastnosti Sobolevovych priestorov.

(i) Sobolevove priestory WH2(Q), WiP(Q) a H*?(Q) si Banachove priestory s normou
I {lrp-
(ii) Priestory W*P(Q) a H"P(Q) st separabilné ak p < oo. Pre p = oo je Wk>(Q)

separabilng iba ak Q je ohranicend. H**(Q) nie je separabilng.

Dokaz néjdete napriklad v [1J.

V nasledujucej casti tejto kapitoly sa budem venovat dualnym priestorom na Sobolevovom
priestore. Spojité linedrne funkciondly na W12(Q) tvoria duédlny (adjungovany) priestor
(Banachov), ktory oznaéime (W,?(Q))*. Poznamenajme, 7e funkcionaly na L*(Q) ide
reprezentovat pomocou funkeii z L?(Q). Z toho dovodu zavddzame nasledovnii definiciu.

Definicia 2.83 (Reprezentécia funkcionélov). Funkciondl F na W,*(Q2) ide formélne
reprezentovat funkciami fy, ..., fx € L*(©2) pomocou nasledujiceho vztahu

<F,v>=/ (fov—f—— —fNaxN) dz ve W *(Q).

Takto zadefinovany funkcional je linearny, obmedzeny a spojity.
Ak predpokladame, ze funkcie f; maju derivacie, tak vztah prejde na tvar

<F,U>:/Q<fo+%—l— +%)vdx,

preto F' sa da reprezentovat vyrazom

f= fo+%+ —i-%.
81’]\/

Ozna¢me W2 ako dudlny priestor k priestoru VVO1 2 a zadefinujme ho vztahom

W12(Q) = {f f0+%+ +gﬂ fi € L*(Q) Vz':l,...,N}.
TN
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2.6. SOBOLEVOVE PRIESTORY

Analogickym spdsobom moézeme reprezentovat funkcionaly pre obecné k > 1 a zdruzené
exponenty p,q € (1,00).

Definicia 2.84. Funkciondl F na (WJ?(Q))* je moiné reprezentovat pomocou vztahu

kde funkcie f, € LI().

Duélny priestor (VV(;€ P(Q))* ide reprezentujeme priestorom W~%4(Q), pre ktory plati, Ze
je definovany ako mmnozina

WRIQ) =S f = 0"fa: fa€LUQ)

la|<k
Nasledujuca veta sa tyka vysledkov o dualnych priestoroch.

Veta 2.85. Nech p a q si zdruZené exponenty, p,q € (1,00). Potom platia nasledovné
turdenia.

(i) (W5 ()" = Wha(Q),
(ii) (W' (Q))* = WR2(Q).

Poznamka 2.86. Pripomenme, ze v Lebesgueovskych priestoroch platil pre druhy duél

nasledovny vztah
(LP(Q))" = (L1(Q))" = L*(Q).

Analogicka definicia plati aj v pripade Sobolevovych priestorov
(Wo ()™ ~ (WH(Q))" = W5 (9).
Veta 2.87. Priestory WEP(Q) a H*P(Q) st v pripade p € (1,00) reflexivne.

Vo vicsine tloh budeme pracovat s priestorom W12(Q), ktory nazyvame Hilbertov. Z
toho dévodu si na nom zadefinujme skalarny stcin.

Definicia 2.88. Skaldrny stc¢in na Hilbertovom priestore W1%(Q) sa definuje nasledovne

( ) —/ + Ou v + _{_ﬁﬁ d
o= Q b Ox; Ox; Oxn Oz N v

Poznamka 2.89. Pretoze plati

(WH(Q)" = WH(9),

¢oho dosledkom je, ze F' € (WH2(Q))* je mozné reprezentovat f € Wh2(Q) vztahom

B af ov af ov
(F,v) = /Q (fv—l— O, O 4+ 4 Din (9:1:N) dz.

16



2. PREHLAD ZAKLADNYCH PRIESTOROV

Definicia 2.90 (Slaba konvergencia v W'%(Q0)). Predpokladajme, Ze postupnost {u, } C
Wh2(Q). Povieme, Ze postupnost {u,} slabo konverguje k funkcii u, znac¢ime

Uy — U

prave vtedy ak pre postupnost {u,} a Yo € W12?(Q) plati vztah

/Q (un(x)v(:c) N Z @lg;(jﬁ) 3;;?) dz — /Q (u(x)v(x) + Z 8;9(5) 3§S>> e

Veta 2.91. Nech plati, Ze postupnost {u,} € W12(Q) slabo konverguje k funkcii u €
W2(Q). Potom

(i) u, — u silne v LP(Q),

(ii) %LJ - g—; slabo v LP(QQ).
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3. Banachove Algebry

Kapitolu Banachove algebry sme rozdelili do troch podkapitol. V prvej uvedieme zakladné
definicie a vlastnosti, dalej sa budeme zaoberat prikladmi Banachovych algebier a v po-
slednom rade inverznymi a invertibilnymi prvkami.

3.1. Uvod do tedrie algebier

V tejto podkapitole uvedieme zakladné definicie a vlastnosti, ktoré si spojené s pojmom
algebra, pripadne Banachova algebra. Informécie pochadzaju z [16], [21] a [25].

Definicia 3.1 (Algebra). Algebrou rozumieme linearny priestor A nad polom F, na
ktorom je naviac definovand operacia nésobenia - s nasledujucimi vlastnostami, ktoré
platia Vz,y,z € AaVa €F

(i) z-(y-2)=(z-y) 2

(i) x-(y+2)=z-y+x-z

(iii) (x+y)-z2=a-2+y- 2

(iv) a-(z-y)=(a-z)-y=x-(a-y)
Definicia 3.2 (Druhy algebier). Algebra A sa nazyva

(i) redlna, ak F = R,

(ii) komplexna, ak F = C,

(iii) komutativna, ak operécia - je komutativna, tj. ak plati: x -y =y -z Vr,y € A,
(iv) algebra s jednotkou, ak existuje e € A, pre ktory plati: e-x =z-e ==z Vo e A.
Prvku e sa obvykle hovori jednotka. Prvok e sa nazyva

o Java jednotka, ak e-x =2 Vo€ A,

o prava jednotka, ak z-e=x Vz € A.

Definicia 3.3 (Normovana algebra). Nech A je algebra, oznacme || - || ako normu na
A, pre ktoru plati

eyl < [l llyll v,y € A. (3.1)
Potom || - || nazveme norma algebry a dvojicu (A, || - ||) nazveme normovana algebra.

Definicia 3.4 (Banachova algebra). Uplna normované algebra sa nazyva Banachova
algebra.

Poznamka 3.5. V normovanej algebre A je operacia nasobenia obojstranne spojita vzhla-
dom na algebraickti normu. Ak z,, — x, potom x,y — xy ay,r — yr Yy € A prin — oco.

Veta 3.6. V Banachovej algebre je operdcia ndsobenia spojitd. Ak x, — = a y, — vy,
potom T,Y, — TY.

Dokaz. ||xnyn —xyll < [|(zn —2)ynll+ [1(yn —y)z|l < llzn =] lyall +[lgn = yllllz] = 0. O
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3. BANACHOVE ALGEBRY
3.2. Priklady Banachovych algebier

V tejto casti uvedieme niekolko prikladov Banachovych algebier rozdelenych do 3 sku-
pin: algebry funkcii, algebry operatorov a algebry grup. Pre viac detailov sluzi napriklad
literattra [21] a [22].

3.2.1. Algebry funkcii

V tychto prikladoch uvazujeme funkcie, pre ktoré je nasobenie bodové, tj. pre funkcie u
a v je ich sucin definovany vztahom

(u-v)(z) =u(x) v(z).

Priklad 3.7. Mnozina R alebo C s normou danou ako absoltitna hodnota je komutativna
Banachova algebra s jednotkovym prvkom e = 1.

Priklad 3.8. Nech C({(a,b)) je mnozina vsetkych spojitych funkcii definovanych na in-
tervale (a, by, ktord je Banachovym priestorom. Spolu s normou

[/ lloe = SuP)If(ﬂC)l

z€(a,b
tvori Banachovu algebru.

Priklad 3.9. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor, potom polozme A = C(K). Ak
zoberieme do tvahy bodové nasobenie funkcii tak A je komutativna jednotkova algebra s
normou

[ flleo = sup |f ()]

potom A je Banachova algebra.

Priklad 3.10. Nech K je lokdlne kompaktny Hausdorffov priestor (def. , polozme
A= BC(K):={f € C(K), kde f je obrani¢ena funkcia},

potom A je komutativna jednotkova Banachova algebra.

Oznacenim BC'(K) rozumieme ohrani¢ené a spojité funkcie na priestore K.

Priklad 3.11. Nech K je lokalne kompaktny Hausdorffov priestor, polozme
A=Co(K):={f(x) e C(K), kde f(x) — 0 pre z — o0},

potom A je komutativna Banachova algebra bez jednotky.

Poznamka 3.12. Ak funkcia f € C(K) ide k 0, pre x — oo znamena to, ze Ve > 0 3G C
K tak, ze |f(z)| <eVr e G — K.

Priklad 3.13. Definujme otvoreny jednotkovy disk v komplexnej rovine nasledovne

D={zeC:|z] <1}.
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3.2. PRIKLADY BANACHOVYCH ALGEBIER
Definujme diskovu algebru A(D)
A(D) = H*(D) N C(D),

kde H*(DD) oznacuje Banachov priestor ohrani¢enych analytickych funkcii na disku D -
nazyvame to aj tzv. Hardyho priestor. Ak na mnozine definujeme eSte bodové scitanie a
nasobenie, tak sa z tejto mnoziny stava algebra nad C. Ak definujeme normu

£l = s1p | £(2)] = max |(2).

zeD

tak z diskovej algebry A(DD) sa stdva Banachova algebra.

3.2.2. Algebry operatorov

V tejto ¢asti uvazujeme algebry, ktorych prvkami st operatory na Banachovom priestore.
V tomto pripade je nidsobenie zloZenie operatorov. Prvok 1 je vzdy operator identity.

Priklad 3.14. Nech M,,(C), n > 2 je mnozina Stvorcovych matic M stupna n, na kto-
rych je definované klasické maticové nasobenie, s¢itanie a Frobeniova ( Hilbert-Schmidtova)
norma definovana nasledovne

M| =

Potom A = M,,(C) je nekomutativna jednotkova Banachova algebra.

Priklad 3.15. Nech V je komplexny Banachov priestor s dim (V) > 2. Dalej ozna¢me V
Banachov priestor vsetkych ohranicenych linedrnych operatorov F' na V', kde berieme do
uvahy operatorovi normu

[F| = sup{[|[Fzl|: z € V A lz]] < 1}.
Potom V je nekomutativna jednotkova Banachova algebra.

Priklad 3.16. Oznac¢me si (V) := {F € V, F' je kompaktny} ako uzavretu subalgebru
V. Je zrejmé, ze mnozina (V') je Banachovou algebrou. D4 sa dalej ukézat, ze IC(V) je
algebra s jednotkou, préave vtedy ak dim(V') < oo.

3.2.3. Algebry grup

V tychto prikladoch uvazujeme algebry, ktoré sa skladaju z funkcii s operaciou konvoluc-
ného nasobenia, ktoré sa oznacuje symbolom *. Obvykle sa tato skupina oznacuje ako
grupové algebry. Tieto algebry nie vzdy maju jednotkovy prvok.

Priklad 3.17. Nech A = L'(R) := {f : R — C: f je meratelnd a [, | f(¢)| dt < oo}.
Definujme nasobenie

U*m@%=4f@—ﬂﬁﬂ& Vg€ L'(R)
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3. BANACHOVE ALGEBRY

a normu nasledovne

[FAlR 1—/R!f(t)\dt.

1f* gl < lIfl Nl Vf.g€ LN (R).

Dalej plati, ze A je iplna Banachova algebra bez jednotkového prvku. Operacia konvolicie
je naviac komutativna.

D4 ukazat, ze plati

Priklad 3.18. Nech A =IM(Z) := {{zn}, e >one o |2n] < 0}
Definujme nasobenie

(o]
(@Y= Y Tnk s
k=—00
a normu nasledovne .
2l =) |zl
n=—oo

1, akn=20

Prvok ¢ = (dg,) je jednotkovym prvkom v [*(Z), kde &, = ‘
0, inak.

Potom A je Banachovou algebrou s jednotkovym prvkom §.

Priklad 3.19. Nech
T:={ze€C:|z| =1},

A=LYT) = {f : T — C: f je meratelnd a / |f(t)| p(t)dt < oo} :
T
kde p oznacuje normalizovani Lebesgueovu mieru na T. Pre f,g € A definujeme konvo-
ltciu
(et = [ Fle=")glrntar).

a normu

1l = / F(8) dr).

Spolu s tymito operdciami je A komutativna Banachova algebra bez jednotky.

Priklad 3.20. Nech

2m
= {f R — C: f je meratelna, 27 - periodicka a / |f(t)]dt < oo}
0

Ak zoberieme do tivahy konvoltciu a normu definovani nasledovne

(f * )t /ft—T
1l = / F(0)dt,

tak A je komutativna Banachova algebra bez jednotky.
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3.3. INVERZNE A INVERTIBILNE PRVKY, IDEALY
3.3. Inverzné a invertibilné prvky, idealy

Informécie v tejto podkapitole pochddzaju z [21], [22] a [16].

Definicia 3.21 (Invertibilny a inverzny prvok). Nech A je Banachova algebra s
jednotkovym prvkom e.

(i) Ak prvok y € A splita z - y = e, potom y sa nazjva pravou inverziou prvku z.
(ii) Ak prvok y € A spliia y - 2 = e, potom ¥ sa nazyva favou inverziou prvku z.
(iii) Ak prvok x ma prava aj lavid inverziu, tak = sa nazyva invertibilny prvok a jeho
inverzny prvok je urceny jednoznacne, tj. plati: x -y =y -z =e.
1

(iv) Inverzny prvok k prvku z obvykle znac¢ime z~!.

Poznamka 3.22. Mnozinu vSetkych invertibilnych prvkov na jednotkovej algebre A ozna-
¢ujeme G(A).

Poznamka 3.23.
e Nech x,y € G(A), potom x -y € G(A) a (z-y) L=yt 2.
« Mnozina G(A) spolu s operaciou nasobenia tvori grupu.

Veta 3.24 (Neumannova rada). Nech A je Banachova algebra s jednotkou e. Potom
e—x € G(A), kdex € A a||x|| < 1. Naviac plati

(e—a)=> am (3.2)

Dékaz. Zadefinujeme si 2" = zx ... x ako n-ticu sucinu prvku z a polozme 2° = e. Rada
3.2|je potom definovand ako limita ¢iastoc¢nych sim. Rada sa obvykle nazyva Neumannova.
Zo vztahu vyplyva, ze ||z™|| < [|z]|*. Najviac z predpokladu vety mame, ze

||| < 1. Lahko sa teda ukéze, ze rada Y . ||"| konverguje. Z toho vyplyva, ze rada[3.2]
konverguje takisto. Chceme ukézat, ze (e — x) >~ 2" = e. Vdaka spojitosti ndsobenia
na A mame

00 N N
(e—x)g 2" = (e —z) lim 5 x":llm(e—x)g " =
N—oo N—oco
n=0 n=0 n=0
N N
= lim (E " — E a:"“) = lim (e — 2V =¢
N—o00 N—oo
n=0 n=0

Priklad 3.25. Ukdzeme, 7e Vo € A plati: vz~ ! = ¢

zrl=(e—(e—a))r ' =(e— (e—x))Z(e—x)” =

=(e—(e—1x)) Jim [Z (e — :c)”] = lim [Z(e —x)" — Z(e — )"t

n=0

:A}i_r)noo[e—(e—x)NH}:e—O:e
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3. BANACHOVE ALGEBRY

Analogicky sa da ukézat, Ze plati: z 1z = e.

Veta 3.26. MnozZina G(A) je otvorend v A.
Tato veta je akymsi dosledkom vety [3.24]

Veta 3.27. Zobrazenie x — x~1 je spojité na G(A). Zobrazenie je dokonca homomorfizmus

G(A) na G(A).
Dékazy k predoslym dvom vetdm ndjdete v [22].

Poznamka 3.28. Pretoze zobrazenia (z,y) — (zy) z G(A) x G(A) —» G(A) a z — =}
z G(A) — G(A) st spojité, mozeme povedat, ze mnozina G(A) tvori topologicki grupu.

Poznamka 3.29. Topologicka grupa je matematickd Struktira, ktord spliia axiémy
grupy aj topologického priestoru.

Teraz uvedieme pér prikladov mnoziny G(A).

Priklad 3.30. Nech A = C(K), kde K je kompaktny Hausdorffov priestor. Potom
GA) ={feA: f(z)#0 Ve K}.

Priklad 3.31. Nech A = M,,(C). Potom
G(A) ={M € M, (C) : det(M) # 0} .

Definicia 3.32 (Subalgebra). Nech A je algebra a nech B C A. Potom povieme, ze B
je subalgebra ak B je algebra a je uzavreta na operacie, tj. Vr,y € B plati: xy € B.

Definicia 3.33 (Ideal). Idedlom nazyvame vlastny vektorovy podpriestor I C A, taky,
ze plati

(i) Ve,y € I,a € F plati: az +y € 1,
(ii) Ve e I aVy € Aplati: zy € [ a yz € 1.
Poznamka 3.34. Pozname aj tzv. jednostranné idealy definovné nasledovne
o lavy idedl: Vx € I aVy € A plati yx € 1,
o pravy idedl: Vo € I aVy € A plati xy € 1.
Definicia 3.35 (Maximalny ideal). Idedl [ sa nazyva maximalny ak
() 1410}, 1#A,
(ii) VI C J je J =1 alebo J = A.
Poznamka 3.36. Kazdy ideal musi byt subalgebrou, ale subalgebra nemusi byt idealom.

Teraz uvedieme niekolko prikladov subalgebier, ktoré bud st alebo nie st idealom.
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3.3. INVERZNE A INVERTIBILNE PRVKY, IDEALY

Priklad 3.37. Nech K je kompaktny Hausdorffov priestor a G C K. Potom
Ig={feC(K): f=0}

je mnozina idedlov v Banachovej algebre C'(G).

Priklad 3.38. Mnozina vSetkych trojuholnikovych matic M,,(C) je subalgebrou, ale nie
je idealom.

Priklad 3.39. Nech A = M,,(C) a D = {(a;;) € A:a;; =0,i# j} . Potom D je subal-
gebrou A ale nie je idealom.

Priklad 3.40. Jediny idedl v maticovej algebre A = M,,(N) je nulovy ide4l.
Poznamka 3.41. Uvedieme niektoré vlastnosti idealov.

o Ak I jeidedl v A, potom I NG(A) = 0.

o Kazdy idedl je obsiahnuty v maximélnom idealy.

Definicia 3.42 (Homomorfizmus). Nech A, B st dve algebry. Definujem zobrazenie
¢ : A — B a nazveme ho homomorfizmom, ak Vx,y € A , Va € F plati

(i) zobrazenie ¢ je linedrne, tj

(a) plati aditivita: ¢(z +y) = ¢(z) + é(y),
(b) plati homogenita: ¢(ax) = a(oz).

(ii) zobrazenie ¢ je multiplikativne: ¢(zy) = ¢(x)d(y).

Poznamka 3.43. Ak A, B st normované algebry, potom homomorfizmus je izometricky,
ak [|o(z)|| = [lz]| vz € A.
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA
4. Periodicka homogenizacia
4.1. Uvod

Homogenizaciou rozumieme postup, pri ktorom ekvivalentne nahradime heterogénny ma-
teridl s periodickou struktirou homogénnym. Vysledny homogénny materidl ma rovnaké
makroskopické vlastnosti ako povodny kompozit. Cielom homogenizacie je poskytnif
spravny popis materialu, ktory sa sklada z viacerych komponent zmiesanych dohromady,
takémuto materidlu hovorime nehomogénny material, inak nazyvany aj kompozit. V tejto
kapitole sa budeme venovat iba materialom s periodickou struktirou. Spoloénym rysom
modelov, ktoré budeme uvazovaft je to, ze vSetky si popisané pomocou parcialnych dife-
rencidlnych rovnic (skratene PDR), ktorych koeficienty sa vzajomne periodicky lisia od
jednej zlozky k druhej. V matematickom zmysle nahradime PDR s periodickymi koeficien-
tami rovnicou s konstantnymi koeficientami. Vdaka teérii samotnej homogenizacie vieme
pocitat makroskopické vlastnosti kompozitu z jeho periodického usporiadania a vlastnosti
jeho komponent. Cielom je ziskat homogénny model s homogénnymi koeficientami, ktoré
zavisia od koefiecientov jednotlivych zloziek.

Poznamenajme, Ze prakticky vyznam je pre dimenziu N = 2, pripadne 3.

Matematicky pristup, ktory navrhol Babuska spoc¢iva v myslienke, Ze namiesto jedneho
materidlu s periodickou struktirou uvazujeme postupnost materialov so zjemnujicou sa
strukturou. Vo formulacii lohy uvazujeme postupnost okrajovych rovnic, ktoré st urcéené
postupnostou periodickych koeficientov s periédou idtacou k nule.

Obr. 4.1: Postupnost materidlov v. N = 2 so zmensujicou (zjemnujicou) sa struktirou.

Skor nez pristupime k formulécii modelovej tlohy, zadefinujme si niektoré dolezité pojmy.
Pre viac informécii sluzi [2], [3], [4] a [11].

Definicia 4.1 (Y-periodickost). Nech Y = (0,1)" je N-rozmerna jednotkova bunka,
ktora charakterizuje zakladnu peridodu. V pripade N = 2 bude Y jednotkovy stvorec a v
pripade N = 3 jednotkova kocka. Povieme, ze funkcia a(y) = a(yi, ..., yn) definovana na
RY je Y-periodicka, ak je periodicka s periédou 1 v kazdej premennej, tj. ak plati rovnost

a(yi, .. yn) = alyr + ki, ..,yn + ky)  VyeRY  VkeZN. (4.1)

Poznamka 4.2. Namiesto jednotkového stvorca, pripadne kocky je mozné definovat Y-
-periodické funkcie s periédou Y = (0,41) x -+ x (0, yn).

Definicia 4.3 (Skala). V teérii homogenizacie $kalou alebo stupnicou budeme nazyvat
klesajicu postupnost {e,} malych redlnach cisel €, klesajucich k nule. Této postupnost
sa da charakterizovat aj ako velkost periodickej struktury.
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4.2. FORMULACIA ULOHY

Definicia 4.4. Nech 2 € R¥ je oblast s rozumnou hranicou 9. Pre Y-periodickt funkciu

a(y) vztah
a®(x) :a<§> ECL(%,...,%V) (4.2)

definuje postupnost funkeii a®(x) so zmensujicou sa peridédou e.
4.2. Formulacia ulohy

V tejto podkapitole informdcie pochddzaji z [2], [3], [8],[10] a [11].

Ako modelovi tlohu uvazujeme okrajovy problém pre eliptickti parcidlnu diferencidlnu
rovnicu (PDR) druhého radu na ohranicenej oblasti 2 v RY s rozumnou hranicou 9 a s
Dirichletovou okrajovou podmienkou v = 0 na hranici 0f2

_Zaxl( am]) fz) v«

2,7=1
u=0 mna OS. (4.3)

Ulohu mozeme z fyzikalneho aspektu chapat napriklad ako ustalené vedenie tepla v
oblasti Q C RY, pre N = 3 je to ustdlené vedenie tepla v telese s objemom €, kde

o funkcia u(z) je nezndma funkcia, ktori hladdme, tj. teplota,
o podmienka u = 0 znamena, ze na hranici 92 je nulova teplota,
o funkcia f(z) znaci hustotu vykonu vnuitornych zdrojov tepla,

o a(x) = a;(z) € My(R) st koeficienty popisujtce vlastnosti materidlu usporiadané
do matice stupna N, ktoré
— su ohranicené, hladké a Y-periodické,
— spiﬁajﬁ podmienku elipticity s konstantou o > 0

N

Z a(r)&& > aléf? Vo € ) Ve e RY. (4.4)

,j=1

4.3. Homogenizovany problém

Pri homogenizacii analyzujeme postupnost okrajovych tloh pre rovnice s koeficientami so
zmensujucou sa periédou. Podla vztahu skiimame nasledovny okrajovy problém

N

> (a( )21;) —f@) v Q

ij=1

us(z) =0 na 0. (4.5)
Poznamka 4.5. Predchadzajicu tlohu mézeme napisat aj v ekvivalentnom tvare

—div (a°(x)Vu.) = f(z) v Q, us(x) =0 na 0Q.
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA

Nech W,%(Q) je Sobolevov priestor. Potom pre a(z) € L®(Q) a f(x) € L*(Q) m4 tloha
pre kazdé € > 0 prave jedno slabé riesenie. Pozrieme sa preto blizsie na korektné
zadefinovanie slabej formulacie a abstraktnej vety Laxa-Milgrama.

Zadefinujme si teraz slabu formuléaciu, ktorej cielom je transformovanie tlohy na integ-
ralnu identitu, ktora je testovana testovacimi funkciami.

Slab4 formulacia nasej tlohy [4.5/na Sobolevovom priestore W, *(Q) ma nasledovné zne-
nie.

Hladdme funkciv u. € Wol’Q(Q) tak, aby Yv € Wol’z(Q) platila nasledovnd integrdlna

identita v
Ou. Ov
a E— pr— . 4-
/Q 2 o) Ox; 895jdx /vadx (46)

,j=1

Integralna identita sa zapisuje aj v nasledovnej forme
A(uz,v) = b(v),

kde A(ue,v) je bilinedrna forma na Wy () x W, () a b(v) je spojity linedrny funkcional
na VVO1 2(Q) Da sa ukazat pomocou nasledovnej Lemy Laxa-Milgrama, ze pre kazdé ¢ > 0
ma tloha prave jedno riesenie.

Teraz sa budeme zaoberaf existenciou riesenia tlohy slabej formulacie. Nasleduje abs-
traktna veta Laxa-Milgrama, pomocou ktorej vieme dokazat jednoznacnost, existenciu a
odhad slabého riesenia tlohy.

Veta 4.6 (Lema Laxa-Milgrama). Nech W,>(Q) je redlny Hilbertov priestor s normou
|- || a skaldrnym sicinom (-,-). Nech dalej A(u,v) je bilinedrna forma na Wy?(Q) x
Wy (), ktord je

e spojitd, tj. existuje m > 0 také, Ze

(A, 0)| < m - [lo]]- Y, v € We?(Q) a

o clipticka, tj. existuje o > 0 takad, Ze

A(v,v) > a|v|> Yo e Wy (Q).

Dalej nech b(v) je linedrny funkciondl na WOI’Q(Q), ktory je spojity, tj. existuje B > 0 takad,
Ze
b()] < Blloll Yo € Wy*(Q).

Potom slaba formuldcia ulohy: Hladdme u € Wol’z(ﬂ) také, ze
A(u,v) = bv) Yo e Wy?*(Q)
md prdve jedno riesenie, ktoré naviac spliia odhad

g
lull < =.

o
Uvedent vetu spolu s dokazom mozte néjst napriklad v [13].
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4.4. CIELE HOMOGENIZACIE
4.4. Ciele homogenizacie

Hlavné ciele homogenizacie spocivaju v nasledovnych krokoch.

 Studovani konvergencie postupnosti riesenia {u.}.

Néjdeni limity (ak existuje) u* postupnosti {u.}.

Spocitani homogenizovanych koeficientov.
o Zlepseni aproximaécie riesenia pridanim korektorov k homogenizovanému problému.
Pozrime sa konkrétnejsie na jednotlivé ciele homogenizacie.

Tvrdenie 4.7. Homogenizované koeficienty b;; si dané nasledovnou formulou

Al &u]
bij = / (az] Z ) dy7 (47)
k=
kde w’(y), j = 1,... N st Y-periodické slabé rieSenia nasledujticich rovnic

&uj Daij(y J
Y.
( lk ayk ) Z 83/2

=1

zkl Yi

Tvrdenie 4.8. Postupnost rieseni u. rovnice konverguje k funkeii u*.

Tvrdenie 4.9. Limita u* je tzv. homogenizované riesenie nasledujiceho homogenizova-
ného problému s koeficientami b;; (vid}4.7)

N aQu*
_Zﬁxz (w@xj) E_Zlb”al']al’z:f voe

1,7=1

Tvrdenie 4.10. Pomocou funkcii w’(y) mozme k homogenizovanému rieSeniu u* pridat
korektor tak, ze vztah

ww) = (o () G+t (£) 2

vystihuje nielen globalne ale i lokédlne chovanie rieSenia u.(x).

Vyssie uvedené tvrdenia mozno nédjst hlavne v [11] a [12].

V nasledovnej podkapitole si odvodime vyssie spominany vztah pre homogenizované ko-
eficienty 4.7l pomocou metédy asymptotického rozvoja.
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA
4.5. Metéda asymptotického rozvoja

Informécie v tejto sekcii pochddzaji hlavne z [2], [3] a [20].

4.5.1. Odvodenie metédy asymptotického rozvoja

Metoda asymptotického rozvoja (Multiscale expansion method) je heuristickd metdda,
ktora hlada spravne spravanie postupnosti {u.}. Pretoze v rovnici vystupuje maly
parameter ¢, hladame riesenie u. v tvare mocninnej rady

o0
Ue = Uy + Uy + 2ug + -+ = E el
=0

Hlavnou myslienkou metddy je predpoklad, Ze vSetky vyssie uvedené funkcie w; zavisia
vyslovne na z aj na y = £. Preto predpokladame nasledovnu formulu pre riesenie wu,

ue () = ug (a;, g) + euy <:c, g) + e%uy (:c, g) +.-= i;&iui <SU, g) : (4.8)

Funkcie wu; (x, f) = u;(x,y) st Y-periodické a zavisia na 2 premennych
o x— globdlna (pomald) premenna - reprezentuje makroskopické vlastnosti,

o y— lokdlna (rychla) premennd - reprezentuje mikroskopické vlastnosti, znamena to,
ze pre € << 1 sa y meni omnoho rychlesie nez x.

Dalej budeme potrebovat nasledovny vzorec pre derivovanie zlozenej funkcie F, kde y = f

dF OF 10F

Vzorec si nasledne upravime pre nase potreby

x 1 x
\Y [uz (m, —)} = {Vmui + —Vyu,-] <x, —) ,
€ € €
kde V, znaci parcidlnu derivaciu podla  a analogicky, V, znaci parcidlnu derivaciu podla

Y.

4.5.2. Asymptoticky rozvoj

Pre jednoduchost budeme namiesto a;;(y) pisat len a. Rozvoj rovnice vV premennej €
je nasledovny

. T
—e7? [div, aV,ug) (x, g>
—e M divy a (Vaue + Vyur) + dive(aVyug)] <x, g)

— [div, a (Vaug + Vyuy) + divy, a(Veuy + Vyus)] (m, g)

- Z ' [divy a (Vau; + Vyui) + divy a(Vaui + Vo)) (:v, g) = f(x).

=1

29



4.5. METODA ASYMPTOTICKEHO ROZVOJA

Vedie to na nasledovné rovnice.

Rovnica pre stupeti =2

—div, aVyug(z,y) = 0.

Rovnica pre stupen e 1:

— divy [a(Vyue + Vyur)] (z,y) — div, [aVyue] (z,y) = 0.
Rovnica pre stupen

—div, [a(Vyue + Vyw)] (z,y) — divy [a(Vuy + Vyuo)] (z,y) = f(2).

4.5.3. Riesenie stustavy rovnic
Teraz prejdeme postupne k vyrieSeniu systému rovnic 4.9 az [4.11]

e Stupen e2:

—div, [aVyu] (z,y) = 0.
Riesenim je funkcia ug(z,y) = ug(x), ktord nezavisi na y.
e Stupen e
—divy, [a(Vyuo + Vyu)] (x,y) — div, [aVyue] (z,y) = 0.
Pretoze ug nezavisi na y, moézeme predosli rovnicu zjednodusit na tvar

—divy [a(Vzuo + Vyu)] (z,y) = 0.

Riesenie u;(x,y) ndjdeme v zavislosti na g

8u0

ui(z,y) = A (z) wi(y),

kde w;(y) su Y-periodické riesenia rovnic
—divy [aV,w;(y)] = div, [ae;],
kde e; je i-ty bazovy vektor v RV,

o Stupen %

—div, [a(Vuo + vyul)] (z,y) — div, [a(Veur + vaQ)] (z,y) = f(x).

Integraciou rovnice a pouzitim periodicity u; a uy dostavame

—div, [ [a(Tyu0+ V] (9) = [ Fle)dy = fa).

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Vidime, Ze v rovnici sa uz nevyskytuje us a pouzitim rovnice [4.12l moézeme napisat

0
Vyui(z,y) = Za;bo x) Vyw;(y).
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA

Rovnica potom prejde na tvar

_divx/ <V ug + Z ?;;(j V,wi(y ))] (z,y) = f(2).

Posledna rovnica sa da upravit na tvar

—div, (bij Vaue) = f(2),

kde homogenizované koeficienty b;; st dané rovnicou

bij = /Y (aij(y) - Zaik(y) &gy(ky)> dy.

Odvodili sme teda vztah pre homogenizované koeficienty - vid. [1.7]

4.6. Zhrnutie

V predchadzajucej sekcii sme odvodili tzv. homogenizovany problém s homogenizovanymi
koeficientami b;;

* N 82U*
a Z or; ( Y 8@0@) = _i; by (8@8%) =/ ma @

i,j=1

=0 na 0. (4.14)

Homogenizované koeficienty sa vypocitaju pomocou vztahu

o gn)s

Poznamka 4.11. Koeficienty b;; nezavisia na x ani na y, zavisia iba na rozlozeni hodnot
a;; jednotkovej bunky Y = (0, Y.

Poznamka 4.12. Priemer funkcie f(y) budeme znacit ako

_ /Y f(y) dy

4.7. Priklad - jednodimenzionalna uloha

Nech N =1, Q = (0,1). Okrajova uloha potom vyzera nasledovne

3 (1)) = m o

u:(0) = u.(1) = 0.
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4.8. KONVERGENCIA

Predpokladame, ze funkcia a(y) je hladkd, periodicka s periédou 1 a ohranicena. Taktiez
funkcia f je hladka.

Riesime nasledovni rovnicu na ziskanie funkcie w(y), ktord je l-periodickym rieSenim

rovnice 4 4 4
w
_d_y (a(y)d—y) = —d—ya(y)-

Integraciou spocitame, ze

Z toho, plynie, ze

Pretoze w(y) je periodickd, plati

w(O)Zw(l):H):—lJrcl/ %y)dy:}clzﬁ::]w[f(y)_l]l‘
0 0@

Homogenizované koeficienty, v nasom pripade jeden homogenizovany koeficient sa vypo-

Eita vztahom
bij = b= /01 (a(y) + a(y)i—Z) dy :== M {a(y) (1 + 3—3)} :

dw o 1
gy T T ) T s e

Z toho plynie, ze homogenizovany koeficient b je rovny vzfahu

Vieme, ze

-1

b=M [a(y)”"] (4.15)

Predchadzajuci vztah vyjadruje homogenizovany koeficient v 1D. Vidime, Ze aj na-
priek tomu, ze sme v 1D, tak homog. koeficient b sa nezisti len obycajnym spriemerovanym
nehomog. koeficientu a(y). Plati teda, ze inverzna hodnota b je priemer inverznej hodnoty

a(y).

Prejdeme k dalsej casti, v ktorej si zadefinujeme rozne druhy konvergencii.

4.8. Konvergencia

4.8.1. Slaba vs. silna konvergencia

V normovanom linearnom priestore V' mame okrem silnej konvergencie, este konvergenciu
slabi. Postupnost koeficientov a(z) tdlohy nekonverguje silne, ale konverguje slabo.
Pripomenme si preto niektoré dolezité pojmy, ktoré pochadzaji z [13].
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA

Definicia 4.13 (Silna konvergencia). Nech V' je normovany linedrny priestor na ktorom
definujme silnt konvergenciu nasledovnym sposobom (pomocou normy)

ue = u* <= |lu. — u*|| — 0.

Na zavedenie pojmu slaba konvergencia je potrebné si zadefinovat spojity linearny fun-
kcional F. Pripomenme si jeho definiciu.

Definicia 4.14 (Spojity linearny funkcional). Redlny funkciondl F' je zobrazenie z V
do R. Dalej,

(i) F je linedrny, ak F(aqyvy + agve) = a1 F(v1) + asF(vg) Yoi,vg € V, Yoy, as € R.
(ii) F je spojity, ak zachovava konvergenciu, tj. u. — ug = F(u.) — F(u*).

Definicia 4.15 (Slaba konvergencia). Postupnost {u.} konverguje slabo k funkeii u*,
ak plati
Fu. —u") —0 VE e V™.

Slabt konvergenciu oznacujeme poloviénou sipkou: u, — u*.

Nasleduju dve zname vety tykajice sa konvergencie, ktoré uvadzame bez ddokazov, tie
mozno najst v [14].

Veta 4.16. V normovanom priestore konecnej dimenzie silnd a slaba konvergencia splyj-
vaju.

Veta 4.17. KaZdda obmedzend postupnost v mormovanom linedrnom priestore konecnej
dimenzie obsahuje konvergentni podpostupnost.

£

Pripomenme, Ze v slabej formulacii sa nachddza sucin koeficientov a; a parcialnych
derivacii. Pri ¢ — 0 potrebujeme prejst k limite tychto dvoch slabo konvergujucich po-
stupnosti, ¢o predstavuje problém. Sice obe postupnosti konverguju slabo, pre ich stucin
to neplati.

Pre riesenie problému sucinu dvoch slabo konvergentnych postupnosti zavedieme tzv.
dvojskalovi konvergenciu, ktort vynasiel Nguetseng a neskor rozvinul Allaire [2].

Pozrieme sa blizsie na problém sticinu dvoch slabo konvergentnych postupnosti.

Pre silne konvergentné postupnosti {u,} a {v,} plati vztah
Uy — WAV, = V= u,v, — uU.

Pre silne konvergentnii postupnost {u, } a slabo konvergentnt postupnost {v, } plati vztah

Uy — U AV, — V= u,v, — v
V pripade, Ze obe postupnosti konverguja slabo, uvedené implikacie neplatia. Je to spo-
sobné tym, ze v slabej limite nemame Ziadnu informéaciu o lokdlnom chovani postupnosti.
Aby sme v pripade sic¢inu slabo konvergentnych postupnosti vedeli prejst k limite, zave-
dieme si tzv. dvojskalovi limitu. V silnej dvojskalovej konvergencii uz mame informaciu
aj o lokdlnom chovani.
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4.8. KONVERGENCIA

4.8.2. Konvergencia v L? priestoroch

V Lebesgueovych priestoroch mame viac druhov konvergencii, ktoré si teraz popiseme
[10].

Definicia 4.18. Nech v* € LP(Q) a {u,} C LP(Q).

(i) Postupnost {u,} v LP(Q), p € (1,00), konverguje silne pri n — oo k u*, piSeme

u, — u* ak )
oo =ty = ([ funte) = wPar)” 0
Q

(ii) Postupnost {u,} v LP(Q2), p € (1,00), konverguje slabo pri n — oo k u*, piSeme
u, — u* ak

Flun—u") = /Q F@) ()~ (@) dz 0 ¥f € 1), g =~ vid. definicia P52

p_

(iii) Postupnost {u,} v LP(Q2), p = oo, konverguje slabo pri n — oo k u*, piSeme u,, — u*
ak
F(u, —u*) —0 VF € (L>(92))".

(iv) Postupnost {u,} v LP(Q), p = oo, konverguje slabo-x pri n — oo k u*, piSeme
U, — uS ak

Fu, —u") = /Qf(:c)(un(x) —u*(x))dz — 0 Vf e LY(Q).

Tvrdenie 4.19. Nech {u,} C LP(Q2) je obmedzena postupnost, dalej nech u* € LP({),
p € (1,00) anech Vf € C§°(Q2) plati vztah

/Qf(x)(un(x) —u*(z))dx — 0.

Potom {u,} konverguje slabo v LP(£2).
Ak {u,} C L*>®(Q) je obmedzend postupnost a plati rovnaky vztah, potom {u,} konver-
guje slabo-x v L>(0).

Tvrdenie 4.20. Nech {u,} C LP(2) je obmedzena postupnost, p € (1,00). Potom exis-
tuje podpostupnost, ktord slabo konverguje k u* € LP(1).

Ak p = oo, tak obmedzend postupnost v L>°(Q2) obsahuje slabo-* konvergentni podpo-
stupnost.

Dokazy k tvrdeniam mozno najst napriklad v [14].
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4. PERIODICKA HOMOGENIZACIA

4.8.3. Dvojskalova konvergencia

Na overenie konvergencie riesenia sa pouziva tzv. dvojskalovd konvergencia (two-scale
covergence). Jedna sa o druh slabej konvergenicie, ktord sa vyuziva pri problémoch peri-
odickej homogenizacie. V tejto casti ju zadefinujeme a preskimame niektoré jej zdkladné
vlastnosti.

V dvojskalovej konvergencii limita postupnosti {u,(z)} jednej N-tice premennych x ma
za limitu funkciu ug(z,y) dvoch N-tic premennych, kde x € Q a y € Y. Prvd premenn4
x popisuje globédlne chovanie funkcii u,, a druha premennd y lokalne chovanie.
Informacie st z [2],[3], [8] a [9].

Definicia 4.21 (Slaba dvojskalova konvergencia). Postupnost {u.(z)} € LP(€) kon-
verguje slabo dvojskélovo v LP(Q2) k limite ug(z,y) € LP(Q2 X Y') pri e — 0, ak postupnost
{u.} je ohranic¢end v LP(Q2) a pre kazdu testovaciu funkciu ¢(x,y) plati nasledovna pod-
mienka konvergencie

/ng(a:)gp<a:,§> dx%[)(/}/uo(x,y)gp(a:,y) dy) dz.

Testovacia funkcia () je spojitd na Q x Y a Y-periodickd v premennej .

Definicia 4.22 (Silna dvojskalova konvergencia ). Postupnost {u.(x)} € LP(2) kon-
verguje silne dvojskélovo v LP(Q2) k limite ug(x,y) € LP(Q2 x Y) pri ¢ — 0, ak naviac
plati
ucllzr@)y = [JuollLr@xy)-
Poznamka 4.23. Ak postupnost u. konverguje silne dvojskalovo k ug pri e — 0, tak to
znacim ako
Us — Up.

Hlavnym dévodom pre zavedienie dvojskalovej konvergencie st nasledovné dolezité vety.

Veta 4.24 (O kompaktnosti). Nech {u.} je ohranicend postupnost v LP(2). Potom
existuje podskdla {e*} C {e} a limita ugp € LP(Q X Y') tak, Ze podpostupnost {u.} slabo
dvojskalovo konverguje k limite uyg.

Veta 4.25. Nech pre exponenty p,q,r € (1,00) plati: %+% = % a nech {u.} silne

dvojskalovo konverguje k limite ug € LP(Y) a {v.} slabo dvojskdlovo konverguje k limite
Vg € Lq(Q>

Potom sicin u.v. slabo dvojskdlovo konverguje k limite ugvg € L™(£2).

Dokazy k predoslym vetam mozno néjst v [2].

Poznamka 4.26. Na zaver tejto kapitoly by sme zahrnuli este dalsie poznatky tykajice
sa konvergencie v LP(€2) priestoroch.

e V pripade p < 00, silnd dvojskalova konvergencia implikuje slabti dvojskalovi kon-
vergenciu.

o V pripade p = 0o, dvojskalova konvergencia implikuje iba slabi-* konvergenciu v

Lo(9).
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5. Neperiodicka homogenizacia

Struktira skuto¢nych materidlov je neperiodicka, niekedy aj tplne ndhodné.

V roku 2004 Nguetseng predstavil uplatnenie Banachovych algebier pri modelovani ma-
teridlov s neperiodickou strukturou. Predpoklad periodicity Y sa nahradil existenciou
spektra homogenizacnej algebry A(A) a dvojskalova konvergencia sa nahradila X - kon-
vergenciou. Informacie v tejto kapitoly st najma z [§], [17], [18], [19] a [23].

5.1. Stredna hodnota funkcie

Definicia 5.1 (Stredna hodnota). Funkcia u € BC(RY) m4 strednit hodnotu na RY,
ak existuje ¢islo M (u) € R ktoré je slabou-x limitou postupnosti {u.} v L°(RY) tak, 7e
pre kazdi funkciu ¢ € C§°(RY) plati

/RNU<§>SD(ZL’)dx—>M(u)/ olx)dr pri e — 0.

9 RN
Potom M (u) nazveme strednd hodnota funkcie w.

Definicia 5.2. Priestor vsetkych redlnych ohranic¢enych a spojitych funkcii, ktoré maju
strednii hodnotu ozna¢ime ako I1°°(RY). Pre tento priestor plati II*°(RY) C BC(RY).
Naviac I1°(R¥) je Banachov priestor so suprémovou normou.

Poznamka 5.3. Strednd hodnota M sa definuje aj ako linearny funkcionél

M : II*°(RY) = R.

5.2. Takmer periodické funkcie

Predtym nez prejdeme k samotnej definicii takmer periodickych funkcii by sme zopakovali
charakter periodickych funkcii. Pod pojmom periodické funkcie chdpeme funkcie f(x),
ktorych hodnoty sa opakuju s urcitou kladnou peridodou p, tj. plati vztah

fx+p)=f(x) VxeRY.

Medzi najznamejsie priklady patria trigonometrické funkcie, napriklad f(z) = sin(87x).
Pre tieto funkcie plati, ze sa daji reprezentovat pomocou Fourierovej rady.

Funkcie, ktoré nie s periodické nazyvame aperiodické (neperiodické). Matematicka defi-
nicia hovori, Ze st to "periodické funkcie” s periédou v nekonecne. Tieto funkcie nemozno
reprezentovat pomocou Fourierovej rady.

Medzi podtriedu aperiodickych funkcii patria takmer periodické funkcie. St velmi
spaté s periodickymi funkciami, lebo sa daju reprezentovat pomocou Fourierovej rady, t;j.
daju sa napisat ako konecna suma dvoch alebo viacerych periodickych funkeii, pricom fun-
kcie nie st raciondlnymi nasobkami. Ako priklad uvedieme nasledovnu takmer periodickt
funkciu

f(x) = sin(2nx) + sin(2r2V/3),
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5. NEPERIODICKA HOMOGENIZACIA
ktora sa skladd z dvoch periodickych funkcii f)(z) = sin(27z) a fo(z) = sin(2rzv/3).

Poslednym typom ktory budeme charakterizovat st kvazi periodické funkcie, ktoré su
Specialnym typom takmer periodickych funkcii. Existuju dva zakladné typy a to aritme-
tické kvézi periodické funkcie, ktoré splnaji rovnicu

f(x+p) = f(z) +c, kde p je periéda a ¢ je konStatnta a
geometrické kvazi periodické funkcie, ktoré spiﬁajﬁ rovnicu
fla+p)=cf(z).

Napriklad funkcia f(z) = 3= 4 cos(x) je aritmetickd kvazi periodicka, lebo spliia rovnicu
flx+2m) = f(z) + ¢, kde ¢ = 1.

Nasleduje schéma, ktora vyjadruje vztahy medzi vyssie spominanymi funkciami
periodické funkcie C kvazi periodické C takmer periodické C aperiodické.
Vratime sa k pojmu takmer periodickych funkcii.

Definicia 5.4 (Takmer periodické funkcie ). Bohr [5] definoval takmer periodické
funkcie ako uzaver trigonometrickych polynémov s normou

[ullo = sup [u()].

Inymi slovami, funkcia u je takmer periodicka ak pre kazdé ¢ > 0 existuje konecna linearna
kombinacia sinov a kosinov, ktora je vzhladom na normu vzdialena menej ako € od funkcie
Uu.

Priklad 5.5. Pre kazdé k = (ky,...,ky) € RY polozme
Yi(y) = ¥ y € RY. (5.1)
Funkcia v, (y) je takmer periodickd v Bohrovom zmysle slova.
Definicia 5.6 (Translacia ). Translaciu funkcie u € I1°°(RY) definujeme vztahom
rau(y) = u(y —a) Va,y € RY.
Uvedieme este ekvivaletnu definiciu takmer periodickej funkcie.

Definicia 5.7. Funkcia u € II°°(R") sa nazyva takmer periodickd prave vtedy ak 7,u(y)
tvorf relativne kompaktni mnozinu v I1°°(RY).

Poznamka 5.8. Pripomenme si pojem relativna kompaktnost. Mnozina sa nazyva re-
lativne kompaktna, ak jej uzaver je kompaktna mnozina. V pripade uplneho metrického
priestoru je relativna kompaktnost totozna s prekompaknostou, vid. definicia
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5.2. TAKMER PERIODICKE FUNKCIE

Definicia 5.9. MnoZinu vetkych trigonometrickych polynémov na RY oznac¢me T'(RY).
MnoZina T(RY) obsahuje vsetky funkcie u, ktoré st v tvare

u(y) = am(y),

kER
kde R je koneéna podmnozina RY a ¢, € C.

Poznamka 5.10. Priestor vSetkych takmer periodickych funkcii na RY budeme oznaco-
vat ako AP(RY), z anglického vyrazu almost periodic. .

Pre viac detailov slizi literatara [5], [18] a [23].
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6. HOMOGENIZACNA ALGEBRA

6. Homogenizacna algebra

V tejto kapitole sa budeme zaoberat homogenizac¢nou algebrou, ktorej koncept budeme
neskor vyuzivat prave pri aplikaciach neperiodickej homogenizacie. Pre viac detailov sluzi
nasledovnd literatura [§], [17], [1§] a [23].

Definicia 6.1 (Homogeniza¢n4 algebra). Homogeniza¢nou algebrou na RY rozumieme
uzavrett subalgebru A C BC(RY), ktord spliia nasledovné vlastnosti.

(i) A so suprémovou normou je separabilnd [2.28
(ii) A obsahuje konstantné funkcie.
(ifi) A C IT

Poznamka 6.2. Homogenizacni algebru budeme strucne oznacovat ako H-algebra.

6.1. Takmer periodicka H-algebra

V tejto Casti predstavime typické priklady H-algebier na RY, ktorymi st takmer peri-
odické algebry. Pripomenieme, ze takmer periodickou funkciou sa rozumie funkcia u(y) €
[1>°(RY), ktorej translacie

{Ta cu(y) = (y — a), Va,yGRN}

tvoria relativne kompaktni mnozinu v priestore I1°°(R%Y).

Priestor tychto funkcii nesie oznac¢enie AP(RY) a je to Banachov priestor spolu so sup-
rémovou normou. Priestor AP(RY) je teda uzavretd subalgebra II™°(RY), ktord spliia
skoro vsetky predpoklady z definicie homogenizacnej algebry (vid. okrem prvého - tj.
AP(RY) nie je separabilny priestor.

Homogeniza¢ni algebru ziskame tym, ze sa obmedzime len na Specifické subalgebry, ktoré
ziskame nasledovnym sposobom. Vyberieme spocitatelni mnozinu kladnych takmer pe-
riodickych funkcii a najmensia subalgebra obsahujica tieto funkcie bude separabilnou
subalgebrou v I1°°(RY), ktora je homogeniza¢nou algebrou.

Definicia 6.3 (Spektrum funkcie). Nech u € AP(RY). Spektrum funkcie u definujeme
nasledovnym vztahom

Sp(u) = {k € RN : M(yzu) # 0},

kde 7, je definovand vztahom [5.1] -
Potom Sp(u) =0 < u =0 € RY. (Vyrazom u = 0 chapeme, Ze u je nulovd funkcia.)

Priklad 6.4. Nech R je spocitatelns podgrupa v RY. Polozme
APR(RY) = {u € AP(R") : Sp(u) C R}.

Potom plati, Ze APRr(RY) je uzavretd subalgebra v I1°°(RY).
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6.2. PRIKLADY
6.2. Priklady

V tejto sekcii uvedieme este dalsie priklady H-algebier.
Priklad 6.5. Nech S je siet (vid. v RY. Dalej nech

Ps(RY) = {¢ € C(RY) : ¢ je S-periodickd} .
S-periodicitou funkcie v chapeme, ze pre kazdé k € S plati

Y(y) =vy+k)  VyeRY.
Potom priestor Ps(RY) je H-algebrou na RY.

Priklad 6.6. Ako sme spominali, priestor AP(RY) je H-algebrou na RY. V konkrétnom
pripade, ak R je siet v RV, potom plati

APp(RY) = Pz(RY),
kde R={keRN:k-yeZ Vyc R}
Priklad 6.7. Nech

B (RY) = {u c C(RY): lyl‘iinoou(y) =((u) € R} .

Potom By, (RY) je H-algebra.

Priklad 6.8. Nech R je spocitatelnd podgrupa v RV,

Definujme B, g ako uzéver v B(RY) priestoru vietkych konecnych sim > ¢u;, kde
w; € By a u; € APg.

Potom priestor By, r je H-algebrou na RY.

6.3. Spektrum Banachovej algebry

Definiciu spojitého linedarneho funkcionalu sme prebrali v definicii 4.14] Zadefinujme si
teraz multiplikativny funkcional, ktory sltzi na zavedenie pojmu spektra Banachovej al-
gebry.

Definicia 6.9 (Multiplikativny funkciondl). Spojity linearny funkcional s : A — R
sa nazyva multiplikativny, ak naviac plati

s(uv) = s(u)s(v) Vu,v € A.
Poznamka 6.10. Linearny funkcional s sa nazyva trividlny alebo nulovy, ak plati
s(u)=0 VYue A
V opacnom pripade sa funkcional s nazyva netrivialny.

Definicia 6.11 (Spektrum Banachovej algebry). Spektrum Banachovej algebry A
budeme oznacovat A(A) a rozumieme tym mnozinu vSetkych netrividlnych multiplikativ-
nych linedrnych funkcionalov s na A.
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6. HOMOGENIZACNA ALGEBRA
6.4. Gelfandova reprezentacia

Definicia 6.12 (Gelfandova reprezenticia). Gelfandova reprezenticia G zobrazuje
algebru A na priestor spojitych funkcii na spektre algebry A(A)

G:A—C(AA).
Pre funkciu u € A plati
G:ue A—G(u) € C(A(A)) kde G(u)(s) = s(u) Vse A(A).
Poznamka 6.13. Pre Gelfandovu reprezentaciu G platia nasledovné tvrdenia.
« G zachovdva normu, t]. ||G(u)|[c(a(a)y = [[ul a-

o G je izometricky izomorfizmus medzi A a C' (A(A)), tj. bijekcia zachovavajica ope-
racie a prislusné normy.

Pomocou Gelfandovej reprezentacie G a linedrneho funkcionalu M mo6zme vytvorit dife-
rencidlne a integralne Struktiry na spektre Banachovej algebry A(A), ktoré st analégiou
Struktir na RY.

Operator strednej hodnoty M, resp. linedrny funkcional
M :TI*(RY) - R
indukuje mieru na spektre A(A), ktori oznacime f.

Definicia 6.14 (Radonova miera). Miera § sa nazyva Radonovd na Hausdorffovom
priestore K (vid. [2.35)) (spolu so g-algebrou Borelovskych mnozin), ktora je

(i) konecna na vsetkych kompaktnych mnozinach,

(ii) vonkajsia reguldrna, ak pre kazdi Borelovski mnozinu A sa 5(A) definuje ako infi-
mum J(B) cez vSetky otvorené mnoziny B obsahujice A,

(iii) vnitornd reguldrna, ak pre lubovolni otvoreni mnozZinu je 5(A) suprémum [5(B)
nad vsetkymi kompaktnymi podmnozinami B mnoziny A.

Tieto tri podmienky zarucuju, ze Radonova miera 3 je kompatibilnd s inymi mierami.
Mnoho mier, ako napriklad Lebesgueova alebo Diracova, si vlastne Radonové miery.

Veta 6.15. Existuje jednoznacnd Radonovd miera  na spektre A(A) tak, Ze Vu € A plati
M(u) = G(u)(s)dB(s).
A(A)
Dokaz vety nédjdete napriklad v [17].

Poznamka 6.16. Miera 8 vyjadruje mieru zodpovedajicej mnoziny zavislych bodov v
RY. V pripade algebry Y-periodickych spojitych funkcii, spektrum algebry A(A) moZe
byt vyjadrené Y periédou a mierou 3, ktora je vlastne Lebesgueova miera na Y. Pre
operator strednej hodnoty M funkcie u plati vztah

MG = [ ut)s
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6.5. PRIESTOR Xf(RN)
Désledok 6.17. Nech p € (0,00). Pre u € A a pre |ul|? € A plati
1) G(lulP) = 1G(uw)[?,
(i) M(Ju”) = [xca)1G()(s)[? dB(s).
Teraz prejdeme k dalSej casti tykajicej sa priestorov, ktoré su v istom zmysle spojené s

homogenizacnou algebrou.
Medzi zakladné priestory spojené s H-algebrou patria

o XE(RY) - tzv. Lebesgueove priestory,

. Wﬁk’p (A(A)) - tzv. Sobolevove priestory.

6.5. Priestor X(RY)

Informacie v tejto podkapitole tykajucej sa Lebesgueovych priestorov na spektre algebry
pochédzaju z [17], [18] a [19)].

Definicia 6.18. Nech p € (1,00), potom Z, je priestor vSetkych funkcii u € L (RY).

loc
Priestor LP (RY) oznacuje priestor lokdlne integrovatelnych funkcii s p-tou mocninou.

Definicia 6.19. Norma na priestore =, je dand vztahom

X
Julls, = sup ([ Ju(Z)
£€(0,1) \JBN €

kde BY oznacuje jednotkovi gulu v RV,

1
P
pdx) < 00 Yu € =,

Poznamka 6.20. Priestor Z, spolu s normou || - ||z, tvori Banachov priestor. Taktiez
mnozina X4 (R") spolu s normou || - ||z, tvor{ Banachov priestor.

Definicia 6.21. Priestor X% (R") oznacuje uzaver H-algebry A v priestore Z,.

Tvrdenie 6.22. Gelfandova transformécia G : A — C(A(A)) sa spojito rozsiruje na
spojité linedrne zobrazenie G : X — LP(A(A)).

Poznamka 6.23. Obor hodnét priestoru X’ v G definuje Lebesgueov priestor LP(A(A))
spolu s normou

4l sy = ( / NG dﬁ<s>)” = (MG ()

Zobrazeniu G : X% — LP(A(A)) sa vravi aj tzv. kanonické.

Désledok 6.24. Nech pre p, g plati p,q € (1, 00), ]lj + % =l<1
Ak u € XP v € X9, potom

(i) uwv € &7,
(i) G(uv) = G(u)G(v).
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6. HOMOGENIZACNA ALGEBRA
Dosledok 6.25. Nasledujtce tvrdenia st pravdivé.
(i) Ak u € &P, potom u € X7 a G(u) = G(u).
G (u)P.
Ak p € Aaue XP, potom pu € XP a G(¢)G(u) = G(pu).

(i) Ak u € XP, potom |ulf € X a G(|ul?)
(ii

(iv) Ak u € X' a u >0, potom G(u) > 0.

)
)
)
(v) Ak u € X' N L=, potom G(u) € L=(A(A)) a |G (u)[[=acay < [[ull

6.6. Sobolevov priestor Wﬂl’Q(A(A))

Nech A je homogeniza¢né algebra na RY. Cielom tejto podkapitoly bude zovSeobecnenie
Sobolevovho priestoru na spektre algebry. Na to aby sme vedeli tento Sobolevov priestor
na A(A) definovat, je potrebné si predstavit pojem parcidlnej derivacie na A(A). Budeme
pracovat s nasledovnym konceptom. Informécie pochadzaju z [17], [18] a [19].

Pre £ > 1 polozme

AP ={yp e ANCHRY): D*y € A pre |a| <k}, (6.1)
kde oo
Y
Dy = .
V=

Dalej definujeme normu funkcie 1) € A* nasledovne

[l = sup [[D*P]cc-

o] <k
Naviac plati, Ze A* spolu s normou || - ||x tvorf Banachov priestor.
Poznamka 6.26. Priestor A' definujeme ako
ou ou
Al=3ueAd: —, . ... —cAy.
8371 8xN

Naviac plati

A"O:ﬂAk

k>1

Definicia 6.27. Zadefinujme si pre 1 < k € N nasledovné priestory
D(A(A) = {p € C(A(A)) : G (p) € A7}, (6.2)

DF(A(A) = {p € C(A(A)) : G (p) € AF}.

Priestor D(A(A)) sa nazyva obor hodnét priestoru A v Gelfandovom zobrazeni G, tj.
D(A(A)) = G(A®). Priestor D'(A(A)) sa nazyva obor hodndt priestoru A' v Gelfando-
vom zobrazen{ G. Norma na A' indukuje normu na priestore D*(A(A)).

Analogické vztahy platia aj pre vyssi stupen k =2,3,....

Teraz mozme pristupit k zadefinovaniu pojmu parcialnej derivacie.
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6.6. SOBOLEVOV PRIESTOR W,*(A(A))

Definicia 6.28. Zobrazenie 0; : D'(A(A)) — C(A(A)) sa nazyva parcidlna derivicia
podla indexu i, i € (1, N), na A(A). Plati pre to vztah
0
aiCi
Operacia o oznacuje klasickt operéaciu skladania.
Vztah 0;p = gfi € C(A(A)) sa nazyva parcidlna derivicia podla indexu i funkcie ¢ €
D'(A(A)). Plati pre to vztah

0;=Go oG .

9 =6 (- @(0) ).

Poznamka 6.29. D*(A(A)), k > 1 spolu s normou

el = sup [[0%¢l|o
|la|<k

tvori Banachov priestor.

Veta 6.30. Nech o € D*(A(A)), k> 1. Pre kazdyj multi-inder o, 1 < |a| < k, plati

| oretsasts) o
A(A)
kde
aa — g oD%o g—l

je parcidalna derivdcia podla indexu o
Teraz mozeme pristipit k samotnej definicii Sobolevovho priestoru na A(A).
Definicia 6.31. Pre k =1 a p = 2 definujme

WHE(A(A)) = HY(A(A)) = {u € L*(A(A)) : 0 e L*(A(A),i=1,..., N} . (6.3)

ktory nazveme Sobolevov priestor W2(A(A)) na spektre Banachovej algebry A(A).

Spolu s normou funkcie u, ktora je nasledovna

2

N
”UHWW(A(A)) = (HUH%Q(A(A)) + Z Haiu”%?(A(A)))
i=1

tvorf W12(A(A)) Hilbertov priestor.

Poznamka 6.32. Castejsie vyuzitie v praxi ma vsak priestor W2(A(A))/C, ktory je
podpriestorom W12(A(A). Definujeme ho nasledovnym spdsobom

WL2(A(A))/C = {u € WI2(A(A)) - /A(A) wdp — 0}

Norma na W12?(A(A))/C sa definuje vztahom

N
||u||W172(A(A))/(C = < Z ”aiuH%?(A(A)))
=1

2
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6. HOMOGENIZACNA ALGEBRA

Poznamka 6.33. Vo vSeobecnosti vSak plati, ze W2(A(A))/C z topologického hladiska
nie je tzv. oddelitelny (z angl. separated, resp. ze W12(A(A))/C nie je Hausdorffov). To nés
vedie k tomu, aby sme zaviedli oddelitelné doplnenie Wﬂl’z(A(A)) priestoru WH2(A(A))/C

Dalej si zadefinujme linedrne zobrazenie Z dané vztahom
T: WY (A(A)/C — Wﬁl’Q(A(A)), (6.4)
pre ktoré naviac plati
(i) TOV2(A(4))/C) je husty v W, (A(A)).
() 1Z() 2y = lullwrzaope Yu€ WAAMA)/C.
Poznamenajme, ze Wﬁl’z(A(A)) je Banachovym priestorom.

Veta 6.34. Nech pre kaZdy index i povaZujme 0; ako zobrazenie W?(A(A))/C do pries-
toru L*(N\(A)). Potom existuje jediné spojité linedrne zobrazenie tieZ oznacené ako 0
priestoru Wﬁl’g(A(A)) do priestoru L*(/\(A)) tak, Ze plati

O Z(v) = O Yo € WHH(A(A))/C.
Naviac plati

1
2

N
HUHW’;’Q(A(A)) = (Z HaiuH%?(A(A))> Vu € Wnl’Q(A(A))-
=1
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7. Strukturalna reprezentacia a
homogenizacna struktira

V neperiodickej homogenizacii ndm strukturalna reprezentacia znaci zakladni mnozinu
koeficientov modelujucich struktiru materidlu, ktora sa ma homogenizovat. Oznacujeme
ju symbolom I'. Homogenizacna Struktira, ktori oznacujeme X vyjadruje triedu struktu-
ralnych reprezentacii, ktoré generuji ten isty linedrny podpriestor v II°°(RY). Pozname-
najme, Ze priestor I1°°(R") je priestor vietkych realnych ohranicenych a spojitych funkcii,
ktoré maju strednti hodnotu, vid. definicia [5.2 Namiesto homogenizacnej Struktiry bu-
deme v texte pisat skratene H-struktira.

Oznacme si

o HS— sihrn vsetkych homogenizacnych struktir,

o HA— sthrn vSetkych homogenizacnych algebier.

Nasgim cielom v tejto kapitole bude najst vzajomni bijekciu medzi HS a H.A.
Informacie, ktoré si obsahom kapitoly st z [17], [1§] a [19)].

Definicia 7.1 (Strukturélna reprezentacia). Pojmom Strukturdlna reprezentécia ché-
peme mnozinu I' C II°(RY) | ktord spliia nasledovné.

(i) T je spocitatelnd mnozina.
(ii) T je grupa (multiplikativna) nezapornych funkcii na I1°°(RY).

Teraz zadefinujme bindrnu reldciu ~ v mnozine vsetkych struktirdlnych reprezentacii
nasledovne
I’y ~ Ty < span(I'y) = span(I'y),

kde span(I';) oznacuje uzavrety vektorovy podpriestor, tzv. linedrny obal pre ktory plati

N
span(I';) = {Z oy, o € RN v, € F1} -

i=1
Analogicky to plati aj pre span(I's).

Definicia 7.2 (Homogeniza¢na Struktira). Kazda trieda ekvivalencie modulo ~ sa
nazyva homogeniza¢nd struktira v RV,

Poznamka 7.3. Ak ¥ je H-struktira, potom pod ¥ chiapeme akéhokolvek zastupcu
triedy ekvivalencie I' € 3. Pre kazdu strukturdlnu reprezentaciu I' existuje prave jedna
H-struktura.

Definicia 7.4 (Obor hodn6t). Oznacenim J(X) rozumieme obraz alebo obor hodnot
H-struktary .

Veta 7.5. Pre kazdu X € HS nech J(X) = span(l), kde I je strukturdlna reprezentdcia
H-struktury 2. Potom

(i) J(X) je H-algebra zdvisld iba na 3.
(ii) Zobrazenie ¥ — J(X) je bijekcia z HS na H.A.

Dokaz k vete mozete najst napriklad v [17].
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7. STRUKTURALNA REPREZENTACIA A HOMOGENIZACNA STRUKTURA
7.1. Priklady homogenizacnych struktar

Priklad 7.6. (Trividlna H-struktira: o)
Nech I' je mnozina vsetkych konstantnych zobrazeni

v:RY — C.

Mnozina I' je strukturalna reprezentécia na RY. Trividlnou H-struktirou na R” sa roz-
umie H-Struktira ¥y na RY reprezentovand mnoZinou I
Plati, ze

Priklad 7.7. (Periodickd H-Struktira: 3g)
Nech R je siet v RY. Mnozina I je reprezentovana nasledovne

I'= {Fykyk € Ra Ve = e2iﬂ-ky>y € RN} :

Mnozina I' je Strukturalna reprezentacia na RY. H-§truktiru na RY reprezentovani mno-
zinou I' oznacujeme ako Xg.
Plati, ze

J(2R) = PR(RY),

kde (vid. priklad [6.6)) .
R:{kGRN:k-yEZ VyER}.

Priklad 7.8. (Takmer periodickd H -struktira: ¥ g)
Nech R je spocitatelnd podgrupa RY. Mnozina T : {y, k € R} je Strukturalna reprezen-
tacia na RY. Definujme Xy ako jedini H-Struktiru na RY, kde T je jej reprezentécia.
Potom Yi oznacuje takmer periodické H-struktiry na RY reprezentované mnozinou I.
Plati, ze

J(3r) = APR(RY),

kde APr(RY) (vid. priklad je dané vztahom
APR(RY) = {u € AP(R"): Sp(u) C R}.

Priklad 7.9. (H-struktira: ¥,)
Jednd sa o H-§truktiru konvergencie v oo, ktorej obor hodnot je H-algebra B (RY), vid.

priklad [6.7]

Plati, ze
\7(200) = BOO(RN)‘

Priklad 7.10. (H-struktira: ¥ r)
Nech R je spocitalelnd podgrupa RY. Definujeme X, r ako H-Struktiru, ktorej obor
hodnét je H-algebra B g(RY), vid. priklad .
Plati, ze
T (Zoo.r) = Boor(RY).
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7.2. POROVNAVANIE H-STRUKTUR
7.2. Porovnavanie H-struktar

V tejto kapitole sa budeme venovat porovnavaniu H-struktir na RY.

V mnozine vsSetkych H-Struktir HS uvazujme binarnu relaciu < definovani ako
Y1 R Yy — j(Zl) C j(Eg)

Poznamenajme, ze J(X) sa nazyva obor hodnot homogenizacénej struktiry X, vid. defini-
cia [7.4l
Relacia < nam vyjadruje usporiadanie v HS. Poznamenajme, ze na zaklade vety plati

vztah
Y =2 — j(21> = j(zg)

Dalej pre jednoduchost si oznaéme (vyuZijeme pri tom skutocnost, ze J(X) je homogeni-
zacné algebra, tj. polozime J(X) rovné A, kde A je algebra)

XERY) =Xy = X7 (RY) = &7 VY eHS, 1< p< 0.

(=) ()

Poznamka 7.11. Priestor X (RY) definujeme ako uzdver homogenizacnej algebry A v
priestore vSetkych funkecii, ktoré su lokdlne integrovatelné. Podrobnostami sme sa zaobe-
rali v kapitole 6, konkrétne v sekcii [6.5]

Zhrnieme si teraz jednotilivé vlastnosti porovnavania.
(i) Pre kazdu H-struktiru ¥ plati: g < X, kde ¥ je trividlna struktira.

(i) X1 XXy = &Y o ) CAY o), 1< p<oo.

(£1) (¥2)

(iii) Ry C Ry = Yg, X Xg,, kde Ry, Ry st definované ako v priklade a xR, YR, s
takmer periodické H-Struktury (vid. priklad [7.8).

7.3. Sucin H-struktar

Nech k € N a {N;} je koneénd mnozina kladnych celych ¢isel, kde j € (1,k).
Dalej nech N = Ny + --- + N, tak, ze plati

RY = RM x ... x RV,

Poznamenajme, Ze znakom X rozumieme klasicky Kartézsky sucin a N je oznacenie di-
menzie.

Veta 7.12. UvaZujme mnoZinu {3;}, kde ¥; je H-Struktira na RYi a j € (1,k). Potom
tu existuje prdve jedna H-struktira ¥ na RN, ktord spliia nasledovni vlastnost.
AkT'; je reprezentdcia X, potom I je taktieZ jedna reprezentdcia X, ktord je dand vztahom
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7. STRUKTURALNA REPREZENTACIA A HOMOGENIZACNA STRUKTURA

Dokaz k vete mozete najst napriklad v [17].

Oznacenim (©) rozumieme nasledovné
k
@Fj = {v:7 =@y, 7 eT; CO®RY)},
j=1
kde ® znaci tenzorovy sacin.
Definicia 7.13. Stucin H-Struktir ¥; sa oznacuje symbolom Hle >; a plati vztah

k

Veta 7.14. UvaZujme mnoZinu {3;}, kde ¥; je H-Struktira na RYi a j € (1,k). Potom
@k, T (%) je hustd v T (TT5-, %)

Dokaz mozno najst v [17].

Uvazujme pre j € (1, k) nasledovné
e ¥ je H-struktira na RY,
o X, je H-Struktira na R,
o plati X =3 X -+ x X, vid. definicia [7.13
« A=J(2), vid. veta[7.5]
« Aj=J(%;), vid. veta[7.5]

Potom na zaklade viet a tvrdeni, ktoré mozno najst v [17] a [18] sa d& dokazat, ze plati
rovnost

A(A) = A(A) % - x A(A).

Oznacenim A(A;) rozumieme spektrum Banachovej algebry (resp. homogenizacnej al-
gebry) A;.

Priklad 7.15. (Sdcin takmer periodickjch H -$truktir).

Nech X, je takmer periodickd H-struktira na RMi reprezentovand R; (vid. priklad [7.8)),
j € (1,k) a nech ¥g, «..xr, je takmer periodickd H-Struktira na RY = RM x ... x RN
reprezentovand sucinom Ry X --- X Ry . Potom plati

ER1><-~-><Rk = ERl X X ERk-
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7.4. SUCET H-STRUKTUR
7.4. Stcet H-struktar

Oznaéme {¥;} koneéntt mnozinu H-Struktir na RY, kde j € (1,k). Dalej pre Vj plati
A; = J(X;). Oznacme dalej Ay +- - -+ Ay, priestor vSetkych koneénych sim Z?:l ©j, P; €
A,
Definicia 7.16. Mnozina {¥;} je sumovatelnd ak vektorovy priestor A; + --- 4+ Aj je
stabilny pri bodovom nasobeni.

Veta 7.17. Nech plati, Ze mnozina {¥;} je sumovatelnd a dalej predpokladajme, Ze A je
uzdver Ay + - -+ + A v B(RY). Potom A je H-algebra na RY.

Definicia 7.18. H-Struktiru X, pre ktort plati: J(X) = A nazveme sumou {%;} a
znacime to ako
N =Yy 4+

Definicia 7.19. Nech A,;/C = {¢ € A;: M(¢) = 0}. Potom predpokladajme nasle-
dovné.

(i) A;/C je stabilny pri bodovom nasobeni.
(ii)) Ak p € A;/C a ¢ € Ay, potom pp € A;/C.
(i) (4,/C) N 4, = {0}.

Tvrdenie 7.20. Nech platia predpoklady z definicie Potom mnozina {1, Y} je
sumovatelna.

Tvrdenie 7.21. Nech Xy a ¥, si H-Struktiry. Potom dvojica {Xg, X} je sumovatelnd
a plati:
Yoo + B = Seor.
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8. ¥ - KONVERGENCIA

8. X - konvergencia

V tejto kapitole budeme analyzovat druh konvergencie, ktory je typicky pre neperiodicki
homogenizaciu. Bude sa to tykat konceptu >-konvergencie, ktora je zovseobecnenim dvojs-
kalovej konvergencie. V texte budeme dalej predpokladaft, ze A je homogenizacna algebra
generovana homogenizac¢nou struktirou . Pre viac informacii slizi napriklad [10], [11],
[17], [18] a [19].

8.1. Uvod

Nech Q je oblast v RY s lipschitzovskou hranicou 9€2. Pripomenieme si, ze klasickd Gel-
fandova reprezentacia G zobrazuje algebru A na priestor CA(A), tj.

G:A— CA(A).
Inymi slovami, je to zobrazenie z priestoru funkcii na RY na funkcie na A(A).

Tuato Gelfandovu reprezentaciu G rozsirime na zobrazenie Gq. Toto zobrazenie konvertuje
funkciu u(x,y) € Q x RY na funkciu a(z, s) € Q x A(A), tj.

Ga : QA x RY = Q x A(A).
Tym padom, Gq je spojité linedarne zobrazenie medzi nasledovnymi priestormi:
— LP(2 x A(A)),
— LP(2 x A(A)),
— C(Q, L (A(A))),
—C (ﬁ x A(A)).

LP(Q, XP
LP(Q, A
C(Q, X5

c(Q,A

— — ~— ~—

8.2. Slaba ¥ - konvergencia v L” p € (1, 00)

Definicia 8.1. Postupnost {u.} C LP(2) slabo ¥ - konverguje v LP(€2) k funkcii ug €
LP(Q x A(A)) ak je ohranicend v LP(f2) a pre € — 0 plati

/Q e ()05 () dz — / /Q A(A)uo(x,s)@z(x,s)dxdﬁ(s) v e LI, A),  (81)

kde

Lot
q p
Vi) = v (2.2).

Funkciu ug nazveme slabou ¥ - limitou postupnosti {u.} a pre funkciu ¢ € L1(Q, C(A(A)))
plati vztah

b =Ga),  resp. ¢(x) = G(¥(x)).
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8.3. SILNA ¥ - KONVERGENCIA V L” P € (1,0)

Tvrdenie 8.2. Nech u € LP(Q2, A). Potom postupnost {u.} je slabo X - konvergujtca v
LP(Q) k u, ktoré je dané vztahom
4 =Gou.

Tvrdenie 8.3. Predpokladajme postupnost {u.} C LP(2) slabo 3 - konvergujicu v LP(£2)
k funkcii ug € LP(Q2 x A(A)). Potom u. — 1y v LP(2) slabo, kde
Uy = / uo(z, $)ds5(s) Vz € Q.

AA)
Toto tvdenie nam dava do stvislosti slabi ¥ - konvergenciu a (Standardni) slabt konver-
genciu v LP(2).
Predtym, nez prejdem k nasledovnej vete, polozme pre r € (1, 00)

AL® = XN Le(RY).

Tento priestor spolu s L> normou tvori Banachov priestor. V nasledujtcej ¢asti by sme
radi ukézali, Ze ak postupnost {u.} slabo ¥ - konverguje v LP(Q2) k ug v LP(2 x A(A)),
potom vztah plati pre vSetky funkcie ¢ € C'(£2, X7).

Veta 8.4. Nechp € (1,00). Predpokladajme postupnost {u.} € LP(S2) slabo 3 - konvergu-
Jicu v LP(Q) k funkcii ug € LP(Q x A(A)). Potom rovnica (8. 1| plati pre Vi € C(Q, X7™).

Dokaz mozno najst v [19].

Désledok 8.5. Pre u € C(Q, X1™) postupnost {u.} slabo ¥ - konverguje v LP(2) k
funkcii .

Teraz mozme prejst z zakladnej vete, ktora sa tyka kompaktnosti a vdaka ktorej musime
predpokladat, Ze homogenizacna algebra je separabilna.

Veta 8.6. Kazdd postupnost {u.} ohranicend v LP(€2) obsahuje podpostupnost {u.-}, ktord
slabo 3 - konverguje k limite ug € LP(Q2 x A(A)).

Dokaz mozno najst v [19].

8.3. Silna ¥ - konvergencia v L? p € (1,0)

Definicia 8.7. Postupnost {u.} C L?(Q2), silne ¥ - konverguje v LP(€2) k funkecii ug €
LP(Q2 x A(A)) ak

Vn >0,V € LP(Q, A) : ||u0—1ﬂ||Lp(QXA(A)) < g = Ja > 0: ||ue — || Lr) < prie < a.
(8.2)
Priklad 8.8. Nech u € L?(2, A), potom u. — @ v LP(Q2) silne 3.

Tvrdenie 8.9. Nech {u.} C LP(Q). Ak u. — u v LP(Q) silne, potom u. — u v LP(Q2)
silne X.

Poznamka 8.10. Silnd ¥ - konvergencia v LP(2) nie je nutne silne konvergentnd v LP(€2).
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8. ¥ - KONVERGENCIA

Tvrdenie 8.11. Ak postupnost {u.} C LP(f) silne X - konverguje k ug, potom wuq je
urcend jednoznacne.

Veta 8.12. Pre kazdi funkciu ® € LP(Q2, A) plati
lim |0 o) = (| rxa(a))-

Priklad 8.13. Nech u € LP(2, A), potom {u.} silne ¥ - konverguje v LP(Q2) k . Pre
kazdud funkciu ¢ € LP(Q2, A) a pre € — 0 plati

e — % || Log) = [t — P oxacay-

Veta 8.14. Predpokladajme postupnost {u.} silne ¥ - konvergujicu v LP(Q) k uy €
LP(Q2 x A(A)). Potom pre ¢ — 0 plati

(i) u. — ug v LP(L2) slabo X.
(i) |[uellr@) = lluollLr@xacay) -
Uvedieme teraz dosledok vety pre p = 2.

Dosledok 8.15. Majme postupnost {u.} C L*(f2). Tato postupnost silne ¥ - konverguje
v L2(Q) k up € L*(Q2 x A(A)) ak platia nasledovné dve (nutné a postacujiice) podmienky.

(i) ue — up v L*(Q) slabo X.
(ii) [luellzz@) = [luollz2@xaay -

Veta 8.16. Nech {u.} je postupnost v LP(Q) a {v.} je postupnost v LI(Q), ktoré splriaji
nasledovné

(i) {uc} slabo ¥ - konverguje k limite ug € LP(2 x A(A)),
(7i) {v.} silno 3 - konverguje k limite vy € LI(Q2 x A(A)).
Potom sucin {u.v.} slabo 3 - konverguje k limite ugvy € L"(2 x A(A)), kde

1 1 1
St =2<1.
p oq

Désledok 8.17. Nech {u.} je postupnost v LF(§2) a {v.} je postupnost v LI(€2) N L>(£2),
ktoré splnaju nasledovné

(i) ue — up v LP(Q2) slabo %,

(il) ve — vo v L4(Q) silne X,

(iii) {v.} je ohranicend v L>°(€2).
Potom wu.v. — ugvg v LP(Q) slabo .

Veta 8.18. Ak postupnost {u.} silne konverquje v LP(QY), potom {u.} silne ¥ - konverguje
v LP(Q).
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8.4. VLASTNE H-STRUKTURY

Poznamka 8.19. Predosla veta nam ukazuje, zZe silna ¥ konvergencia je zovSeobecnenie
klasickej silnej konvergencie.

Dokazy k predoslym vetdm a tvrdeniam mozno néjst v [17] a [19].
Zhrnutie
V tejto casti zhrnieme dolezité tvrdenia tykajuce sa slabej a silnej X - konvergencie.

(i) Tvrdenie Ak postupnost slabo ¥ - konverguje, potom postupnost slabo konver-
guje.

(ii) Tvrdenie : Ak postupnost silne konverguje, potom postupnost silne ¥ - konver-
guje.

(iii) Veta[8.14F Ak postupnost silne ¥ - konverguje, potom postupnost slabo ¥ - konver-
guje.

Na zdklade tychto tvrdeni plati nasledovnd schéma konvergencii:

silne = silne ¥ = slabo X = slabo.

8.4. Vlastné H-struktury

Ako neskdr uvidime, uplatnenie homogenizacnych struktir PDR je zalozené prave na
tomto koncepte vlastnych H-strukir. Oznacenim Y rozumieme homogenizacnu struktiru
na RY s algebrou A = J(¥), kde J (%) je obor hodndt ¥ (vid. definicia [7.4)).

Definicia 8.20. Povieme, ze H-struktira ¥ je triedy C> ak A* je husta v A.
Poznamenajme, ze plati vztah

A> = m AR, kde A* je dané vztahom
k>1

Definicia 8.21. Povieme, ze H-Struktira ¥ je iplna ak priestor D(A(A)) je husty v
priestore WH2(A(A)).
Pripomenme, zZe pre obor hodnét priestoru A* v zobrazeni G plati vztah (vid.

D(A(A)) = {p € C(A(A) : G (p) € A7} .

Oznadenim Wh2(A(A)) rozumieme Sobolevov priestor na spektre Banachovej algebry
dany vztahom

Poznamka 8.22. Uvedieme zopar poznamok tykajtucich sa homogenizac¢nych struktir
triedy C*°.

Medzi priklady H-Struktir triedy C*° patria vSetky H-Struktury zo sekcie [7.1]

Nech ¥ = ¥ x ¥y (resp. ¥ = 3y + Xy ) kde 3; je H-Struktira triedy C* v RV, kde
N = N; + N,. Potom ¥ je triedy C*°.

Poznamenajme, 7e pre zobrazenie Z plati (vid.
I: W (A(A)/C) — W, (A(A)).
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8. ¥ - KONVERGENCIA

Tvrdenie 8.23. Predpokladajme, Ze ¥ je vlastnd. Potom (na zdklade a 6.34))
platia nasledovné tvrdenia.

(i) Z(D(A(A))/C) je husté v priestore Wﬁ1’2(A(A)), kde
D(N(A))/C = D(A(A)) : ds =
(A(A)/ {906 (A (A)) /MM o}

(il) fpq) OudB =0 Yue W (A(A)).

Definicia 8.24 (3-reflexivny priestor). Sobolevov priestor W2(Q) je Y-reflexivny ak
z ohranicenej postupnosti z W?(2) ide vybrat podpostupnost {u.} tak, Ze pre & — 0
plati

(i) ue — ug v WH(Q) slabo a
(i) o= — G + Qjuy v L*(Q) slabo X, kde uy € L*(Q, W, 2(A(A)).

Definicia 8.25 (Vlastna H-struktira). Povieme, ze H-struktira X je vlastnd, ak platia
nasledovné tri podmienky.

(i) X je triedy C*.
(ii) ¥ je uplna.
(iii) W2(Q) je S-reflexivny  VQ C RY.

Priklad 8.26. Kazda takmer periodicka H-struktura je vlastna. To isté plati aj pre
periodické H-struktury.

Vlastné H-struktiry maja velku tlohu prave pri neperiodickej homogenizacii PDR. Preto
je potrebna zékladna veta pomocou ktorej dokazeme zistit, ¢i ista H-Struktira je
vlastna. Na to, aby sme dokazali, ze ak Y5 je vlastna, tak potom aj X je tiez vlastna su
potrebné ddlezité tvrdenia a definicie, ktoré mozno najst v [17] a [19]. Kvoli prehladnosti
textu ich v praci neuvadzame.

Veta 8.27 (Zakladna veta). Nech ¥ = %, + Xo. Predpokladajme, Ze 3o je vlastnd
homogenizacnd struktira, potom plati, Ze aj > je vlastnad.

Priklad 8.28. Homogenizana Struktira Yo, g na RY je vlastnd. Oznaéme si ¥y = X,
Yo =YpaX =253+ = Yy r Vyuzli sme pri tom vlastnost, ze mnozina {3, ¥}
je sumovatelnd - vid. . Ukédze sa [17], ze Xy je vlastnd, z ¢oho hned na zaklade
predchadzajicej vety vyplyva, ze X je tiez vlastnd homogenizacna strukttra.

Priklad 8.29. Homogeniza¢nd Struktira Yo na RY je vlastnd. Oznaéme si ¥; = Y,
Yo = Yo = Yg—0, kde O znadi pociatok a ¥ = 31 + Yy = Y. Analogicky sa ukaze ze X
je vlastna homogenizacna struktira.
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9. Aplikacia pri modelovani
materialov s neperiodickou
struktirou

9.1. Uvod

V kapitole 8. sme sa zaoberali konceptom 3-konvergencie. V tejto kapitole budeme analy-
zovat tiuto konvergenciu z hladiska vyskytu v homogenizacii problémov popisanych PDR
[17] a [19].

Specidlne budeme uvazovat nasledovny okrajovy problém pre eliptickii PDR (analogicky
ako v periodickom pripade, Vid’.@

_Zaxz( aué):f(g;) v Q

L

us(z) =0 na 0NQ. (9.1)

Kde e > 0, Q € RN, a(z) € L2RN), u. € W*(Q), f € W=12(Q), pricom koeficienty
a(z) spliiaju taktiez podmienku elipticity (vid
N N

da@)gs =ay & VEERY  VzeqQ (9.2)

ij=1 i=1
Pomocou abstraktnej vety Laxa-Milgrama sa d& dokazat, ze pre Ve > (0 mame jed-
noznacné riesenie u. € Hy (), ktoré je ohranidené a nezavislé na e. Cielom periodickej
homogenizécie je preskiimanie limitného spravania postupnosti {u.} pricom ¢ — 0. Na-
viac pozadujeme, aby koeficienty a(z) splnili predpoklad periodicity (vid. [£.1)).

Hypotéza samotnej periodicity ndm vSak v mnohych pripadoch nestaci, resp. je nevhodna.
Teéria Y-konvergencie sa javi ako efektivny nastroj, ktory umoznuje riesit problémy ho-
mogenizacie, pri ktorych sa predpoklada ina hypotéza nez periodicita.

Nasleduje niekolko prikladov kontétnych hypotéz, ktoré st vyuzitelné v neperiodickej
homogenizacii. Neskor ukazeme, ze v teodrii neperiodickej homogenizacie pozadujeme tzv.
abstraktni hypotézu, ktora bude najobecnejsim tvarom, a to aby koeficienty a(x) patrili
do Lebesguoeovho priestoru X3(RY) (vid. sekeia [6.5), tj.

a(x) € X3(RM). (9.3)

9.2. Priklady

Priklad 9.1. Uvazujme zékladnt periédu Y = (0,1)". Dalej nech L2,.(Y) znaci Hilber-
tov priestor vetkych Y-periodickych funkcii v L2 (RY). Nech BOO(R 12 (Y)) oznacuje

per

priestor vietkych spojitych funkcii u € B*(R, L2,,.(Y)) tak, ze u(yy) konverguje v L2,.(Y)
pricom |yy| — oo.
Potom predpoklad periodicity nahradime nasledovne

a(z) € B*(R, Ly, (Y)). (9-4)
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9. APLIKACIA PRI MODELOVANI MATERIALOV S NEPERIODICKOU STRUKTUROU

Priklad 9.2. Nech L% ,(RY) oznacuje priestor vietkych funkcii w € L2 (RY), ktoré si
takmer periodické.
Potom predpoklad takmer periodickej hypotézy je nasledovny

a(r) € L4 p(RY). (9.5)

Poznamka 9.3. Pre viac prikladov sluzi napriklad [17],[18],[19].

9.3. Abstaktny homogenizovany problém

V neperiodickej homogenizécii pozaduje tzv. abstraktni hypotézu, ¢o znamend, Ze chceme
aby koeficienty ktoré sa maji homogenizovat patrili do Lebesgueovho priestoru X3 (RY)

(vid. sekcia [6.5)), tj.
a(r) € X3(RY). (9.6)

Za predpokladu tejto hypotézy chceme studovat spravanie postupnosti {u.}, pricom e —
0.

V predchadzajicom vztahu ndm A znac¢i homogenizaéni algebru, pricom plati vztah (vid.

74)
J(®) = A,

kde ¥ je vlastna homogenizac¢nd struktura, tj. podla definicie platia nasledovné tri
podmienky

(i) X je triedy C, tj. priestor A* je husty v A.

(ii) X je tiplna, tj. D(A(A)) je husty v WH2(A(A)),

(iii) Wh2(Q) je L-reflexivny V2 € RY tj. z ohranicenej postupnosti z W2(2) ide vybrat
podpostupnost {v.} tak, ze pre € — 0 plati

o v. — g v WH(Q) slabo a
. g%j- — gixj + dju1 v L*(Q) slabo - 3,

kde vy € Wy2(Q) , v, € LA(Q, Wﬂl’Q(A(A))) a priestor Wu1’2(A(A)) je definovany v
6.33]

Poznamenajme, Ze vo vztahu
82)5 81}0
— — + 0;u;
J
8[Ej 8xj
sa nachadzaju dve rozdielne znacenia parcialnej derivécie.

Vztah % znamend klasicki parcidlnu deriviciu funkcie v(z) podla z; a vztah d;v
J

znamend parcialnu derivaciu funkcie v podla indexu j, tj. podla plati

=G (a% (Q_l(v))> |

_ o

= asj

Zadefinujme si teraz priestor
Fy = Wo(Q) x LX(Q, W, (A(A)))
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9.3. ABSTAKTNY HOMOGENIZOVANY PROBLEM

na ktorom je definovana norma pre v = (vg,v;) € F} tvaru

N

Iviley = (leollfgazioy + o122 aca) (9.7)

Pre jednoduchost si pre j € (1, N) zadefinujme vztah

81)0
]D)jV = 8_1,’] + ajvl

vdaka ktorému mdzeme prepisat na ekvivalentu formu (s pouzitim znalosti z tvrdenia

5.23)
N 1
2
IVlley = > (v sganacan)

=1

Analogicky vztah plati aj pre u = (ug,u;) € F§, kde i € (1, N)

]D)Z-u = % + aiul.
8@

Zadefinujme si teraz bilinedrnu formu Ag(u,v) € F} x F} vztahom

(,v) Z//SM 35 (z, $)Dsu(, s)Dyv(z, 5)dedB(s)

ij=1
kde a;; = G(a;;) € L®(A(A)) a spojity funkciondl b(v) € Fy vztahom
b(v) = (f,v0) -
Teraz mdzme pristipit k slabej formulacii tilohy.
Veta 9.4. Slabd formuldcia tlohy: Hladdme u = (ug,u;) € F} tak, Ze
Ag(u,v) = b(v) YveF,.
Pomocou vety sa ukaze, ze slaba formulacia ma len jediné riesenie .

Veta 9.5. Nech u = (ug,u;) € F} a dalej nech pre kazdé ¢ > 0 je u. rieSenie lohy .
Potom pre € — 0 plati

(i) u. — ug slabo v W,(Q),
(ii) 52 — Dyu slabo-¥ v L*(Q) .

Rovnako ako v periodickej homogenizcii, tak aj tu hladame funkcie w’ € Wﬁl’z(A(A))

také, ze plati
N
A, 0) =) / iy ()0k0()4B(5),
A(A

k=1
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9. APLIKACIA PRI MODELOVANI MATERIALOV S NEPERIODICKOU STRUKTUROU

kde A(u,v) € Wul’Q(A(A)) X Wﬂ1’2(A(A)) je bilinedrna forma dana vztahom

A(u,v) = Z /A(A) a;;(s)0u(s)0;v(s)dps(s) u,v € Wﬁl’z(A(A)).

ij=1
Nakoniec homogenizované koeficienty b;;, 4,7 € (1, N) st dané vztahom

N

k=1

bij = /A(A) ai;(s)dp(s) —

Tvrdenie 9.6. Limita u, € W,?(Q) zo vztahu (z) je slabé riesenie nasledujiceho
homogenizovaného problému s koeficientami b;;

N N

0 8u0 8271,0
— — | = — = 0
- 391:1 (bl] 896]) Z bl] 633']8171 f v
1,7=1 )=
up =0 mna 0.

Poznamka 9.7. Vsimnime si, ze predchadzajici vzfah je analogicky ako v periodickom
pripade, vid. vztah . Dalej plati, Ze ak predpokladdme symetrickost nehomogenizova-
nych koeficientov a;j, tj. Ze plati

aij = aji

tak aj homogenizované koeficienty b;; budd symetrické (resp. matica koeficientov stupiia
N bude symetrickd). Naviac plati pre ne takisto podmienka elipticity

Zhrnutie

Pomocou konceptu homogenizacnych Struktir mozme tlohu homogenizovat za pred-
pokladu réznych hypotéz - sekcia[9.2] z ktorej najobecnejSou je nasledovna tzv. abstraktné
hypotéza: pozadujeme, aby koeficienty a(x) patrili do priestoru X3 (R”"). Proces spociva v
prevedeni konkrétneho homogenizacného problému na abstraktny, preto je mézné vyuzit
vetu [9.5] Teodria Sigma konvergencie sa javy ako efektivny néastroj pre rozsirenie klasickej
periodickej homogenizacie na neperiodicki. Princip fungovania sme vysvetlili na jedno-
duchom modelovom priklade PDR, avsak teéria neperiodickej homogenizacie méa siroké
uplatnenie napriklad pri nelinearnych alebo evolu¢nych rovniciach.
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10. Zaver

Predlozend diplomova praca sa zaoberd Banachovymi algebrami spolu s ich vyuzitim v
teorii homogenizacie. Cielom prace bolo spisat zakladné definicie a vlastnosti Banacho-
vych algebier, formulaciu Sigma konvergencie a jej aplikacie pri modelovani kompozit-
nych materidlov s neperiodickou struktirou. Pojmom homogenizacia rozumieme postup,
pri ktorom ekvivalentne nahradime heterogénny material (kompozit) homogénnym, ktory
méa rovnaké makroskopické vlastnosti ako kompozit. Prvy matematicky pristup je zalo-
zeny na myslienke, ze namiesto jedneho materialu s periodickou struktirou sa studuje
postupnost materialov so zjemnujicou sa struktirou. Problémom klasickej (periodickej)
homogenizacie je, ze Struktira skutocnych materidlov je neperiodicka. V dosledku toho
bol zavedeny vSeobecny pristup pre pracovanie s neperiodickymi materialmi. Je zalozeny
na koncepte, ktory pracuje s tzv. spektrom Banachovej algebry a Sigma konvergenciou.
Druhé kapitola diplomovej prace sa zaobera zakladnymi definiciami a vetami, ktoré su
nevyhnutné pre dalsie kapitoly.

Kapitola tretia obsahuje zakladné definicie a vlastnosti Banachovych algebier a ich pri-
klady, ktoré si rozdelené na tri casti.

Stvrta kapitola nesie nazov Periodickd homogenizacia. V tvode kapitoly sa nachidza
formulacia ulohy, ktora je popisand PDR. Nésledne sme zadefinovali homogenizovany
problém, uviedli abstraktné Lema Laxa-Milgrama a pozreli sa blizsie na konkrétne ciele
homogenizacie. Obsahom tejto kapitoly je aj asymptoticky rozvoj, ktorym sme odovodili
formulu pre vypocet homogenizovanych koeficientov spolu s jednoduchym ilustra¢nym pri-
kladom. V tejto kapitole sa nachadza aj cast tykajuca sa konvergencii, konkrétne slabéa,
silnd a dvojskalova konvergencia.

Piata kratka kapitola sa tyka ivodu do neperiodickej homogenizacie, kedy sa predpoklad
periodicity nahradi spektrom algebry a dvojskalova konvergencia sa nahradi Sigma kon-
vergenciou.

V nasledovnej siestej kapitole sa zaoberame uz homogenizacnou algebrou, takmer peri-
odickou homogenizacnou algebrou a prikladmi. V tejto casti sa venujeme najméa Gelfan-
dovej reprezentacii a priestorom spojenymi s homogenizac¢nou algebrou, konrétne Lebes-
gueovym a Sobolevovym priestorom na spektre algebry.

Siedma kapitola sa tyka strukturalnej reprezentacie, pomocou ktorej vieme reprezentovat
mnozinu koeficientov, ktoré modeluju Struktiru materialu. Nasleduju priklady homoge-
niza¢nych Struktir a operécie Struktir (porovnavanie, sicin a stcet).

Vo 6smej kapitole analyzujeme Sigmu konvergenciu, ktord je zovSeobecnenim klasicke;
silnej konvergencie pre neperiodickt homogenizaciu. Nasledne sme zadefinovali slabi a
silnd sigma konvergenciu spolu s tzv. vlastnymi homogenizacnymi struktirami.

V poslednej deviatej kapitole aplikujeme tuto Sigma konvergenciu pre materidly s ne-
periodickou struktirou na konkrétnej eliptickej PDR za predpokladu tzv. abstraktnej
hypotézy.
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10. ZAVER

Zoznam pouzitych skratiek a
symbolov

AP(RV)
B(Q)
BC(Q)
B(xo,7)
C(Q)
C>=(Q)

G(A)
H(0)

J (%)
LP(Q)
()

priestor vietkych takmer periodickych funkcii na RY - vid.
priestor ohranic¢enych funkcii na €2

priestor ohranicenych a spojitych funkcii na 2

gula so stredom v bode xy a polomerom r

priestor spojitych funkcii na oblasti (2

priestor nekonecne diferencovatelnych funkcii - vid.
priestor funkcii z C*°(€2) ktoré maji kompaktny nosi¢ - vid.
Fourierove koeficienty

klasickd parcidlna derivécia - vid.

obor hodnot priestoru A% - vid.

bazové vektory

mnozina vsetkych podmnozin mnoziny X

priestor hladkych funkcii na €2 - vid. [2.76

funkcional

pole skalarov, F =R alebo F = C

Gelfandova reprezentécia - vid.

mnozina vsetkych invertibilnych prvkov na A

Sobolevov priestor, plati H*P(Q) = Wk»?(Q) - vid.

idedl - vid. 3.33]

obor hodnét homogenizac¢nej struktury > - vid.
Lebesgueov priestor funkcii integrovatelnych s p-tou mocninou - vid.

Lebesgueov priestor postupnosti absolitne sumovatelnych s p-tou moc-
ninou

strednd hodnota funkcie u - vid.
mnozina Stvorcovych matic stupna n na priestore C

vnutro, hranica a uzaver mnoziny N
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{entnen
£l
]|
supp (f)
Sp(u)
f*g

(67

Q
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¢ - okolie bodu z

sféra so stredom v bode zy a polomerom r

mnoZina trigonometrickych polynémov na RV

linedrny priestor

algebraicky dudl - vid.

topologicky dudl - vid.

topologicky druhy duél - vid[2.63]

Sobolevov priestor - vid.

Sobolevov priestor funkcii s nulovymi stopami - vid.
uzaver algebry v priestore =, - vid.

priestor funkcii, ktoré maju stredni hodnotu - vid.
priestor vSetkych lokalne integrovatelnych funkeii - vid.
mnozina vsetkych Lebesgueovsky meratelnych funkcii na €2 - vid.
spektrum Banachovej algebry A - vid.

skala

p-norma funkcie f - vid.

(k, p)-norma funkcie u - vid.

nosi¢ funkcie f - vid.

spektrum funkcie u - vid.

konvolucia funkcii f a g

multiindex v RY - vid.

Radonova miera - vid. |6.14]

topoldgia na mnozine X - vid.

Strukturdlna reprezentécia - vid.

homogenizacnd Strukttra - vid.

oblast v R¥

relacia ekvivalencie

izometricky izomorfizmus
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