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Abstrakt

Préce pojednavé o bezsitové metodé Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). V préci
jsou odvozené zakladni rovnice pro feSeni tloh proudéni - rovnice kontinuity, pohybova
rovnice a rovnice energie. V textu jsou uvedeny zakladni principy metody, volba vyhlazo-
vaci funkce, prostorova diskretizace a vhodna metoda pro ¢asovou integraci. Jako ptiklad
pouziti je v praci namodelovana tloha - rdzova trubice. Na této tloze v jedné dimenzi
muzeme porovnat feSeni metodou SPH s presnym fesenim.

Klicova slova: Smoothed particle hydrodynamics, jadrova aproximace, vyhlazovaci
funkce, razova trubice, metoda leapfrog, umeéla viskozita

Abstract

The thesis focuses on the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) meshfree method.
In the thesis, basic equations needed for solving fluid flow problems are derived - continuity
equation, momentum equation and energy equation. The text presents the basic principles
of the method, selection of a smoothing function, spacial discretization and a suitable time
integration method. As an example of usage, the thesis models the shock tube problem.
On this problem, we can compare the solution using the SPH method with the accurate
solution.

Keywords: Smoothed particle hydrodynamics, kernel approximation, smoothing function,
shock tube, leapfrog method, artificial viscosity
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1. Uvod

Siroce uzivané sifové metody mohou mit pii FeSeni nékterych wloh jisté problémy a ome-
zeni. Nejdifve musime vygenerovat sit, coz ¢asto byva nejndrocnéjsi ¢dst celého feseni
vzhledem k ¢asu a poctu operaci. Pii eulerovském pifstupu, kdy je sit spojena s prostorem
(napriklad feseni metodou koneénych diferenci), muze byt obtizné sestrojit pravidelnou
sit pro nepravidelné téleso nebo stanovit presnou polohu nehomogenit nebo zdeformované
hranice vné sité. Pii lagrangeovském pristupu, kdy je sit spojena s télesem (napifklad
feseni metodou konecnych prvku), je zase nejvétsim problémem teseni tloh, kdy dochézi
k velkym deformacim. Tato omezeni zvlast vynikaji, kdyZ chceme fesit ilohy hydrody-
namiky nebo modelovat exploze, kde se vyskytuji jak nehomogenity materialu, tak velké
deformace nebo odtrzeni ¢4sti materidlu. Pro takovéto tilohy nejsou sifové metody vhodné
a je vyhodnéjsi pouzit nékterou z metod bezsitovych.

Bezsitové metody byly vyvinuty pravé pro feseni tiloh, kde je pouziti sitovych metod
obtizné. Je to tieba analyza velkych deformaci pevnych téles, kmitani tenkych vrstev,
simulace explozi a dalsi.

Pii feSeni tloh je také mozné kombinovat rizné bezsitové metody nebo nékterou
bezsitovou metodu se sitovou.

Bezsitové metody se vyvijeji piiblizné od 70. let minulého stoleti a jednou z prvnich
byla pravé metoda SPH (Smoothed particle hydrodynamics), kterou se budu ve své ba-
kalarské praci zabyvat.

2. Shock tube problem - Modelova tuloha

Rézové trubice (shock tube) je uzaviend dlouhd trubice naplnénd plynem a rozdélend
prepazkou. V obou oddélenych castech je plyn v ustdleném stavu, ale s riznou hustotou
a tlakem. Po odstranéni prepazky sledujeme postup razové viny, pocitame prubéh zmény
hustoty, tlaku, vnitini energie a rychlosti v trubici.

Pro teseni ulohy pouzijeme zakladni principy zachovéani, a to zdkon zachovani hmot-
nosti, zakon zachovani energie a zakon zachovani hybnosti.

2.1. Formulace Navier-Stokesovych rovnic
V nésledujicich vypoctech budeme pouzivat tzv. materidlovou derivaci

Da 0Oa Oa Oa Oa
= + Uz Uy + ==
0z

Da _ da 9a . |
Dt ot Tort oy v: (1)

Uvazujme neustalené proudéni obecné stlacitelné kapaliny a v ném kontrolni objem V'
o povrchu S. V lagrangeovském popisu se objem pohybuje s kapalinou. Hmotnost tohoto
objemu je konstantni, ale pfi proudéni se muze ménit objem a povrch. Celkova zména
objemu je

AV:/vAt-ndS, (2)
s



kde n je vektor vnéjsf normaly plochy S. Po tipravé a pouziti Gauss-Ostrogradského véty
mame
AV
— = -v)dV 3
A L7 3)

a pro infiniteziméalni objem 6V mame rovnici

A(V) B
N (V- v)/v d(6V) = (V -v)(0V). (4)
Pro derivaci dostavame
D(V)
5 = (V- 0V (5)
a odtud
1 D(V)
V=5 o ©

2.1.1. Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity vychazi ze zakona zachovani hmotnosti, tzn. ze pro kontrolni objem
o hmotnosti dm = pdV plati

D(m)  D(psV) . Dp  D(@V)
pi ~ ot Vot =0 (7)
a po dosazeni (5) do (7) dostaneme
Dp
2P (V) 5)

2.1.2. Zakon zachovani hybnosti

Nyni vyjadiime vyslednici sil na objem §V. Pusobi zde sila od tlaku p a objemova sila
vztazend na jednotku hmotnosti F' = (F, F, F,). Kdyz budeme uvazovat obecné viskézni
kapalinu, budou zde vystupovat navic tieci sily od viskozity 7;; dS, kde 7;; je slozka tenzoru
napéti, ktera pusobi ve sméru j na rovinu kolmou k ose i. Pro osu x mame vyslednici sil

p—(p+ %dx)] dydz
+[(Tea + ag;”” dz) — 7,,] dy dz
+[(7ye + OTye dy) — 7y dz dz 9)
dy
0

+F,pdedydz.

! Gauss-Ostrogradského véta: Tok vektoru A uzavienou plochou S je roven integralu z divergence
vektoru A,fsn - AdS = fVV - AdV, kde S je hranice kompaktni mnoziny V', kterd je orientovina
vektorem vnéjsi normaly n.



Pak muzeme druhy Newtonuv zakon napsat jako

avz ov

m ETRET —pdrdydz =
—@ drdydz
5 5 88 (10)
Tex Tyx Tza
——dxdyd drdyd
+8x ay:vyz—i-azxyz
+F,.pdrdydz,
kde m% je setrvaéna sila pusobici v ose x. Po vydéleni objemem 0V = dzdydz
dostavame
v, Op  OTpe  OTye OTuy
- E, 11
Pot = ox  ox "oy o2 1P (11)
a podobné pro osy y a z
8vy B ap OTay n OTyy n 0Ty pF, (12)

(’3t N 83/ ox oy 0z

8UZ 8p asz aTyz aTzz
— F . 1
Por = 02 ox "oy o2 TP (13)

2.1.3. Rovnice energie

Definice celkové vnitini energie e je
e=plu+= |v| ) (14)

kde w je mérnd vnitini energie, v je rychlost céstic a |v| = (v2+v] —1—03)1/ ? Rov-
nice energie vychdazi z prvniho zdkona termodynamiky, odvodi se obdobnym zpusobem
jako ptedchozi rovnice. Obdrzime

De (81)33 vy (%z)
= + 2Lt

P Dt or 0Oy 0z
v, v, v,
FTow—=— B + Tye—— oy + Too—— 9> -
iy v, v vy Yy vy
zy 6 yy 8 zy aZ
ov, v, ov,
+ Ty — o7 + Ty 8y +Tzz$



2.2. Twvar Navier-Stokesovych rovnic

Pro nasi modelovou tlohu pfepiSseme rovnice pro proudéni neviskézni kapaliny v jedné
dimenzi. Potom mame rovnici kontinuity ve tvaru

Dp ov
i i 16
Dt Por (16)
pohybovou rovnici ve tvaru
D 10
“v_ 2P (17)
Dt p Ox
a rovnici energie ve tvaru
D 0
e __PA (18)
Dt pOx
Abychom mohli tlohu fesit, potfebujeme jesté stavovou rovnici
p=(v—1)pe, (19)

kde v je Poissonova konstana. Pro vzduch je v = 1,4.

3. Smoothed Particle Hydrodynamic

Pii Teseni metodou SPH potiebujeme diskretizovat oblast, kde jsou tyto rovnice defi-
nované. Oblast budeme reprezentovat soustavou céstic, které nejsou spojeny siti. Dale
potfebujeme metodu pro integralni reprezentaci, ktera aproximuje hodnoty funkei a je-
jich derivaci v néjakém bodé. Protoze oblast reprezentuji diskrétni c¢astice, pouzijeme
jaddrovou aproximaci (kernel aproximation) a integral nahradime sumou pfes vSechny
¢astice v jistém h-okoli. Aproximaci pouzijeme na parcialni diferencialni rovnice(16), (17),
(18) a dostaneme soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (SODR) zavislych na case.
Prostorovou aproximaci provadime opakované v kazdém ¢asovém kroku.

3.1. Integralni aproximace
3.1.1. Odvozeni a vlastnosti vyhlazovaci funkce

Pfi integralni reprezentaci budeme vychéazet z identity

f(x) = / F(a)6(x — o) e, (20)

kde f(x) je aproximovand funkce a d(x) je Diracova o-funkce, tj.

i@ ={ % 120



s vlastnosti

/Rdé(x)datzl,

kde d je dimenze prostoru. Diracovu funkci si Ize v jedné dimenzi predstavit jako limitu
posloupnosti funkci

fr =

Vyjadreni pomoci integralu (20) je presné, pokud je funkce f(x) definovand a spojita
na oblasti €.

Diracovu funkeci nahradime jadrovou vyhlazovaci funkei W(z — 2/, h) a dostaneme
aproximaci funkce f(x) ve tvaru

< f(z) >= /Qf(:c’)W(:c — ' h)da, (21)

kde h je vyhlazovaci délka. Ta definuje oblast €2,, kde je hodnota funkce W(x — ', h)
nenulovd, takze pouze hodnoty funkce f(x) z této oblasti maji vliv na aproximaci

< f(z) > v bodu =.
Pro aproximaci prvni derivace funkce f(x) plati

<Vf(x)>= /Q V()| W(x — 2, h)da’. (22)
Uzijeme identitu
V(@) W(z =2, h) = Vo [f(@)W(z — 2, h)] = f(2') VoW (z —2', h), (23)

kde V. je operator divergence vzhledem k proménné 2/, tj.

) o \"
< Vy >= (6_1:’1""’8_%) )

Po dosazeni do (22) a uzitim Gaussovy-Ostrogradského véty na prvni ¢len dostaneme

< Vf(z) >= f@"W(x — 2 h)ndS — / [ VW (x —2' h)da, (24)
0% Q

kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly oblasti €2,.
Protoze na hranici 99, je W (z — 2/, h) = 0, dostdvame pro aproximaci derivace

<Vf(x)>=— i f(&\VW (z —2', h)da’. (25)



Jadrova vyhlazovaci funkce mé obvykle nasledujici vlastnosti:
1. je normalizovand, [, W (x —a', h)da’ =1,
2. konverguje k d-funkci, tj. limy_,o W(x — 2/, h) = §(z — 2’),

3. ma kompaktni nosi¢, tj. W(x — ', h) = 0 pro |z — 2/| > kh, kde k je métitko, které
zévisi na W a na x (urcuje oblast Q, = {2’ : |z — 2’| < kh}),

4. je pozitivni, W (z — ', h) > 0 pro Va' € ,

5. je monotonni, W(x — 2, h) je klesajici vzhledem k |z — 2’| - s rostouci hodnotou
|z — 2’| klesd W (|x — 2'|, h),

6. je symetrickd, W(zy, h) = W (za, h) pro |z1| = |22,

7. je dostatecné hladka.

3.1.2. Kubicky splajn

Za vyhlazovaci funkci 1ze pouzit libovolnou funkci, kterd spliuje uvedené podminky.
Na jeji volbé ale zavisi presnost feseni.
Pii vypoctech jsme pouzili kubicky splajn. Dalsi je mozné nalézt napt. v [1].

0.8

Obréazek 1: Kubicky splajn s prvni derivaci. Kubicky splajn je vykresleny plnou ¢arou,
derivace ¢arkované. k = 2
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Od vzniku SPH je vyhlazovaci funkce ve tvaru kubické kiivky nejuzivanéjsi. Pro tlohy
v jedné dimenzi se pouziva ve tvaru

(

1 2 3
G < 1
?¥ R4+ SR, 0<|Rl <1,
W(x—a',h) = W(Rh) =4 72— R 1< |R| <2, (26)
0, |R| > 2
\

kde R je relativni vzdélenost

|z — 2|
h

Parametr x urcujici oblast €2, je roven dvéma.

R:

3.1.3. Vyhlazovaci délka

Ve vyhlazovaci funkci W (z — 2/, h) hraje velkou roli vyhlazovaci délka h. Pti volbé prilis
malé délky h nemame v oblasti vlivu dostatecny pocet ¢astic, které na ¢astici pusobi,
¢imz se snizuje presnost vypoctu. Pti volbé prilis velké délky h naopak pocitame s velkym
mnozstvim ¢astic a vyhlazovaci funkce smaze detaily. Podle [1] by se mél pocet ¢éstic v
h-okoli pohybovat okolo 5, 21, resp. 57 pro ulohu v R', R?, resp. R3. V tlohéch proudén{
tekutin, jimz se budeme vénovat, se setkdme se stlacovanim nebo rozpinanim tekutiny
vlivem okolnich sil. Pfi tom se ale méni pocet ¢astic v h-okoli. Aby byl pocet ¢éastic v h-
okoli v case priblizné konstantni, je potfeba ménit vyhlazovaci délku h. To lze provadét
ruznymi zpusoby. V SPH se uziva

dv 1 hdp

— 2
dt Np dt’ (28)

kde N je dimenze prostoru. Pii proménné vyhlazovaci délce muze nastat problém, kdy
vyhlazovaci délka h; castice ¢ bude mensi nez vyhlazovaci délka h; ¢astice j a po vyhlazeni
bude ¢astice ¢ pusobit na ¢éastici j, ale ne obracené, coz je v rozporu s tretim Newtonovym
zakonem. Tomu predejdeme, jestlize zavedeme symetrickou vyhlazovaci délku, naptiklad
pomoci aritmetického priumeéru vyhlazovacich délek, tj. h;; = (h; + h;)/2, nebo maxima
hij = max {h;, h;}.

3.2. Casticova aproximace

Pokud oblast reprezentujeme koneénym poctem ¢éstic, nahradime integral v rovnici (21)
sumou a infinitezimalni objem dz’ koneénym objemem AV; = m;/p;, kde m; je hmot-
nost a p; je hustota ¢astice j.Kdyz oznac¢ime W;; = W(x; — z;, h), dostavame jadrovou
aproximaci funkce
N;
J
77 2 T 29)

11



kde sumace probihd pres vSechny ¢astice v oblasti €2, jejich pocet je N;. Pro derivaci
funkce dostaneme

N;
< Vf(z Z—J )V Wi, (30)
o P
Pro aproximaci hustoty podle (29), tj. kdyz f = p, dostaneme
N;
pi = Z p_p]VVZ] ij ij- (31)
j=1

Tedy misto < p(z;) > piSeme p; a rovnéz misto p(x;) piseme p;. Pro aproximaci rych-
losti rychlosti a energie uvedeme jen vysledné vztahy. Podrobnosti lze najit v [1]. Pro
aproximaci rychlosti dostaneme

Dv; Di oWi;
=3 (G g om) &
A 7 g

kde IL;; je umela viskozita popsana v kapitole 3.4.1.
Pro aproxiamci energie mame

D@Z . i 0VVZ]
— Z ( pj)mj . (33)

Pro kubicky splajn a ulohu v jedné dimenzi pritom je

oW 1 s,
81'] = w2 —-sign(x; — x;)W'(R). (34)

3.3. Integrace v case

Pro integraci v ¢ase pouzijeme tzv. leapfrog metodu. Tato metoda vyhodnocuje polohu z;
a zrychleni a; Castice v Case t;, ale rychlost ¢astice v;;1/2 vyhodnocuje v case t; + 1/2At,
takze rychlost ”preskakuje”polohu a zrychleni, odtud zfejmé vznikl ndzev metody. Délka
kroku je At. Pti feseni diferencidlnich rovnic

o(t) = alt) (35)

z(t) = v(t) (36)

s poc¢atecnimi podminkami z(0) = o, v(0) = vy vypocitame rychlost v poloviénim kroku
1

U1/2 =1y + §a(t1)At (37)

a dale postupujeme podle algoritmu
Ty = Ty + v 2AL
Vigy1/2 = Vi—1/2 + a(t;) At (38)
az do pozadovaného casu t.

Leapfrog metoda je explicitni metoda druhého fadu.
Touto metodou fesime rovnice (32) a (33).

12



3.4. Veliciny SPH

Pro feseni problému hydrodynamiky nékdy dochéazi k oscilacim numerického feseni. Byly
proto vyvinuto nékolik nefyzikalnich veli¢in, které tomuto maji zabranit. Jsou to naptiklad
umeélé teplo a uméla stlacitelnost. V modelové tloze budeme pouzivat jen umeélou visko-
zitu.

3.4.1. Umeéla viskozita

Umeéléd viskozita nahrazuje fyzikalni velicinu disipace energie, pfeménu kinetické ener-
gie na teplo. V minulosti se uméla viskozita vyvinula pro jiné numerické metody. Pouziva
se ke stejnym ucelum naptiklad i pfi feSeni problému metodou konecnych objemu nebo me-
todou konecnych prvkiu. V téchto metodach se pouzivaji dva typy umeélé viskozity. Robert
D. Richtmyer a John von Neumann vyvinuli tvar, ve kterém se vyskytuje pouze prvni moc-
nina gradientu rychlosti, druhy typ obsahuje druhou mocninu. V SPH se bézné pouziva
umeéla viskozita, kterou vyvinuli Monaghan a Gingold. Ta nejenze nahrazuje disipaci ener-
gie, ale soucasné zabranuje vzajemnému pronikani ¢astic. M4 tvar

—amCi; Py + 5Hq’?j
Vi < 0
I, = 7 3% (39)
0 Vij iy Z 0

kde ag a O jsou konstanty, jejichz hodnota se vétsinou pohybuje kolem 1 a

o - Dt Ty
Y |zl + 2
_ 1 _ 1 1
Gij =5 (cte), pg=gpite), hij=ghith)

Vij = Vi — V5, Tjj = Ti — Xy,

kde ¢ je rychlost zvuku. Ta neni konstantni, zavisi na prostiedi. Jeji hodnotu spoc¢itame
podle vztahu

c= |2 (40)

Cislo ¢ = 0,1h;; bréani déleni nulou pii stfetu dvou castic.

4. Postup reSeni

Vstupnimi informacemi pro feseni ulohy jsou délka trubice, poloha pfepazky, hustota,
rychlost a tlak plynu na obou stranach pfepazky razové trubice a pocet ¢astic v ni.
Ulohu fesfme v jedné dimenzi. Piepazku umistime do z = 0. Spoéitdme, kolik &4stic
ma byt v oddélenych ¢astech trubice. VSechny ¢astice maji stejnou hmotnost a soucet je-
jich hmotnosti dava celkovou hmotnost plynu. Pocet ¢astic rozdélime v poméru k hustoté
na dvé ¢asti. Céstice pak rovnomérné rozmistime v dané ¢asti razové trubice. Kazdé édstici
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podle jejtho umisténi (nalevo nebo napravo od prepazky) pridélime vstupni parametry -
rychlost, hustotu, tlak a vnitini energii, kterou jsme spocitali z rovnice (31).

V prvnim kroku ¢asové integrace spocitame pro kazdou ¢astici hodnotu vnitini energie
a rychlosti podle prvniho kroku metody leapfrog. Pro kazdy dalsi krok udélame nasledujici:

1. Pro kazdou ¢éstici najdeme vSechny castice, které jsou od ni vzdalené nejvyse xh,
pro kazdou dvojici takovych c¢éstic spocitame hodnotu vyhlazovaci funkce a jeji
derivace.

2. Sumacni metodou podle (31) spocitdame hustotu Pi—1/2a¢ V Case t — %At.

3. Spocitame rychlost v, a energii e; v ¢ase t podle vzorcu

1, Dv

o= st AR )
1, De

= o T oA 42)

4. Vyhodnotfme 2

Dt
VUt & €.

podle rovnice (32) a g—? podle (33) v ¢ase t pomoci pi_1/2a¢,
t

t

5. Metodou leapfrog vypocitame rychlost v;11/2as, €nergii e;y1/2a; @ novou polohu x;, A

6. Posuneme se v ¢ase, t =t + At.

Pozn. Céstice ani jeji parametry nejsou podrobeny zadnym okrajovym podminkam.

5. Piiklady

V této kapitole spocitdme nékolik ptrikladiu pomoci programu ve Fortranu zverejnéného
v [1]. Vypocet byl realizovan v prostiedi Microsoft Visual Studio 2008 a Intel(R) Visual
Fortran Compiler Professional Edition 11.1 for Windows. Program pocita podle vyse uve-
deného postupu prubéh tlaku, hustoty, vnitini energie a rychlosti ¢astic po délce razové
trubice. Zobrazeni vysledku bylo realizovano ve vyvojovém a programovacim prostiedi
Matlab R2008b. Ptesné teseni tlohy je spocitané programem z [2], program je pouzity
se souhlasem autora. Piesné teseni je vykreslené modrou souvislou ¢arou, ¢ervené body
jsou feseni metodou SPH. V grafech muzeme vidét bud rézovou vinu nebo vlnu ziedéni.
Kontaktni nespojitost muzeme pozorovat pouze v prubéhu hustoty a vnitini energie.
Vzhledem k tomu, Ze jsme nespecifikovali zadné okrajové podminky, feseni v blizkosti
okraju trubice je deformované. V obrazcich 2 az 13 jsou zobrazeny useky grafu, které jsou
okrajum tak vzdalené, ze nedoslo k ovlivnéni vysledk.
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5.1. Priklad 1

V prvnim pifkladu je rdzové trubice dlouhd i=8,4m. Casovy krok je At=0,00005s, vysledky
dostaneme pro cas t=0,05s. Grafy jsou vykreslené pro ¢ast trubice od -0,4 do 0,8. Prepazka
umisténa v x=2,4m oddéluje prostor na dvé c¢asti, jejich pocatecni parametry jsou v ta-
bulce.

tlak hustota rychlost
x <0 450 6,0 20
x>0 45 6,0 -6

Vidime, ze vlevo i vpravo vznikla razova vlna. Vlevo ji muzeme pozorovat mezi x=0 a
x=0,1, vpravo kolem x=0,6. Mezi x=0,4 a x=0,5 je kontaktni nespojitost.

Eulerova rovnice, rychlost, cas = 0.05

20 - .
151 - b

> 10F S Al 1

2 v

o

ey

o

> 5 1

O - -

-5 '. 4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

souradnice x

Obréazek 2: Priklad 1. Rychlost v t=0.05s

15



2500

2000

1500

tlak p

1000

vnitrni energie u

Eulerova rovnice, tlak, cas = 0.05

500

-0.4 -0.2 0

Obrazek 3: Priklad 1. Tlak pro t=0.05s

Eulerova rovnice, vnitrni energie, cas = 0.05

i
0.2
souradnice x

0.4

0.6

0.8

450

400

350

300

250

200

150

100

-0.4 -0.2 0

i
0.2
souradnice x

0.4

0.6

Obrazek 4: Priklad 1. Vnitini energie v t=0.05s
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hustota d

Eulerova rovnice, hustota, cas = 0.05
35 T T T T

25| : : 1

15} 3 . .

10t ] : E

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
souradnice X

Obrazek 5: Piiklad 1. Prubéh hustoty v t=0.05s
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5.2. Priklad 2

Délka trubice je I=4m, piepazka je uprostied. Casovy krok je At=0,0005s. Vypocet
probiha do t=0,05s.

tlak hustota rychlost
x <0 20,0 1,0 -5,0
x>0 20,0 1,0 6,0

Tlak a hustota jsou na obou stranach prepazky stejné, ale pocatecni rychlost je ruzna
a nenulova. V tomto piipadé vznikla na obou stranach vlna ziredéni.

Eulerova rovnice, rychlost, cas = 0.05

20 : 4

15 : 1

10 : 1

rychlost v

-1 -0.5 0 0.5 1
souradnice x

Obrazek 6: Priklad 2. Rychlost v t=0.05s
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Eulerova rovnice, tlak, cas = 0.05

-1 -0.5 0 0.5
souradnice x

Obrazek 7: Priklad 2. Tlak pro t=0.05s

Eulerova rovnice, vnitrni energie, cas = 0.05

vnitrni energie u

25F

20

-1 -0.5 0 0.5
souradnice x

Obrazek 8: Priklad 2. Vnitini energie v t=0.05s
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Eulerova rovnice, hustota, cas = 0.05

hustota d

0.1f

ok i i
-1 -0.5 0 0.5 1
souradnice X

Obrazek 9: Priklad 2. Prubéh hustoty v t=0.05s
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5.3. Priklad 3

Ve tretim piikladu méme réazovou trubici dlouhou [=2m, piepazka je umisténa opét
uprostied. Vysledek vykreslime v ¢ase t=0,25s po 250 krocich. V této tloze vznikla vina
ziedéni na levé strané razové trubice a rdzova vina na pravé strané.

tlak hustota rychlost
x <0 1,0 1,0 0,0
x>0 0,1 0,125 0,0

Eulerova rovnice, rychlost, cas = 0.25

0.5F /7 1
0 “

rychlost v
I
AN
1

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
souradnice x

Obrazek 10: Priklad 3. Rychlost v t=0.25s
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tlak p

vnitrni energie u

Eulerova rovnice, tlak, cas = 0.25

0.2

4.

-04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
souradnice x
Obrazek 11: Priklad 3. Tlak pro t=0.25s
Eulerova rovnice, vnitrni energie, cas = 0.25
3t . 1
L =]

1.5F b
1 L .
-04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

souradnice x

Obrazek 12: Priklad 3. Vnitini energie v t=0.25s
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Eulerova rovnice, hustota, cas = 0.25

hustota d

-0.4 -0.2 0 0.2
souradnice X

Obrazek 13: Piiklad 3. Prubéh hustoty v t=0.25s
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6. Zaveér

V préci je popsand metoda SPH. Tato metoda ma Siroké moznosti pouziti, lze ji pouzit
napiiklad v astrofyzice nebo v balistice. Nejcastéji se ale pouziva pro modelovani proudéni
tekutin. Hlavni vyhodou je to, Ze je bezsitovd, tedy Ze nemusime generovat sit, pouze
rozmistime ¢astice do modelované oblasti, vyhneme se tim velké deformaci sité.

Modelovanou latku reprezentuji ¢astice. Pii feSeni 1lohy nejdfive uréime jejich hmot-
nost - soucet hmotnosti vsech ¢astic musi dat celkovou hmotnost tekutiny v modelované
oblasti. Kazdé ¢astice nese informaci o hustoté, tlaku, rychlosti a vnitin{ energii v daném
misté. Pro vypocet dané veliciny se vyuziva jadrova vyhlazovaci funkce a hodnoty velic¢iny
v sousednich ¢ésticich.

Jako priklad pouziti je v praci namodelovan prubéh fyzikalnich veli¢in v razové tru-
bici. To je trubice s prepazkou, ktera je naplnéna plynem o ruznych parametrech v jejich
oddélenych castech. Proudéni v razové trubici je popsdno rovnici kontinuity, pohybo-
vou rovnici a rovnici energie. Z téchto rovnic pocitame vnitini energii a rychlost pomoci
¢asticové aproximace a integracni metody leapfrog. Hustotu poc¢itame tzv. sumacni me-
todou.

Prubéh hustoty, vnitini energie, tlaku a rychlosti a jejich presnd reSeni jsou vykreslené
do grafu, abychom mohli porovnat kvalitu vysledku. Zjistili jsme, ze metoda SPH déava
veelku uspokojivé vysledky, srovnatelné s presnym fesenim.

24



Literatura

1]

2]

Liu, G. R. - Liu, M. B.: Smoothed particle hydrodynamic a meshfree particle method, World
Scientific Publishing, Singapore (2003).

Toro, E. F.: Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics, Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, Berlin(1999).

Li, S. - Liu, W. K.: Meshfree particle methods, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1st edi-
tion, Berlin (2004).

Oran, E. S., Boris, J. P.: Numerical Simulation of reactive Flow, Cambridge University
press, 2nd edition, Cambridge (2001).

Sob, F.: Hydromechanika, Akademické nakladatelstvi CERM, Brno (2008).

Lukédcova, M.: Computational Fluid Dynamics, Akademické nakladatelstvi CERM, Brno
(2003).

Liu, G. R.: Mesh Free Methods: Moving beyond the Finite Element Method, CRC Press,
Boca Raton (2003).

25



Seznam pouzitych zkratek a symboli

€ 0 LonoDa >

S T3 3D TR SR

VS
.

o,

N

8

(2,y,2)
(Uzavyavz)

(E},P&,P;)

soufadnice bodu

vektor rychlosti

tlak

objem

plocha

dimenze prostoru

délka trubice

hustota

hmotnost

tenzor napéti

cas

jednotkovy vektor vnéjsi normély
objemov3 sila

mérnd vnitini energie
celkova vnitini energie
vyhlazovaci délka

meéfitko vyhlazovaci funkce
oblast v prostoru

oblast, kde lez{ vSechna z’ vzdalené od x nejvyse xh
Poissonova konstanta
rychlost zvuku

konstanta
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