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Abstrakt

Práce pojednává o bezśıt’ové metodě Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). V práci
jsou odvozené základńı rovnice pro řešeńı úloh prouděńı - rovnice kontinuity, pohybová
rovnice a rovnice energie. V textu jsou uvedeny základńı principy metody, volba vyhlazo-
vaćı funkce, prostorová diskretizace a vhodná metoda pro časovou integraci. Jako př́ıklad
použit́ı je v práci namodelovaná úloha - rázová trubice. Na této úloze v jedné dimenzi
můžeme porovnat řešeńı metodou SPH s přesným řešeńım.

Kĺıčová slova: Smoothed particle hydrodynamics, jádrová aproximace, vyhlazovaćı
funkce, rázová trubice, metoda leapfrog, umělá viskozita

Abstract

The thesis focuses on the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) meshfree method.
In the thesis, basic equations needed for solving fluid flow problems are derived - continuity
equation, momentum equation and energy equation. The text presents the basic principles
of the method, selection of a smoothing function, spacial discretization and a suitable time
integration method. As an example of usage, the thesis models the shock tube problem.
On this problem, we can compare the solution using the SPH method with the accurate
solution.

Keywords: Smoothed particle hydrodynamics, kernel approximation, smoothing function,
shock tube, leapfrog method, artificial viscosity
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1. Úvod

Široce už́ıvané śıt’ové metody mohou mı́t při řešeńı některých úloh jisté problémy a ome-
zeńı. Nejdř́ıve muśıme vygenerovat śıt’, což často bývá nejnáročněǰśı část celého řešeńı
vzhledem k času a počtu operaćı. Při eulerovském př́ıstupu, kdy je śıt’ spojena s prostorem
(např́ıklad řešeńı metodou konečných diferenćı), může být obt́ıžné sestrojit pravidelnou
śıt’ pro nepravidelné těleso nebo stanovit přesnou polohu nehomogenit nebo zdeformované
hranice vně śıtě. Při lagrangeovském př́ıstupu, kdy je śıt’ spojena s tělesem (např́ıklad
řešeńı metodou konečných prvk̊u), je zase největš́ım problémem řešeńı úloh, kdy docháźı
k velkým deformaćım. Tato omezeńı zvlášt’ vynikaj́ı, když chceme řešit úlohy hydrody-
namiky nebo modelovat exploze, kde se vyskytuj́ı jak nehomogenity materiálu, tak velké
deformace nebo odtržeńı části materiálu. Pro takovéto úlohy nejsou śıt’ové metody vhodné
a je výhodněǰśı použ́ıt některou z metod bezśıt’ových.

Bezśıt’ové metody byly vyvinuty právě pro řešeńı úloh, kde je použit́ı śıt’ových metod
obt́ıžné. Je to třeba analýza velkých deformaćı pevných těles, kmitáńı tenkých vrstev,
simulace exploźı a daľśı.

Při řešeńı úloh je také možné kombinovat r̊uzné bezśıt’ové metody nebo některou
bezśıt’ovou metodu se śıt’ovou.

Bezśıt’ové metody se vyv́ıjej́ı přibližně od 70. let minulého stolet́ı a jednou z prvńıch
byla právě metoda SPH (Smoothed particle hydrodynamics), kterou se budu ve své ba-
kalářské práci zabývat.

2. Shock tube problem - Modelová úloha

Rázová trubice (shock tube) je uzavřená dlouhá trubice naplněná plynem a rozdělená
přepážkou. V obou oddělených částech je plyn v ustáleném stavu, ale s r̊uznou hustotou
a tlakem. Po odstraněńı přepážky sledujeme postup rázové vlny, poč́ıtáme pr̊uběh změny
hustoty, tlaku, vnitřńı energie a rychlosti v trubici.

Pro řešeńı úlohy použijeme základńı principy zachováńı, a to zákon zachováńı hmot-
nosti, zákon zachováńı energie a zákon zachováńı hybnosti.

2.1. Formulace Navier-Stokesových rovnic

V následuj́ıćıch výpočtech budeme použ́ıvat tzv. materiálovou derivaci

Da

Dt
=

∂a

∂t
+

∂a

∂x
vx +

∂a

∂y
vy +

∂a

∂z
vz. (1)

Uvažujme neustálené prouděńı obecně stlačitelné kapaliny a v něm kontrolńı objem V
o povrchu S. V lagrangeovském popisu se objem pohybuje s kapalinou. Hmotnost tohoto
objemu je konstantńı, ale při prouděńı se může měnit objem a povrch. Celková změna
objemu je

∆V =

∫

S

v∆t · n dS, (2)
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kde n je vektor vněǰśı normály plochy S. Po úpravě a použit́ı Gauss-Ostrogradského věty 1

máme

∆V

∆t
=

∫

V

(∇ · v) dV (3)

a pro infinitezimálńı objem δV máme rovnici

∆(δV )

∆t
= (∇ · v)

∫

V

d(δV ) = (∇ · v)(δV ). (4)

Pro derivaci dostáváme

D(δV )

Dt
= (∇ · v)δV (5)

a odtud

(∇ · v) =
1

δV

D(δV )

Dt
. (6)

2.1.1. Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity vycháźı ze zákona zachováńı hmotnosti, tzn. že pro kontrolńı objem
o hmotnosti δm = ρδV plat́ı

D(δm)

Dt
=

D(ρδV )

Dt
= δV

Dρ

Dt
+ ρ

D(δV )

Dt
= 0 (7)

a po dosazeńı (5) do (7) dostaneme

Dρ

Dt
= −ρ(∇ · v). (8)

2.1.2. Zákon zachováńı hybnosti

Nyńı vyjádř́ıme výslednici sil na objem δV . Působ́ı zde śıla od tlaku p a objemová śıla
vztažená na jednotku hmotnosti F = (Fx, Fy, Fz). Když budeme uvažovat obecně viskózńı
kapalinu, budou zde vystupovat nav́ıc třećı śıly od viskozity τij dS, kde τij je složka tenzoru
napět́ı, která p̊usob́ı ve směru j na rovinu kolmou k ose i. Pro osu x máme výslednici sil

[p− (p+
∂p

∂x
dx)] dy dz

+[(τxx +
∂τxx
∂x

dx)− τxx] dy dz

+[(τyx +
∂τyx
∂y

dy)− τyx] dx dz

+[(τzx +
∂τzx
∂z

dz)− τzx] dx dy

+Fxρ dx dy dz.

(9)

1Gauss-Ostrogradského věta: Tok vektoru A uzavřenou plochou S je roven integrálu z divergence
vektoru A,

∫

S
n · AdS =

∫

V
∇ · AdV , kde S je hranice kompaktńı množiny V , která je orientována

vektorem vněǰśı normály n.
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Pak můžeme druhý Newton̊uv zákon napsat jako

m
∂vx
∂t

=
∂vx
∂t

ρ dx dy dz =

−
∂p

∂x
dx dy dz

+
∂τxx
∂x

dx dy dz +
∂τyx
∂y

dx dy dz +
∂τzx
∂z

dx dy dz

+Fxρ dx dy dz,

(10)

kde m∂vx
∂t

je setrvačná śıla p̊usob́ıćı v ose x. Po vyděleńı objemem δV = dx dy dz
dostáváme

ρ
∂vx
∂t

= −
∂p

∂x
+

∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ ρFx (11)

a podobně pro osy y a z

ρ
∂vy
∂t

= −
∂p

∂y
+

∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τzy
∂z

+ ρFy (12)

ρ
∂vz
∂t

= −
∂p

∂z
+

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂τzz
∂z

+ ρFz. (13)

2.1.3. Rovnice energie

Definice celkové vnitřńı energie e je

e = ρ(u+
1

2
|v|2), (14)

kde u je měrná vnitřńı energie, v je rychlost částic a |v| =
(

v2x + v2y + v2z
)1/2

. Rov-
nice energie vycháźı z prvńıho zákona termodynamiky, odvod́ı se obdobným zp̊usobem
jako předchoźı rovnice. Obdrž́ıme

ρ
De

Dt
= −p

(

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)

+τxx
∂vx
∂x

+ τyx
∂vx
∂y

+ τzx
∂vx
∂z

+τxy
∂vy
∂x

+ τyy
∂vy
∂y

+ τzy
∂vy
∂z

+τxz
∂vz
∂x

+ τyz
∂vz
∂y

+ τzz
∂vz
∂z

.

(15)
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2.2. Tvar Navier-Stokesových rovnic

Pro naši modelovou úlohu přeṕı̌seme rovnice pro prouděńı neviskózńı kapaliny v jedné
dimenzi. Potom máme rovnici kontinuity ve tvaru

Dρ

Dt
= −ρ

∂v

∂x
, (16)

pohybovou rovnici ve tvaru

Dv

Dt
= −

1

ρ

∂p

∂x
(17)

a rovnici energie ve tvaru

De

Dt
= −

p

ρ

∂v

∂x
. (18)

Abychom mohli úlohu řešit, potřebujeme ještě stavovou rovnici

p = (γ − 1)ρe, (19)

kde γ je Poissonova konstana. Pro vzduch je γ = 1,4.

3. Smoothed Particle Hydrodynamic

Při řešeńı metodou SPH potřebujeme diskretizovat oblast, kde jsou tyto rovnice defi-
nované. Oblast budeme reprezentovat soustavou částic, které nejsou spojeny śıt́ı. Dále
potřebujeme metodu pro integrálńı reprezentaci, která aproximuje hodnoty funkćı a je-
jich derivaćı v nějakém bodě. Protože oblast reprezentuj́ı diskrétńı částice, použijeme
jádrovou aproximaci (kernel aproximation) a integrál nahrad́ıme sumou přes všechny
částice v jistém h-okoĺı. Aproximaci použijeme na parciálńı diferenciálńı rovnice(16), (17),
(18) a dostaneme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (SODR) závislých na čase.
Prostorovou aproximaci provád́ıme opakovaně v každém časovém kroku.

3.1. Integrálńı aproximace

3.1.1. Odvozeńı a vlastnosti vyhlazovaćı funkce

Při integrálńı reprezentaci budeme vycházet z identity

f(x) =

∫

Ω

f(x′)δ(x− x′) dx′, (20)

kde f(x) je aproximovaná funkce a δ(x) je Diracova δ-funkce, tj.

δ(x) =

{

∞, x = 0
0, x 6= 0
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s vlastnost́ı

∫

Rd

δ(x) dx = 1,

kde d je dimenze prostoru. Diracovu funkci si lze v jedné dimenzi představit jako limitu
posloupnost́ı funkćı

fk =



















1

2
k, |x| ≤

1

k

0, |x| >
1

k

Vyjádřeńı pomoćı integrálu (20) je přesné, pokud je funkce f(x) definovaná a spojitá
na oblasti Ω.

Diracovu funkci nahrad́ıme jádrovou vyhlazovaćı funkćı W (x − x′, h) a dostaneme
aproximaci funkce f(x) ve tvaru

< f(x) >=

∫

Ω

f(x′)W (x− x′, h) dx′, (21)

kde h je vyhlazovaćı délka. Ta definuje oblast Ωx, kde je hodnota funkce W (x − x′, h)
nenulová, takže pouze hodnoty funkce f(x) z této oblasti maj́ı vliv na aproximaci
< f(x) > v bodu x.

Pro aproximaci prvńı derivace funkce f(x) plat́ı

< ∇f(x) >=

∫

Ωx

[∇f(x′)]W (x− x′, h) dx′. (22)

Užijeme identitu

[∇f(x′)]W (x− x′, h) = ∇x′ [f(x′)W (x− x′, h)]− f(x′)∇x′W (x− x′, h), (23)

kde ∇x′ je operátor divergence vzhledem k proměnné x′, tj.

< ∇x′ >=

(

∂

∂x′

1

, . . . ,
∂

∂x′

d

)T

.

Po dosazeńı do (22) a užit́ım Gaussovy-Ostrogradského věty na prvńı člen dostaneme

< ∇f(x) >=

∫

∂Ωx

f(x′)W (x− x′, h)n dS −

∫

Ωx

f(x′)∇x′W (x− x′, h) dx′, (24)

kde n je jednotkový vektor vněǰśı normály oblasti Ωx.
Protože na hranici ∂Ωx je W (x− x′, h) = 0, dostáváme pro aproximaci derivace

< ∇f(x) >= −

∫

Ωx

f(x′)∇W (x− x′, h) dx′. (25)

9



Jádrová vyhlazovaćı funkce má obvykle následuj́ıćı vlastnosti:

1. je normalizovaná,
∫

Ω
W (x− x′, h) dx′ = 1,

2. konverguje k δ-funkci, tj. limh→0W (x− x′, h) = δ(x− x′),

3. má kompaktńı nosič, tj. W (x− x′, h) = 0 pro |x− x′| ≥ κh, kde κ je měř́ıtko, které
záviśı na W a na x ( určuje oblast Ωx = {x′ : |x− x′| ≤ κh}),

4. je pozitivńı, W (x− x′, h) ≥ 0 pro ∀x′ ∈ Ωx,

5. je monotonńı, W (x − x′, h) je klesaj́ıćı vzhledem k |x− x′| - s rostoućı hodnotou
|x− x′| klesá W (|x− x′| , h),

6. je symetrická, W (z1, h) = W (z2, h) pro |z1| = |z2|,

7. je dostatečně hladká.

3.1.2. Kubický splajn

Za vyhlazovaćı funkci lze použ́ıt libovolnou funkci, která splňuje uvedené podmı́nky.
Na jej́ı volbě ale záviśı přesnost řešeńı.
Při výpočtech jsme použili kubický splajn. Daľśı je možné nalézt např. v [1].

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Obrázek 1: Kubický splajn s prvńı derivaćı. Kubický splajn je vykreslený plnou čarou,
derivace čárkovaně. κ = 2
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Od vzniku SPH je vyhlazovaćı funkce ve tvaru kubické křivky nejuž́ıvaněǰśı. Pro úlohy
v jedné dimenzi se použ́ıvá ve tvaru

W (x− x′, h) = Ŵ (R, h) =



























1

h
(
2

3
−R2 +

1

2
R3), 0 ≤ |R| < 1,

1

6

1

h
(2−R)3, 1 ≤ |R| < 2,

0, |R| ≥ 2

(26)

kde R je relativńı vzdálenost

R =
|x− x′|

h
(27)

Parametr κ určuj́ıćı oblast Ωx je roven dvěma.

3.1.3. Vyhlazovaćı délka

Ve vyhlazovaćı funkci W (x− x′, h) hraje velkou roli vyhlazovaćı délka h. Při volbě př́ılǐs
malé délky h nemáme v oblasti vlivu dostatečný počet částic, které na částici p̊usob́ı,
č́ımž se snižuje přesnost výpočtu. Při volbě př́ılǐs velké délky h naopak poč́ıtáme s velkým
množstv́ım částic a vyhlazovaćı funkce smaže detaily. Podle [1] by se měl počet částic v
h-okoĺı pohybovat okolo 5, 21, resp. 57 pro úlohu v R1, R2, resp. R3. V úlohách prouděńı
tekutin, jimž se budeme věnovat, se setkáme se stlačováńım nebo rozṕınáńım tekutiny
vlivem okolńıch sil. Při tom se ale měńı počet částic v h-okoĺı. Aby byl počet částic v h-
okoĺı v čase přibližně konstantńı, je potřeba měnit vyhlazovaćı délku h. To lze provádět
r̊uznými zp̊usoby. V SPH se už́ıvá

dh

dt
= −

1

N

h

ρ

dρ

dt
, (28)

kde N je dimenze prostoru. Při proměnné vyhlazovaćı délce může nastat problém, kdy
vyhlazovaćı délka hi částice i bude menš́ı než vyhlazovaćı délka hj částice j a po vyhlazeńı
bude částice i p̊usobit na částici j, ale ne obráceně, což je v rozporu s třet́ım Newtonovým
zákonem. Tomu předejdeme, jestliže zavedeme symetrickou vyhlazovaćı délku, např́ıklad
pomoćı aritmetického pr̊uměru vyhlazovaćıch délek, tj. hij = (hi + hj)/2, nebo maxima
hij = max {hi, hj}.

3.2. Částicová aproximace

Pokud oblast reprezentujeme konečným počtem částic, nahrad́ıme integrál v rovnici (21)
sumou a infinitezimálńı objem dx′ konečným objemem ∆Vj = mj/ρj, kde mj je hmot-
nost a ρj je hustota částice j.Když označ́ıme Wij = W (xi − xj, h), dostáváme jádrovou
aproximaci funkce

< f(xi) >=

Ni
∑

j=1

mj

ρj
f(xj)Wij, (29)

11



kde sumace prob́ıhá přes všechny částice v oblasti Ωx, jejich počet je Ni. Pro derivaci
funkce dostaneme

< ∇f(xi) >= −

Ni
∑

j=1

mj

ρj
f(xj)∇x′Wij . (30)

Pro aproximaci hustoty podle (29), tj. když f = ρ, dostaneme

ρi =

Ni
∑

j=1

mj

ρj
ρjWij =

Ni
∑

j=1

mjWij. (31)

Tedy mı́sto < ρ(xi) > ṕı̌seme ρi a rovněž mı́sto ρ(xj) ṕı̌seme ρj. Pro aproximaci rych-
losti rychlosti a energie uvedeme jen výsledné vztahy. Podrobnosti lze naj́ıt v [1]. Pro
aproximaci rychlosti dostaneme

Dvi
Dt

= −

Ni
∑

j=1

mj

(

pi
ρ2i

+
pj
ρ2j

+Πij

)

∂Wij

∂xi

, (32)

kde Πij je umělá viskozita popsaná v kapitole 3.4.1.
Pro aproxiamci energie máme

Dei
Dt

=
1

2

Ni
∑

j=1

mj

(

pi
ρ2i

+
pj
ρ2j

)

vij
∂Wij

∂xi

. (33)

Pro kubický splajn a úlohu v jedné dimenzi přitom je

∂Wij

∂xi

=
1

h2
ij

sign(xi − xj)Ŵ
′(R). (34)

3.3. Integrace v čase

Pro integraci v čase použijeme tzv. leapfrog metodu. Tato metoda vyhodnocuje polohu xi

a zrychleńı ai částice v čase ti, ale rychlost částice vi+1/2 vyhodnocuje v čase ti + 1/2∆t,
takže rychlost ”přeskakuje”polohu a zrychleńı, odtud zřejmě vznikl název metody. Délka
kroku je ∆t. Při řešeńı diferenciálńıch rovnic

v̇(t) = a(t) (35)

ẋ(t) = v(t) (36)

s počátečńımi podmı́nkami x(0) = x0, v(0) = v0 vypoč́ıtáme rychlost v polovičńım kroku

v1/2 = v0 +
1

2
a(ti)∆t (37)

a dále postupujeme podle algoritmu

xi = xi−1 + vi−1/2∆t

vi+1/2 = vi−1/2 + a(ti)∆t (38)

až do požadovaného času t.
Leapfrog metoda je explicitńı metoda druhého řádu.
Touto metodou řeš́ıme rovnice (32) a (33).
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3.4. Veličiny SPH

Pro řešeńı problémů hydrodynamiky někdy docháźı k oscilaćım numerického řešeńı. Byly
proto vyvinuto několik nefyzikálńıch veličin, které tomuto maj́ı zabránit. Jsou to např́ıklad
umělé teplo a umělá stlačitelnost. V modelové úloze budeme použ́ıvat jen umělou visko-
zitu.

3.4.1. Umělá viskozita

Umělá viskozita nahrazuje fyzikálńı veličinu disipace energie, přeměnu kinetické ener-
gie na teplo. V minulosti se umělá viskozita vyvinula pro jiné numerické metody. Použ́ıvá
se ke stejným účel̊um např́ıklad i při řešeńı problému metodou konečných objemů nebo me-
todou konečných prvk̊u. V těchto metodách se použ́ıvaj́ı dva typy umělé viskozity. Robert
D. Richtmyer a John von Neumann vyvinuli tvar, ve kterém se vyskytuje pouze prvńı moc-
nina gradientu rychlosti, druhý typ obsahuje druhou mocninu. V SPH se běžně použ́ıvá
umělá viskozita, kterou vyvinuli Monaghan a Gingold. Ta nejenže nahrazuje disipaci ener-
gie, ale současně zabraňuje vzájemnému pronikáńı částic. Má tvar

Πij =







−αΠc̄ijΦij + βΠΦ
2
ij

ρ̄ij
vijxij < 0

0 vijxij ≥ 0

(39)

kde αΠ a βΠ jsou konstanty, jejichž hodnota se většinou pohybuje kolem 1 a

Φij =
hijvij · xij

|xij|2 + ϕ2

c̄ij =
1

2
(ci + cj) , ρ̄ij =

1

2
(ρi + ρj) , hij =

1

2
(hi + hj)

vij = vi − vj, xij = xi − xj,

kde c je rychlost zvuku. Ta neńı konstantńı, záviśı na prostřed́ı. Jej́ı hodnotu spoč́ıtáme
podle vztahu

c =

√

p

ρ
. (40)

Č́ıslo ϕ = 0,1hij bráńı děleńı nulou při střetu dvou částic.

4. Postup řešeńı

Vstupńımi informacemi pro řešeńı úlohy jsou délka trubice, poloha přepážky, hustota,
rychlost a tlak plynu na obou stranách přepážky rázové trubice a počet částic v ńı.
Úlohu řeš́ıme v jedné dimenzi. Přepážku umı́st́ıme do x = 0. Spoč́ıtáme, kolik částic
má být v oddělených částech trubice. Všechny částice maj́ı stejnou hmotnost a součet je-
jich hmotnost́ı dává celkovou hmotnost plynu. Počet částic rozděĺıme v poměru k hustotě
na dvě části. Částice pak rovnoměrně rozmı́st́ıme v dané části rázové trubice. Každé částici

13



podle jej́ıho umı́stěńı (nalevo nebo napravo od přepážky) přiděĺıme vstupńı parametry -
rychlost, hustotu, tlak a vnitřńı energii, kterou jsme spoč́ıtali z rovnice (31).

V prvńım kroku časové integrace spoč́ıtáme pro každou částici hodnotu vnitřńı energie
a rychlosti podle prvńıho kroku metody leapfrog. Pro každý daľśı krok uděláme následuj́ıćı:

1. Pro každou částici najdeme všechny částice, které jsou od ńı vzdálené nejvýše κh,
pro každou dvojici takových částic spoč́ıtáme hodnotu vyhlazovaćı funkce a jej́ı
derivace.

2. Sumačńı metodou podle (31) spoč́ıtáme hustotu ρt−1/2∆t v čase t− 1

2
∆t.

3. Spoč́ıtáme rychlost vt a energii et v čase t podle vzorc̊u

vt = vt−1/2∆t +
1

2
∆t

Dv

Dt

∣

∣

∣

t−∆t
(41)

et = et−1/2∆t +
1

2
∆t

De

Dt

∣

∣

∣

t−∆t
. (42)

4. Vyhodnot́ıme Dv
Dt

∣

∣

∣

t
podle rovnice (32) a De

Dt

∣

∣

∣

t
podle (33) v čase t pomoćı ρt−1/2∆t,

vt a et.

5. Metodou leapfrog vypoč́ıtáme rychlost vt+1/2∆t, energii et+1/2∆t a novou polohu xt+∆t

6. Posuneme se v čase, t = t+∆t.

Pozn. Částice ani jej́ı parametry nejsou podrobeny žádným okrajovým podmı́nkám.

5. Př́ıklady

V této kapitole spoč́ıtáme několik př́ıklad̊u pomoćı programu ve Fortranu zveřejněného
v [1]. Výpočet byl realizován v prostřed́ı Microsoft Visual Studio 2008 a Intel(R) Visual
Fortran Compiler Professional Edition 11.1 for Windows. Program poč́ıtá podle výše uve-
deného postupu pr̊uběh tlaku, hustoty, vnitřńı energie a rychlosti částic po délce rázové
trubice. Zobrazeńı výsledk̊u bylo realizováno ve vývojovém a programovaćım prostřed́ı
Matlab R2008b. Přesné řešeńı úlohy je spoč́ıtané programem z [2], program je použitý
se souhlasem autora. Přesné řešeńı je vykreslené modrou souvislou čarou, červené body
jsou řešeńı metodou SPH. V grafech můžeme vidět bud’ rázovou vlnu nebo vlnu zředěńı.
Kontaktńı nespojitost můžeme pozorovat pouze v pr̊uběhu hustoty a vnitřńı energie.
Vzhledem k tomu, že jsme nespecifikovali žádné okrajové podmı́nky, řešeńı v bĺızkosti
okraj̊u trubice je deformované. V obrázćıch 2 až 13 jsou zobrazeny úseky graf̊u, které jsou
okraj̊um tak vzdálené, že nedošlo k ovlivněńı výsledk̊u.
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5.1. Př́ıklad 1

V prvńım př́ıkladu je rázová trubice dlouhá l=8,4m. Časový krok je ∆t=0,00005s, výsledky
dostaneme pro čas t=0,05s. Grafy jsou vykreslené pro část trubice od -0,4 do 0,8. Přepážka
umı́stěná v x=2,4m odděluje prostor na dvě části, jejich počátečńı parametry jsou v ta-
bulce.

tlak hustota rychlost
x < 0 450 6,0 20
x ≥ 0 45 6,0 -6

Vid́ıme, že vlevo i vpravo vznikla rázová vlna. Vlevo ji můžeme pozorovat mezi x=0 a
x=0,1, vpravo kolem x=0,6. Mezi x=0,4 a x=0,5 je kontaktńı nespojitost.
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Obrázek 2: Př́ıklad 1. Rychlost v t=0.05s
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Obrázek 3: Př́ıklad 1. Tlak pro t=0.05s
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Obrázek 4: Př́ıklad 1. Vnitřńı energie v t=0.05s
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Obrázek 5: Př́ıklad 1. Pr̊uběh hustoty v t=0.05s
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5.2. Př́ıklad 2

Délka trubice je l=4m, přepážka je uprostřed. Časový krok je ∆t=0,0005s. Výpočet
prob́ıhá do t=0,05s.

tlak hustota rychlost
x < 0 20,0 1,0 -5,0
x ≥ 0 20,0 1,0 6,0

Tlak a hustota jsou na obou stranách přepážky stejné, ale počátečńı rychlost je r̊uzná
a nenulová. V tomto př́ıpadě vznikla na obou stranách vlna zředěńı.
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Obrázek 6: Př́ıklad 2. Rychlost v t=0.05s
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Obrázek 7: Př́ıklad 2. Tlak pro t=0.05s
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Obrázek 8: Př́ıklad 2. Vnitřńı energie v t=0.05s
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Obrázek 9: Př́ıklad 2. Pr̊uběh hustoty v t=0.05s
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5.3. Př́ıklad 3

Ve třet́ım př́ıkladu máme rázovou trubici dlouhou l=2m, přepážka je umı́stěna opět
uprostřed. Výsledek vykresĺıme v čase t=0,25s po 250 kroćıch. V této úloze vznikla vlna
zředěńı na levé straně rázové trubice a rázová vlna na pravé straně.

tlak hustota rychlost
x < 0 1,0 1,0 0,0
x ≥ 0 0,1 0,125 0,0
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Obrázek 10: Př́ıklad 3. Rychlost v t=0.25s

21



−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Eulerova rovnice, tlak, cas =   0.25

souradnice x

tla
k 

p

Obrázek 11: Př́ıklad 3. Tlak pro t=0.25s
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Obrázek 12: Př́ıklad 3. Vnitřńı energie v t=0.25s
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Obrázek 13: Př́ıklad 3. Pr̊uběh hustoty v t=0.25s
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6. Závěr

V práci je popsaná metoda SPH. Tato metoda má široké možnosti použit́ı, lze ji použ́ıt
např́ıklad v astrofyzice nebo v balistice. Nejčastěji se ale použ́ıvá pro modelováńı prouděńı
tekutin. Hlavńı výhodou je to, že je bezśıt’ová, tedy že nemuśıme generovat śıt’, pouze
rozmı́st́ıme částice do modelované oblasti, vyhneme se t́ım velké deformaci śıtě.

Modelovanou látku reprezentuj́ı částice. Při řešeńı úlohy nejdř́ıve urč́ıme jejich hmot-
nost - součet hmotnost́ı všech částic muśı dát celkovou hmotnost tekutiny v modelované
oblasti. Každá částice nese informaci o hustotě, tlaku, rychlosti a vnitřńı energii v daném
mı́stě. Pro výpočet dané veličiny se využ́ıvá jádrová vyhlazovaćı funkce a hodnoty veličiny
v sousedńıch částićıch.

Jako př́ıklad použit́ı je v práci namodelován pr̊uběh fyzikálńıch veličin v rázové tru-
bici. To je trubice s přepážkou, která je naplněna plynem o r̊uzných parametrech v jej́ıch
oddělených částech. Prouděńı v rázové trubici je popsáno rovnićı kontinuity, pohybo-
vou rovnićı a rovnićı energie. Z těchto rovnic poč́ıtáme vnitřńı energii a rychlost pomoćı
částicové aproximace a integračńı metody leapfrog. Hustotu poč́ıtáme tzv. sumačńı me-
todou.

Pr̊uběh hustoty, vnitřńı energie, tlaku a rychlosti a jejich přesná řešeńı jsou vykreslené
do graf̊u, abychom mohli porovnat kvalitu výsledk̊u. Zjistili jsme, že metoda SPH dává
vcelku uspokojivé výsledky, srovnatelné s přesným řešeńım.
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Seznam použitých zkratek a symbol̊u

x = (x, y, z) . . . souřadnice bodu
v = (vx, vy, vz) . . . vektor rychlosti
p . . . tlak
V . . . objem
S . . . plocha
d . . . dimenze prostoru
l . . . délka trubice
ρ . . . hustota
m . . . hmotnost
τ = (τij) . . . tenzor napět́ı
t . . . čas
n . . . jednotkový vektor vněǰśı normály
F = (Fx, Fy, Fz) . . . objemová śıla
u . . . měrná vnitřńı energie
e . . . celková vnitřńı energie
h . . . vyhlazovaćı délka
κ . . . měř́ıtko vyhlazovaćı funkce
Ω . . . oblast v prostoru
Ωx . . . oblast, kde lež́ı všechna x′ vzdálené od x nejvýše κh

γ . . . Poissonova konstanta
c . . . rychlost zvuku
ϕ . . . konstanta
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