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ABSTRAKT

vvvvv

lese. J-integral je metoda lomové mechaniky slouzici k urceni rychlosti uvoliiovani
energie pruzné deformace. Jinymi slovy, stanovi hodnotu energie dostupné k sifeni
trhliny v linedrnim elastickém i elasticko-plastickém materialu. V praci jsou také
uvedeny a odvozeny vztahy mezi J-integralem, hnaci silou trhliny a faktorem inten-
zity napéti. Hlavnim ptinosem této prace je objasnéni celé problematiky a podrobny
rozbor J-integralu na jednoduchych prikladech konstrukci. Odvozené vztahy jsou

v zavéru prace porovnany s vypocty na modelech v programu ANSYS.

KLICOVA SLOVA

lomova mechanika, lomova energie, faktor intenzity napéti, hnaci sila trhliny, J-
integral, ANSYS

ABSTRACT

The bachelor thesis is focused on importance and application of J-integral in crack
propagation analysis. J-integral is a method of fracture mechanics used to determine
the strain energy release rate. In other words it provides the amount of energy availa-
ble for crack propagation in elastic and elasto-plastic materials. The thesis presents
derivations of relations between J-integral, crack driving force and stress intensity
factor. The most important contribution of this thesis is detailed analytical calcu-

lation of the J-integral on simple structures. The results are verified by numerical
models in ANSYS.

KEYWORDS

fracture mechanics, fracture energy, stress intensity factor, crack driving force, J-
integral, ANSYS
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1 UVOD

Trhliny nebo dutiny jsou béznou soucasti vétsiny materiali a pii feseni konstrukei
je potfeba s nimi pocitat, jelikoz ovliviiuji rozlozeni napéti v télese. K urceni, zda
se trhlina v télese bude §itit nebo ne, existuji dva pristupy.

Prvnim je Irwinovo lokalni kritéritum, pomoci kterého lze popsat napéti u korene
trhliny veli¢inou nazyvanou faktor intenzity napéti. Dalsi moznosti je Griffithovo glo-
balni kritérium, které urcuje zménu energie pruzné deformace na jednotku plochy
trhliny, respektive veli¢inu zvanou hnaci sila trhliny. Porovnani s prislusnymi ma-
teridlovymi charakteristikami, které vypovidaji o odolnosti materidlu proti Sifeni
trhliny, pak rozhoduje o sifeni ¢i nesifeni trhliny. Soucasné lze mezi zminovanymi
metodami najit jejich vzajemné vztahy.

Bakalarska prace vénuje pozornost predevsim J-integralu, coz je zptsob, jak 1ze
vypocitat hnaci silu trhliny v linearné elastickych, ale také nelinearné elastickych
¢i elastoplastickych materidlech. Prace se ale omezuje pouze na linedrné elastické
materidly. Prace prezentuje kromé zakladni teorie predevsim vypocet J-integralu
na ¢tyrech jednoduchych konstrukcich a ovéreni vysledku pomoci primého vypoctu
hnaci sily trhliny.

Analyticky odvozené vztahy jsou v zavéru prace jesté ovéreny v programu AN-
SYS. V ném lze dané konstrukce vymodelovat a J-integral pomoci tohoto programu
spocitat. Vysledky z programu a analytického vypoctu je potom mozné porovnat

pro rizné rozméry jednotlivych konstrukei.



CIiLE PRACE

Prvnim cilem préce je uvedeni do problematiky lomové mechaniky a objasnéni
teoretického Teseni J-integrdlu a alternativnich metod, které vedou k analyze
siteni trhliny. Soucasti toho by mély byt také dikazy o nulové hodnoté J-
integralu na uzaviené cesté a o jeho nezavislosti na zvolené cesté.

Dalsim cilem je vypocet J-integralu na rtznych typech jednoduchych kon-
strukeci primou integraci.

Poslednim cilem je pak ovérit analytické vysledky na modelech konstrukei

v programu ANSYS.



3 LOMOVA MECHANIKA

Vétsina materiali ma v sobé defekty v podobé trhlinek nebo dutinek, které vznikly
pri vyrobé nebo prirozenou cestou. Na takové defekty je potfeba brat zretel, protoze
samozrejmé vyrazné ovliviuji rozlozeni napéti v télese a jeho koncentraci ve vrcho-
lech téchto defekti. Rozhodnuti, zda a za jakych podminek dojde k poruseni, tedy
k siteni trhliny, je mozné provést pomoci dvou ptistupti. Lokéalniho, ktery vychazi
z rozlozeni napéti u korene trhliny, nebo globalniho, zalozeného na energetickych
bilancich v ramci celého télesa. Tato kapitola vychazi z obsahu kapitoly 3 skript
Pretvareni a porusovani materialu [2, kap. 3].

3.1 Napéti u korene trhliny

Napéti, vznikajici v krajnich bodech trhliny vlivem zatizeni, zavisi predevsim na tvaru
defektu. Obecné ale plati, ze napéti je pri okraji trhliny vyssi. Je tim kompenzovano
napéti, které by v materidlu vznikalo, kdyby nebyl poskozen trhlinou. S rostouci
vzdalenosti od mista defektu je pole napéti trhlinou ovliviiovano méné. Je tedy

tfeba analyzovat rozlozeni napéti v okoli rizné tvarovanych trhlin.

——————— Y

—————————
_____________

Obr. 3.1: Panel poruseny eliptickym otvorem a namahany vzdalenym napétim

Napriklad na eliptické dutiné se napéti odvozuje z rovinné ulohy, kdy je plochy
panel namahan vnéjsim napétim o,, ve sméru y, a pritom je narusen dutinkou
ve tvaru elipsy o rozmérech hlavnich poloos a a b (Obr. . Tyto rozméry elipsy
jsou mnohem mensi nez rozméry celého télesa. Kdyby téleso nebylo naruseno timto

malym defektem, vznikalo by v neoslabeném télese jen napéti o, pricemz ostatni
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slozky napéti v dalsich smérech by byly nulové. Pro oslabeny priifez je feSeni napéti
slozitéjsi. V roce 1913 vsak bylo tecné napéti ke kraji eliptické dutiny odvozeno
britskym stavebnim inzenyrem Charlesem Inglisem jako

r%(a +b)? —a*
oy(x) = at — z2(a? — bz)aoo

(3.1)

Rozlozeni napéti tak zavisi na konkrétnim poméru os elipsy b : a. Ve vsech pripa-
dech, nehledé na rozmeér, je nejvyssiho napéti o, i o, dosazeno, kdyz x = +a, tedy

na vrcholu elipsy, respektive v okraji trhliny. Nejvétsi napéti je popsano funkci

max|o,(z,y)] = 0,(%a,0) = or(+a) = (1 + 2:) Ooo (3.2)

Z rovnice vychazi koeficient zvyseni napéti 1 + 2a/b, ktery vyjadruje, ze hodnota
napéti nezavisi na velikosti defektu v materidlu, ale na tvaru defektu. Proto napriklad
poruseni kruhového tvaru ma trikrat vétsi hodnotu maximéalniho napéti nez o..
Tento koeficient je nazyvan faktor koncentrace napéti. U eliptickych otvorta tedy
zavisi jen na poméru rozmértt b : a. Cim bude pomér mensi, koncentrace napéti
poroste. Teoreticky u trhliny, jejiz rozmér b se limitné blizi nule, ¢imz prakticky
tvori usecku, je v krajnich bodech, tzv. korenech trhliny, toto napéti nekonecné
vysoké. Ve skutecnosti samoziejmé nemiize takto vysoké napéti vznikat, protoze
zadny materidl v takovych podminkach nedokaze byt linedrné pruzny. Nicméné i tak
je mozné tuto informaci pouzit k popisu sifeni trhliny.

Nap¢ti pro velky panel naméhany vzdélenym jednoosym napétim o, (Obr. [3.2h)

lze vyjadrit vztahem

0 pro |z| < a
oy(T,y) =1 oulz| ol > (3.3)
————— prolz| >a
oz g2 P

Pro panel namahany rozevirajicimi silami rovnéz ve sméru kolmém na trhlinu s pti-

sobistem ve stfedu trhliny (Obr. [3.2b) je napéti popsano funkei

0 pro |z| < a
oy(z,y) = Fa (3.4)

m pro |z| > a
Po vyneseni funkci do grafu lze vycist, ze daleko od trhliny naméhané dvojici sil
se napéti blizi nule a pro pripad pusobeni vzdaleného napéti o, se normalové napéti
ustali pravé na hodnoté tohoto napéti. Oproti tomu v oblasti kofene trhliny napéti

do nekonec¢na roste v obou pripadech stejné.
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Obr. 3.2: Prubéh napéti na rozdilné namahanych panelech

3.2 Irwinovo lokalni kritérium

Pro popis napéti u kotene trhliny slouzi veli¢ina zvana faktor intenzity napéti znacici
se K. Rimska ¢islice oznacuje, v jakém médu je téleso namahano. Pro tento piipad
se jedna jen o normalovy maod I, v némz je téleso namahano v roviné kolmo na trhlinu
a zatizeni se ji snazi otevrit. Napéti v okoli kofene trhliny je jednoznac¢né urceno

faktorem intenzity napéti
K
oy(r) = 3.5
= (35
Proménna r predstavuje vzdalenost od kotene, ve které se pocitd napéti. Faktor

intenzity napéti se udava v jednotkach Nm—3/2.

Je tedy zrejmé, ze faktor intenzity napéti je zavisly jak na pusobicim zatiZeni,
tak i na velikosti trhliny. Pro velky pocet prikladi jsou odvozeny piimo vzorce
na vypocet K. Pro prvni zde analyzovany pripad, tedy pro téleso namahané napétim

0o s trhlinou o velikosti 2a, se faktor intenzity napéti vypocte jako
K; = o0xVTa (3.6)

Pro druhy pripad, kdy je trhlina namahana dvéma vzdalenymi silami, se faktor
intenzity napéti spocita podle vztahu

F
= t/ma

Proménna t vyjadiuje tloustku télesa ve sméru osy z.

K

(3.7)

V této préaci bude fesen naptiklad pripad dvojité konzoly rozevirané dvéma silami
(Obr. [3.3)), pro ktery je faktor intenzity napéti roven

B 4v/6Fa

K= th3/2 (3'8)
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Obr. 3.3: Konzola naméhana dvéma silami

Tento faktor, vyjadiujici iroven namahani, je nasledné potreba porovnat s odol-
nosti samotného materidlu urcenou tzv. kritickou hodnotou faktoru intenzity napéti
Kj.. Je to charakteristickd vlastnost materialu nazyvana také lomovd houZevnatost.
V pripadé, zZe je faktor intenzity napéti mensi nez jeho kritickd hodnota pro dany
materidl, trhlina se $irit nebude. Kdyz si budou obé veli¢iny rovny, trhlina se Sirit
muze, ale také nemusi. Posledni moznost nelze uvazovat, protoze by faktor intenzity

napéti presahl kritickou hodnotu.

K < K.= Aa=0 (3.9)
K = K,= Aa>0 (3.10)
K; > K.= nepiipustné (3.11)

3.3 Griffithovo globalni kritérium

Globalni energeticky pristup uvazuje premény energii v ramci télesa v pribéhu za-
tézovani. Pokud se trhlina nesiti, energie dodana zatézovanim se preméni na poten-
cidlni energii pruzné deformace U(F, a), kterd je funkei zatizeni F' a délky trhliny a.
Druhou moznosti je, Ze ¢ast energie bude pouzita k Siteni trhliny, tedy k naruseni
soudrznosti materidlu. Energie nutna k vytvoreni nového jednotkového povrchu trh-
liny je definovana materidlovou konstantou zvanou lomovd energie, kterda se znaci
jako Gr. Jednotkou je J/m?. Tato materidlovd konstanta, vyjadiujici v podstaté od-
por materialu proti siteni trhliny, se porovnava se zménou energie pruzné deformace
na jednotku plochy trhliny. Tuto zménu energie vyjadiuje veli¢ina nazyvana hnaci

sila trhliny, ktera se znaci jako G a je definovana jako

10U(F,a)
Fa)=-—"= 3.12
G(F.a)= 1 (312
V pripadé zatézovani konstantnim posunem je to potom
10U
G(u,a) = —- (v, a) (3.13)

t  Oa
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Obr. 3.4: Pusobeni virtualniho zatizeni a nasledny virtualni posun

O siteni trhliny tedy rozhodne tvaha nad velikostmi téchto veli¢in. Pokud je hnaci
sila trhliny G mensi nez lomova energie G, trhlina se sifit nebude a energie vytvorena
zatizenim se pouze transformuje na energii pruzné deformace. Pokud budou obé
veli¢iny sobé rovné, soudrznost materialu je prekonana a télesem se bude sitit trhlina.
V pripadé, kdy uvolnovand hnaci sila trhliny bude vétsi nez lomova energie materialu,
prebyvajici energie by se projevila kineticky a jednalo by se o dynamickou tlohu.

Ve statické tloze takovou moznost neuvazujeme.

G < Gp= Aa=0 (3.14)
G > Gp = nepripustné (3.16)

3.4 Porovnani lokalni a globalni metody

Prestoze obé metody jsou zaloZeny na jinych principech, 1ze dokazat, ze dochazi
ke stejnym vysledklim, a jsou si tedy rovnocenné. Nabizi se tedy najit vztah mezi
faktorem intenzity napéti K; a uvoliiovanou energii pruzné deformace G.

To je mozné pomoci porovnani poc¢atecniho stavu trhliny znaceného A, kdy ma
trhlina délku a a konecného stavu B, kdy se prodlouzi o Aa, tudiz bude mit velikost
a+ Aa. Rozdil mezi energiemi pruzné deformace poc¢atecniho a konecného stavu lze

zapsat nasledujici zptisobem
AU =UP —UA =U(u,a + Aa) — U(u, a) (3.17)

Samotné siteni trhliny se pro vypocet rozdéli na dvé ¢asti. V prvnim kroku se trhlina
prodlouzi na pozadovanou délku a+Aa, ale bude na ni ptisobit virtudlni zatizeni f (x)

zabranujici jejimu rozevieni v ¢asti Aa. V druhém kroku tyto fiktivni pomocné sily
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postupné mizi, pricemz konaji zapornou praci, a trhlina se rozevird s premisténim
v(x) (Obr. [3.4]).
Fiktivni zatizeni, které drzi rozevirajici se trhlinu stale zavienou, lze odvodit
z rovnice (3.5)). Rameno r bude v tomto piipadé vzdalenost x — a.
_ K;
f(@) = ——= (3.18)
27(z — a)
Zapis vztahu pro finalni otevreni trhliny délky a + Aa je nasledujici
5(x) 4K; |a+ Aa —x
v(x) =
E 2m

Vykonand prace v jednom bodé je integralem sily podle posunu. Jedna se o line-

(3.19)

arni zavislost, inegral lze tedy spocitat jako polovinu soucinu virtualniho zatizeni
f(2) a virtualnfho pfemisténi (z). Diky symterii podle trhliny je také cely integral
nasoben dvéma.

a+Aa
AU:-a;t/’f@w@mm (3.20)

a+Aa
Vom(z—a) BV 2
a+Aa
2tK2 ¥ a+ Aa—zx
- / i —— (322)

Is

Nasledné je potfeba zavést substituci z = a + Aasin? a

a+Aa
Is = Ma+Aa_$ (3.23)

7T/2
\/ a+ Aa —a— Aasin® «

a+ Aasin®?a — a

w/2
11—
=2Aa / sin” a —————sinacos ada (3.25)
sin?

Aa2sin o cos ada (3.24)

7r/2

=2Aa / C?S Y sina cos ada (3.26)
sin v

w/2 A

=2Aa / cos® adar = 2Aa% = 72 ¢ (3.27)
0
Upraveny integral Ig se dosadi zpét a vyjde

20K7 A tK?A

AU = - Z0ITEC _ TRIAA (3.28)

iE 2 B
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Tento vyraz se dale pouzije ve vzorci pro hnaci silu trhliny G (3.13)

_10U(u,a) _ 1AU _ K} (3.29)

G = t  Oa  tAa FE

Pokud jsou kritéria pro siteni trhliny ekvivalentni, vztah mezi lomovou houzevnatosti

Kjc a lomovou energii materialu Gy nabyva tvaru

K, = \/EGp (3.30)
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4 J-INTEGRAL

4.1 Definice

J-integral v linearni lomové mechanice je metoda urceni hnaci sily trhliny, ktera
je pouzitelna i pro nelinearni materidl. Hodnota J-integralu je ptimo ekvivalentni
s derivaci energie pruzné deformace podle délky trhliny, tedy s veli¢inou G.

Zékladnim predpokladem pro pouziti J-integralu je homogenni material z linear-
niho nebo nelinedrniho pruzného materialu bez ptisobeni objemovych sil. Uvazujeme
dvourozmeérné téleso a rovinnou deformaci.

J-integral byl odvozen v roce 1968 Jamesem Ricem [3] a ma tvar

8ui
J= F/ (Wdy - tiaxds) (4.1)

kde I" znaci integracni cestu kolem hrotu vrubu, ¢; je vektor povrchovych sil. Veli¢ina
u predstavuje vektor posunuti a integruje se smérem po ktivce podle s. W je potom

hustota deformacni energie, jejiz vzorec je

W = /O’Z‘jdEi]‘ (42)
0

4.2 Nulova hodnota integralu po uzavrené cesteé

Pro dikaz, ze hodnota J-integralu po uzaviené cesté je rovna nule, se voli priklad
cesty I, kterd sméfuje proti sméru hodinovych rucic¢ek uzavird plochu A (Obr. {.1)).

n

X

Obr. 4.1: Nulova hodnota J-integralu na uzaviené cesté

Pouzitim Greenovy véty lze kiivkovy integral z rovnice (4.1) prepsat na dvojny

po plose ohranicené cestou I'
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Obr. 4.2: Nezavislost J-integralu na integracni cesté

Déle je mozné integral rozepsat dosazenim nésledujicich tprav

ti = oyn; (4.4)
=g (45)
Fr o (49
oy — gZV (4.7)
Eij = gz; (4.8)

Ve vysledném tvaru integralu se dosazené vztahy odectou a J-integrdl bude mit

nulovou hodnotu

YOx 0x;  Ox; YOz,

J:/( 0 u _ 9 aui)dmdy:() (4.9)
A

4.3 Nezavislost na integracni cesté

Dtikaz, 7Ze integral je nezavisly na zvolené cesté, uvazuje dvé protismérné cesty I'y
a ['5. Prvni cesta I'y zac¢ina na spodni hrané trhliny a po sméru hodinovych rucicek
sméruje k horni hrané vrubu. Naopak I'y smétuje od horni ¢asti praskliny proti sméru
hodinovych rucicek ke spodni hrané trhliny. Obé cesty jsou jesté spojeny po hrané
trhliny cestami I'_y na spodni a I';) na horni hrané trhliny (Obr. .

Diky tomu, ze nulova hodnota integralu po uzaviené cesté byla dokazana v pred-

chozi kapitole, J-integral pro uzavienou cestu na obrazku lze zapsat jako
J=J+ J(+) — Jy — J(_) =0 (4.10)

s ohledem na to, Ze proti sméru hodinovych rucicek je uvazovand kladna hodnota

a v opacném sméru hodnota zaporna.
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J-integral pro kiivky I'_y a I'(1) na trhliné¢ bude nabyvat tvaru

du;
Jp=J= / (Wdy — t¢£d8> =0 (4.11)

r

kde dy = 0, protoze trhlina je rovnobéznd s osou x, a také t; = 0, protoze na kraji
télesa zadné povrchové sily nevznikaji. J-integraly J) a J_ se tedy rovnaji 0 a J;

a Jo samy sobé, takze ve vysledku nezalezi na tom, jakou cestu zvolime.

J=J+(=J) =0 (4.12)
Ji=Js (4.13)
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5 VYPOCTY J-INTEGRALU NA JEDNODU-
CHYCH KONSTRUKCICH

V nasledujici kapitole bude odvozen J-integral pro nékolik jednoduchych prikladt
konstrukei. Nékteré priklady jsou pfevzaty z knihy profesora Bazanta [I].

Pro rovinnou tlohu bude vzdy uvazovan zakladni tvar J-integralu

J = /Wdy — /tiumds (5.1)
r r

Vzhledem k tomu, ze konstrukce jsou vétsinou uvazovany jako prutové a pri vypoctu
deformacni energie bude zanedban smyk, pietvoreni e, €, €4y, €42, €. jsou nulova.
Jediné nenulové pretvoreni je £,. Rovnici pro hustotu deformaéni energie (4.2)) pak

lze upravit do tvaru
Ex

LV:/&A@M: (5.2)
0
Dalsim zjednodusSenim je, ze material bude uvazovany jen linedrné pruzny a bude

tedy platit Hooktv zakon. Pro napéti ve sméru x se zakon zapise jako
) (5.3)

Se zavedenim parametru k& Hooktuv zdkon nabyva tvaru o,(k) = Ek. Po dosazeni
rovnice do rovnice pro hustotu deformacni energie (5.2) a ndsledné integraci vznikne

vztah .
¢ Ek*]% 102
IV:/EMk:A—f =% 5.4
o= 2] 12 o
Normaélové napéti ve vSech Tesenych prikladech vznikd pouze od momentu, norma-

lové sily se v konstrukcich nevyskytuji. Proto lze napéti rozepsat jako
M,A N M,A
O-JI = Y y —|— _— = i Y y
1 A 5tD3

kde Ay predstavuje vzdalenost od neutralné osy. Veli¢ina D znazornuje vysku uva-

(5.5)

zovanych prufezu, v piikladech vétsinou D = h/2. V téchto pripadech lze vysledny

moment setrvacnosti zjednodusit do néasledujiciho tvaru

AN
T=—t[=)] =22
12t<2> 96 (5:6)

Pro zjednoduseni lze pro rovinnou ulohu uvazovat tloustku téles jako 1, coz bude

uvazovano i ve vSech dalsich vypoctech a odvozenich.
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Ve druhé ¢asti zakladniho tvaru J-integralu (5.1)) vystupuje vektor povrchového
napéti ¢;, ktery lze vyjadiit pomoci normaly n; sméfujici vné oblasti uzaviené kiiv-
kou J-integralu.

t; = oyn; (5.7)

Za uvazovani nulovych napéti oy, 0., 0., 0y, je rozepsani vektoru povrchového

napéti do sméra x a y nasledujici

ty = 04Ny + Ogyny, (5.8)

ty = Ouyng + oyny, (5.9)

Napiiklad pro vektor normaly n = (—1,0) bude povrchové napéti t = (—o,, —04y),
pro n = (0,1) potom t = (04, 0y).

Smykové napéti o,, predstavuje odpor priifezu proti ptisobici posouvajici sile.
V prikladech bude zatizenim, které zptsobuje smyk v prarezu prutu, vzdy sila F.

Lze tedy zapsat vztah
D

/nydy —F (5.10)
0
Pomoci vektoru normaly 1ze nalézt vztahy mezi diferencidlnimi délkami dz, dy a ds.

ds n, = dy (5.11)
ds n, =dzx (5.12)

Veli¢ina u, , predstavuje deformaci u, derivovanou podle x, coz je pomérné pretvo-

feni ve sméru z.

Oy,
o (5.13)

Ve sméru y veli¢ina u, , vyjadiuje deformaci u, derivovanou podle z, tedy pootoceni

stfednice prutu kolem osy z.
Ou,
¥
x
Po dosazeni vsech odvozenych rovnic je mozné zékladni rovnici J-integralu (5.1

(5.14)

pro pruty rozepsat jako

o;
J = /ﬁdy - /txswds - /tygads (5.15)
r T r

Vysledek J-integralu lze ovérit vypoctem hnaci sily trhliny G (3.12)), (3.13). Tato

veli¢ina je ekvivalentni s vysledkem J-integralu pro linedrné elasticky materidl.
g=1J (5.16)
Za predpokladu linedrné pruzného materialu se deformacni energie U vypocte ze vzorce

1 1
U:§Fu+§Mgp (5.17)



5.1. PRIKLAD 1 15

P
€ K A
T
MG s ] =
B * C

a

< >|
[ |

Obr. 5.1: Dvojita konzola namahana ohybovym momentem

Diky tomu, Ze jsou priklady v médu I, je mozné provést také vypocet faktoru inten-

zity napéti podle rovnice ((3.30)).

5.1 Priklad 1

5.1.1 J-integral

Na prvnim prikladu dvojité konzoly namahané koncovym momentem budou roze-
brany jednotlivé ¢asti rovnice na vSech ¢astech cesty A-F (Obr. [5.1]).

Na cesté BC neni potfeba J-integral pocitat. Prvni ¢len rovnice je nulovy
diky dy = 0. Norméla ma hodnotu n = (0, —1) a slozky vektoru povrchového napéti
Ize tedy zapsat jako t, = 0 0, + (—=1) 0y a t, = 0 04y + (—1) 0,. Na této cesté
vedouci po kraji télesa ale nevznikaji zadna napéti ve sméru y ani smykova napéti,
takze diky o, =0 a 0,y =0 jet, =0it, = 0. Celkova hodnota J-integrdlu na cesté
BC je tim padem nulova.

Obdobné lze vytesit také cestu DE, kterd je s cestou BC symetricka podle osy
z. Jedinym rozdilem je, Ze normala ma tvar n = (0, 1), coz ale na vysledné nulové
hodnoté J-integralu nic neméni.

Na cesté CD nevznikaji zddna napéti, proto je nulové také povrchové napéti t,
a ty, a tedy i celkovd hodnota J-integralu na této cesté.

Na cesté AB a EF md norméla hodnotu n = (—1,0), z ¢ehoz lze odvodit slozky
vektoru povrchového napéti ¢, = (—1) 0,40 0,y at, = (—1) 0,y+0 0,. Diky 04y, = 0,
respektive ¢, = 0, vypadne z rovnice (5.15)) posledni ¢len. Zbyvajici ¢ast rovnice je
ale nutné vyresit. Napéti o, na cestach AB a EF ma stejnou hodnotu s opa¢nym
znaménkem. V prvnim ¢lenu rovnice je napéti umocnéno na druhou a ve druhém
¢lenu je napéti v soucinu s pretvorenim e,, které ma také opacné znaménko. Tim

vyznam opacného znaménka pro napéti mizi a nezdlezi na tom, kterd z cest se
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pro vypocet zvoli. Kviili tomu, a také diky symetrii cesty AB nebo EF podle stfednice
kazdé z konzol, lze integrovat jen na ¢tvrtiné vysky konstrukce a celou hodnotu J-
integralu vynasobit ¢tyfmi. Integrace podle ds se nahradi —dy .

7 podrobnéji rozepsané rovnice J-integralu lze tedy, po dosazeni vyse
odvozenych vztahu pro t, a ds, zapsat konkrétni rovnici pouze pro tsek AB v mezich

od 0 do —h/4 podle sméru cesty J-integralu.
~h/4
o
J=4 / Iz
2F
0
Prvni dva ¢leny integrované podle dy se spoji do jednoho integralu a dosadi se podle

rovnic a

—h/4 —h/4 —h/4 A
_ Oz 4. _ _ Y
J= 4/ <2E 0,2z )dy 4/ - %4y 4/2E< ; )dy (5.19)

Neutrélnd osa je v tomto pripadé na pozici —h/4, tedy Ay =y + h/4. Po nésledné

—h/4
dy—4 [ (—o)eu(~dy) (5.18)

integraci, dosazeni rovnice ([5.6) a matematickych tpravach je mozné stanovit vy-

slednou hodnotu J-integralu.

M2

3 +T+ 16

25, yp2] M M2 [ R 1 M2R3 M2
v o4y ] - - ( >— - (5.20)

16 EI?\ 43) 96 EI*> EI

5.1.2 Hnaci sila trhliny

Hodnotu J-integralu je mozné ovétit s ekvivalentnim vypoctem hnaci sily trhliny G
(13-12), (5.16)). Hodnotu deformadi energie 1ze vypocist z rovnice ((5.17)). Hodnota po-
otoceni ¢ vychéazi z metody jednotkovych sil. Kviili symetrii je nutné vyraz vynasobit

dvéma.

- 5.21
Y= 77 (5.21)

g U _diMe _d(ME)2 e (5.2
da  da da - EI '

5.1.3 Faktor intenzity napéti

Dalsi kontrolou mize byt porovnani vysledku faktoru intenzity napéti (3.30) s ta-
bulkovou hodnotou [2, kap. 3].

2

M M 4V6M
R=VOE =B P =1~ T

96

S

(5.23)
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Obr. 5.2: Konstrukce namahana symetricky dvojici sil

5.2 Priklad 2

5.2.1 J-integral

Ve druhém piikladu dvojité konzoly namahané koncovymi silami je potieba opét
rozebrat jednotlivé veli¢iny z rovnice na vsech ¢astech cesty A-F (Obr. .

Na cesté BC je J-integral nulovy, protoze dy = 0 a norméala ma hodnotu n =
(0, —1). Vektor povrchového napéti ma slozky t, =0 0, + (—1) oyy a t, =0 oy +
(—1) o,. Na této cesté na kraji télesa ale nevznikaji zddnd napéti ve sméru y ani smy-
kova napéti. Diky o, =0a o0,y =0jeit, =0at, =0.

Velmi podobné teseni pripada také cesté DE, kterd je s cestou BC symetricka
podle osy z. U cesty DE je odlisna pouze norméla ve tvaru n = (0, 1), coz ale na vy-
sledné nulové hodnoté J-integralu nic nemeéni.

Na cesté CD nevznikaji zadna napéti, proto jsou nulové také slozky vektoru
povrchového napéti ¢, a t,, a tim padem i vyslednd hodnota J-integralu v této casti
cesty ma hodnotu nula.

Na cesté AB a EF nabyva normala hodnoty n = (—1,0). Z toho je mozné odvodit
slozky vektoru povrchového napéti t, = (—=1) 0, +0 04y a t, = (=1) 04y + 0 0y,
Protoze je konstrukce velmi podobna prvnimu ptikladu, i tady lze pro vypocet zvolit
pouze ¢tvrtinu vysky konstrukce. Tedy polovinu cesty AB nebo EF a vypocet J-
integralu vynasobit ¢tyfmi. Integrace podle ds se nahradi —dy .

7 rovnice 1ze tedy, po dosazeni vySe odvozenych vztaht pro t,, ¢, a ds,
zapsat konkrétni rovnici J-integralu pouze pro usek EF v mezich od h/4 do 0 podle

sméru cesty J-integralu. Posledni integrace méa meze od h/2 do 0, protoze smyk je
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fesen po celé vysce uvazovaného prutu. Integrél se tedy zapocita jen dvakrat.

0 2 0 0
O—.Z‘
J=4 [ Jedy—4 [(~ode(-dy) =2 [ (on)e(-dy)  (5.24)
h/4 h/4 h/2
J1 J2

Prvni dva ¢leny integrované v mezich od h/4 do 0 podle dy se slouéi do jednoho
integralu J; a provede se dosazeni z rovnic ((5.3) a ([5.5))

—4/ (—ax )dy——4/2Ed éh//z (MyIAyfdy (5.25)

h/4

Moment na cesté EF se vyjadii jako ptisobici sila F' na rameni s a vzdalenost od ne-

utralné osy jako Ay = y + h/4. Poté se provede integrace a dosazeni z rovnice ([5.6)).

M = Fs (5.26)

Ji=—

(5.27)

B |3 1 T 6 EI? 433 "EI

92 g2 [ys y2h+yh2r B 9[22 < h3> 242
/

Ve druhém integralu je rozepsano pootoceni ¢ v zavislosti na vzdalenosti s odvozené

ze silové metody. Pro dosazeni za integral ze smykového napéti o, je pouzita rovnice

(5.10). Zatizeni tvori sila F' v zdporném smeéru.

F(a® — s?)

o) = ——pr— (5.28)

F(a? — s?)
2ET

F2(82 _ CL2) F2S2 F2a2
(=F) ET ET ET (5:29)

Jo = 2¢ / Opydy = 2
h/2

Po secteni integral J; a Jy je vysledkem vypoctu celkova hodnota J-integrélu
na dané konstrukci.
F?2s%  F?s2  [%q? 2?2

J= = e e Y R T R (530)

5.2.2 Hnaci sila trhliny

Hodnotu J-integralu je mozné ovérit s ekvivalentnim vypoctem hnaci sily trhliny G
(13.12), (5.16)). Deformacni energii lze spocitat z rovnice (5.17). Hodnota posunuti



5.3. PRIKLAD 3 19

PAARAARARAAAARA ALY
E D

1 T

A T

B C
\\\\\>\\\\\\\\\\\\

[

h
2
Vr
h
2

<€

[

< >
| |

Obr. 5.3: Konstrukce naméhana konstantnim posunem

u, vychazi ze silové metody. Symetrie konstrukce se zajisti vyndsobenim vypoctu

dvéma.
Fa?
a3
G U _ G, A(GFiE)2 P (5.32)
da da da El '

5.2.3 Faktor intenzity napéti

Déle je mozné provést kontrolni vypocet faktoru intenzity napéti (3.30) a jeho po-

rovnani s tabulkovou hodnotou [2, kap. 3].

F2q2 Fa Fa 4V6Fa
Ki=VGE=—-Yp="2= - 5.33
! EI VI J112(h)2)2 WP (5:33)

5.3 Priklad 3

5.3.1 J-integral

Treti priklad se zabyva vypoctem J-integralu pro nekonec¢né dlouhou konstrukei
s trhlinou namahanou posunem (Obr. . V tomto pripadé ovSsem neni konstrukce
uvazovana jako prut, takze je nutné znovu vychazet z rovnice . Je ale mozné
vyuzit modifikaci dfive odvozené rovnice pro prutovou konstrukeci . Rozdil ted
bude v uvazovani nenulového pietvoieni €, a hustota deformacni energie bude mit

tvar

Ek?} _ 1o, (5.34)

Opét je potieba veli¢iny z rovnice (5.1) rozebrat pro vSechny dily cesty A-F.
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Na cesté BC je J-integral nulovy. Nulovou slozkou je y = 0 i ¢, = 0. Jedinou
nenulovou slozkou vektoru povrchového napéti je ¢,. Ta je ovSem v soucinu s derivaci
deformace u, 4, respektlve , kterd ma na této casti cesty hodnotu 0.

Velmi podobné teseni prlpada také ceste DE, kterd je s cestou BC symetricka
podle osy x. U cesty DE je odlisnd jen hodnota normaly, coz ale na hodnoté J-
integralu nic neméni.

Na cestach AB a EF nevznikaji vibec zaddnd napéti, a proto je hodnota J-
integralu na obou cestach nulova.

Pii vypoctu J-integralu pro cestu CD se rozepisi slozky vektoru povrchového
napéti v zdvislosti na normale, kterd mé na této cesté hodnotu n = (1,0), jako
l,=10,+00, at,=10, +00, Z4dna smykové napéti ani napéti ve sméru
v této césti konstrukce ale nevznikaji. Kvili o,, = 0 a 0, = 0 tedy plati, Ze t, = 0
at,=0.

Po dosazeni vsech odvozenych vztahti do rovnice 1ze zapsat konkrétni rovnici

pro usek CD v mezich od 0 do h podle sméru cesty J-integralu.
/h
0

Napéti o, se rozepise podle Hookova zakona (5.3)), kde je pfetvoreni zavislé na posunu

(5.35)

tij‘@w

u, po vysce h

Uy
=X 5.36
=1 (5.36)
Po dosazeni a integraci vyjde vysledny J-integral pro tento ptiklad.
P 1 Euy\? Eu? | Eu?  ,  Eu?
— _ ) dy = 721/(1 S —) _ "y ‘
/ 0/2E< h ) T ST T (5.37)

5.3.2 Hnaci sila trhliny

Ovéreni spravnosti J-integralu lze i zde provést srovnanim jeho hodnoty s vypo-
¢tem hnaci sily trhliny G (5.16)). V tomto pripadé ovsem nelze deformacni energii U
spocitat jako v predchozich prikladech a je potteba ji vyresit jako integral hustoty

deformacni energie W pres objem télesa V.

U= /W av (5.38)

Hustota deformacni energie byla pro tento priklad stanovena uz v rovnici ((5.34)).
Diky tloustce konstrukce t = 1 lze integral pres objem rozepsat jako dvojny integral.

Zaprvé po délce od a do [, kde [ je cela délka konstrukce. Zadruhé po vysce od 0



5.4. PRIKLAD 4 21
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Obr. 5.4: Konstrukce namahané silou

do h. Vypocet napéti vychazi opét z Hookova zékona (5.3]) a rovnice (5.36]).

102 102 1 u2E? 2E(1 —
U:// %y dxdyzg%h(l—a):fuy bl —ay = BP0 o)

Jelikoz je konstrukce zatézovana konstantnim posunem, je pro vypocet hnaci sily
trhliny potieba vychézet z rovnice (3.13))

G U _ AU 2 E(-1) W2E (5.40)
~ da da 2h  2h '
5.3.3 Faktor intenzity napéti
Vypocet faktoru intenzity napéti se provede podle rovnice (3.30))
Eu? V2h
Ki=VGE = —vp= W _ (5.41)

2h V2h ~ 2h
5.4 Priklad 4

5.4.1 J-integral

Posledni ptiklad se zabyva konstrukei symetrickou podle osy y, ktera je naméhana
osamélou silou /2 (Obr.[5.4)). Jednotlivé veli¢iny odvozované pro cestu A-F pochdzi
Z rovnice .

Na cesté¢ BC méa J-integral nulovou hodnotu. Jednak diky dy = 0, a také pro-
toze norméla ma hodnotu n = (0, —1), tudiz vektor povrchového napéti ma slozky
ty =00, + (1) o4y aty, =0 0, + (—1) 0,. Po kraji télesa ovSem zadna napéti
ve smeru y ani smykova napéti nevznikaji. Diky o, = 0 a 0., = 0 je tedy i t, =0
at, =0.
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Velmi podobné je fesena i cesta DE, protoze je s cestou BC symetricka podle osy
x. Cesta DE se lis{ jen v hodnoté norméaly n = (0, 1), ale to na vysledku nic neméni
a J-integral zde bude mit také hodnotu nula.

Na cesté CD zadna napéti nevznikaji, takze jsou nulové i slozky vektoru povr-
chového napéti ¢, a t,. To znamend nulovou hodnotu i celého J-integralu na této
cesté.

Na cesté AB a EF md norméla hodnoty n = (—1,0), a tedy slozky vektoru
povrchového napéti ve tvaru t, = (—=1) 0, +0 0,y a t, = (—1) 04y + 0 0. Na rozdil
od cesty AB na cesté EF nevznikd smykové napéti o,,, coz znamend, ze vektor
povrchového napéti ¢, = 0, a pro cestu EF neni potfeba posledni ¢len J-integralu
z rovnice pocitat.

Predpoklad pro vypocet cesty EF je takovy, ze horni polovina konstrukce ptisobi
jako konzola, ktera je ukotvena v misté osy symetrie konstrukce. Konzola je nama-
hana koncovym momentem, ktery je zptisoben pootocenim spodni ¢asti konstrukce
diky sile F'/2. Integrace cesty EF se pocita v mezich od h/2 do 0 podle ds, coz se na-
hradi jako —dy . Odvozené vztahy pro t, a ds lze zapsat do rovnice .

Jer = / QIdy—/ —0,)e.(—dy) (5.42)

h/2 h/2
Do integralu se dosadi vztah pro pretvofeni €, z rovnice (5.3)) a pro napéti o, z rov-

nice (5.5)).

0 9 0 9 0 2
o oy . MAy
JEF/<2E_U”” ) - [ 5= ( I )dy (5.43)

h/2 h/2 h/2

Moment na konci uvazované konzoly je zptisoben spodni konstrukci, kde ptisobi

zatizeni silou F'/2 na rameni a.

F
M= Za (5.44)

Vzdalenost od neutralné osy je Ay = y — h/4. Po integraci se provede dosazeni

z rovnice (5.6 a uprava celého vyrazu nasledovné

0 2
-1 [ (galy—19)
h/2
F242 [y y2h th]O
_ L (5.46)
8FEI? | 3 4 16 B2
F2q? h3
~ 8ED? <_433> (547)
F2 2
= (5.48)

-~ 8EI
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Pro vypocet cesty AB se predpoklada, ze spodni ¢ast konstrukce je ulozena jako
konzola s vetknutim nad podporou. Konzola je namahand kromé sily F'/2 také po-
otofenim ¢y ve vetktnuti. J-integral na cesté AB se pocitd v mezich od 0 do —h/2
podle ds, coz lze nahradit jako —dy . Odvozené vztahy pro t,, t, a ds se dosadi

do rovnice ([5.15)).

—h/2 5 —h/2 —h/2

Jn= [ ZEay— [ (code(dy) = [ (on)e(=dy)  (5.49)

0

Jl J2

Integraly pod oznacenim J; se slou¢i do jednoho po dosazeni vztahu pro pretvoreni
ez (5.3). Napéti o, se vypocita z rovnice (5.5)).
—h/2

o2 o e o2 -1 e MAy 2
_ Tr 50 qy = — / Je gy = —= d .
N 0/ <2E 7 E> AT AT ( I, > y (550

Moment na cesté AB je zpisoben silou F'/2 na rameni s.

F

Vzdalenost od neutrdlné osy je Ay = y + h/4. Vyraz se integruje a provede se
matematickd tprava a dosazeni z rovnice ({5.6)).

—h/2 g BN 2
—1 s+ 1)
J = — / 25WT ) g 5.52
=38 (=) oy (5.52)
F2g2 y3 th th h/2
= TSED [3 ST (5:53)
F282 h3
_ _ 54
SEI? ( 433> (5.54)
22
_ 5.55
SEI (5.55)

Ve druhém integralu J; je potfeba znat pootoceni . To se skldd4 ze dvou casti.
Prvni pootoceni ¢, zptisobuje pfimo sila F'/2 a jeho vztah je odvozen pomoci metody

jednotkovych sil.
F(a® — s?)
§) = ———— 5.56
©1(s) AE] ( )
Druhé pootoceni ¢y vznika natocenim celé spodni konstrukce v podpote a je stejné
jako natoceni horni konzoly zatizené momentem M, ktery zpusobuje sila F'/2 na ra-

meni a. Pomoci tabulek stavebni mechaniky se ziska vztah

Ma  Fa®
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Celkové pootoceni ¢ je souctem dil¢ich pootoceni ¢; a ¢,.

F(a*—s*) Fa*> F(3a*— s
Pt e = e T oRT T T 4Rl (5.58)

Integral z napéti o, vychazi z rovnice (5.10]). Zatizeni je tvofeno silou F'/2 v zapor-

ném sméru.

—h/2
Jo=¢ / Ozydy =
0

2

F(3a® — s?) ( F) _ F?s* 3F%a?

4ET SEI  SEI (5.59)

Po odecteni integralt J; a Jy se ziskd vysledna hodnota J-integralu na cesté AB.

2?52 [?2g2 N 3F2q2 _ 3F2q? (5.60)
8EI  8EI 8EI  8EI ‘

Jap=J1 — Jo =

Pro stanoveni vysledné hodnoty J-integralu na celé konstrukei staci secist spoctené

integraly Jpr a Jap.

F2a?> 3F?%a? B F?q?

J=Jer+Jan = SEr Y RET T UET

(5.61)

5.4.2 Hnaci sila trhliny

Vysledna hodnota J-integralu se ovéri ekvivalentnim vypoctem hnaci sily trhliny
g . K vypoctu je nutné znat prihyb konstrukce w, (Obr. v zavislosti
na délce trhliny a v bodé a = ag. Ten se vSak v tomto prikladu skladd z nékolika
slozek. Spodni ¢ast konstrukce je prohyband ptisobenim sily F'/2 na volném konci
konzoly. V misté pusobeni sily vznikd prihyb w; a v misté podpory uy (Obr. ).
Prihyb u; lze vycist z tabulek a prithyb us byl odvozen metodou jednotkovych sil.
Dalsim zatizenim, které na spodni konstrukci ptisobi, je posouvajici sila v misté
podpory, kterd je rovna podporové reakci s hodnotou F/2. Od této sily vznikd
prithyb na volném konci konzoly uz a v misté podpory us (Obr.[5.61). Oba prihyby

] =
N
F
2
l€ ag >

S

A
Y

Obr. 5.5: Prithyb konstrukce
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a b
) y )
| 7 )
¥ Us
| 7
a—a
| ag L ?
[ T |
F
C) (% d) 2 Uy
Up — U2 U3 — Ug
F
2 ag a — ag a a — agp
- F— - : +—

Obr. 5.6: Diléi prithyby na konstrukei

vychazi z tabulek ze vztahu pro prihyb konzoly namahané koncovou silou.

U = é’Eaj (5.62)
Uy = 12E](2a3 — 3a’ag + a) (5.63)
uz = W (5.64)
Uy = W(?)a — (a—ap)) (5.65)

Prihyb u, se je jesté potfeba doplnit o prihyb z pootoceni na konci horni casti
konstrukce us (Obr. ) Pootoceni ¢ tam zplisobuje moment M, ktery vznika
od sily F'/2 pusobici na rameni ag. Vzorec pro pootoceni od momentu na konci
konzoly je mozné najit v tabulkach stavebni mechaniky.

Ma  Faga
YT Bl T 2EI (5.66)
Prithyb us se spocita jako pootoceni ¢ na délce aq (Obr. [5.6p).
Faa?
Us = o = Sy (5.67)
Celkovy prithyb wu, se spocita z dil¢ich prihybt jako
Uy = Uy — Uz + Uz — Uy + U (5.68)

Po dosazeni vsech péti dil¢ich prihybiti a provedeni matematickych tprav celého
vyrazu vyjde vysledny prihyb na konstrukei

F(3aa — a})
3ET

U,y:

(5.69)



5.4. PRIKLAD 4 26

Nyni uz lze pouzit vypocet hnaci sily trhliny podle rovnice . Hodnotu defor-

macni energie lze vypocitat z rovnice , kde se jako zatizeni dosadi plisobici sila
F/2.

oo U _dFu,  dGETSRY)

da da da AFET

Ve vysledku sice figuruje délka trhliny ag, ale jelikoz ve vypoctu J-integralu byla

(5.70)

ptvodni délka trhliny znacena a, je vysledek shodny.

5.4.3 Faktor intenzity napéti

Faktor intenzity napéti lze vypocist podle rovnice (3.30))

F2q? Fa Fa 2v/6Fa
K; = VGE = E = = =
! AET ™ 2vT  2./1/12(h/2)3 WP

(5.71)
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6 OVERENI VYSLEDKU V PROGRAMU AN-
SYS

Nésledujici kapitola se zabyva porovnanim analytickych vypoc¢tl z predchozi kapi-
toly s vysledky z modela vytvorenych v programu ANSY'S, coz je program pro ana-
Iyzu konstrukei, ktery vyuziva metodu konec¢nych prvki.

Pro spravny vypocet J-integralu je potfeba se pri modelovani soustredit na néko-
lik detailti. Napiiklad pro vytvoreni sité je nutné pouzit prvek PLANE 183, protoze
z hlediska presnosti poc¢ita J-integral nejlépe. Tento prvek existuje ve ctyrihelni-
kové a v trojuhelnikové varianté, v zavislosti na ¢emz ma osm nebo Sest uzli. Uzly
se nachazi ve vrcholech thelnikt a také po jednom uzlu v kazdé strané. Dalsim du-
lezitym prikazem je KSCON. Ten oznacuje specificky bod, kolem kterého se bude
kvili pfesnéjsim vypoctim zhustovat sit. V okoli tohoto bodu se budou prvky radit
do sité v sousttednych kruznicich. Trojuhelnikové prvky vzniknou ptimo u korene
trhliny, tedy u specifického bodu. V parametrech prikazu KSCON lze zvolit kromé
c¢isla specifického bodu také pocet dild, na které ma byt rozdélen obvodovy tihel
bodu, déale polomér prvni fady prvki a pocet soustiednych kruznic.

Samotny J-integral ANSYS spocitd pomoci prikazu CINT. Ten se déli na nékolik
casti. V kroku NEW se iniciuje novy vypocet s identifikacnim ¢islem, krok TYPE
definuje typ vypoctu, pro vypocet J-integralu se voli JINT. V kroku CTNC se urci
koren trhliny. Déle je mozné zapnout symterii vypoc¢tu na ptilené konstrukei, k tomu
slouzi krok SYMM. Pocet kontur, na kterych je J-integral pocitan, je definovan
v kroku NCON a v kroku NORMAL se uréi norméla k roviné trhliny.

6.1 Priklad 1

Prvni priklad 1ze diky jeho symetrii podle trhliny vymodelovat v programu ANSYS
pouze jako polovinu konstrukce. Pro vznik momentu M na konci konzoly je zvoleno
zatizeni na volném konci dvéma silami F' = M /(h/2). V misté, kde je konstrukce pre-
rusena, je pouzito podepreni ve sméru y, které je v krajnim bodé doplnéno o podporu
ve sméru z (Obr. . U kofene trhliny je sit zhusténa (Obr. . Vstupni soubor
pro vypocet je uveden v priloze (Ptiloha |A)).

Obr. 6.1: Model horni poloviny konstrukce zatizené koncovym momentem
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Obr. 6.2: Detail zhusténi sité u korene trhliny

Ve vypoctech jsou pouzity konstatni prirezové a materidlové charakteristiky.
Modul pruznosti £ = 1 GPa, Poissonovo ¢islo v = 0, 2 a vyska konstrukce h = 2 m.
Zatézovaci moment ma hodnotu M = 1 kNm.

V tabulce (Tab. jsou shrnuty analytické i programem spoc¢tené hodnoty
pro konstrukce s riznymi poméry vysky h a délky trhliny a. Vysledky potvrzuji
to, co je zrejmé z rovnice . Tedy ze vysledna hodnota J-integralii nezavisi
na rozmérech konstrukce. Vysledky byly velmi presné jak na kratkych konzolach,

tak i na prutovych konstrukcich.

a/h | J (analyticky) | J (ANSYS) | %
1 0,012 0,012 0,00
25 0,012 0,012 0,00
50 0,012 0,012 0,00

100 0,012 0,012 0,00

150 0,012 0,012 0,00

Tab. 6.1: Porovnani vysledk pro prvni priklad

6.2 Priklad 2

Druhy piiklad je v programu ANSYS také namodelovan pouze jako jeho horni po-
lovina, coz je mozné diky symetrii konstrukce podle trhliny. Model je zatizeny silou
F' a v misté rozdéleni konstrukce je podepren ve sméru y, v koncovém bodé tohoto
podepreni na kraji télesa pak jesté ve sméru x (Obr. . U kotene trhliny je sit
zhusténa (Obr. . Vstupni soubor k vypoctu prikladu je priloZzen na konci prace
(Ptiloha [B]).

Pro porovnani vysledku se pouziji vypocty s konstatnimi materidlovymi a pri-
fezovymi charakteristikami. Modul pruznosti £ = 1 GPa, Poissonovo ¢islo v = 0,2
a vyska konstrukce h = 2 m. Model je zatézovan silou F' = 1 kN.

V tabulce (Tab. jsou shrnuty analytické i programem ANSY'S spoctené hod-

noty pro konstrukce s riznymi poméry vysky h a délky trhliny a. Je zfejmé, ze ¢im je
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Obr. 6.3: Model horni poloviny konstrukce namahané osamélym bremenem

Obr. 6.4: Detail zhusténi sité u korene trhliny

konstrukece stihlejsi, tim jsou vysledky presnéjsi, jelikoz analytické odvozeni rovnice
(5.30) uvazovalo prutovou konstrukei.

a/h | J (analyticky) | J (ANSYS) | %

1 0,048 0,086 44,19
25 30,00 30,79 2,57
50 120,00 121,60 | 1,32
100 480,00 482,90 0,60
150 1080,00 1084,30 0,40

Tab. 6.2: Porovnani vysledki pro druhy priklad

6.3 Priklad 3

Také pro treti priklad je mozné pouzit v programu ANSYS model pouze horni polo-
viny konstrukce, protoze je symetricka podle trhliny. Model je zatizeny posunem u
a v misté rozdéleni konstrukce je podepfen ve sméru y. Omezeni posunii konstrukce
ve sméru x je zajisténo okrajovou podminkou na kraji télesa v misté rozdéleni kon-
strukce trhlinou (Obr. [6.5). U korene trhliny je sit zhusténa (Obr. [6.6). Vstupni
soubor pro vypocet pifkladu v programu ANSYS lze nalézt v priloze (Pfiloha |C)).
K porovnéani vysledkl jsou pouzity vypocty s konstatnimi materidlovymi a prii-
rezovymi charakteristikami. Modul pruznosti £ = 1 GPa, Poissonovo ¢islo v = 0,2

a délka trhliny a = 100 m. Model se zatézuje konstantnim posunem u = 0,001 m.
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Obr. 6.6: Detail zhusténi sité u korene trhliny

V tabulce (Tab. [6.3) jsou porovnany analytické vypoéty podle rovnice (5.37))
s programem spoctenymi hodnotami pro konstrukce s riznymi poméry vysky h

a délky trhliny a. Nejpresnéjsi jsou vysledky na delsi konstrukei, jak predpokladalo

zadani prikladu.

6.4 Priklad 4

Ctvrty pifklad je v programu ANSYS vymodelovan podle schématu zadani (Obr. ,
tedy jen jako polovina konstrukce, ktera je symterickd podle osy y. V misté tohoto
rozdéleni je model podepren ve sméru x. Dalsi okrajovou podminku tvori bodova
podpora na dolnim povrchu konstrukce v misté pod kofenem trhliny (Obr. [6.7)).
U kotrene trhliny je sit zhusténa v soustrednych kruznicich (Obr. . Vstupni sou-
bor slouzici k vypoctu tohoto piikladu v programu ANSYS se nachéazi v priloze
(Priloha [D).

Ke srovnani vysledku jsou ve vypoctech pouzity konstatni materidlové a prure-

a/h | J (analyticky) | J (ANSYS) | %
5,00 5.99 16,53
2 10,00 9,99 0,10
20,00 19,99 0,05
10 50,00 49,99 0,02
25 125,00 124,99 0,00

Tab. 6.3: Porovnani vysledki pro treti priklad
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a/h | J (analyticky) | J (ANSYS) | %
1 0,01 0,0125 4,08
25 7,50 7,513 0,17
50 30,00 30,026 0,09
100 120,00 120,07 0,06
150 270,00 270,09 0,03

Tab. 6.4: Porovnani vysledk pro ¢tvrty priklad

zové charakteristiky. Modul pruznosti £ = 1 GPa, Poissonovo ¢islo v = 0,2 a délka
trhliny @ = 100 m. Model je zatizen silou F'/2, pticemz F' = 1 kN.

S

NI F- ]

Obr. 6.7: Model pravé poloviny konstrukce namahané silou na volném konci
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Obr. 6.8: Detail zhusténi sité u kotene trhliny

Tabulka (Tab. srovnava analytické a programem spoctené hodnoty pro kon-
Strukce s riznymi poméry vysky h a délky trhliny a. Nejmensi rozdil ve vypoctech
analytickych a programovych vznika na delsich a tedy stihlejsich konstrukcich, jeli-
koZ odvozeni rovnice J-integralu predpoklddalo prutovou konstrukei.
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7 ZAVER

télesem.

V teoretické ¢asti byly vysvétleny zaklady lomové mechaniky, predevsim rozlozeni
napéti v télese s defektem. Soucasti prace jsou také definice faktoru intenzity napéti
a hnaci sily trhliny. Pomoci téchto veli¢in lze urcit, zda se trhlina v télese bude nebo
nebude $itit. V praci je také odvozen dikaz rovnocennosti téchto dvou pristupt
a jejich vzajemny vztah.

Teorie J-integralu byla nejprve vysvétlena z piivodniho vztahu, ktery definoval
James Rice. Poté byly provedeny diikazy o nulové hodnoté J-integralu po uzaviené
cesté a o tom, ze J-integral je nezavisly na zvolené cesté.

Nésledné byl J-integral analyticky vypocéten na nékolika konkrétnich konstruk-
cich. Soucasti téchto odvozeni bylo podrobné vysvétleni a rozepsani jednotlivych
veli¢in rovnice J-integralu a jejich rozbor na zvolené cesté. Vysledné hodnoty J-
integralu byly srovnany s ekvivalentnim vypoctem hnaci sily trhliny, ktery vychazi
z derivace deformacni energie konstrukce podle délky trhliny. Déle byl proveden vy-
pocet faktoru intenzity napéti, ktery bylo mozné u nékterych priklad porovnat také
s tabulkovou hodnotou.

V zavéru prace byly vysledky ovéreny na modelech konstrukei v programu AN-
SYS. Kazdé konstrukce byla v programu vypocitana nékolikrat pro rizné rozmeéry.
Tyto vysledky z programu se pak porovnaly s pfedchozimi analytickymi vypocty. Za-
vérem lze Tict, Ze na stihlejsich konstrukcich vychazely vysledky s minimalnimi chy-

bami. To proto, ze analytickd odvozeni predpokladala vétsinou prutové konstrukce.
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a délka trhliny

S vzdalenost volného konce konstrukce a cesty J-integralu
h vyska konstrukce

t tloustka konstrukce

[ délka konstrukce

1 moment setrvacnosti prurezu
Ay vzdalenost od neutralné osy
E  Youngiiv modul pruznosti

v Poissonovo cislo

K; faktor intenzity napéti

g hnaci sila trhliny

U  deformacni energie

W hustota deformacni energie
n normalovy vektor

t; vektor povrchového napéti
0, normalové napéti ve sméru x
o, normalové napéti ve sméru y
0zy smykové napéti v roviné xy
0o zatizeni vzdalenym napétim
M zatézovaci moment

F zatézovaci sila

u posunuti

g,  pretvoreni ve sméru x

) pootoceni



LITERATURA

35

Az prirtstek veli¢iny x

r vzdalenost od korene trhliny
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A PRIKLAD 1 V PROGRAMU ANSYS

fini

/clear

IZadani

h=2 !toto je cela vyska, aplikuje se pouze polovina
b=2xh

a=100

e=1e9

v=0.2

M=1000

ISingularita prvku kolem specifickeho bodu
n=10 !pocet dilu obvodoveho uhlu kolem specifickeho bodu

r=h/200 !polomer prvni Fady prvku

IGeometrie
/PREP7
k,1,-a,0
k,2,-a,h/4
k,3,-a,h/2
k,4,-h/4,0
k,5,-h/4,h/4
k,6,-h/4,h/2
k,7,0,0
k,8,h/4,0
k,9,h/4,h/4
k,10,h/4,h/2
k,11,b,0
k,12,b,h/4
k,13,b,h/2

a,1,4,5,2,1
a,3,2,5,6,3
a,6,5,9,10,6
a,10,9,12,13,10
a,’,8,11,12,9
a,5,4,7,8,9,5
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'Prvky a uloha
ET,1,PLANE183
KEYOPT,1,3,0 !rovinna napjatost

MP,EX,1,e
MP,PRXY,1,v

ISpecificky bod
KSCON,7,r,1,n,0.75, 7

IMesh
ESIZE,h/24,0,
ASEL,S,AREA, 1,5
MSHKEY, 1
amesh,all
ASEL,S,AREA,6
MSHKEY, O

amesh,all

I0krajove podminky
nsel,s,loc,y,0
nsel,r,loc,x,0,b
D,all, ,, , ,UY
ksel,s,, 11

nslk
D,all,
allsel

ws 5 HUX,UY

IZatizeni
ksel,s,,3

nslk
F,all,FX,M/(h/2)
ksel,s,,1
nslk
F,all,FX,-M/(h/2)
allsel

I'Vypocet



FINISH
/SOL

I'Urceni korene trhliny
NSEL,S,L0C,X,0
NSEL,R,LOC,Y,0

CM, CRACKTIP,NODE

IJ-integral
CINT,NEW,1
CINT,TYPE, JINT
CINT,CTNC,CRACKTIP
CINT,SYMM,ON
CINT,NCON, 10
CINT,NORMAL,0,2
CINT,LIST

allsel

/0UT, SCRATCH

solve

IVypis hodnoty
FINI

/POST1

/0UT,

PRCINT, 1
*GET,J,CINT,1,1,6
PRINT,1, JINT

FINISH
/P0OST1
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B PRIKLAD 2 V PROGRAMU ANSYS

fini

/clear

IZadani

h=2 !toto je cela vyska, aplikuje se pouze polovina
b=2xh

a=100

e=1e9

v=0.2

si1=1000

ISingularita prvku kolem specifickeho bodu
n=10 !pocet dilu obvodoveho uhlu kolem specifickeho bodu

r=h/200 !polomer prvni Fady prvku

IGeometrie
/PREP7
k,1,-a,0
k,2,-a,h/4
k,3,-a,h/2
k,4,-h/4,0
k,5,-h/4,h/4
k,6,-h/4,h/2
k,7,0,0
k,8,h/4,0
k,9,h/4,h/4
k,10,h/4,h/2
k,11,b,0
k,12,b,h/4
k,13,b,h/2

a,1,4,5,2,1
a,3,2,5,6,3
a,6,5,9,10,6
a,10,9,12,13,10
a,’,8,11,12,9
a,5,4,7,8,9,5
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'Prvky a uloha
ET,1,PLANE183
KEYOPT,1,3,0 !rovinna napjatost

MP,EX,1,e
MP,PRXY,1,v

ISpecificky bod
KSCON,7,r,1,n,0.75,7

IMesh
ESIZE,h/24,0,
ASEL,S,AREA, 1,5
MSHKEY, 1
amesh,all
ASEL,S,AREA,6
MSHKEY, O

amesh,all

I0krajove podminky
nsel,s,loc,y,0
nsel,r,loc,x,0,b
D,all, ,, , ,UY
ksel,s,, 11

nslk
D,all,
allsel

ws 5 HUX,UY

IZatizeni
ksel,s, ,2
nslk
F,all,FY,sil
allsel

I'Vypocet
FINISH
/SOL
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I'Urceni korene trhliny
NSEL,S,L0C,X,0
NSEL,R,L0C,Y,0
CM,CRACKTIP,NODE

IJ-integral
CINT,NEW,1
CINT,TYPE,JINT
CINT,CTNC,CRACKTIP
CINT,SYMM, ON
CINT,NCON, 10
CINT,NORMAL,O0,2
CINT,LIST

allsel

/0UT, SCRATCH

solve

I'Vypis hodnoty
FINI

/POST1

/0UT,

PRCINT, 1
*GET,J,CINT,1,1,6
PRINT,1, JINT

FINISH
/P0OST1
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C PRIKLAD 3 V PROGRAMU ANSYS

fini

/clear

IZadani

h=2 !toto je cela vyska, aplikuje se pouze polovina
b=2xh

a=100

e=1e9

v=0.2

pos=0.001

ISingularita prvku kolem specifickeho bodu
n=10 !pocet dilu obvodoveho uhlu kolem specifickeho bodu

r=h/200 !polomer prvni Fady prvku

IGeometrie
/PREP7
k,1,-a,0
k,2,-a,h/4
k,3,-a,h/2
k,4,-h/4,0
k,5,-h/4,h/4
k,6,-h/4,h/2
k,7,0,0
k,8,h/4,0
k,9,h/4,h/4
k,10,h/4,h/2
k,11,b,0
k,12,b,h/4
k,13,b,h/2

a,1,4,5,2,1
a,3,2,5,6,3
a,6,5,9,10,6
a,10,9,12,13,10
a,’,8,11,12,9
a,4,5,9,8,7
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'Prvky a uloha
ET,1,PLANE183
KEYOPT,1,3,0 !rovinna napjatost

MP,EX,1,e
MP,PRXY,1,v

ISpecificky bod
KSCON,7,r,1,n,0.75,7

IMesh
ESIZE,h/24,0,
ASEL,S,AREA, 1,5
MSHKEY, 1
amesh,all
ASEL,S,AREA,6
MSHKEY, O

amesh,all

I0krajove podminky
nsel,s,loc,y,0
nsel,r,loc,x,0,b
D,all, ,, , ,UY
ksel,s,, 11

nslk

D,all, ,, , ,UX,UY
allsel

IZatizeni
nsel,s,loc,y,h/2,h/2
nsel,r,loc,x,-a,b
D,all,pos/2,,UY
allsel

I'Vypocet
FINISH
/SOL
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I'Urceni korene trhliny
NSEL,S,L0C,X,0
NSEL,R,L0C,Y,0
CM,CRACKTIP,NODE

IJ-integral
CINT,NEW,1
CINT,TYPE,JINT
CINT,CTNC,CRACKTIP
CINT,SYMM, ON
CINT,NCON, 10
CINT,NORMAL,O0,2
CINT,LIST

allsel

/0UT, SCRATCH

solve

I'Vypis hodnoty
FINI

/POST1

/0UT,

PRCINT, 1
*GET,J,CINT,1,1,6
PRINT,1, JINT

FINISH
/P0OST1
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D PRIKLAD 4 V PROGRAMU ANSYS

fini

/clear

IZadani

h=2 !toto je cela vyska, aplikuje se pouze polovina
b=2xh

a=100

e=1e9

v=0.2

si1=1000

ISingularni prvku kolem specifickeho bodu
n=10 !pocet dilu obvodoveho uhlu kolem specifickeho bodu

r=h/200 !polomer prvni Fady prvku

IGeometrie
/PREP7

k,1,0,0
k,2,-h/2,-0.0001
k,3,-a,-0.0001
k,4,-a,-h/2
k,5,-h/2,-h/2
k,6,0,-h/2
k,7,h/2,-h/2
k,8,h/2,0
k,9,h/2,h/2
k,10,0,h/2
k,11,-h/2,h/2
k,12,-a,h/2
k,13,-a,0
k,14,-h/2,0
k,15,b,-h/2
k,16,b,0
k,17,b,h/2

a,1,2,5,6,1
a,1,6,7,8,1
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a,1,14,11,10,1
a,1,8,9,10,1
a,14,13,12,11,14
a,2,3,4,5,2
a,7,15,16,8,7
a,8,16,17,9,8

IPrvky a uloha
ET,1,PLANE183
KEYOPT,1,3,0 !rovinna napjatost

MP,EX,1,e
MP,PRXY,1,v

ISpecificky bod
KSCON,1,r,1,n,0.75,7

IMesh
ESIZE,h/24,0,
ASEL,S,AREA 1,4
amesh,all
ASEL,S,AREA 5
MSHKEY, O
amesh,all
ASEL,S,AREA,6
MSHKEY, O
amesh,all
ASEL,S,AREA,7
MSHKEY, O
amesh,all
ASEL,S,AREA 8
MSHKEY, 0

amesh,all

I0krajove podminky
ksel,s,,6

nslk

D,all,,,,UY
nsel,s,loc,y,0,h/2

"o
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nsel,r, loc,x,-a,-a
D,all UX

nmn >

allsel

IZatizeni
ksel,s, ,4

nslk
F,all,FY,-sil/2

allsel

"o

'Vypocet
FINISH
/SOL

'Urceni korene trhliny
CSKP,11,0,1,8,10
csys,0

NSEL,S,L0C,X,0
NSEL,R,LOC,Y,0
CM,CRACKTIP,NODE

IJ-integral
CINT,NEW,1
CINT,TYPE, JINT
CINT,CTNC,CRACKTIP
CINT,SYMM, OFF
CINT,NCON, 10
CINT,NORMAL,11,2
CINT,LIST

allsel

/0UT, SCRATCH

solve

IVypis hodnoty
FINI

/POST1

/0UT,

PRCINT,1
PRINT,1,ALL,JINT
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FINISH
/POST1
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