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Abstrakt

Tato prace se zabyva sestavenim modeli a analyzou zdkladnich tloh o pronasledovani. Kon-
krétné je zde obsazena Perraultova tloha, Bouguerova tloha, Hathawayova tloha, iloha o hle-
myzdi na popruhu a Baileyho tloha. VSechny tlohy jsou opatieny analytickym nebo numeric-
kym TeSenim, véetné kvalitativni analyzy.

Summary

This thesis is focused on creation of mathematical models and analysis of basic pursuit pro-
blems. In particular, the Perrault’s problem, the Bouguer’s problem, the Hathaway’s problem,
the snail-racehorse problem and the Bailey’s problem are involved. Each of the problems is
solved analytically or numerically, including qualitative analysis.
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Ulohy o pronasledovani, diferencialni rovnice, ryzi pronasledovani, matematicky model
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Kapitola 1

Uvod

Ulohy o pronésledovani jsou velmi dilezitou, byt pomérné méalo zmitiovanou aplikaci diferencial-
nich rovnic. Ze své podstaty jsou tyto problémy s lidstvem od nepaméti, pouze se dle doby méni
interpretace problému. Jedna se o systémy, které typicky popisuji situaci, kdy mame pronasle-
dovaného a pronasledujiciho, pricemz diferencialni rovnice nam davaji informaci o trajektoriich
téchto dvou subjektti a také davaji odpovéd na otazku, zda k dostizeni dojde nebo ne. Velmi
dilezitym pojmem pro celou praci je princip tzv. pure pursuit, coz bychom nejlépe prelozili
jako ryzi pronésledovani. Jedna se o nejprostsi pronasledovaci strategii, kdy pronasledujici miri
v kazdém okamziku pfimo na pronasledovaného.

V této praci se budeme zabyvat odvozenim a analyzou zdkladnich pronasledovacich modela.
Ve vétsiné tuloh bude predepsana trajektorie jednoho ze drive zminénych subjekt a bude nés
zajimat po jaké trajektorii se pohybuje druhy subjekt, pripadné za jakych podminek dojde
k dostizeni a v jakém case k dostizeni dojde.

Prace je ¢lenéna do péti odbornych kapitol, pricemz kazda kapitola se zabyva jednim kon-
krétnim modelem. Soucasti kazdé kapitoly je sestaveni modelu a diskuze, kde jsou popsany
dilezité vlastnosti modelu. U modelii, které to umoznuji, je uvedeno presné reseni. Pokud neni
mozné nalezeni analytického Teseni obsahuje kapitola, alespon feseni numerické s pripadnou
podporou kvalitativniho vySetfovan{ feseni. Uvodni tlohou v kapitole druhé je Perraultiv pro-
blém, jehoz Fesenim je znama kiivka tractrixz. Tato tloha je zvolena jako tvodni kviili historické
navaznosti a také proto, Ze se jedna o jednoduchou tlohu, ktera se dobte hodi na demonstraci se-
staveni pronasledovaciho modelu, ktery je v dalsich ptipadech komplikovanéjsi. V kapitole treti
nasleduje Bouguerova tloha, ktera se obecné povazuje za prvni tlohu o pronasledovani viibec.
Kromé klasické tlohy zde zminime i jisté rozsiteni, kdy budeme uvazovat dva konkurenc¢ni pro-
nasledujici objekty. V kapitole ¢tvrté je uvedena analogie Bouguerovy tlohy, kdy uvazujeme,
ze se pronasledovany objekt pohybuje po kruznici. Model je v této kapitole sestaven pro dveé
varianty. V prvni varianté uplatnuje pronéasledujici princip ryziho pronasledovani a ve druhé vy-
uziva alternativni strategii. Obsahem paté kapitoly je problém pohybu hlemyzdé na ujizdéjicim
popruhu. Tento problém se od predeslych tloh lisi tim, Ze nas nezajimaji trajektorie danych
objektl (ty jsou v podstaté znamy ze zadéani), ale zajima nds pouze, zda k dostizeni dojde
¢i ne. Kromé klasického modelu, kde uvazujeme konstantni rychlost volného konce popruhu,
je zde analyzovana i varianta, kdy se volny konec popruhu vzdaluje hlemyzdi s konstantnim
zrychlenim. Posledni tilohou diskutovanou v Sesté kapitole je tzv. Baileyho tloha, kdy hledame
strategii pronasledovaného tak, aby byl po celou dobu pred pronésledujicim skryt za optickou
prekazkou.
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Kapitola 2

Perraultova uloha

2.1 Tractrix

Jako prvni tlohu uvedeme tlohu o kfivce zvané tractriz. Nejednd se o standardni ilohu o pro-
nasledovani, nicméné s timto tématem tzce souvisi. Historie této tlohy saha do druhé poloviny
sedmnéactého stoleti. Gottfried Leibnitz v roce 1693 vzpominal na udalost, kdy ho francouzsky
fyzik Claude Perrault béhem jeho studii v Parizi konfrontoval s jistym problémem. Perrault sam
nedokéazal tento problém vyftesit, stejné jako ho nedokazal vytesit nikdo z matematikii, kterym
ho predlozil (idajné ani Pierre de Fermat si s nim neporadil). Ukézalo se, Ze Isaac Newton tuto
ulohu nezavisle na Perraultovi vyresil mnohem dfive a je tak spolu s nizozemskym matemati-
kem Christinanem Huygensem brén jako hlavni autor feseni této ulohy (Huygens pojmenoval
vyslednou kfivku trajektorie). Reseni tohoto problému je mozné najit také v [4].

2.1.1 Zadani dulohy

Predstavme si kapesni tetizkové hodinky s retizkem délky L, které jsou polozeny na stole.
Retizek je napnuty, s hranou stolu svirda pravy thel a jeho volny konec na této hrané lezi.
V jisty moment zacneme volny konec fetizku tdhnout podél hrany stolu. Jakou krivku opise
pri svém pohybu cifernik?

2.1.2 Sestaveni modelu a jeho reseni

Nejprve si zavedme souradny systém. Za osu x zvolme hranu stolu, pricemz kladny smér je
urc¢en pohybem retizku. Osu y urc¢ime jako primku urc¢enou pocatecni polohou retizku. Pred-
pokladdme pfitom, Ze poloha ciferniku na pocétku déje se nachézi v bodé [0, al, kde a = L.
Podobné poloha volného konce Fetizku na zac¢atku déje je popsdna soutadnicemi [0, 0].

V libovolném c¢ase t > 0 se cifernik nachdzi v bodé [z, y], pricemz Fetizek je tecnou ke kiivce
(kterou cifernik pfi své cesté opisuje) v bodé [z, y]. Tato te¢na ma rovnici

y=ka+b  k=y. (2.1)

Vime, Ze v tom stejném case ¢ se konec Tetizku nachazi nékde na ose x, ozna¢me tuto polohu
x;. Je zfejmé, Ze teCna urcend rovnici (2.1) musi protinat osu x v bodé z;. Z toho plyne

b = _y/xia
takze muzeme rovnici (2.1) pfepsat na tvar
y=yr—yr,=y (v —x). (2.2)

>
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Déle z Pythagorovy véty plyne
(x —z:)* +y* = >

Clen (x — z;) si miizeme vyjadiit z (2.2). Dosadime-li toto vyjddieni do piedchozi rovnice,

dostévame ) )
<£) +y'=d = (l) =a® -y,
) )

Vzhledem k tomu, Ze hodnota y je kladnd, zatimco hodnota y' je zdpornd, z predchézejici

rovnosti vyplyva
Y _ 2 _ Y2,

Y
Tim jsme odvodili vyslednou rovnici, ktera je rovnici se separovanymi proménnymi a lze ji
prevést na diferencialni tvar

2 _ 92
d:c—l—dyuzo.

Integrace prvniho ¢lenu je trividlni. Zaméifme se na ¢len druhy. Nejprve zavedme substituci
y = asinu. Po upravé diferencialit mizeme psat integral pro druhy ¢len jako

2
cos®u
a / g du.
sinu
Zavedeme dalsi substituci cosu = t. Po nékolika tupravach lze dojit ke tvaru

o [1a0+5 [ (25— )
2 ) \t=1 t+1

Nyni jiz mizeme tento vyraz zintegrovat. Po dosazeni ze substituci a nékolika tpravach dosta-

vame
)
/a2_y2_a1n<w>+c’ CeR

Y

(specifikaci ¢iselného oboru, z néhoz obecnou konstantu C' uvazujeme, nebudeme v dalsim textu
jiz uvadét). Nyni muzeme dosadit takto zintegrovany ¢len zpét do rovnice:

7 _ 2
T+ a2—y2—aln(w> =C.
Y

Dosazenim pocéatecni podminky y (0) = a dostdavame C' = 0 a mizeme tedy psat vyslednou
rovnici trajektorie

2 22
x(y)—a1n<“#>— 2—2,  ye(0,a),

kterd je zobrazena na obrazku 2.1.



2.1. TRACTRIX

Obrézek 2.1: Tractrix proa =1
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Kapitola 3

Bouguerova uloha

3.1 Originalni dloha

Za otce moderni analyzy tloh o pronésledovani miizeme povazovat francouzského geofyzika,
astronoma a matematika Pierra Bouguera (1698 - 1758), ktery v roce 1732 prezentoval ulohu
modelujici situaci pronasledovani obchodni lodi piraty. ReSeni tilohy lze najit v mnoha publi-
kacich, zminme napt. [4].

3.1.1 Zadani dlohy

Zméni této ulohy je nasledujici. Obchodni lod pluje konstantni rychlosti v, po primce. V bliz-
kosti se nachédzi piratskd lod. V ¢ase to = 0 projizdi obchodni lod kolem pirdtu (v case tq je
spojnice polohy obchodni lodi a pirdti kolmé na trajektorii obchodni lodi). Ti ji v tento mo-
ment zaregistruji a zahaji své pronasledovani, pricemz si pocinaji tak, ze v libovolny moment
mifi pfimo na obchodni lod (jejich strategie je tzv. ryzi pronasledovani).

3.1.2 Sestaveni modelu

Nejprve si zavedme souradny systém. Za pocatek si zvolme polohu piratské lodi v case ty. Osa
x je tvofena spojnici polohy obou lodi na zacatku pronasledovani, pricemz predpokladejme,
ze obchodni lod se nachazi na jeji kladné casti a osa y je tvorena rovnobézkou s trajekto-
rii obchodni lodi, pricemz smér pohybu lodi urcuje kladny smér osy y. Plati tedy, ze v case tg
se obchodni lod nachazi v bodé [z, 0], kde zq je pocatecni vzdélenost mezi piraty a obchodniky.

K sestaveni rovnice vyuzijeme toho, ze drahu, kterou urazila piratska lod za cas t, mizeme
vyjadiit dvojim zptisobem. Jelikoz se lod pohybuje konstantni rychlosti v, ze zdkoni klasické
mechaniky plyne, ze v ¢ase t urazi piratska lod drahu

s =, -t.
V case t se pirdtska lod nachdzi v bodé [z, y (x)], z toho mizeme urcit drahu, kterou lod urazila,
jako délku prislusného oblouku, tedy

s = /: V14 (/(2))dz.

Porovnanim téchto dvou vztahti dostavame
byt = / 1+ ((2)%de. (3.1.1)
0

9
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Nyni je potfeba najit vyjadieni pro ¢as t. V tento moment vstupuje do hry strategie, se kterou
pirati pronasleduji svou kotist, jelikoz dle zadani v libovolny moment sméruji primo na obchodni
lod. Z toho vyvodime, Ze smérnice tecny k trajektorii musi byt shodna s tangentou thlu spojnice
polohy piratu [z,y] a obchodni lodi [zg,v, - t] s osou x. To nds opraviiuje napsat nésledujici
rovnost
gl tmY Yl (3.1.2)
To— T T — 2

7 tohoto vztahu uz si staci pouze vyjadrit ¢as t jako

,_ Y=y (@)
Vo '

Dosazenim do (3.1.1) dostéavame

Ely—yw—al) = [ 1+ @)

Nyni celou rovnici zderivujeme podle z, abychom se zbavili integralu na pravé strané. Dosta-
neme

v
Loy =y —w) =y = 1+ W)
coz muzeme prepsat na tvar
Vo
v o= a0 = =1 ()
p

3.1.3 ReSeni

Rovnice, kterou jsme obdrzeli, je nelinedrni obycejné diferencialni rovnice druhého radu, coz
muze vypadat jako problém, nebot takovéto tlohy neumime obecné fesit. My si zde pomtizeme
substituci ¢’ (z) = p(z), ¢imz dostaneme rovnici prvniho fadu se separovanymi proménnymi,
pricemz nami hledanou funkci y dostaneme néasledné prostou integraci feseni této rovnice. Mame

tedy

dp v
Wy Y A2
e (x — x0) o +p

Nyni pro snadnéjsi manipulaci s rovnici ozna¢me konstantu ¥ jako k (ze zfejmych divoda
p

budeme nadéle predpokladat & < 1) a provedme separaci proménnych

dp i dz

TpQ_

Integraci rovnice, na jejiz levé strané vyuzivame substituci p = sinh u, dostavame

To— T

u+InC=—k-In(xy—x)

Pro urceni integracni konstanty C' je tieba znat poc¢ateéni podminky. Ty ze zadéni ilohy plynou
veelku jasné, nebot v bodé [0, 0] m4 zcela jisté tecna k trajektorii piratské lodi nulovou smérnici
a tedy splyva s osou z, nebot v tomto okamziku se obchodni lod nachézi v bodé [z,0] a dle
zadani pirati sméruji v kazdém bodé své trajektorie pifimo na ni. Dostavame tedy pocatecni
podminku ¢ (0) = p(0) = 0 = u = 0. Z toho vyplyva

_ ok
C=uy".
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Mizeme tedy psat

Jelikoz p = sinh u plati

_%_1 o k_ Tog— X k
P= a4z 72 Ty — T Zo '

Nyni predpokladejme k < 1. Z takto upravené rovnice uz snadno jednoduchou integraci dosta-

neme hledanou funkci y jako
y+C="22"7 - i (3.1.3)

(graf této krivky pri k = 0.5 a zy = 5 je zndzornén na obrazku 3.1). Nyni opét ur¢eme integracni
konstantu C'. Stejné jako v minulém kroku nam pocatecni podminky plynou ze zadani, nebot
funkce y popisuje trajektorii piratské lodi, musi na ni tedy lezet vsechny body, ve kterych se
pirdtska lod béhem pronasledovani nachazela, tedy i bod, ze kterého pronasledovani zahajila.
Vime tedy, ze v bodé z = 0 plati y = 0. Odtud dostaneme

_$0|: 1 1 :|_ $0'k

T2 |14k 1—k| 1-k%

Partikularnim reSenim nasi pocatecni tlohy je tedy funkce

k —k
1= _ =
ok my— < xo) < xo)
= — 0 . 3.1.4
Vo) =1 E T 1+ k —r | ©E€0e (3:.1.4)

Nyni necht k£ = 1. Integraci rovnice
_dy 1 o To— T
p= de 2 \zg—=z Z

1 [(mo — x)2

dostéavame

C ==
Y + 2]30

5 —a:0~1n(x0—:v)].

Pocateéni podminka je stejné jako v pripadé k < 1, plati tedy
C= %(1 —2Inx).

V tomto pripadé je nami hledané partikularni reseni tvaru

1 N2
yo) = B0 e —2)| = (1= 2lnzy),  x e (0,m0). (3.1.5)
2 2170 4
Jesté zminme, Ze nalezené TeSeni odpovida intuitivni predstavé, jelikoz primka x = xzg je

asymptotou takovéto funkce y, a tedy funkce y neprotina trajektorii obchodni lodi.
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3.1.4 Diskuze

Nyni provedeme nékteré dodatecné ivahy v zavislosti na hodnoté konstanty £, kterou jsme si

zavedli jako ?¢. Je ziejmé, ze pripad, kdy k& > 1, nema cenu prilis diskutovat, protoze v tomto
p

pripadé se pohybuje obchodni lod vyssi rychlosti nez pirati, a ti ji tedy nikdy nemohou dostih-

nout.

Uvazujme nyni k < 1 a zabyvejme se otazkou, jakou drahu urazi pirati a obchodni lod do mista

dostizeni. Predevsim zdliraznéme, ze v tomto pripadé zcela jisté pirati svou korist dostihnou,
a to presnd v bodé [zo,y (z0)] = [0, £2%]. Vzhledem k trajektorii obchodnf lodi tedy vime, ze

urazila drahu s, = fﬂk’g Zname rovnéz rychlost v,, kterd je konstantni, a tak si muzeme dle

znamého vzorce vypocitat celkovy ¢as prondsledovani jako

So To
T=—=—"\ 3.1.6
vy Uy (1 —K?) ( )
Zmame-li ¢as pronasledovani, mizeme bez nutnosti integrace spocitat drahu, kterou piratska

lod urazila, a to jako
Zo

T=-—"2_.
1— k2

Sp:Up'

Nyni probereme pripad k = 1, tedy pripad, kdy se pirati a obchodnici pohybuji shodné rychle.
Je zfejmé, ze v tomto pripadé k dostizeni nedojde, nebof na zacatku je mezi lodémi nenulova
vzdalenost. V této souvislosti je nepochybné zajimavou otazkou, na kolik se piratské lodi podati
tuto vzdalenost zkratit (pfi ¢ — c0). Vyjdeme z obecného vyjadreni vzdalenosti lodi v libovol-
ném okamziku. Pirdti maji polohu [x,y (x)] a obchodni lod ma v tento okamzik polohu [z, ¥,);

kvadrat jejich vzdalenosti je tedy
Yo — Y ?
1+ ( Z ) ] :
To— X

7 predchézejici sekce vime, ze hodnota vyse uvedeného zlomku je rovna 1/, takze muzeme psat

d* = (zg—2)° + (yo — y)* = (wo — 2)°-

d? = (zg— ) - [1 + (y')ﬂ :

Po tpravé vyrazu a uzitim (3.1.5) dostavame

1/ o zo—\’ 5 x3 (o —x)* 1
- - = (2o — 2)?- =
"3 <330 —T X ) ] o =) (2o — ) I

P1i t — oo se kvadrat vzdélenosti, kterou budou lodé mit mezi sebou, tedy blizi hodnoté

d* = (zg — x)° -

2
. T
lim d% = =2,
T—T0 4

Limitni vzdéalenost mezi obéma lodémi tedy bude xy/2 (jinak vyjadieno, pirdtim se podaii
pii t — oo zkratit puvodni vzdalenost na polovinu).
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Da_ 1 I I I 1 1 1 I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Obrazek 3.1: Pronasledovaci kiivka pro £ = 0.5 a ¢y = 5.
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3.2 Dvé pronasledujici lodé

3.2.1 Zadani rozsirené tulohy

Nyni, kdyz zname TeSeni piivodni Bougerovy tlohy, vyuzijme této znalosti pti feseni nasleduji-
ctho rozsiteni. V [4] je uveden jisty rozsifeny problém se sokolem a orlem, ktery je v podstaté
konkrétnim pripadem tlohy, kterou si zde vyfesime obecné. Ponechame pritom ptvodni in-
terpretaci o prondsledovani lodi (mirné pritom pozménime zavedeni kartézského souradného
systému).

Predpokladejme, ze do pronasledovani obchodni lodi se zapoji dvé konkurenc¢ni piratské po-
sadky A a B. Ulohu miizeme zadat zcela obecné, tj. nepozadujeme, aby byly obé piratské lodé
na pocatku pronédsledovani na stejné drovni (v ¢ase ty tedy nemusi platit, Ze y4 = yp, kde ya
a yp jsou ypsilonové souradnice v kartézském souradném systému, ktery si zdhy zavedeme);
zachovejme pouze predpoklad, Ze pirati zahdji pronasledovani az v momenté, kdy obchodni lod
projizdi kolem. Aby méla diskuze nad feSenim smysl, uvazujme, ze obé piratské lodé se v pru-
béhu pronésledovani pohybuji vétsi rychlosti nez obchodnici, tj. v4 > v, Avg > v, a také, ze ani
jedna z lodi se nenachazi na draze obchodni lodi. Bez Gjmy na obecnosti feseni predpokladejme,
ze obchodnici neprojedou kolem lodi B diive nez kolem lodi A, ktera tedy zahajuje pronasle-
dovani bud difve nebo zarovein s lodi B. Casem t, rozumime tedy ¢as, kdy své prondsledovani
zahaji lod A. Polohu obchodni lodi v tento okamzik budeme povazovat za pocatek [0, 0], osa z
je uréena spojnici po¢atku a polohy lodi A (lod A tedy zac¢iné své pronésledovani z bodu |[a, 0],
kde a je pocatecni vzdalenost obchodni lodi a lodi A) a osa y je ddna trajektorii obchodni lodi.
V takto zformovaném soutadném systému mé lod B obecnou polohu [b, sql, pFicemz z naseho
piedpokladu, Ze obchodnici proplouvaji nejdfive kolem lodi A, plyne, Ze sy € R{. Je celkem
ziejmé, ze feseni Bouguerovy tulohy je zcela nezavislé na tom, zda se pronasledujici nachazi
na kladné nebo zédporné ¢asti osy x (trajektorie budou osové symetrické kolem osy y) ve smyslu
otazky dostizeni a tvaru trajektorie. Mizeme proto pro jednodussi predstavu a préaci s vyrazy
uvazovat pouze kladnou poloosu x, takze predpokladame, ze a > 0 A b > 0.

3.2.2 Reseni tlohy a diskuze

Resime vlastné pro kazdou lod Bouguerovu tlohu, pfi¢emz tato feSeni jsou na sobé nezévisla
(nepredpokladdme, Ze by se pirati vzajemné v prubéhu pronasledovani ovliviiovali). Se znalosti
reseni Bouguerovy tlohy (3.1.4) neni problém ur¢it trajektorii lodi A. MuzZeme ji zapsat ve tvaru
ka ka
)" G

1—ky 1+ky

a-ka x

vl =752 73

)

kde ks = ;’—: Abychom urcili trajektorii lodi B, je potfeba nasledujici ivaha. Pokud ve vztahu
(3.1.2) za t dosadime ¢as, ktery uplynul od poc¢atku prondsledovani (Cas, ktery uplynul od casu
to, kdy prondsledovani zahdajila posadka lodi A), nase feseni bude platné i pro lod B. Rozdilna
bude vsak pocatecni podminka pro yg, kdy musime zohlednit posun ve sméru osy y. Pocatecni
podminka pro lod B bude y(b) = sg, coz ndm po dosazeni do vztahu (3.1.3) dava

b-kgp
1k

kde je zcela analogicky kg = :j—; Trajektorie lodé B je tedy popsana funkci

&)™ 6"

1—kg 1+kp

Cp + So,

b-k
b +50——

vplr) =g Ty
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Nyni se jiz miizeme podivat na vzajemny vztah téchto dvou nezavislych pronasledovani. Posadky
lodi A a B samoziejmé dostihnou obchodniky ve stejny moment v pripadé, kdy budou jejich
pronasledovaci ¢asy stejné, nicméné nesmime zapomenut, ze lod A zahajuje své pronasledovani
diiv, a tak tuto skutec¢nost musime zvyhodnit. Pro soucasné dostizeni plati tedy vztah

tB - tA - tSoa

kde ¢ je pronasledovaci ¢as lodi B, t4 pronaledovaci c¢as lodi A a t,, je ¢as, ktery uplyne od casu
o po Cas, kdy své pronasledovani zahajuje lod B. Cas t,, mizeme vyjadrit jako i—g Dosazenim
vztahu (3.1.6) za prondsledovaci Casy ta, tp a dosazenim vyjadreni ts, dojdeme ke vztahu

b a So
= - —. 3.2.1
vp(1—k%) wva(l—K%) v, ( )
Aby byl nas vysledek fyzikalné interpretovatelny, je potieba zavést podminku ﬁ — 0> (.
v —k% Vo

Samoziejmeé i dalsi mozné otazky, napr. za jakého predpokladu dostihne lod B obchodniky diive
nez lod A atd., vychazi ze stejné tivahy, jen by byla rovnost v predchozim vztahu nahrazena
prislusnou nerovnosti.

Podivejme se, jaké by bylo feseni, pokud bychom znali rychlost obchodni lodi, polohu a rychlost
pirdtské lodi A (tedy zndme a a v4), poc¢atecni polohu lodi B (zndme b a sg) a chtéli bychom
urcit rychlost vp tak, aby posidka B dostihla obchodniky zaroven s posadkou A. Vyjdeme
z odvozeného vztahu (3.2.1):

b B a So
vp (1 — k%) va(1—k%) v,
b
= (k).
’vA(].fki) Vo
2
AL )
vp— — = 2\
UB avy — So (vA — Z—;)
2
bu, <UA — 5—")
; . v —v2 = 0

UB_ vg
avo — S0 (VA — 3%

Postupnou tpravou jsme presli ke kvadratické rovnici, kterou mtizeme jednoduse vyresit. Reseni

muzeme psat ve tvaru
2 2 2
bv0<vA75—°> bvo(vAfv—o)
A VA
SN WY S —) + 4v?

2
o
avo—so | va—,%

Bi2 — 9 )

pricemz z fyzikdlniho hlediska ma samoziejmé smysl nezaporné feseni, a tak klademe

ol i) w(eah)

Vo UA—ﬁ Vo UA—ﬁ

N 47 N 47 2
() ( ( ”2)) o
aVo—S80 ’UA_,UiO avo—so | va——%

A VA
2

Trajektorie obou pronasledujicich lodi pro rtizné hodnoty vstupnich parametrt jsou zachyceny
na obrazku 3.2. a 3.3.
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Obrazek 3.2: Ukazkova trajektorie pro v, = 1, vq4 = 1.1, a = 2, b = 3 a sp = 2. Dopocitana

rychlost vg méa pro tento pripad hodnotu vg = 1.1925.

Obréazek 3.3: Ukazkova trajektorie pro v, = 4, vy = 5, a = 2, b = 1 a sg = 2. Dopocitand

rychlost vg ma pro tento pripad hodnotu vg = 4.901.



Kapitola 4

Pronasledovani po kruznici

4.1 Hathawayova iloha

V pripadé Bouguerovy tlohy jsme uvazovali, ze kotist se pohybuje konstantni rychlosti po primce.
Podivejme se nyni na zajimavou obménu této tlohy, kdy stale uvazujeme, ze se korist pohy-
buje konstantni rychlosti, nicméné tentokrat bude jeji trajektorie kruznice. V roce 1920 prisel
s timto problémem v ¢asopise American Mathematical Monthly Arthur Hathaway (1855-1934).
Reseni této tlohy miizeme opét nalézt v [4], nicméné zde uvedené feseni je pomérné zdlouhavé
a nepiilis efektivni proto se jej nebudeme drzet. Uloha je FeSena mnohem elegantnéji a za daleko
mensiho pocetniho usili v [2], a proto zde vyjdeme z tohoto textu.

4.1.1 Zadani Glohy

Pes, ktery se nachazi uprostied kruhového rybniku, spatii v case ty = 0 kachnu, ktera plave
kolem biehu rybnika, a zacne ji prondsledovat. Pes (stejné jako v klasické Bouguerové tloze)
pronasleduje kachnu tak, ze v libovolném okamziku mifi pifimo na ni. Kachna i pes plavou
v rybniku konstantni rychlosti, pricemz plati, ze pomér jejich rychlosti je roven konstanté k,
tedy plati

C

Uk

kde v, je rychlost psa a v, rychlost kachny.

4.1.2 Sestaveni modelu

Uvodni poznamky

Ze vseho nejdrive poznamenejme, ze vhodnou volbou jednotek délky a casu muzeme docilit
toho, Ze rychlost kachny vy bude rovna 1 a polomér rybniku R bude rovnéz 1. Tato ivaha ndm
zjednodusi upravy vyrazi, které budeme k analyze problému potiebovat.

Oznacme stied rybniku jako S. V libovolném c¢ase ¢t oznac¢ime K aktualni polohu kachny a P ak-
tualni polohu psa. Nyni zavedme

r=|PK| a ¢=/SKP

17
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To znamena, Ze funkce r () ndm udéva aktudln{ vzddlenost psa od kachny a funkce ¢ () ndm
dava informaci, jak velky tihel svira tsecka PK s tseckou K S.

Sestaveni rovnic

Nyni si je tfeba uvédomit, ze pes se vzhledem ke kachné pohybuje rychlosti v, = —7. Je totiz
ziejmé, ze derivaci funkce, vyjadiujici vzajemnou vzdalenost kotisti a lovce, podle ¢asu dosta-
neme rychlost. Zamysleme se jesté nad znaménkem minus, kterym jsme rychlost opatrili. V case
to je mezi psem a kachnou nenulova vzdéalenost, v zavislosti na poméru jejich absolutnich rych-
losti k se tato vzdalenost miize zvysovat, ¢i snizovat. Pokud se vzdalenost zmensuje, znamena
to, ze r klesa, z ¢ehoz plyne, ze derivace bude zaporna. Jestlize vSak vzdélenost klesa, znamena
to, ze pes se ke kachné priblizuje a tedy jeho relativni rychlost musi byt kladné, proto v, = —r.
V opac¢ném pripadé, kdy se kachna psovi vzdaluje, je situace zcela analogicka, proto ji zde jiz
rozebirat nebudeme.

Rychlost, kterou se pes pohybuje relativné ke kachné, mtzeme vyjadrit i jinak. Ze zadani ilohy
plyne, ze pes vzdy mifi pfimo na svou potencialni obét, coz mizeme vyuzit k tomu, Ze jeho
rychlost vzhledem ke kachné muzeme urcit rozdilem rychlosti psa a prumeétu vektoru rychlosti
kachny do primky spojujici P a K (smér absolutni rychlosti kachny je v libovolném case tecna
ke kruznici). Tedy

Up = Vp — U, - Sin .

Jelikoz jsme v tivodnim odstavci uvedli, Ze vzdy miizeme najit takové jednotky, aby rychlost
kachny byla rovna jedné (z ¢ehoz plyne, ze rychlost psa je k) muzeme psat

v, =k—sing = 7r=sing—k. (4.1.1)
Nyni ozna¢me
p= |PS| )
(viz obrazek 4.1). Vzdalenost p muzeme rovnéz vyjadrit pomoci kosinové véty
2=1+7%—2rcos¢. (4.1.2)

Uvédomme si pritom, ze derivaci p podle ¢asu dostaneme rychlost, kterou se pes vzdaluje
od stredu rybniku, tedy bodu, ze kterého zah&jil své pronasledovani. Alternativné muzeme
tuto rychlost vyjadrit jako primét vektoru absolutni rychlosti psa na primku, ktera spojuje
stfed kruznice s aktualni polohou psa. Uvazujme Thaletovu kruznici 7 nad primérem KS.
Prisecik polopiimky K P s 7 ozna¢me jako V. Pak

PV —
b= k-sinovep — . VI _cose=r
P P
Zaroven derivaci (4.1.2) podle ¢asu dostaneme
200 = 2ri — 27 €08 ¢ + 2r¢ sin ¢. (4.1.3)

Odtud po tpraveé dostavame
pp =T (1 — cos ¢) + rsin ¢.
Z kombinace vztaht (4.1.1) a (4.1.3) plyne rovnice
k(cosp — 1) = (r — cos @) (sin ¢ — k) + rdsin ¢.

Po tupravé mame finalni tvar '
r$ =coso —r. (4.1.4)
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Obrézek 4.1: Geometrie tlohy

4.1.3 Analyza modelu

Nami sestavend rovnice neni analyticky resitelna. To nam ovsem nebrani v tom, abychom zkou-
mali chovani tohoto modelu. Stejné jako tomu bylo u Bougerovi tilohy, budeme nyni diskutovat
vlastnosti reseni v zavislosti na poméru rychlosti k.

Pribéh pronasledovani pro k£ > 1:

Jestlize je k > 1, coz znamena, ze se pes pohybuje rychleji nez kachna, dojde stejné jako
v pripadé puvodni Bouguerovy tlohy k dostizeni kofisti predatorem. Vzhledem k analytické
nefresitelnosti ovsem neumime na rozdil od drive diskutovaného pripadu uréit presny cas do-
stizeni. Z odvozenych vztahii mizeme vsSak alespon ucinit horni odhad c¢asu pronasledovani T'.
Protoze k > 1, plati nerovnost

r=sing—k<1—Fk<0.

Vidime, ze 7 je pro tento pripad vzdy zapornd, navic shora ohranicena konstantou 1 — k, takze
je jisté, ze k dostizeni dojde v case T < oo, kdy tedy plati r (T') = 0. Odhad T" miZeme urcit
nasledovné:

r(0) 1

—T(O):r(T)—r(O):/O ST (1-k) = T<h=——

Pribéh pronasledovani pro k£ = 1:

Ze vztahu (4.1.1) s védomim, ze k = 1, plyne

i =sing — 1< 0.
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Znaménko rovnosti nastane pouze pii ¢ = 7, coz jak pozdéji uvedeme nastane pouze v pripadé
dostizeni. Z toho plyne, ze vzdalenost r je klesajici funkce pro Vi > 0. Odtud mtzeme vyvodit,
ze bud r(T") = 0 pro vhodnou konecnou hodnotu 7', nebo

li t)y=r* 1r*eRy.

tiglor( ) r, e 0
Jinak vyjadreno: bud dojde k dostizeni v koneéném ¢ase T, nebo pri T' = oo (za predpokladu,
ze dokédzeme r* = (). Nasim cilem je ukazat, Ze nastane druha varianta, tedy ze funkce r je
stale kladna, pricemz jeji limita pri ¢ — oo méa nulovou hodnotu.

Nejprve je treba ukazat, ze k dostizeni nedojde. K tomu je zapottebi nékolika veelku naro¢nych
technickych kroku. které jdou nad ramec této prace. Nejprve se sikovnou manipulaci s (4.1.4)
ukaze, ze plati ¢ = 7 pravé tehdy kdyz pes dostihne kachnu, a pak se sporem (vyuzije se
Lagrangeova véta o stfedni hodnoté) ukéze, ze pro k = 1 k dostizeni v kone¢ném ¢ase nemize
dojit. Detailni odvozeni téchto skutecnosti je obsahem [2].

Ukazme jeste, ze i presto, ze k dostizeni nedojde v koneéném case, se pes dostane libovolné
blizko ke kachné. D4 se ukézat, ze ¢ je od uréitého okamziku pronésledovani rostouci funkei
(odvozeni lze nalézt v [2]). Z toho plyne, Ze existuje jeji limita pro t — T = oo . Ozna¢me ji
¢*. Predpokladejme, Ze ¢* < 7. Z toho ndm s vyuzitim (4.1.1) plyne

7 <sing®* —1 <0,

coz by ovsem vedlo k tomu, Ze by muselo dojit k dostizeni kotisti v case T < co. Musi tedy
platit, Ze ¢* = 7, z cehoz ndm ovsem plyne, Ze pro t — oo dojde k dostizeni, a tedy Ve > 0
Jt. : 7 (t.) < e, takze pes se muze priblizit libovolné blizko kachné.

Porovnejme jesté tento vysledek s klasickou Bouguerovou tilohou. Pokud k£ = 1, tak v pripadé,
kdy korist unika po ptrimce, dojde v nekonec¢nu ke zkraceni vzdalenosti mezi kotisti a pronasle-
dovatelem na polovinu ptvodni hodnoty. V pripadé, kdy se korist pohybuje po kruznici, dojde
pro k =1 v nekone¢nu k dostizeni.

Pribéh pronasledovani pro k£ < 1:

Na zavér diskutujme pripad, kdy se pes pohybuje nizsi rychlosti nez kachna. Lze ocekavat,
ze v tomto pripadé nedojde k dostizeni (prvnim argumentem je fakt, ze pti k = 1 dochazi k do-
stizeni v nekonec¢nu a tento pripad je svym zptusobem mezni, druhym argumentem je zkusenost
s timto pripadem z Bouguerovy tlohy).

Uvazujme nyni bod F, na vyse zavedené Thaletové kruznici 7 se specifickymi soufadnicemi
[T0, (o], které jsou uréeny vztahy

sin ¢y = k, ro = cos ¢g = V1 — k2. (4.1.5)

Posledni rovnost jsme dostali dosazenim prvniho vztahu do vzorce pro goniometrickou jednicku.
Tento bod je unikatni v tom, ze pokud je pes v bodé F,, jeho relativni poloha se vici kachné
neméni a mizeme ho tedy nazvat staciondrnim bodem. Skutecné, vezmeme-li (4.1.1) a dosadime
7 = 0, dostavame prvni rovnost z (4.1.5); stejné tak, vezmeme-li (4.1.4) a dosadime é =0,
dostavame druhou rovnost z (4.1.5). Z toho plyne, ze pokud se pes pri pronasledovani dostane
na tyto hodnoty polarnich souradnic, bude se pohybovat po kruznici s polomérem k se stifedem
S a bude mit od kachny konstantni vzdédlenost +/1 — k2. Lze ukézat, Ze se jednd o limitni
chovani pro k < 1, tento ditkaz je vSak pomérné naroc¢ny, a proto pouze opét odkazeme ctenare
na [2], kde je tento dukaz korektné proveden.
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4.1.4 ResSeni rovnice

Jak jsme jiz dfive uvedli, rovnice (4.1.4) neni analyticky fesitelna, nicméné muzeme aplikovat
nastroje numerické matematiky a rovnici vytesit priblizné. Zavedme pro tento ucel vektorové
funkce p (t) = (2, (t),y, (1)) a k(t) = (vx (t),yx (t)), které popisuji polohu psa respektive
kachny v c¢ase t vyjadrenou v kartézské soustavé soutadnic. Dale nam nic nebrani v tom,
abychom nasli vyjadifeni ndmi pouzité funkce r v kartézskych souradnicich (stac¢i naptiklad
zvolit spojnici stfedu rybnika a pocateéni polohy kachny jako osu z a stfedem vést kolmou
osu y), tedy r (t) = (z, (t),y (t)) . Pouzitim elementarnich znalosti z linedrni algebry muzeme
snadno odvodit
k(t)=p(t)+r(t).

Ze zadani vime, ze vektor rychlosti psa v, = p (t) vzdy mifi pfimo na aktualni pozici kachny.
Je ztejmé, ze vektor r (t) je jeho néjakym nasobkem. Mizeme tedy psat

C ey T ()
p = [P oIk

kde symbol || - || znamena libovolnou normu. Na zac¢atku této tdlohy jsme uvedli, ze vzdy je
mozné transformovat soufadnice (at uz ¢asové ¢i prostorové) tak, aby velikost rychlosti kachny
byla jednotkova a u psa byla tato velikost rovna k. Z toho plyne, Ze vyraz mizeme upravit na

r(t) . k®H-p()

S R0 R OESYOT
To ndm po rozepsani do souradnic dava
da, (t) — k. Lk — Tp
dt Ve ) + - w,)*
dyp—(t) — . Y — Yp .
a V@ — 2" + (e — )’

Déle vzhledem k tomu, zZe se kachna pohybuje rovhomérné s jednotkovou rychlosti po kruznici
s polomérem jedna, muzeme k (¢) vyjadrit jako

k(t) = (cos (t),sin(t)).

K numerické ilustraci drive provedenych zavéra uzijeme doprednou Eulerovu metodu jako nej-
jednodussi algoritmus pro numerické feseni obycejnych diferencidlnich rovnic (pro nase acely je
zcela dostacujici). Na obrazcich 4.2 - 4.5 jsou zobrazeny ruzné varianty trajektorii, které byly
vykresleny pomoci implementace vyse uvedeného numerického algoritmu v MATLABu.
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Obrazek 4.2: Trajektorie pro k = 2 se startovaci pozici ve stfedu
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Obréazek 4.3:

Trajektorie pro k = 1 se startovaci pozici ve stiedu
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Obrazek 4.5: Trajektorie pro k = 0.75 se startovaci pozici mimo rybnik
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4.2 Alternativni pronasledovaci strategie

4.2.1 Zadani upravené ulohy

Nyni si polozme otazku, jak by nami diskutovana tloha vypadala, kdyby se pes rozhodl proné-
sledovat kachnu jinym zptsobem. Predpokladejme nyni, Ze pes pronasleduje kachnu tak, ze se
v libovolném okamziku nachézi na spojnici polohy kachny a stfedu rybnika, tedy v libovolném
¢ase t plati P € KS. Tato tloha je zminéna a fesena v [4].

4.2.2 Sestaveni modelu

Bez 1jmy na obecnosti muizeme stale predpokladat transformaci souradnic, kterou jsme uvedli
v sekci 4.1.4. Jak jsem jiz diskutovali v minulé sekci, polohu kachny mtzeme popsat vektorovou
funket

k (t) = (cos (t),sin (t)) .
Vzhledem ke strategii, kterou pes tentokrat zvolil, obiha stfed rybnika se stejnou tthlovou rych-
losti jako kachna. Jeho polohu mizeme tedy popsat vektorovou funkei

p (1) = p(t) (cos (¢),sin (1)),

kde p(t) je skalarni funkce, kterd popisuje vzdalenost psa od stfedu kruznice. Plati tedy
p(0) =0ap(T) = R =1, kde T je ¢as dostizeni (druhy vztah samozfejmé plati pouze
v piipadé, ze k dostizeni dojde).

Rychlost psa v, si nyni rozloZzme na radialni slozku v, = p a na k ni kolmou slozku v, . Dle

Pythagorovy véty plati
vy =k =[v2+ 0] =1/p? +0i. (4.2.1)

Uvédomme si, ze v, je v libovolném okamziku kolinearni s v, a mizeme ji chapat jako obéhovou
rychlost psa po kruznici s polomérem p (t). Tato rychlost je tedy urc¢ena vztahem

v=wopt) =5 pt)=p(t).

Dosazenim predchoziho vyjadieni do (4.2.1) a tpravou dojdeme k rovnici

p =k — p2. (4.2.2)

4.2.3 Reseni rovnice

Na rozdil od plivodni tlohy je takto upravend tloha analyticky TeSitelna. Jednoduse prejdeme
na diferencialni tvar

dp
/12 — 2
Jedna se tedy o obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu se separovanymi proménnymi,

kterou muzeme bez vétsich obtizi integraci vztahu (4.2.3) vyfesit. Integrace pravé strany je
trivialni. K integraci strany levé uzijeme nejprve tpravu

— dt. (4.2.3)

dp

[ 75
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Zavedme substituci £ = s a dosadme spolu s pifevodem diferencidlu (dp = k - ds). Dostaneme

= arcsin (s) + C' = arcsin <£> + C.

[ 7=
N k

Dohromady tedy obecné feseni (4.2.2) je

arcsin <£> =t+C.
k

K uréeni hodnoty obecné konstanty C' uzijeme pocatecni podminku p (0) = 0, odkud plyne

C = 0. Dostavame tedy partikularni reseni arcsin (%) = t. Odtud snadno

p(t) = ksin (). (4.2.5)

[lustrace moznych trajektorii jsou uvedeny na obrazcich 4.6 - 4.8.

4.2.4 Diskuze

T

Nejdifve poznamenejme, Ze toto feSeni je platné pouze pro ¢t € (0,%), a to z diivodu volby
kladného znaménka pred odmocninou ve vyrazu (4.2.2) (zcela prirozené predpokladdme neza-
pornou rychlost v,). V ¢ase t > 7 by platilo p < 0, coz je spor s vyjadienim (4.2.2). Nyni
se podivejme na chovani Teseni pro k > 1 ( a poté okometujeme "ocekavany”zpusob chovani
v pripadé k < 1).

Pribéh pronasledovani pro £ > 1: Stejné jako v puvodni tloze pro £ > 1 samoziejmé
k dostizeni dojde. Skute¢né, dosadme v rovnici (4.2.5) p = R = 1. Tim dojdeme ke vztahu

sin (T) = —

ktery muzeme jednoduse upravit a vyjadrit cas dostizeni T jako

1
T = in(—|.
arcsin (/{:)

Vsimnéme si, ze na rozdil od pripadu tzv. pure pursuit, ktery jsme diskutovali v 4.1, dojde nyni
k dostizeni v konecném case i v pripadé k =1, kdy T' = 7.

Pribéh pronasledovani pro £ < 1: Je zfejmé, ze v pripadé, kdy rychlost psa je nizsi
nez rychlost kachny, dojde v case ¢ = 7 k dosazeni minimalni vzdalenosti, ktera psa a jeho
kotist oddéluje. V tento moment je radialni slozka v, nulova, coz znamend, ze pes musi vSechny
své sily vyuzit k tomu, aby splnoval nase zadani a udrzoval vektor p kolinearni s vektorem
k. Interpretace ocekdvaného chovani modelu je tedy takova, ze v ¢ase t > 7 pes obiha stied
rybnika po kruznici s polomérem £ s jednotkovou tihlovou rychlosti, pricemz udrzuje kolinearitu
mezi svou polohou a polohou kachny.
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Kapitola 5

Hlemyzd na popruhu

Nyni uvedeme tlohu, ktera se od predchozich mirné lisi. V zadani nenajdeme kotist a lovce jako
diive, nicméné z matematického hlediska se rovnéz jedna o tlohu o pronasledovani.

5.1 Konstantni rychlost popruhu

5.1.1 Zadani dlohy

Hlemyzd leze po gumovém elastickém popruhu konstantni rychlosti v,. Jeden konec popruhu
je pevné upevnén, druhy konec je natahovan konstantni rychlosti v,, pficemz délka popruhu
na zacatku déje je Ly. Hlemyzd svoji cestu zac¢ina na pevném konci popruhu. Dostihne hlemyzd
pohyblivy konec popruhu? Analogicka tloha je feSena v [3], kde je popruh natahovan zavod-
nim koném, ktery bézi konstantni rychlosti (odtud anglicky nazev ulohy The snail-racehorse
problem,).

5.1.2 Sestaveni modelu

Ozna¢me nyni L (t) délku popruhu a x (t) vzdalenost hlemyzdé od pevného konce popruhu.
Derivaci L podle ¢asu dostaneme rychlost, kterou je popruh natahovan, takze miizeme psat
iz,

i natahovani popruhu. Je tfeba si uvédomit, ze rychlost ma v popruhu linedrni pribéh, je
nulovd na pevném konci a na natahovaném konci mé velikost v,. MizZeme tedy psat

v(x) =ax+b.

S dosazenim znamych hodnot v krajnich bodech dostaneme

Yp
v(r)=—u.
() = 2
Absolutni rychlost & hlemyzdeé je ddna souc¢tem jeho rychlosti vy, a rychlosti natahovani popruhu
v daném bodé x. Dostavame tedy rovnici
Yp

b=+ (5.1.1)

29
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Dohromady mame soustavu dvou obycéejnych diferencidlnich rovnic prvniho tadu. Tyto rovnice
opatiime dvéma prirozenymi pocatecnimi podminkami L (0) = Ly a = (0) = 0. Plati, Ze hlemyzd
dostihne konec popruhu, jestlize bude platit L(T") = 2(T") pro vhodné kone¢né T'.

5.1.3 ReSeni

Rovnice pro L je triviadlni a vyresime ji prostou integraci
L:/vpdt:vp-t+0.

S prihlédnutim k pocatecnim podminkam dostaneme

L(t) = v, - t + Ly. (5.1.2)
Toto Teseni muzeme dosadit do (5.1.1), ¢imz dostaneme
. vy
= —. 5.1.3
T =y + ot Lox ( )

Jednd se o nehomogenni linearni obycejnou diferencidlni rovnici prvniho radu. V prvnim kroku
vyTesime prislusnou homogenni rovnici, u které miuzeme separovat proménné

:ic—d—x— S E—
dt vy t+ Ly
dr v, - dt
T v, -t+Lg

Takto upravenou rovnici muzeme jiz integraci vyresit nasledovné
Inz=1In(v,-t+ Lo)+InC,

(absolutni hodnotu argumentu logaritmu muzeme vynechat, protoze vzdalenost = i délka L
budou vzdy kladné). Odlogaritmovanim dostédvame

zy =C- (v, -t+ L),
coz je obecné Teseni homogenni rovnice. Nyni budeme hledat feseni rovnice (5.1.3) ve tvaru
x=C(t) (v, -t + Ly).

Derivovanim tohoto vztahu a dosazenim do (5.1.3) méme

Up -t + LO '
Tento vztah zintegrujeme a dostaneme ptedpis pro C (t) :
Ct) = (v, -t + Lo) + C.
Up

Tedy obecné feseni rovnice (5.1.3) ma tvar

f(t):%(Up't+Lo)1n(vp-t+Lg)+C(vp-t+L0).

Up
Jelikoz z (0) = 0, konstanta C' md hodnotu C' = —2*In L, takze partikuldrni feseni mtzeme
p
po dosazeni a upravé psat ve tvaru
v Up - T
o(t) = = (vp-t+ Lp)In (1 + -2 ) . (5.1.4)
Up Lo

Vztahy (5.1.2) a (5.1.4) predstavuji pohybové rovnice pravého konce popruhu a hlemyzdé.
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5.1.4 Analyza modelu

Uzitim predchézejicih vztaht nyni zodpovime zakladni otazku, zda hlemyzd nékdy dorazi na ko-
nec popruhu, tedy jestli existuje ¢as dostizeni T' < oo. Tato situace nastane v ptripadé, kdy plati
rovnost

-T
Up~T+L0:%(UP'T—FLQ)ln(l-FUpL )

D 0

Upravou dojdeme ke tvaru

v, - T v
1 14+ 2 - ) =22
n(—l— Lo) Up,

Tuto rovnost odlogaritmujeme a vyjadiime hodnotu 7" jako
L vp
T="=2 <ev5 - 1) . (5.1.5)

Vzhledem k tomu, Ze pfedpokldddme zadané veli¢iny v, a v, kladné a nenulové, hodnota zé-
vorky vyjde kladnd a hodnota T' je tedy také kladna (a konecnd). Vidime proto, ze hlemyzd
dostihne konec popruhu bez ohledu na zadané veliciny v,, v, a Lyg.

Podivejme se jesté na délku L*, na kterou se za tuto dobu popruh natahne

L vp vp

L = Lo+ v,—2 (evi - 1) = Loewn . (5.1.6)

Up
Podle oc¢ekavani délka, na kterou se popruh natahne, jiz samoziejmé na poméru rychlosti po-
pruhu a hlemyzdé zavisi. Jesté poznamenejme, Ze se nejednd o drahu, kterou urazil hlemyzd.
Je to stejné jako kdybychom stoupali na eskalatoru, nami urazena draha neni rovna draze,
po které nas eskalator vyvezl. Hlemyzdém urazenou drahu mizeme jednoduse vyjadrit jako

L vp
sp=uvp T =vp— (e“h —1).
Up
Pro lepsi ilustraci dosazeného vysledku miizeme dosadit konkrétni hodnoty. Uvazujme naptiklad
Lo = 1[m], v, = 1[mm-s7'] av, = 1[em-s']. Pokud tyto hodnoty dosadime do vztaht
(5.1.5) a (5.1.6), dojdeme k tomu, Ze hlemyzdovi by trvalo vice nez 25 dni nez by dorazil
na konec popruhu a popruh by se za tuto dobu natdhnul na délku priblizné 22 kilometri.

5.2 Nekonstantni rychlost popruhu

5.2.1 Zadani a reseni upravené tulohy

Nyni modifikujme zadani a uvazujme, ze se volny konec popruhu bude pohybovat se zrychlenim
a, tedy rychlost v, bude linearné rostouci funkci tvaru v, (t) = at+vy (uvazujeme tedy pripady,
kdy a > 0, rovnéz se omezme pouze na pripady, kdy pocéatecéni rychlost vy > 0). Stejné jako
v prvnim ptipadé bychom dospéli k soustavé dvou ODRI1 se stejnymi poc¢atecnimi podminkami,
ale rovnice pro L by se lisila, a to nasledujicim zptsobem:

L = at + vy.

Rovnici zintegrujeme a po dosazeni pocatecni podminky dostavame

2

t
L(t) = a? + Uot + Lo.
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Podobné dostavame rovnici pro z ve tvaru

, L
T = vy + 7% (5.2.1)

Stejné jako v predchozim pripadé vyfesime nejprve homogenni rovnici.

i
AT
dx L
— = —dt.
T L

Integraci posledniho vztahu dojdeme k vyjadreni
Inz=InL+InC

(opét jen poznamenejme, ze zde neni nutnd absolutni hodnota v argumentu logaritmu, nebot
vyrazy v argumentu jsou dle zadani a dle predpokladi vzdy kladné).
Odlogaritmovanim dostavame

2
e =C-L{t)=C- (% +ot + LO) . (5.2.2)

Nehomogenni rovnici vyTesime opét variaci konstanty. Po derivaci (5.2.2) a dosazeni do rovnice

(5.2.1) dostaneme vztah
Un

%—F’Zjot—l—[;o‘

Integrace tohoto vztahu neni zcela trividlni; nejprve provedeme tpravu integrandu

1
/ 2 / 12 dt - Uh/ 2 dt
S+ Uot + Lo 4+ ot + Lo vat 4w )" 20Lo—vg
V2 T V2a 2%
1 1
= vh/ —dt = 2cwh/ dt
o (at + vo)® + 2aL2°a % (at + vo)® + 2aLy — v2

1
= 2avh/ 5 dt.
(at 4+ v9)” + 2aLy — v}

(5.2.3)
Zde musime néas vypocet rozdélit na t¥i moznosti dle hodnoty konstanty 2aLo — vZ.

Vypocet pro 2aLy — v3 > 0:

Nejprve upravime vztah z (5.2.3) na

2avy, 1
C(t) = 5—— / ———dt.
alLqy — U ( at+vg ) + 1

,/Q(ZL()—”U(Q)

Nyni zavedeme substituci v = \/% Po dosazeni této substituce a prevodu diferenciali
2aLo—vg

prejde integral na tvar

O(t) =

2Uh / 1
sdu
\/ 2aL0 — U% 1+u
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ktery uz snadno vyresime. Tedy

C(t) = Lamtan <M> + Ch.

V2aLo — v} V2aLo — v}

Nyni uz jen uréime hodnotu redlné konstanty C; a to dosazenim pocéate¢nich podminky z (0) = 0

2L0Uh Vo
0= ———=arctan | ———= | + C1 L.
2aLy — v} (\/QaLo — v}
Odtud ¢4 = —\/% arctan (#) Dohromady tedy dostavame partikularni reseni
alLo—vg alLo—vg

pocatecniho problému ve tvaru

(1) 20 t at + % 20 arctan o
z(t) = | ———=——=arctan - —_—
V2aLo — v3 V2aLy — v3 V2aLy — v3 V2aLy — v}
at?
X 7 —+ 'Uot =+ LO .

Tento vztah muzeme dale upravovat. Jelikoz z podminek za jakych jsme tlohu ftesili plyne,
ze oba argumenty arctan jsou kladné muzeme uzit vzorce

arctan u — arctan v = arctan

14+ uv’
Tim po nékolika elementarnich upravach prejdeme k vyjadreni
2 2aLy — vit [ at?
z(t) = U arctan Y2020 Y00 (— + vot + L0> :
V2aLy — v} vot + 2Lg 2
coz lze také napsat ve tvaru
2up, 2aLg — vit

x(t) = ————= arctan

t).
V2aLo — v} vot + 2Ly )

Vypocet pro 2aLy — vi = 0:

Vratme se ke vztahu (5.2.3) a polozme 2aLo — v3 = 0; tim se ndm vztah zjednodusi na tvar

C(t) = 2avh/;dt.

(at + vg)”
Tento integral vyfesSime jednoduse substituci at + vy = u. Po prepoctu diferencidlti mizeme jiz
vztah zintegrovat jako

1 2 2
C(t):2vh/—2du:—ﬂ+01:— o
u u

+ C.
at + vg !

Opét dosadime poéateéni podminku z (0) =0
2UhL0
Vo

0=

+ ClLO7

z ¢ehoz dostavame, ze C = % Pro tento pripad mé partikularni feseni pocate¢niho problému

tvar )
2uyp, 2vp, at
t)=| — — — t+ L
z (1) ( m+%+1m)(2+wO+o)

x@:(—2% +%0L@.

at + vy Vg

tedy
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Vypocet pro 2aLy — v3 < 0:
Pro tento ptipad si upravme vztah (5.2.3) nasledovné

1 1

5 dt = 2avh/ 5 dt
(at + vy)” +2aLy — v3 (at +vo)” — (v} — 2aLy)
1

= 2avh/
(at + v + Vi — 2aL0) <at +vg — Vi — 2aL0)

Takto upraveny vyraz si mizeme rozlozit na parcialni zlomky

C(t) = 2av, /

dt.

1
C(t) = 2avh/
(at + vy + \/vg — 2aL0> (at + vy — \/U% — 2aL0>

1

avy, 1
_ — dt
\/vg—QaLo/(at—i—vo—\/v%—QaLo at+v0+\/v§—2aL0>

dt

avp,

1 1
dt—/ dt | .
\/vg—ZaLo (/ at—i—vo—\/vg—QaLo at+v0—|—\/v8—2aL0 )

Zavedme nyn{ substituci u; = at + vg — \/v3 — 2aLg pro prvni integral a uy = at + vy +
Vv — 2aLg pro integrdl druhy. Po pfepoctu diferencidli prejdeme na tvar

Up, 1 1 Up,
Ct) = ——=——= /—du —/—du):—lnu —Inuy) +C
() \/Ug—QCLLO( up uy \/vg—ZCLLO( ' )+ G

SR {ln <at+v0— \/U§—2CLL0) —In (at—l—vo—i- \/U%—Q(ZL())} + C
\/'Ug —2aL0

v, ) at+vo—\/1)§—2aL0
= n
VE —2aLy  at + vy + /03 —2al,

(argument logaritmt muzeme pséat bez absolutni hodnoty nebot tlohu fesime pouze prot > 0,
coz nam dohromady s predpokladem, Ze 2aLy < v, zaru¢i kladnost obou argumentit). Kon-
stantu C opét uréime z pocatecni podminky z (0) = 0. Po dosazeni dostédvame

L — /v — 2aL
0= 0% =V T4 o
VE —2aLy  vo+ /vE —2aly

2
. ., vo—1/vg—2alo
z ¢ehoz nam plyne C| = — \/ th In

v8—2aLo vo+ v8—2aL0

+Ch,

. Partikularni reseni ma tedy tvar

o () = v <1nat+vo—\/vg—2aLo_lnvo—\/US—QaLO> (at2 )

— C ot +L
V2 —2aLo \ at+vo+ 02 —2aLy  wo+ R —2aLy) \2

I v tomto pripadé si vyraz pro x upravime. S vyuzitim toho, Ze rozdil logaritmu je logaritmus
podilu, mizeme psat

Up

(at + vg — \/ V3 — 2aL0) (Uo + g — 2aL0>
x(t) = In
Vv — 2aLg (at + v + Vg — 2aLg) <v0 —Jvd — 2aL0>

L(t).
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Jmenovatel i ¢itatel miizeme roznasobit nasledujicim zptisobem

o | at (UO + /g — 2aL0> + <v0 —Jud — 2aL0> (vo + /g — 2aL0>
n
VU —2alo gt <v0 — g — 2aL0> + (UO + /g — 2aL0> <vo — g — 2aL0>

coz nas po nékolika krocich dovede k vyjadreni

o (w0 + /48 = 2aLo ) t + 2Ly
In
V U% - 2aLO <U() — 1/ Ug — QCLL()) t+ 2L0

z(t) = L(t),

z(t) = L(t).

5.2.2 Analyza upraveného modelu

Stejné jako v minulém pripadé, hlemyzd dorazi na konec popruhu v pripadé, bude-li platit
z(T) = L(T'). Opét hledejme ¢as dostizeni T, pri kterém bude tato rovnost platit.

DostiZeni pro 2aL, — v > 0:

Dosazenim vyjadreni téchto funkci dostavame

2vy, v/ 2aLy — U%T

————— _arctan
V2aLy — v3 vol + 2Lg

pricemz po upravach prejdeme k tvaru

V2aLo—v3T  +/2aLg — v}
arctan Y00 — Y07 _ V2420 7T (5.2.6)
UoT + 2LO th

Z tohoto vyjadieni mizeme urcit podminky, za kterych k dostizeni dojde. Vyraz na pravé strané

1/2aL07v3

musi patrit do oboru hodnot funkce arctan, tedy musi platit o < 5. Zaroven musi platit
podminka, za které jsme tlohu resili, coz nam dohromady dava podminku

0 < 2aLy— vy < 7v;. (5.2.7)

L(T) = L(T),

Pokud bude tato podminka splnéna, bude konec popruhu dostizen v realném case.

Vratme se ke vztahu (5.2.6). Pouzitim funkce tangens a nékolika algebraickymi dpravami mu-

zeme dojit ke vztahu
2aLo—vE
Lo tan Y
T = h

P 2aLo—(v0)2’
vV2aLo —v5 — UotanT

coz je vyjadieni ¢asu dostizeni za predpokladu, Ze je splnéna podminka (5.2.7).

DostiZzeni pro 2aLg — vi = 0:

V tomto pripadé po dosazeni dostaneme

(_2th0 . %Lo) L(t) = L(t).

Vo Vo

Po jednoduchych tpravach dojdeme k vyjadreni casu dostizeni

T:@(L)
a \ 2v, — vy

Aby k dostizeni doslo, musi byt ¢as T kladny. Jelikoz jsou vSechny konstanty z jeho vyjadreni
kladné, je k dodrzeni této podminky nutné, aby 2v, — vy > 0.
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Dostizeni pro 2aL, — v2 < 0:

Pro tento pripad je vyjadfeni casu dostizeni nejkomplikovanéjsi. Stejné jako v predchozich
ptipadech dosadime do rovnice x(T') = L(T), tedy

o <v0 R - 2aL0> T+ 2L,

In L(T) = L(T).

V U(% - QQLO (’UO — \/’Ug — QCI,L()) T + 2L0

Rovnici si mtizeme upravit na tvar

(vo + /v — 2aL0> T+ 2L \/m

In -

<’UO — v/ ’Ug — 2(1[/0) T + 2L0 Uh

Nyni provedeme odlogaritmovani, ¢imz dostaneme

(vo 2o 2aL0) T+2Ly  JE e
=e n .
(ao A 2aL0> T + 2L,

Rovnici miizeme dale upravovat a vyjadrit ¢as dostizeni T jako

’U%—QH.LO
2L e v —1
T =

,/v%72aL0 ’
vo + \/vs —2aLlg —e  “n <vo—\/vg—2aL0>

Aby doslo k dostizeni, musi samoziejmé platit T > 0. Jelikoz argument exponencialy bude zcela
jisté kladny, bude kladny i cely citatel. Je tedy tfeba pozadovat, aby byl jmenovatel zlomku
vétsi nez 0, z ¢ehoz po nékolika malo upravach dostavame podminku

v272aL0 2 2
VR 2o vy — /vy — 2aLg

e v <L
Vg + V¢ — 2aLy

Pokud budou konstanty splniovat tuto nerovnici, dojde k dostizeni konce popruhu v koneéném
case.



Kapitola 6

Unikova strategie

A7 dosud jsme se zaobirali spiSe trajektorii lovce, pricemz korist méla svoji trajektorii jasné
definovanou. To nyni napravime, jelikoz v této sekci budeme diskutovat trajektorii kotisti tak,
aby nebyla ulovena. Podivejme se nyni na zadani nasi modelové tlohy, kterd vychazi z ¢lanku

[1].

6.1 Uloha o ko¢ce a mysi

6.1.1 Zadani dlohy

Ve stodole se nachéazi kocka a mys, pricemz uprostied stodoly stoji tram. V case to = 0 je
situace takova, ze mys se schovava pred kockou za tramem, tedy tram se nachazi na spojnici
polohy kocky a mysi. V tento okamzik je kocka ve vzdélenosti a od tramu. Mys je od této
prekazky vzdalena o b. Kocka stoji celem k tramu a v case ¢y se rozbéhne doleva a bézi kolmo
udrzuje primou trajektorii. Mys$ musi na pohyb kocky reagovat a rovnéz se dat do pohybu tak,
aby tram neustale branil primé viditelnosti. Mys se pohybuje s konstantni rychlosti v,,. Jaka
bude strategie mysi, aby ji kocka nespatiila?

6.1.2 Sestaveni modelu

Ze vseho nejdrive si zavedme soutradny systém, ve kterém budeme tlohu fesit. Pfirozenou vol-
bou pocatku je poloha tramu. Osu y nam bude urcovat pocatecni spojnice polohy kocky a mysi,
pricemz kocka se v tento okamzik nachazi na zaporné poloose a mys na kladné. Osa x je samo-
zrejmé kolma na osu y a prochéazi pocatkem. Kocka tedy bézi ve sméru zaporné osy x. Poc¢atecni
situace je zobrazena na obrazku 6.1.

Nez aplikujeme diferencialni pocet, podivejme se, jak by situace vypadala, kdybychom na za-
catku pozadovali, aby se mysS pohybovala rovnéz po primce kolmé na osu y. Aby byla mys
stale v zakrytu tramu, musi neustédle platit, ze tram lezi na spojnici mysi a kocky. Z divodu
podobnosti trojuhelnikit musi platit

a

b
vt vt

37
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|

Tram

Smér pohybu kocky Kocka

r

Obrazek 6.1: Pocatecni situace

z ¢ehoz okamzité plyne, ze rychlost mysi pro tento pripad musi spliiovat rovnost

b
Um = Vp—.
a
Tento pripad je jakymsi specidlnim pripadem obecného chovani. Pokud se mys pohybuje rych-
losti, ktera uvedenou rovnost nesplnuje, musi se pohybovat po zakfivené trajektorii tak, aby
udrzovala neustale mezi sebou a kockou tram. Stejné jako v tomto specialnim ptipadé ovsem
vzdy plati
— = — 6.1.1
x(t) ot ( )
kde [z (t),y (t)] je poloha mysi. Oznac¢me s (t) drahu urazenou mysi. Kvadrat infinitesimalni
zmény drahy mysi v ¢ase muzeme z Pythagorovy véty vyjadrit ve tvaru

(%) - (5) (%)

Uvédomme si, ze % = ¥p,. Nyni si mizeme vyjadrit z (6.1.1) z jako
"Ukt

a spolu s vyjadrenim derivace s dosadit do predchozi rovnice. Dostaneme rovnici
v vt dy\ 2 dy\?
a a dt dt

kterou muzeme upravit na tvar

1+ (%)2] (%>2+2 (%)23/15%—1— (%)2 (6.1.3)

2 _
U =
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Abychom mohli s rovnici lépe pracovat, transformujeme si souradnice na bezrozmérny tvar,
a to podle nasledujicitho predpisu
v v v
Y=—"y X=—gz T=-="t (6.1.4)

VU @ U@ a
Nyni je tfeba vyjadrit derivaci v nasich novych soutadnicich. Plati

dy dvmaY_vmadY_%dY_ dY

b dt on | v At %dT_Umﬁ'

Dosazenim za % do rovnice (6.1.3) dostavame

T 2
. [H(w_)
a Vg

Tuto rovnici upravime na tvar

dy\ 2 Ue\2 a __av dY
2 m 212
—_— 2 (—) —T—Yv,,— Y=“.
bm (dT) * al v vy Umar U

dy\? dy
2 — 2 1=
(1+T)(dT> 2T + Y7 = 1=0.

Nami uvedeny tvar jiz napovida dalsi postup. Rovnice je kvadratickd v ¢lenu 9%, ten si tedy

dT’
muzeme vyjadrit jako

Y YT+ /A T2 41+ T2 (Y2—1) YT+ V1+T2—Y?

i 6.1.5
dT 2(1+17) 14712 ( )
Nyni si vezméme vyjadieni X z (6.1.4) a dosadme za z z (6.1.2). Dostaneme
x o et
U@ @
coz muzeme s pouzitim vztaht pro Y a T v (6.1.4) pséat jako
X=YT. (6.1.6)
Derivaci tohoto vztahu podle T' prejdeme k rovnosti
dX dY
— =Y +T—.
ar — ' thar
Tento vztah po dosazeni (6.1.5) mizeme upravit na
dX ~YT?+£TV1+T?2-Y2 Y£TV1+T2-Y?2
dT (1+177?) 1417

¢imz ziskavame findlni rovnici pro X. Dohromady jsme dostali soustavu dvou obyc¢ejnych di-
ferencidlnich rovnic prvniho radu, které ovsem nejsou linearni, takze je neumime analyticky
vyTesit. I bez znalosti feseni vsak mizeme provést diskuzi a nas model analyzovat.



40 KAPITOLA 6. UNIKOVA STRATEGIE

6.1.3 Analyza modelu

Vsimnéme si, Ze v obou rovnicich, které jsme odvodili, se vyskytuje odmocnina /1 + 7? — Y2,
Pokud dosadime pocétecéni ¢as T'= 0 (t = 0), dojdeme k tomu, Ze musi platit

Y (0) <1,

jelikoz musime mit pod odmocninou nezaporny vyraz. Pritom vime, ze y (0) = b. Kdyz se
vratime ke vztahum (6.1.4) a dosadime
Vi Vk
Y (0)=——y(0)=——0b
(0) =~y (0) = b,
je vidét, ze Y (0) > 0, jelikoz vSechny zadané konstanty uvazujeme kladné. Dohromady tedy
mame informaci, ze
v
0<Y(0)=—b<1.
U@
Predesly vztah je dilezity, nebot nam udava podminku feSitelnosti tlohy. Z nerovnosti totiz
plyne, ze v,, musi byt vétsi nez gvk, coz je tedy miniméalni rychlost mysi k tomu, aby mohla
za tramem manévrovat a udrzet tak mezi ni kockou optickou prekazku.

Nyni si vezméme rovnice (6.1.5) se znaménkovou variantou plus. Podivejme se, co dostaneme
prii dosazeni Y =1 a X = T'. Po dosazeni do prvni rovnice dostavame

Y ~TH+VI+T?-1 -T+T

- = = =0.
dT 141717 1+ 772

Pro druhou rovnici analogicky dojdeme k
dX 1+TV1+T72-1 1477 _

ar 14772 1+ 77
« . . (X . .. ., N ,
7 téchto rovnosti plyne, ze v | = | ) Je Tesenim pocatec¢niho problému. Pokud provedeme

Vm a

zpétnou transformaci soufadnic, zjistime, Ze toto feseni odpovida z = v,t a y = “2% = const.,
coz je pravé specialni pripad, kdy se mys pohybuje po primé trajektorii, ktery jsme diskutovali
na zacatku. Z teorie diferencidlnich rovnic (viz Picardova véta) plyne, ze je toto FeSeni jedno-
znané v tom smyslu, Ze ho neprotind zadna jina trajektorie. Pro kazdé feSeni Y rovnice (6.1.5)
s znaménkovou variantou plus tedy musi platit

Y(T)<1 VT >0

Tohoto zjisténi muzeme vyuzit k odhaleni monotonie funkce Y. Uvazujme odmocninu z rovnice
(6.1.5), kterou muzeme psat ve tvaru

VI4T2 -Y2=./Y2T2 — (1+T2)(Y2-1).

Jelikoz Y < 1, plati také Y2 — 1 < 0, z éehoz plyne, ze

VY22 — (14+T2) (Y2 -1) > YT.
Jelikoz 1 + T2 > 0, tak dohromady musi platit

dY
d—T>0 VT>O,



6.1. ULOHA O KOCCE A MYSI 41

a tedy Y je pri volbé kladného znaménka monoténné rostouci funkci. V pripadé funkce X
mame v rovnici stejnou odmocninu, kterou mizeme analogicky upravit. Po této ipravé dojdeme
ke stejné informaci jako u Y, tedy

dX
— T )
dT>O VT >0

Podivejme se nyni, co se stane, kdyz zvolime znaménko minus v rovnicich (6.1.5) a (6.1.7).
Pro Y dostaneme

Y YT - Y?T?—(1+T?)(Y2-1)
dr (1+177?)

tedy v tomto znaménkovém pripadé je Y monoténné klesajici funkce. Kdyz se podivame na rov-
nici (6.1.7) se znaménkem minus vidime, Ze jeji prava strana muze nabyvat kladné, zaporné
i nulové hodnoty. Zvazme proto nejprve moznost % = 0. Tato situace nastane v ptripadé, kdyz
bude platit Y = T, coz mize nastat jen v néjakém izolovaném bodé. Zminovana situace je
mezni. Pokud je Y > T, bude % > (. Skutec¢né, pokud vezmeme Y > T' libovolné, pod odmoc-

<0,

ninou dostaneme kladné ¢islo 6 < 1, coz znamenad, ze ¢itatel bude tvaru Y — TV0, coz je jisté
kladny vyraz, a vzhledem k tomu, Ze jmenovatel zlomku je kladny pro kazdé T' € R, musi platit
% > (. Stejné tak si vezméme situaci Y < T. V tomto pripadé dostaneme pod odmocninou
kladné ¢&slo &€ > 1. Jmenovatel bude tedy tvaru Y — T'W€ a to je zcela jisté zdporny vyraz.
Opét v kombinaci se vzdy kladnym jmenovatelem dostavame % <0, tedy X bude proY < T
klesajici funkce. Z téchto poznatki vidime, Ze kdyz mys na zacatku zvoli trajektorii popsanou
rovnici s znaménkem minus, dojde po uplynuti urc¢itého casu k jakési "otacce do protisméru”.
Tento ptipad je ilustrovan na obazku 6.2. Mezni pripad (é—i,{ = 0 lze interpretovat také tak,
ze v daném bodé je te¢na sestrojend k trajektorii mysi vertikalni.

Pripustime-li, Ze mys dorazi k tradmu, je otdzkou, co miize udélat dale. Ve své dosavadni trajek-
torii pokracovat nemtze, protoze by se vystavila riziku pifimé viditelnosti. Musi proto zménit
znaménko v rovnici popisujici jeji pohyb a vydat se po trajektorii vzdalujici se tramu. Zda-
raznéme pritom, ze mysS muze tuto znaménkovou zménu ve své pohybové rovnici podniknout
kdykoliv, opakované, a stdle bude pritom platit krucidlni predpoklad, ze bude zamezeno primé
viditelnosti mezi ni a kockou.

6.1.4 Komentare k publikovanym resenim

V ¢ldnku [1] jsou podle minéni autora této prace t¥i mista, kde je argumentace bud neptesnd
nebo nedostatecnd (tentyz komentar plati i pro prislusné pasaze v knize [4]). P¥ipojujeme proto
nasledujici komentar.

Konvergence Y k 1:

V obou vyse uvedenych zdrojich se uvadi, ze v pripadé volby kladného znaménka v prislusné
diferencialni rovnici bude funkce Y konvergovat v nekonec¢nu k jednicce. Je zde argumentovano
tim, ze Y je v tomto ptipadé vzdy rostouci funkei a je omezena shora pravé jednickou. Tato
argumentace je zjevné nedostatecna. Konvergenci Y k jednicce vsak muzeme ukazat jinak.
Vyuzijme vztahu (6.1.6) a vyjddieme si Y jako Y = &, priemz predpokldddme

lim Y(T)=a < 1.

T—o0
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Obrézek 6.2: Ukazka trajektorie se znaménkem minus s "otackou”do protisméru

Odtud tedy
X(T
lim (T)

T—oo ol

=1. (6.1.9)

Uvazujme nyni rovnici (6.1.7), zvolme znaménko plus a vyraz na pravé strané rozdélme na dva

zlomky 2 a DY Vezméme si prvnf zlomek a udélejme jeho nejpifsnéjsi odhad vici
ristu, tedy polozme Y = 0; dale tedy tento zlomek vynechejme. Pro druhy zlomek opét zvolme

jeho nejprisnéjsi odhad a polozme Y = 1; tim dostaneme vyraz % Plati tedy

dX T?
dT" — 1+17172

vT > 0.
Jinak vyjadreno, pro vSechna T' dostatecné velka plati

=2
ar =

coz je v rozporu (6.1.9). Musi tedy platit limp_,, Y = 1.

Dosazeni pocéatku

Ve vyse uvedenych zdrojich je uvedeno, ze v pripadé volby znaménka minus mys musi dorazit
az k tramu. Je zde argumentovano tim, ze derivace Y je v tomto pripadé zaporna a tedy
musi nastat situace, kdy Y (7') = 0 pro vhodné T'. Ponévadz X je s Y svazano vztahem X =

YT, pokud je nulové Y, musi byt nulové i X. Argument, ze Y (7T) = 0 pro vhodné T' vsak

z pouhého faktu % < 0 nevyplyva. K dosazeni pocatku skutecné dojde, je k tomu ovSem

v 1.7 10 Yevs o . cv . . , oy v dx
zapotiebi dikladnéjsi argumentace. Vezméme si stejné jako v minulém priipadé vyraz pro g
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(ovSem tentokrat se znaménkovou variantou minus) a opét si ho rozdélme na dva zlomky H%
SRS S k) W Prvni zlomek bude vzdy nezaporny. Udélejme jeho nejprisnéjsi odhad a polozme
Y = 1. Dostaneme vyraz Tsz Druhy vyraz bude pro V1" > 0 zaporny. Udélejme opét jeho
nejpiisnéjsi odhad (co nejvice jej v absolutni hodnoté zmensime) a polozme Y = 1, dostdvame

vyraz 1;7;2. Zcela jisté tedy plati
dX < 1-1T7
dT — \1+7?%)"°
a odtud musi platit X (7%) = 0 v néjakém case 0 < T* < 00 . Y je s X svazané vztahem X =

YT, z ¢ehoz plyne, ze pokud pro néjaké T > 0 plati X = 0, musi rovnéz platit ¥ = 0. Timto
jsme tvrzeni dokazali a mys tedy skutecné pti volbé zaporného znaménka dorazi az k tramu.

a

Vyckavaci strategie:

Problematické je také vyckavaci strategie (zminénd v uvedenych zdrojich) v pripadé, kdy mys
dorazi k tramu. Oba zdroje zminuji, ze v tento moment se mys muze rozhodnout, zda opét
zméni znaménko ve své pohybové rovnici a za¢ne putovat po rostouci trajektorii, nebo ztstane
schovana za tramem. Tato vyckavaci strategie sice vyhovuje tomu, Ze mezi mysi a kockou je
opticka prekazka, nicméné nevyhovuje zadani tlohy, kde je uvedeno, ze mys i kocka se neustale
pohybuji konstantni rychlosti. MyS proto nema jinou moznost, nez pokracovat ve své cesté
podle pohybové rovnice se znaménkem plus.

6.1.5 Reseni rovnic

Soustava diferencidlnich rovnic (6.1.5) a (6.1.7) je nelinedrni a neumime ji tedy analyticky vy-
resit. Nepomiize nam ani fakt, Ze rovnice pro Y je skalarni. Soustavu proto vyresime numericky
a to Eulerovou dopfednou metodou. Jak jsme jiz poznamenali, znaménko se v algoritmu muze
meénit v libovolny okamzik, pricemz tvodni premisa o udrzeni optické prekazky mezi kockou
a mysi bude stale platna. Na obrazcich 6.3, 6.4, 6.5 a 6.6 jsou priklady moznych trajektorii.
Grafy vznikly implementaci vyse uvedeného numerického algoritmu v MATLABu. Trajektorie
jsou vykresleny tak, ze v celo¢iselnych hodnotach 7' dochézi ke zméné znaménka, pricemz je
vykreslen interval T' € (0, 5).
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Obrézek 6.3: Trajektorie s pocateéni podminkou Yy = 0.6 a s poc¢atecni volbou rostouci trajek-

torie.
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Obrézek 6.4: Trajektorie s pocateéni podminkou Yy = 0.6 a s pocatecni volbou klesajici trajek-

torie.
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Obrazek 6.5: Trajektorie s pocateéni podminkou Yy = 0.9 a s poc¢atecni volbou rostouci trajek-

torie. Je zde vidét chovani feseni v blizkosti limitniho konstantniho Feseni.
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1.2

Obrazek 6.6: Trajektorie s poc¢ateéni podminkou Yy = 0.9 a s pocatecni volbou klesajici trajek-

torie. Zde ilustrovany pripad zahrnuje "otacku”do protisméru v prvni c¢asti trajektorie.
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Kapitola 7
Zaver

Prace méla za cil sestaveni, analyzu a ptripadné i feSeni zakladnich modelt z oblasti tloh o pro-
nasledovani. Tato oblast aplikace diferencialnich rovnic je zde reprezentovana péti modely.

Prvni kapitolu jsem vénovali Perraultovu problému, ktery je zde uveden jako motivacni tloha
o pronasledovani obchodni lodi piraty. Kromé sestaveni modelu popisujiciho zakladni tlohu
jsme se v této kapitole vénovali situaci, kdy jsou obchodnici pronasledovani dvojici konkurenc-
nich piratskych posadek, které maji vici sobé zcela obecnou polohu. Vysledkem téchto tivah je
vzorec pro vypocteni rychlosti, kterou musi disponovat lod, ktera své pronasledovani zahajuje
pozdéji tak, aby dostihla obchodni lod ve stejny moment jako prvni posadka. V nasledujici
kapitole jsme se zabyvali pronasledovanim po kruznici, coz je analogie Bouguerovy tulohy jen
s tim rozdilem, ze pronésledovany unika po kruznici. Tato tloha je zde nejprve rozvedena
pro variantu, kdy pronasledujici voli strategii ryziho pronésledovani (tzv. Hathawayova tloha)
a nasledné je model sestaven i pro alternativni strategii, kdy se pronasledujici pohybuje tak,
ze se v kazdém okamziku nachazi na spojnici polohy pronasledovaného a stiedu kruznice. Pro
tuto dvojici uloh je zajimavé, ze pro k = 1 (pomér rychlosti prondsledujictho a pronésledova-
ného) v pripadé ryziho pronésledovani dojde k dostizeni az v nekoneénu, kdezto pii alternativni
strategii dojde k dostizeni presné po obéhnuti ¢tvrtkruznice. V paté kapitole jsme se vénovali
uloze o hlemyzdi na elastickém popruhu. V této kapitole je kromeé klasického ptipadu, kdy je
popruh natahovan konstantni rychlosti, detailné rozebran i pripad, kdy se volny konec popruhu
vzdaluje s konstantnim zrychlenim. Zajimavym vysledkem zkouméani chovani tohoto uprave-
ného modelu je, ze na rozdil od verze, kdy je rychlost volného konce popruhu konstantni, zalezi
dostizeni volného konce popruhu hlemyzdém na volbé konstant. Posledni tilohou je Baileyho
uloha. Jednd se o jakousi inverzni tlohu k Bouguerové tloze. V tomto ptipadé se pronésledujici
pohybuje po primce a pronasledovany se musi pohybovat tak, aby mél mezi sebou a pronasle-
dujicim neustéle optickou prekazku a nebyl tak spatten.

Autor pri zpracovani vychazel z doporucenych zdroju, nékteré pasaze jsou vsak puvodni. Jedna
se o vybrané partie sekci 3.2.1 a 3.2.2, celou sekci 5.2 a v neposledni radé sekci 6.1.4, kde bylo
provedeno vymezeni vi¢i nékterym tvrzenim v doporucené literature.

vvvvvv

mava by také mohla byt prace, ktera by se zabyvala hledanim optimélnich trajektorii v jednot-
livych tlohach. Mohli bychom tak urcit optimalni pronasledovaci respektive tinikové strategie.
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