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ABSTRAKT

V praci jsou popsany moznosti vypoctu inverzni Laplaceovy transformace. Dale jsou
popsany a odvozeny 3 algoritmy popisujici numericky vypocet inverzni Laplaceovy
transformace. Tyto 3 algoritmy jsou otestovany a popsdny vV prostiedi Matlab na
jednoduchych tabulkovych piikladech a v posledni fad¢ na piikladech sdélovaciho
vedeni. Numerické vysledky a vlastnosti testovanych algoritm jsou porovnany a
diskutovany.

KLICOVA SLOVA
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lichobé&znikové pravidlo, Simpsonovo pravidlo, obdélnikové pravidlo.

ABSTRACT

In the work are described possibilities of a calculation of the inverse Laplace transform.
Further are described and derived 3 algorithms describing the numerical inversion of the
Laplace transform. These 3 algorithms are tested and described in the Matlab
environment on the simple tabular examples and on the examples from a transmission
line theory. Numerical results and features of all tested algorithms are compared and
discussed.
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UvoD

Kwvili potiebé vypoctu predmétii inverzni Laplaceovy transformace, které nejsou
zndmy Vuzavieném tvaru, bylo vyvinuto nékolik metod pro vypocet inverzni
Laplaceovy transformace. Tyto metody nejvice vyuZivaji Bromwichova integrélu a
Fourierovych tad [4].

Laplaceova transformace se pouZiva naptiklad k feSeni parcialnich diferencialnich
rovnic. Sam Leonard Euler zvaZoval pouziti Laplaceovy transformace na feSeni
diferencialnich rovnic 2. tadu (1763 az 1769). Nejvétsi prilom ale udélal Oliver
Heaviside, ktery zavedl operatorovy pocet a ten se dodnes uziva v elektrotechnice,
zejména u piechodovych déji. Potom pokracoval vyzkum dale a védci chtéli
Heavisideuv pocet spojit s Laplaceovou transformaci. Jednim z nich byl Bromwich,
ktery objevil vzorec na inverzni Laplaceovu transformaci (1.1) [4].

Obycejné a parcialni diferencidlni rovnice popisuji rizné fyzikalni jevy zavislé na
Case. Takovéto jevy jsou napiiklad kolisani proudu v RLC obvodu, mechanickeé oscilace
na membrané nebo problémy Sifeni tepla. Aplikaci Laplaceovy transformace na sloZité
diferencialni rovnice, které popisuji vySe zminéné fyzikalni problémy, Se feSena
diferenciélni rovnice zjednodusi na rovnici algebraickou, jejiz feSeni transformujeme
zpét do originalni oblasti pomoci Laplaceovy inverze. Tato bakalaiska prace se zabyva
pouzitim riznych metod pro numericky vypocet inverzni Laplaceovy transformace a
jejich aplikaci na rizné druhy obrazu sdélovacich vedeni ¢i jednoduchych tabulkovych
obrazu. PouZité algoritmy vychazeji z Bromwichova integralu [4].



1  MOZNOSTI VYPOCTU INVERZNI
LAPLACEOVY TRANSFORMACE

1.1 Bromwichuyv integral

Bromwichuv integral je hlavnim kli¢em pro ziskani originalu funkce f(t), ziskaného
z obrazu F(s) této funkce. Ve védé a inZenyrstvi bylo vyvinuto nékolik numerickych
metod pouzivajicich Bromwichiv integrdl za pomoci Fourierovych fad.
Nejjednodussim schématem pro vypocet inverzni Laplaceovy transformace je pravé
pouziti Fourierovych fad. Bromwichuv integrdl je casto oznacovan jako Fourier-
Mellinovuv integral.

Bromwichuv integral ma nasledujici tvar [2]:

f(t) = %fF (s)e"ds (1.1)

C—ool
kde f(t) je original funkce, i je oznafeni imaginarni slozky, ¢ je libovolna
nezaporné celé ¢islo leZici napravo od vSech singularit, F(s) je obraz originélu funkce, e
je Eulerovo cislo, t je ¢as, sje parametr Laplaceovy transformace, definovany jako
komplexni proménna.

Laplaceova transformace funkce f(t) je definovana jako [4]:
F(s)=L(f(t))= j e f (t)dt (1.2)
0

Symbol L znaci Laplaceovu transformaci, kde funkce f = f(t) generuje novou
funkci F(s) = L(f(t))

Vzorec (1.2) Ize piepsat do limitniho tvaru, kdy [5]
F(s) = e~ f(t)dt = lim [e ™ f (t)t (1.3)
0 0

Pokud tato limita existuje, pak integrél konverguje (zadouci ptipad) a pokud limita
neexistuje integral diverguje (nezddouci ptipad). Divergence limity plati za
predpokladu, ze s < 0.V tomto ptipadé€ jiz Laplaceovu transformaci nelze pouzit.

Parametr ssi  lze  pfedstavit jako  komplexni  proménou,  kdy
s = X+ yi.Z matematického hlediska, musi byt s vhodné zvolen, aby byla zajisténa
konvergence Laplaceova integralu (1.3). V praxi je parametr s ale zanedbavan, protoze
diferencialni rovnice jiz maji vysledek znamy.

V Bromwichov¢ integralu (1.1) je velmi délezitym parametrem slozka e, jadro
Laplaceovy transformace. JelikoZ toto jadro ma exponencialni charakter, tak vysledna



invertovana funkce f(t) po aplikaci Bromwichova integralu na obraz funkce F(s) maze
byt v numerickém algoritmu degradovana. Cim vice totiZ roste ¢as, tim vice se tato
slozka za¢ne projevovat a funkci f(t) jiZ nelze rozeznat od origindlu. Zalezi ale na
pouZitém obrazu, chovani algoritmu a jeho rychlosti konvergence k hledanému

vysledku.

1.1.1 Bromwichova integracni cesta

Im l.'_'—j?iC

Fe

Obr. 1 Bromwichova integracni cesta

Bromwichovu integra¢ni cestu lze chapat jako pfimku, jeZ spojuje body C - jeo a

C + joo. Tato piimka je napravo od vSech singularnich boda vysetfované funkce Obr 1.
Cislo ¢ urcuje vzdalenost integracni cesty od imaginarni osy Im a je vzdy kladné.



1.1.2 Vypocet Bromwichova integralu

Integral je vedeny po pfimce p=s+ jw, kde —oo < <, lze poéitat pomoci
rezidui, potom plati [5]:

fty= L [F(spesas = > rez(F(p)exp(pt)) pro t>0 (1.4)

k=1 P=Px
C—on 0 pro t<0
Je-li zndm obraz funkce F(s), pak lIze provést inverzni Laplaceovu transformaci
pomoci residui. Nejprve se ur¢i pocet poli obrazové funkce F(S), potom se vypoctou
vSechna residua pro kazdy pél a nakonec dojde k souctu vSech residui. Tento soucet je
potom vyslednou funkci f(t) a kone¢nou inverzi.

Bromwichuv integral vyjadieny Fourierovou fadou ma tvar [3]:

zemTRG[F(C+in)]COS(tﬂ)d77=— ZCtTIm[F(Hin)]Sin(tn)dn (15)

f(t) =

T

,kde ¢ je libovolné celé cislo, lezici napravo od vSech singularit F(s), i je
imaginarni jednotka, e je Eulerovo ¢islo.



1.2 Vypocet pomoci slovniku

Dalsi moznosti, jak vypocitat inverzni Laplaceovu transformaci a naopak je
slovnik, vnémz jsou obsaZzeny jiz pfedem znamé obrazy. Obraz muze byt piimo
obsazen ve slovniku, potom je inverze velmi jednoducha nebo se musi upravit, pokud se
naptiklad jednd o raciondlni lomené funkce, je tfeba tuto raciondlni lomenou funkci
upravit pomoci rozkladu na parcidlni zlomky. Vysledek je pak dan souctem
jednotlivych obrazu ptevedenych pomoci slovniku. Jedna se o0 zjednoduseni na nékolik
leh&ich vyrazi, jejichZ postupnou transformaci pomoci slovniku 1ze lehce prevést obraz.
Vyhodou slovniku je snadné a rychla inverze obrazu, jeho nevyhodou je naopak pievod

vvvvvv

integralu nebo teorie residui [7].

Tab. 1 P#iklad slovniku Laplaceovy transformace [2]:

F(s) f(t)
1
(1)
1
S 1
1
S_2 t
L n=123.) t
S (n _1)1
5 1 " eat
1 1(a
s(s—a) P
s
T cos(at)
a :
T sin(at)
. faz sinh(at)

Uvedeny slovnik je pouze kratky, v riznych odbornych matematickych literaturach
jsou slovniky mnohem rozsahlejsi, tento slouzi pouze jako ukézka nebo pomticka fesici
jednoduché obrazy.



1.3 Heavisideuv rozvoj

Veskeré uvedené vzorce této kapitoly jsou prevzaty z [8]

UZiva se v piipadé, kdy obraz vySetfované funkce F(S) je ve tvaru racionalné
lomené funkce, jde tedy o vyrazy typu

(s) b,s"+..+bs" +hy
(s) a,s"+..+as" +a,

F(s) = '\IG (1.6)

,Cili vyrazy typu polynom lomeno polynomem.
Tento vyraz lze rozloZit na :

m 1
F(S):I\NA(S)_ b,s™ +...+bs" +b, )

(s) a,(s=p,){s—p,Ns—p,)

; P,...P, Jsou poly (singularni body — body nespojitosti) funkce F(s).

1.3.1 Nenasobné koreny :
Funkce F(s) je zapsana ve tvaru :

F(s)= 2 A A (1.8)

+ +..+ .
S—P, S—=P; S—P,

Kde A ,...., A, jsou konstanty v &itatelich parcialnich zlomka

Py, P, JSOU POly Ve jmenovatelich

1.3.2 Nasobné koreny :
Funkce F(s) je ve tvaru :

M(s)
a,(s—p,) (s—p,Xs—p,)
RozloZenim této funkce pomoci rozkladu na parcialni zlomky se vyraz zméni na :

o=ty By B A LA LA (110

7 T + + + ...
S_pl (5_p1) S_pk S_pz S_ps S_pi

Kde A a B, jsou konstanty v Citateli

F(s) =

(1.9)

Py Pyyee-Pys Py JSOU POl Ve jmenovatelich



2 MODIFIKACE BROMWICHOVA
INTEGRALU

Metody slouZici k numerickému vypoétu inverzni Laplaceovy transformace
vyuzivaji hlavn¢ Bromwichova integralu, jak bylo popsano v kapitole 1.1. Na zakladé
modifikace vzorce (1.5), kde je Bromwichtiv integral neni nic jiného nez piepis pomoci
Fourierovy fady, lze odvodit nékolik metod, které vyuZivaji numerickych metod
v kombinaci s Bromwichovym integralem. Jsou to napiiklad lichobéznikové,
Simpsonovo nebo obdélnikové pravidlo. Tato kapitola bude hovotfit o téchto
metodach[3].

Tato metoda ma dva diivody pro numericky vypocet efektivnim zpisobem. Prvnim
divodem je rychlejsi zpracovani na Ccislicovych pocita¢ich. Druhym divodem je
jednoduchéd metoda, kterda vyzaduje pomérné minimum programovaciho usili, protoze
vysledna inversni funkce se da vyjadfit jako Fourierova fada s funkci kosinus nebo
sinus s koeficienty s vhodnymi hodnotami. Na zacatku se provede omezeni funkce f(t)
tak, aby se stala redlnou funkci [1]:

['e]

Re{F(s)}:je’C‘f(t)coswt dt (2.1)
f(t) = 2¢" TRe{F(s)}coswt dt (2.2)
Vi

kde s=a+iw

Veskeré nize uvedené vzorce této kapitoly byly odvozeny pomoci literatur [3] a [6]

2.1 Dubner-Abateho algoritmus
Tento algoritmus byl odvozen z kombinace rovnice (1.5) a lichobéznikového
pravidla. Dosazenim lichobé&znikového pravidla z metod pro numerické integrovani do

rovnice (1.5) dojde k pievedeni slozitého integralu na algebraicky vyraz se sumou a tim
k snadnému vypoctu inverzni Laplaceovy transformace.

2.1.1 Odvozeni Dubner-Abateho algoritmu

Lichobéznikové pravidlo ma tvar [6]:

b
jf(x)dx=g(fo+2fl+2f2+...+2fn_1+fn) (2.3)

kde h :Ma x, =a+kh; k=0;2;..n (2.4)
n



y T £ (x)

v, = f(a) v, =f(ath)

Obr. 2 Rozdéleni funkce f(x) na intervaly délky h (AX)

Metoda spociva v rozdé€leni néjaké spojité funkce na n ¢astecnych intervali

délky h. Pro jednotlivé body vy,...y, funkce f(x), rozdélené na podintervaly, plati:

h h h

L)y, ==f, 2)y,=—-2f,=h-f, 3)y,==-2f,=h-f,... (2.5)
2 2 2

Oznacenim h = Ax piejdou tyto vyrazy na vztahy :

1)y, :% f, 2)y, =%-2fl =Ax-f, 3)y, :%-Zf2 =Ax-f,... (2.6)

Dosazenim vyraza do rovnice (1.5), pouze pro jeji kosinusovy tvar, dojde ke
zkompletovani lichobéznikoveho pravidla a Bromwichova integralu vyjadfen¢ho
pomoci Fourierovy kosinusove transformace do tvaru Dubner-Abateho algoritmu. Cili
pro jednotlivé y,...y, plati substituce Ax = A7z, protoze Bromwichtv integral vyjadfeny
Fourierovou fadou byl integrovany podle 7. Uvedené funk¢ni hodnoty v jednotlivych
intervalech Ax piejdou do tvart :

L)Y, = Re(F(c))-cos(0n) = Re(F (c))
2.)y, = Re(F(c +iAn))-cos(tAn)
3.)y, = Re(F(c+2iAn))-cos(2tAn)
4)) ...

Sectenim téchto novych hodnot y,...y, a dosazenim do lichobéznikového pravidla
za piedpokladu substituce AX = Andojde ke koneénému pievodu rovnice (1.5) do
tvaru:

f(t) =

ct

ct
2e -MRe(F(c))+ 2e
2 T

T

- AnRe(F(c +iA7))cos(tAn).. (2.7)



Funkci f(t) 1ze pfepsat do vyrazu se sumou, protoze hodnota f(0)= A_277 y,Se da

oznacit jako stiedni hodnota, jelikoz v dalSich s¢itancich uz jsou jen dvojnasobky
funkénich hodnot f(l)...f(n—l). Vyraz se sumou lze tedy piepsat do tvaru za

predpokladu substituce A=2ct aAn = 2£t :

f(t):e2t Re{F(Z—At‘ﬂ+et ZN:(—l)” Re{F(AZ—ZtMﬂ (2.8)

Vyraz (— 1)n pfedstavuje pouze piepis vyrazu Cos(tA n)za substituce An = 2£t
Dosazenim této substituce do rovnice kosinu, dojde k odstranéni ¢asu a hodnota v ném

se méni jako n nasobek % Protoze cos(n%) =0, dojde k odstranéni vsech lichych

slozek a zbydou pouze ty sudé, které obsahuji vyraz cos(nz), coz je vlastné piepis
vyrazu (-1)", protoZe kosinus se pohybuje v tomto piipadé pouze na hodnotach <-1;1>.

2.2 Algoritmus zaloZeny na Simpsonové pravidlu

Algoritmus je velmi podobny s lichobéznikovym pravidlem, ale jeho chovani je
jiné, protoZe mé jiny tvar. Dosazenim Simpsonova pravidla z numerickych metod do
(1.5) dojde k pievedeni slozitého integralu na algebraicky vyraz a tim k jednodusSimu
vypoctu inverzni Laplaceovy transformace, obdobné jako u Dubner-Abateho algoritmu.

Tento algoritmus byl odvozen autorem této bakalaiské prace.
2.2.1 Odvozeni algoritmu zaloZené na Simpsonové pravidlu

Simpsonovo pravidlo ma tvar [6]:
b
y=J‘f(x)dx=%(fo+4fl+2f2 +4f, +2f, +..+4F 1) (2.9)

,kde y,...y,jsou jednotlivé funkéni body spojité funkce, Axje délka intervalu

funkce f(x), rozdélené na n intervall této délky Ax = h. Pro jednotlivé body funkce f(x)
plati :

AX AX 4 AX 2
1)y0 :? fO 2)yl :?'41:1 :AX'E fl 3)y2 :?'Zfz :AX'§ f2 (210)

Z uvedeného vzorce (2.9) je vidét, ze prvni ¢len f, je vynasoben vyrazem % a

ostatni ¢leny jsou nasobeny pomérem AX podle toho, jestli jde o sudou funkéni hodnotu



f, nebo lichou funkéni hodnotu f . Licha funkéni hodnota f je vynasobena pomérem
3 Axa suda funk¢ni hodnota f, je vynadsobena pomérem % AX.

Dosazenim Simpsonova pravidla do rovnice (1.5), pro jeji kosinusovy tvar, dojde
ke spojeni Simpsonova pravidla a Bromwichova integrélu a tim k usnadnéni vypoctu
inverzni Laplaceovy transformace. Jednotlivé hodnoty funkce f(x) (y,...y,) ptejdou do
tvarQ :

1.)y, = Re(F(c))- cos(07) = Re(F (c))

2.)y, = Re(F(c+iAn))-cos(tAr)

3.)y, = Re(F(c +2iA7))-cos(2tan)...

, COZ jsou tvary stejné jako u lichobéznikového pravidla.

Sectenim téchto hodnot Yy,...y,dojde ksefteni vyrazii v zavorce rovnice (2.9),

postupnym vynasobenim vyrazi v zavorce podle toho, jestli jde o sudy nebo lichy

vzorek a nakonec k vynasobeni vyrazem % , vzorec (1.5) pak piejde do tvaru :

ct ct
f(t)= ZL% Re{F(c)}+ 2¢ -%An -Re{F(c+iAn)}-cos(tAn)+

T T
ct
A %An-Re{F(c+2iA77)}-cos(2tA77)+... (211)
T

Za substituce A=2ct aAn = % , dojde k pfevodu rovnice (2.11) na vyraz :

T

Al2 O Al2
F1)=22_ .2 Re F(Aj L2247 F(AHE) -cos(t£j+
T 3 2t T 32t 2t 2t 2t
Al2
+2e -gz-Re F(A+2i£j -cos(2t£}+...
T 32t 2t 2t 2t
Al2 Al2
f(t)=2—Re F(Aj 2 Re F(AHE) -cos(£)+
3t 2t 3t 2t 2t 2
Al2
2 Re F(AHE) -cos(z)+... (2.12)
3t 2t t

Opét je vidét, Ze liché slozky jsou odstranény , protoze Cos(ngj =0. Cili viechny

slozky, které jsou nasobeny %v rovnici (2.11) jsou automaticky anulovany. Proto vyraz

(2.12) piejde na snadné&jsi zapis se sumou :

eh'? A 287 n A 2nz
ft)= o -Re{F[Z—J}+ x nZ;(—l) Re[F(2—t+2—tﬂ (2.13)
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2.3 Hosoniiv algoritmus

Tento algoritmus byl vytvoten z kombinace rovnice (1.5) — Bromwichova integralu
Vv sinusovém tvaru a obdélnikového pravidla podle japonského védce jménem Hosono.
V algoritmu je obsaZena imaginarni sloZka, coz je zplsobeno sinusovym tvarem
Bromwichova integralu.

2.3.1 Odvozeni Hosonova algoritmu
Obdélnikové pravidlo ma tvar :

b
[09dx=ax-(fo+ f+ f, 4.+ 1) (2.14)

a

Opét dojde k rozdé€leni funkce f(x) na intervalu <a;b> na podintervaly délky Ax.

Pro jednotlivé hodnoty vy, ...y, intervalu <a;b> plati :
1)y, =Ax-f, 2)y, =Ax-f, 3)y, =Ax-f,... (2.15)

Je vidét, ze vSechny funkéni hodnoty intervalu <a;b> jsou vynésobeny pouze
hodnotou, kterou byla funkce f(x) rozdélena a to hodnotou AX .

Dosazenim téchto hodnot y, ...y, z obdelnikoveho pravidla (2.14) do rovnice (1.5)
v sinusovém tvaru dostanou jednotlivé hodnoty funkce f(x) (y,...y,) tvar :

1.)y, = Im(F(c))-sin(077)=0

2.)y, = Im(F(c +iAn))-sin(tAzy)

3.y, = Im(F (c + 2iA7))-sin(2tAn).... (2.16)

Je vidét, ze stfedni hodnota funkce f(X) y, je nulova, je to zptisobeno indexem n=0
v sinusu, ktery je obsazen v sad¢ vyraza (2.5)

Sectenim jednotlivych vyrazii y,...y,funkce f(x) dojde ke zkompletovani
obdélnikového pravidla a Bromwichova integralu v sinusovém tvaru na tvar :

2eCt

f(t)=— — {Im[F(c +iAn)-sin(tAn) ]+ Im[F (c + 2iA7) -sin(2tAn)] +....} (2.17)

Opét dojde ke substituci A=2ct aAn = 2£t jako u lichobéznikového nebo

Simpsonova pravidla a tim k ptevodu rovnice (2.6) na zapis :

f(t) = et DACH .|m{F{%t_M} (2.18)

11



3 TESTOVANI ALGORITMU NA
JEDNODUCHYCH OBRAZECH

Tato kapitola se zabyva testovanim odvozenych algoritmt z kapitoly 2 na
jednoduchych, jiz zndmych obrazech z Laplaceova slovniku. Jedna se naptiklad o
funkce jednotkového skoku, linearni funkce nebo jednoduché funkce sinus ¢i kosinus
v Laplaceov¢é obrazu. Jednotlivé obrazy v Laplaceové tvaru jsou vétSinou algebraické
vyrazy, proto se s nimi dobfe pracuje.

Ve v8ech nize uvedenych grafech ( obr. 3 az 22 ) je zelenym grafem original
testované funkce a modfe je zvyraznéna invertovana funkce f(t), na které byl dany
algoritmus testovan.

3.1 Testovani Dubner — Abateho algoritmu na funkci
jednotkového skoku

Tato kapitola se zabyva testovanim Dubner-Abateho algoritmu na nejzakladnéjsi
funkci a to funkci jednotkového skoku. Ukazuje, co se dé€je s invertovanou funkci f(t)
pii zméné¢ konstanty ¢ vV malych ¢i velkych hodnotdch nebo zméné pocétu opakovani
algoritmu N. Veskeré obrazky jsou simulovany v programu matlab. Program Matlab
ma& Vvsob¢é jiz zabudovanou funkci jednotkového skoku a tou je funkce
heaviside(x). X zde mize nabyvat jakychkoliv hodnot, funkce totiz pro jakékoliv
X vrati vZdy hodnotu 1.

12



1 1
invertovane 1(t)
i original  1{t)
1 A -
0 | i | | | | | | |
0 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20

time [s]

Obr. 3 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro ¢ = 0.1 a
pro N = 100.
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invertovane 1(t)
original 1(t)
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0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20
time [s]

Obr. 5 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro c =1 a
N = 100.

Obr. 3 az 5 poukazuji na testovani Dubner-Abateho algoritmu pro zménu konstanty
¢ pro hodnoty ¢ = 0,1; 0,5; 1 funkce jednotkového skoku.

Neboli : F(s) = 1 v Laplaceové obrazu a tomu odpovidajici Heavisideova funkce (
S

jednotkovy skok ) f (t) =1H(t). Z obr. 3 je patrne, ze pro malé c se invertovana funkce
ustali mnohem pomaleji nez pro vétsi €. U obr. 4 je zase vidét vhodné zvolena konstanta
¢ = 0.5, kdy se invertovana funkce se snazi udrzet stejnou hodnotu jako original i ve
velkych ¢asech. Obr. 5 demonstruje, ze pii pouziti pfili§ velké konstanty ¢ dojde
k rychlému exponencialnimu nartstu a invertovana funkce za¢ne nabyvat enormnich
hodnot a jiz vibec nekopiruje origindl funkce. Je to zptisobeno exponencialni funkci
e®ve vzorci (1.5) pro vypocet inverzni Laplaceovy transformace pomoci Bromwichova
integralu ve Fourierové tvaru. Cim vice totiZ roste ¢as t, tim rychleji dochazi k tomuto
naristu.

15



Pro funkci jednotkového skoku je tedy nejvyhodnéjsi ¢ €<0.1,0.4 >v daném
Casovém rozmezi pro t €< 0s;20s > pro konstantni N = 100.

5 T T T T T T T I I
| ' ' I I ' : invertovane 1(t)
i i i i i i i original 1t
T - H -H-EEkR e
4 _________ J: ____________________ Lo Jd____ ) AR Lo mmmmm oo J: ____________________ Lemmmem oo -
3_5- --------- i B r==9=-===- b e Fm======== 'i -------------------- F======== =
U_S_ -------- i B i ---------- Fm======== b e Fm======== b B F======== =
0 I i | I I | | I I
0 2 4 6 g8 10 12 14 16 18 20

Obr. 6: Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci jednotkového skoku pii ¢ = 0.5 a
N=10.

v

Dojde-li ale ksnizeni poctu opakovani (N) valgoritmu na nizSi hodnotu nez
N = 100 pii ¢ = 0.5, dojde k ustéleni jednotkového skoku jenom jen ve velmi malém
Casovém rozmezi. To ukazuje Obr. 6, ktery demonstruje pouziti algoritmu na funkci
jednotkového skoku pii ¢ = 0.5 a N =10. Pfi niz8§im poctu opakovani N = 10 dojde
k projevu vySe zminéné funkce €“mnohem diive nez pii vétsim poétu opakovani.
Zminéné ,pfiblizeni“ k jednotkovému skoku je jen pro casové rozmezi
1 €< 28,35 >.
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Obr. 7 Testovani Dubner — Abateho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro ¢ =1

Obr. 7 poukazuje na piipad, kdy ¢ = 1 a N = 10*. Cili algoritmus se velmi rychle
ustéli, nez pro mensi c, pro danou funkci f(t) na poZzadovanou hodnotu 1. BohuZel velky
pocet opakovani zpusobuje vétsi casovou narocnost PC a to cca 5 sekund.

Z vyse zminénych pokusti pro testovani Dubner-Abateho algoritmu pro funkci
jednotkového skoku vyplyva, Ze mala konstanta ¢ sice prodlouzi dobu ustaleni
invertované funkce, ale na Ukor pomalého ustalovéni. Velk& konstanta ¢ zase zlepsi
rychlé ustalovani pro kratsi Casy, ale trvani ustalené invertované funkce je zase malé.

Pocet opakovani algoritmu N je dilezitym faktorem, ¢im je totiz vétsi, tim déle
vydrzi ustaleni invertované funkce. Cilem je tedy zvolit vhodné N i ¢ tak, aby inverze
byla co nejefektivnéjsi, pro dosazeni nejlepsi shody s danym origindlem v minimalnim
vypocetnim ¢ase. Tuto vlastnost algoritmu demonstruje Obr. 8.
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Obr. 8 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci jednotkového skoku pii ¢ = 0,5 a
N = 10*.

Obr. 8 ukazuje, Ze pouzitim vhodné konstanty ¢ a jesté piijatelného poctu
opakovani algoritmu N, se invertovana funkce jednotkového skoku ustali v mnohem
del$im casovém intervalu, nez pii pouziti mensiho poétu opakovani algoritmu.
V uvedeném piipadu dojde k pfiblizeni k jednotkovému skoku v intervalu
t €<5s;28s >s chybou cca. +0,009. Pii ¢ase nad t = 28s za¢ina dochazet k projevu
exponencidlni funkce a to jiZz nelze ovlivnit. Trvani vypoétu a vykreslovani grafu trva
asi 10 sec. Je-li zvoleno ¢ = 0,5 a N = 100000, ¢ili o fad vyssi, dojde k ustaleni
algoritmu v ¢asovém intervalu t €< 4,75s;37s >, bohuzel ¢asova naro¢nost na vypocet
jiz byla 2 minuty.
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3.2 Testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového
skoku

I A EiL
e e e e
T A

] S S

0 5 10 15 20 25 a0 35 40
time [s]

Obr. 9 Testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro ¢ = 0,1 a N=10.
Obr. 9 ukazuje pfipad, kdy se Hosonoho algoritmus sice snazi pfiblizit k origindlu
funkce f(t) = 1H(t), ale diky malé konstant¢ ¢ = 0,1 a nizkému poétu opakovani

algoritmu N =10 neni mozZné, aby se s dostate¢nou rychlosti a piesnosti piiblizil
k originalu.
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Obr.10  Testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového skoku pii ¢ = 0.1 a N=100

Na Obr. 10 je vidét, ze pii malé konstanté¢ ¢ = 0,1 a zvySeni pocCtu opakovani
algoritmu se invertovana funkce pomalu ustaluje, ale vysledek je mnohem lepsi, nez
demonstruje Obr. 9. V dalSim Obr. 11 bude ukazéno, jak se bude chovat Hosonoho
algoritmus pfi testovani jednotkového skoku na vétsi konstanté ¢ = 0,3 pfi zachovani
poctu opakovani algoritmu N = 100.
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Obr.11  Testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro ¢ = 0,3 a
N =100

Obr. 11 ukazuje, Ze pii nepatrném zvysSeni konstanty ¢ na hodnotu ¢ = 0,3 a
zachovani poctu opakovani algoritmu N = 100 oproti Obr. 10, dojde k degradaci
invertované funkce jiz pti ¢ase t = 10s a k uspokojivému ptibliZzeni k origindlu v Case
t = 6 s. To pti konstant¢ ¢ = 0,1 a N =100 nebylo, zde se algoritmus snazil ptiblizit
k originalu mnohem rychleji, zato vSak nedos$lo k udrzeni invertované funkce f(t) a jeji
rychlé degradaci. Obr. 12 ukaze, co se stane, kdyZ konstanta ¢ dosahne hodnoty c =1 a
pocet opakovani algoritmu N bude opét zachovan a to N = 100.
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Obr.12  Testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového skoku pro c=1aN = 100.

Obréazek 12 ukazuje, jak se chovd Hosonoho algoritmus na funkci jednotkového
skoku pfi pouziti piili§ vysoké konstanty ¢ = 1. Algoritmus se témét viibec nepiiblizi
K originalu funkce a uz vubec nedojde kustaleni. V dalsim Obr. 13 bude
demonstrovano, jak se nejlépe priblizit k ustalenému stavu, aby algoritmus setrval na
hodnot¢ originalu f(t) = 1H(t).
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Obr.13  Testovani Hosonoho algoritmu na funkei jednotkového skoku pii ¢ = 0,35 a N = 10*

Z Obr. 13, je vidét, ze pouzitim vét$i konstanty dojde k rychlejSimu ustalovani
invertované funkce f(t) = 1H(t) a zaroven pti pouziti vétsiho poétu opakovani algoritmu
dojde takeé k siln&jsimu ustaleni. Jinymi slovy algoritmu drzi pfi vétsim po¢tu opakovani
mnohem lépe, nez pii menSim poctu opakovani pro vétsi asy t. V uvedeném piipade
algoritmus se velmi piesné ustalil pro ¢asové rozmezi t €< 8s;16s >

Zavér testovani Hosonoho algoritmu na funkci jednotkového skoku je jednoduchy.
Cim mensi je konstanta c, tim lépe se algoritmus chovad pro vétsi Casy a drzi
invertovanou funkci mnohem déle nez pii vEtsi konstanté € (fddove desetiny a setiny).
Nevyhodou malé konstanty je ale velmi dlouhé ustalovani invertované funkce f(t)
V opacném piipade, kdy konstanta ¢ je vétsi (proc €< 0.35;1 > pro funkci jednotkového
skoku ), dojde k rychlejsimu ptibliZeni k originalu funkce f(t), ale bohuZel algoritmus jiz
nedokaze drZet svou hodnotu f(t) = 1 na daném originalu a velmi rychle klesa k nizkym
hodnotam, obdobn¢ jako tomu bylo u degradace pii pouziti Dubner-Abateho algoritmu.
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3.3 Testovani algoritmu zalozeném na Simpsonové
pravidle

Jak uz bylo zminéno pti odvozovani tohoto algoritmu, tento algoritmus byl
odvozen autorem této prace a neni mozné predpokladat, jak se bude chovat.

T T
invertovane 1(t)
original 1(t)

Obr. 14  Testovani algoritmu odvozeného pomoci Simpsonova pravidla pro ¢ = 0.1 a
N = 100.

Obréazek 14 ukazuje ustalovani invertované funkce na funkci jednotkového skoku.
Zpocatku dochazi k velmi pomalému ustalovani invertované funkce f(t) a az asi po Case
t = 12s dojde kustileni na né&jakou hodnotu. Jelikoz nelze prepokladat chovani
algoritmu, tak dochazi k ustaleni na hodnotu cca f(t) = 0,67 pro t >12s. Je zde pomérné
velka chyba od originalu a to cca 0.33.
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Obr. 15  Testovani algoritmu odvozeneho pomoci Simpsonova pravidla pro ¢ = 0.5a N =100

Obrazek 15 spolu s predeSlym Obr. 14 dokazuje, Ze pouZiti algoritmu odvozeného
pomoci Simpsonova pravidla na funkci jednotkového skoku ma sice dobré ustalujici
ucinky pro vétsi N (fadové stovky az tisice), obdobné jako u Hosonoho algoritmu, ale
invertovand funkce f(t) je zna¢né posunuta od originalu.
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3.4 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na linearni funkci

Tato kapitola je obdobna jako kapitola 3.1, jen je jako testovaci funkce pouZita

linearni funkce, jejiz obraz je F(s) =i2a original funkce je f(t) =tH(t).
S

20 ' ' ! . ! ! ! !
invertovane 1t} | ! ' : : : :
original 10 | : ' ' : ‘ |
18 L © e bemenees boooeoes boooeoes e R L .
4 N N S O N S
L e EEEEEEES oo RREREEETSEREEEE 1
L] R S S R B e R e oo
o : ; ; i : : ; : i
B L S e SRR EERA SRR SRR S ERREE R RRRREt .
B BGGGGLCE SLTERRRRE D Lo RRRERERE SRR .
] S S S S S |
;_1__ _____ ; ______________ _E _________ [ O [ e, [ —
2_ ------- : -------- qQ=======- -i --------- [ r======== T-======= b D [ -
0 i | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.16  Testovani Dubner-Abateho algoritmu na line&rni funkci proc =0.5a N = 100.

Situace je téméf stejna jako u kapitoly 3.1, kde byl Dubner-Abateho algoritmus
testovan na funkci jednotkového skoku. Pro malé ¢ (fadové desetiny) a dochazi opét
K pozvolnému ustalovani pro malé ¢asy. Velké ¢ ( nad 0.5 ) ma za nésledek rychlé
ustdleni invertované funkce, zato vSak pro vétsi Casy jiz tato funkce nevydrzi byt
ustalend. Jiné to bude, bude-li testovana goniometrickd funkce na Dubner-Abateho
algoritmu, jak bude ukazéano v kapitole 3.5.
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3.5 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na goniometrické
funkci sinus

V této kapitole, jak ndzev napovida, bude testovan Dubner-Abateho algoritmus na
funkci sinus. Obraz funkce sinus ma v operatorovém tvaru nasledujici tvar :

F(s) =

Y a tomu odpovidajici original funkce sinus: f (t) =sin(at) .
,kde t oznacuje Cas, konstanta a urcuje frekvenci goniometrické funkce a s je parametr

Laplaceovy transformace

10 T ! r T T :
invertovane fit)
original fit

S S OO SRUUUUURR BUUUURRRUUUS SRR g :Z}

S oy S .

time [5]

Obr. 17 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci sin(at) proc = 0.1 a N = 100

V predeslych kapitolach jiz bylo naznaceno, ze konstanta C urcuje rychlost
konvergence k danému originalu a pocet opakovani algoritmu N zlepSuje tuto rychlost
ustalovani k danému originalu. V piipad¢ Obr. 17, kdy je konstanta ¢ zvolenac = 0.1 a
N = 100. I kdyz dojde k neménnosti konstanty ¢ a N se bude zvétSovat, nedojde
k viditelnému zlepSeni ustalovani.
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original fit)

) A T—— S—- ;
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Obr. 18 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci sin(at) pro ¢ = 0.3 a N=100 a
a=10

Na Obr. 18 je zietelné vidét, Ze pii neménnosti poctu opakovani algoritmu N a
menSimu zvy3eni konstanty ¢ na hodnotu ¢ = 0,3 dojde k zlep3eni ustalovani
invertované funkce a v ¢ase vétsim jak 2s se jiZ snazi algoritmus kopirovat zeleny
original funkce, ale ne dostateéné. Refenim pro dany algoritmus bude zvolit konstantu ¢
dostate¢né velkou. Z vySe ovéfenych pokust vyplyva, Ze pocet opakovani algoritmu
nema na invertovanou funkci f(t) zas tak velky vliv. Sta¢i zvolit N = 25 a vice ( ne v3ak
presahujici hodnotu N =10°, doslo by k vétsi naroénosti na PC ) a v uvedeném
Casovém intervalu to bohat¢ postaéi k ustaleni funkce. Cilem je zvolit spravné ¢, opét
tak velké, aby doslo k rychlejsimu ustalovani, ale tak velké, Ze ve vétsim Case dojde
k degradaci funkce.
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Obr. 19 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na funkci sin(at) pro ¢ = 0.8 a N = 100 a

a=10

Obrazek 19 ukazuje, Ze pti pouziti vétsi konstanty ¢ = 0.8, dojde k ustaleni funkce
sin(10t) jiz pti 3.period¢ této funkce, coZ u mensi konstanty ¢ u Obr. 18 nebylo mozné.
Bude-li zvolena konstanta ¢ vétsi jak ¢ = 1, dojde k degradaci invertované funkce jiz pii
2. period¢ a invertovana funkce pfestane kopirovat origindl ve vétSich casech. Je to
zplisobeno opét nariistem exponencialni funkce €“ve vzorci pro vypocet Dubner-
Abateho algoritmu.
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3.6 Testovani Hosonoho algoritmu na goniometrické funkci
sinus

Tato kapitola se zabyva testovanim Hosonoho algoritmu na funkci f (t) =sin(at).

Jde o stejné testovani jako u kapitoly 3.5, aby mohlo dojit v kapitole 4 k porovnani
vSech testovanych algoritmd.

2 I I I I I
; ; ; invertovane fit)
i original fit)
1+ o EEEEEEEEE i. _______ i I Lommmmmmmm e e = Leccmmcmemmmmmmm Ly mmmmmmmmmmmmm L ceggmmmmmmmmm PR
(TR IR S S SO T S
o
= O R fe bbb b b -

T S ............. SRS T O L W —

L A R R

' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '

I e e R L T T S Lt BT R Lt —
- ' v v ' I v
' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '

Obr.20  Testovani Hosono algoritmu na funkci f(t) = sin(at) proc=1aN=100aa =5.

Na Obr. 20 je vidét, Ze invertovana funkce ma problém pro prvni periodu, ale
s rostoucim Casem ( ¢as nad 2 s ) dojde k splynuti origindlu a invertované funkce témét

s nulovou ptesnosti. To vSe se dé&je az do doby, kdy se invertovana funkce zac¢ne od
Al2

originalu oddalovat. Je to zplsobeno opét exponencialnim ¢Elenem typu

v Hosonoho i Dubner-Abateho algoritmu ( rovnice (2.6) a (2.7) ). Pfi odvozovani bylo
naznaceno, Ze konstanta A je zavisla na ¢ase i konstanté ¢, jinymi slovy A=2ct. Pro

A2 maly, ale jelikoZ je tento ¢len vydélen ¢asem t a ten je
Al2

témeér nulové ¢asy, bude ¢len e

hodn¢ maly, ve vysledku bude ¢len hodné velky. Proto ma Hosonoho a Dubner-

Abateho algoritmus dobré Uéinky az po uplynuti n&jaké doby ( cca 2s pro vyse
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testované funkce ). Pak se algoritmus néjakou dobu snazi kopirovat original funkce, ale
Al2

a jiz nepomaha ani vydéleni tohoto

pak dochazi k exponencialnimu narustu ¢lenu

¢lenu ¢asem, aby doslo k redukci tohoto ¢lenu na nizs$i hodnotu a funkce mohla déle
kopirovat dany original.

Dalsim faktem je ¢len, obsazeny v rovnicich (2.6 a 2.7), jehoZz tvar je :

Re{%%ﬂ pro Dubner — Abateho algoritmus a Im{F{W} oro

Hosonoho algoritmus. Tyto ¢leny nabyvaji ze zac¢atku velmi nizkych, témét nulovych
hodnot a s rostoucim ¢asem se zvétSuji ( zalezi na typu testované funkce ). To také
ptfispivd k oddaleni invertované funkce od origindlu ve vétSich Casech. V ptipadé
Hosonoho algoritmu nepomaha ani zvyseni poctu opakovani algoritmu N o nékolik fadi
(cca N =10°a vice ). Tento piipad demonstruje Obr. 21, kde byla konstanta ¢ zvolena
vétsi ( ¢ = 2). Dojde tedy k rychlejSimu ustalovani pro mensi ¢asy na tkor rychlej$imu
oddaleni invertované funkce od originalu ve vétsich ¢asech.

3 T T ! T T T
invertovane fit)
original fit)

25 e e e

time [s]

Obr. 21  Testovani Hosonoho algoritmu na funkci f(t) = sin(at) proc=2aN=100aa =5.
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3.7 Testovani algoritmu zaloZeného na Simpsonové
pravidle na goniometrické funkci

Tato kapitola je veénovana otestovani tohoto algoritmu také na funkci

f(t) =sin(at), jako tomu bylo v kapitolach 3.5 a 3.6. JelikoZ dochazelo k jistému

posunuti od originalu v pfipadé kapitoly 3.3, kde se testoval tento algoritmus na funkci

jednotkové skoku, lze pfedpokladat, ze dojde k jistému posunuti i u funkce sinus nebo
jeji deformaci.

2 T T T T ' '
: : : : invertovane fit)
: : : : original f{t)
15 oo
X186
. 0.9894
i . ______________________________________________________________________ —
VX186
¥: 0.6356
- .

_______________________________________________________________________________________

Obr.22  Testovani algoritmu zalozeného na Simpsonové pravidle na funkci f(t) = sin(at) pro
c=1laN=100aa=4.

Obrazek 22 demonstruje chovani algoritmu zalozeného na Sipsonové pravidle.
Jako u vSech algoritmil, ma problém pro minimalni ¢asy, jako tomu bylo u Hosonoho
algoritmu i Dubner-Abateho. Problém je ovSem v nepfesnosti ustalovani, uvedena
modra kiivka (invertovana funkce) se sice snazi kopirovat original funkce, ale dochazi
ke snizeni amplitudy této invertované funkce. ReSenim tohoto problému je zvysit
amplitudu o né&jakou hodnotu, invertovana funkce pak bude kopirovat dobife dany
origindl. Experimentalné pomoci matlabovskych kurzort bylo zjisténo, ze vynasobenim
invertované funkce hodnotou 1.5 dojde k lepsimu piiblizeni k origindlu. Tato hodnota je
velmi dilezitd a mizu vni byt skryta nepfesnost, kterou algoritmus zalozeny na
Simpsonové pravidle déla pro testovani této goniometrické funkce 1 funkce
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jednotkového skoku. V obou testovanych piipadech, dojde-li k vynasobeni konec¢né
invertované funkce pravé touto hodnotou, invertovand funkce se pfiblizi ke svému
originalu mnohem piesné;ji.
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4 TESTOVANI ALGORITMU NA
OBRAZECH SDELOVACIHO VEDENI

Tato kapitola je vénovéana testovani riznych obrazii proudu ¢i napéti sdélovaciho
vedeni ruznych typt operatorového tvaru. Bude se jednat o vedeni se zanedbatelnym
svodem i induk¢nosti, spojené na jednom konci nakratko pro dva druhy vstupnich
signaltl.

Vyse uvedené typy vedeni maji vhodné obrazy proudu ¢i napéti pro testovani
algoritmt odvozenych v kapitole 2.

4.1 Vedeni se zanedbatelnym svodem i indukénosti, spojené
na jednom konci nakratko ( podzemni kabel ).

Pro toto vedeni plati podminka nulové indukénosti,svodu a impedance zapojené na
konec vedeni, tu lze zapsat jako :

G=L=0aZ(s)=0 (4.2
Napéti vedeni tohoto typu v operatorovém tvaru ma pak tvar [2]:
sinh(x/sx+/RC)
U(s) =U,y(s) — (4.2)
smh(\/gl VRC)

Za predpokladu, ze na vstup vedeni bylo pfipojeno napéti, rovnajici se funkci
jednotkoveho skoku, rovnice (4.2) pak piejde do tvaru [2]:

5 - 1 sinh(v/sxy/RC)
s sinh(+/sIv/RC)
,kde sje parametr Laplaceovy transformace, funkce sinh je oznaceni pro

hyperbolicky sinus, x je zvolené misto ve vedeni, | je délka vedeni a konstanty R a C
oznacuji po fad€ odpor a indukcnost vedeni.

(4.3)

V nésledujicim odstavci bude odvozen original funkce obrazu rovnice (4.3) za
pouZiti residuovy véty a Bromwichova integralu.

Za podminky « =x+RCa pf=IJRC piejde rovnice (4.3) do prvniho kroku
inverze a to za pouZiti Bromwichova integralu [2]:

C+ioo st .=
u(t) - 1_ I e ?mha\/gds
27 %, ssinh B/s

Z residuovy véty vyplyva, Ze inverzni Laplaceovu transformaci zapsanou jako
rovnici (4.4) lze vypocitat jako soucet vSech residui v ptisluSnych pélech vySettované
funkce. Poly jsou mySlena mista, kde jmenovatel funkce nabyva nulovych hodnot. Pro
tyto pély dojde k vypoctu pfislusnych residui a jejich souctu. Vysledny soucet residui je
potom invertovana funkce ( v tomto pfipadé hledané napéti u(t) ).

(4.4)
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Dale je nutno zjistit, jaké p6ly ( fadu poli ) ma funkcesinh ﬂ«/g . Souctem téchto
residui je potom fada zapsand ve tvaru. To se tézko zjistuje, protoze funkce sinh je
nulova pouze v 0. Proto je nutno pouzit obor komplexnich ¢isel a tim zjistit nulovost

takto polozené funkce. V oboru komplexnich &isel je funkce sinhB+/s nulova

proﬁf:ijmzz.

Soucet vsech residui je potom dan vyrazem [2]:

u(t) = i e sinh av/s L@ (4.5)

m-1 ﬁ\/g cosh /s s

2 Bls=t jmr
Jkde m je celé kladné ¢islood 1 do .
Vyraz cosh f/slze prepsat jakocosh fv/s =cosmz =(-1)", vyraz (4.5) po

vypoctu vSech residui a zpétnému dosazeni podminek za o =x~/RC a f=I1/RC pak
piejde do tvaru [2]:

. [ M7aX
0 Sln(lj _mzﬂzt X
ut) =23 (1) —— L. e L X
m=1

o | (4.6)

Tento vypocet je pouze velmi zkracenou verzi a demonstraci toho, jak slozity
vypocet musi obraz funkce tvaru vedeni tohoto typu podstoupit, aby doslo k jeho
inverzi a ziskani napéti u(t) v ¢asové oblasti. V nasledujici kapitole bude tento obraz
rovnice (4.3) testovan na vSech tfech algoritmech. Na rozdil od kapitoly 4.1 je zde
k dispozici origindl i obraz, proto mtze dojit k lepSimu porovnani.

Pokud je na vstup vedeni pfiveden harmonicky signal, v tomto piipadé

U, (t) = cos(mt) 4.7
, pfejde obraz napéti na vedeni (4.5) v asové oblasti do ustaleného tvaru [2]:
o’l*R*C?
X e . mzX
ut)=coswt-| =+2> (-1)" mz -sin -
O =eos ot 422, (D" et i ( | J
(4.8)
. < m mz . [ mxzX
—20l’RCsinwt) (-1 -sin
@ C"Z_‘I( ) o 1*R2C2 + m*A* [ | j

, kde wje thlovy kmitocet (w=2xf , T je frekvence ), | je délka vedeni, m je
libovolné celé ¢islo, ostatni veli¢iny jsou jiz zname z piedchozich kapitol
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4.1.1 Testovani Dubner-Abateho algoritmu na vedeni se
zanedbatelnym svodem i indukénosti spojené na jednom konci
nakratko ( podzemni kabel )

V této kapitole bude ukazéana inverze pomoci Dubner-Abateho algoritmu na vedeni
se zanedbatelnym svodem i indukénosti spojené na jednom konci nakratko pro dva
piipady. Prvni pfipad bude, pokud na vstup vedeni bude pfipojeno napéti jednotkového
skoku a vdruhém pfipadé, bude-li na vstup vedeni pfipojen harmonicky signal
U, (t) =cos wt .

1.) Na vstup vedeni pripojen jednotkovy skok :
(rovnice (4.3) a (4.6) )

invertovane fit)
original fit) |1

0.5
0

Obr. 23  Testovani Dubner-Abateho algoritmu na vedeni se zanedbatelnym svodem i
indukénosti spojené na jednom konci nakratko pro ¢ = 1, N = 100 a m = 10, délka
vedeni je | = 5m a je zjistén Casovy prubeh napéti v bodé x =4.5 m

Hodnoty odporu a kapacity vedeni byly zvoleny takto : R = 3 kQ a C = 8pF,
hodnoty svodu G a induk¢nosti L jsou zanedbany. Modré kiivka naznacuje piiblizovani
k funkci jednotkového skoku vynasobenou uréitym pomérem, ktery udava pomér x/1.
Toto je kiivka invertované funkce (4.3). To, Ze dochazi k prostému nasobeni funkce
jednotkového skoku pomérem x/1, bylo zji§téno experimentalnimi pokusy, kdy pii
zachovani vSech ostatnich hodnot, zméné¢ hodnoty x a naslednému odecteni hodnoty
pomoci maltabovskych kurzort ( pro x = 1,2,4.5, 5 ) doSlo k zjisténi této skuteénosti.
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Pfi hlubsim zkoumani originalu funkce napéti rovnice (4.6) na vedeni tohoto typu to Ize
m2z?

vysvétlit tak, Ze &ast rovnice (4.6) e ""RC nabyva tak malych hodnot, Ze jejim
vynasobenim ostatnimi ¢leny v sumé rovnice (4.6) pak dojde Kk témé uUplnému
vynulovani ostatnich hodnot a zbyde pouze ¢len x/1. To ale nevadi, protoze cilem tohoto
experimentu bylo zjistit, jak se bude chovat funkce vedeni se zanedbatelnou indukénosti
a svodem spojené na jednom konci nakratko pii pfivedeni jednotkového skoku na vstup
vedeni ve zvoleném bod¢ x vedeni délky 1 na Dubner-Abateho algoritmus.

2.) Na vstup vedeni je pFipojen harmonicky signal cos(mt):

(rovnice (4.8a4.2 pii U,(s) = % coZ je obraz kosinu )
s +a

Hodnoty parametrii vedeni jsou shodné s hodnotami pfi testovani v predchozim
piipadé, kdy byl na vstup vedeni ptiveden jednotkovy skok.

1.5

2 [0 (A [ Co P T invertovane fit) |’

: : : original fit) |

25 | ] | | | | I I I |

0 02 04 06 08 1 12 14 16 138 2
cas [s]

Obr. 24  Testovani Dubner-Abateho algoritmu na vedeni se zanedbatelnym svodem i
induk¢&nosti spojené na jednom konci nakratko proc=1, N=100am =10, ® =4n
délka vedeni je 1 = Sm a je zji§tén Casovy prubéh napéti v bodé x =4.5 m
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Obrazek 30 ukazuje situaci témé&f stejnou, jako kdyz byl Dubner-Abateho
algoritmus testovan na funkci goniometrické funkci sinus v kapitole 3.5. Modra
invertovana kiivka ma zpocatku pro malé ¢asy problémy s kopirovanim originélu, to se
da opét zajistit zvySenim konstanty ¢ opét na tkor vétSich Cast, jak popisuje kapitola
3.5.

Je ziejmé, ze amplitudu kosinu urcuje opét pomér x/1, jako tomu bylo v pfedchozim
ptipad¢. V nasledujicich dvou ukazkach bude ukdzano pouze pro srovnani testovani
obou pfedchozich pfipadii na Hosonové algoritmu a algoritmu zaloZzeném na
Simpsonove pravidle.

4.1.2 Testovani Hosonoho algoritmu na vedeni se zanedbatelnym
svodem i induké¢nosti spojené na jednom konci nakratko ( podzemni
kabel )

1.) Na vstup vedeni pripojen jednotkovy skok :
0.95 R T

0.9

0.85

0.3

0.75

0.55

invertovane fit) |4

0.5 -4------ booone boeooee beoenenes booneees bos

! ! ! ! : original  fit) |}

0.45 | | | | | T I |

0 05 1 15 2 25 3 35 4
cas [s]

Obr. 25  Testovani Hosonoho algoritmu na vedeni se zanedbatelnym svodem i indukénosti
spojené na jednom konci nakratko pro ¢ =1, N =100 a m = 10, o = 4x délka vedeni
je 1 =>5m aje zjistén Casovy prubeh napéti v bodé x =4.5 m

Na Obr. 31 je opét vidét, ze Hosonoho algoritmus neni az tak silnd metoda,
invertovana funkce se ani nepfiblizi ke svému origindlu a hned dochazi
k exponencialnimu nartistu. Re$enim by mohla byt opét jina volba konstanty ¢ a zvyseni
poctu opakovani algoritmu N.
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2.) Na vstup vedeni je piipojen harmonicky signal cos(ot) :
25 T T T T
e I R A R CT DT, CTTT LT

1.5 -

fit) [-]

B e e S et S R invertovane fit) |-
original fit)

| |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Obr.26  Testovani Hosonoho algoritmu na vedeni se zanedbatelnym svodem i indukénosti
spojené na jednom konci nakratko proc =1, N =100 am = 10, » = 4x délka vedeni
je 1=>5m a je zjistén Casovy pribeh napéti v bodé x = 4.5 m

Na Obr. 32 je vidét, Ze Dubner-Abateho algoritmus a Hosonoho maji témét
identické prib&hy jako je ukazano na Obr. 30. Je to dano tvarem algoritmd, algoritmy
jsou si hodné podobné, i kdyZ jsou zalozeny na lichobéZznikovém a obdélnikovém
pravidle. Na goniometrické funkci to neni az tak zietelné.
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4.1.3 Testovani algoritmu zaloZzenéeho na Simpsonové pravidle na
vedeni se zanedbatelnym svodem i induk¢nosti spojené na jednom
konci nakratko ( podzemni kabel )

1.) Na vstup vedeni pFripojen jednotkovy skok

35 T T S

invertovane fit) |
original fit) |.
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- ] ] ]

' ' ' 1 ' ' '

fit) [-]

1 1 1 1 1 1
1 5 ________________________________________________________________________
- ' ' ' ] [ [ [

0.5 i i | | | i i |
0 i . .

Obr.27  Testovani algoritmu zalozeném na Simpsonové pravidle na vedeni se
zanedbatelnym svodem i induk¢nosti spojené na jednom konci nakratko proc =1, N
=100 am = 10, ® = 4x délka vedeni je | = 5m a je zjistén Casovy prube&h napéti
Vbodé x=4.5m

Na Obr. 33 je vidét nedostatek algoritmu zalozeném na Simpsonové pravidle.
Algoritmus totiZz posouva amplitudu invertované funkce od origindlu v poméru 1.5/1.
Cili dojde li k vynasobeni invertované funkce hodnotou 1.5, algoritmus zaloZeny na
Simpsonové pravidle bude jiz ukazovat spravnou hodnotu invertované funkce
V porovnani s jejim originalem.
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2.) Na vstup vedeni je pripojen harmonicky signal cos(mt)

: . invertovane fit) |
: original fit)
T |

|
0 02 04 06 038 1 12 14 16 18 2

Obr. 28  Testovani algoritmu zalozeném na Simpsonové pravidle na vedeni se
zanedbatelnym svodem i induk¢nosti spojené na jednom konci nakratko proc =1, N
=100 am = 10, o = 4n délka vedeni je | = Sm a je zjistén Casovy prib&h napéti
vbodé¢ x=4.5m

Na Obr. 34 je vidét, ze algoritmus zaloZeny na Simpsonové pravidle opét tlumi
amplitudu invertované funkce. Zpocatku se algoritmus snazi pfiblizit k originalu a
kdyby byl testovan pro vétsi casy, hodnota amplitudy invertované funkce by se ustalila
na hodnoté mensi nez je amplituda originalu. Situace je stejna jako v kapitole 3.7.
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5 ZAVER
Zacatek prace je soustfedén na popsani zakladt Laplaceovy transformace a jeji

moznosti vypoctu. Jedna se o vypocet Bromwichova integralu pomoci residui, vypocet
pomoci Laplaceova slovniku a nakonec Heavisideovy vzorce.

Dalsi ¢ast prace je podrobnéji zamétena na odvozeni jednotlivych 3 hlavnich
algoritmi vyuzivajiciho numericky vypocet Laplaceovy transformace. Jednd se o
algoritmy: Dubner-Abateho algoritmus, Hosoniv algoritmus a algoritmus zaloZeny na
Simpsonovée pravidle.

Algoritmus zaloZeny na Simpsonové pravidle vykazoval velky nedostatek oproti
Hosoho algoritmu nebo Dubner-Abateho a to, Ze tlumil amplitudu invertované funkce. |
po nékolikanasobné kontrole odvozovani tohoto algoritmu nedoslo k nalezeni chyby.
Muze to byt zpusobeni tim, ze Simpsonovo pravidlo neni vhodné pro numericky
vypocet inverzni Laplaceovy transformace.

Po prostudovani jednotlivych numerickych algoritmi byly provedeny nékteré
simulace v prostfedi Matlab. Nejprve byly testovany algoritmy na jednoduchych
obrazech, jako je jednotkovy skok nebo linearni funkce. Potom do3lo k otestovani vyse
zminénych algoritmil na goniometrické funkeci.

V posledni fadé byl pfedstaven obraz sdélovaciho vedeni, jedna se o vedeni se
zanedbatelnym svodem a induk¢nosti spojené na jednom konci nakratko. Na jeho
obrazu byly otestovany vyse zminéné algoritmy v prostiedi Matlab.

Z uvedenych otestovanych obrazl lze usoudit, Zze vSechny testované algoritmy se
hodi k invertovani obrazi, které nejsou naro¢né na testovani pro velké Casy. VSechny
testované algoritmy jsou nachylné na zménu konstanty c. Jeji volba je hodné¢ diilezita.
Vliv konstanty ¢ je popséan v ptredeslych kapitolach.

NejlepSi z uvedenych algoritmi po provedenych testech je Dubner-Abateho,
protoZe invertovana funkce doké&Ze kopirovat origindl mnohem déle neZ ostatni dva
algoritmy. Hosonuv algoritmus neni az tak silny jako Dubner-Abateho.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

Z(s)

cro oo~

0(8)

Obraz impedance vedeni
Uhlovy kmito&et

Cas

Odpor vedeni

Kapacita vedeni
Vodivost vedeni (svod)
Induk¢nost vedeni

Vstupni napéti na vedeni
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SEZNAM PRILOH

[Piiloha 1] CD s 3 testovacimi algoritmy pro kazdy 3 ptiklady
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