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ABSTRAKT

Magneticka rezonance je diagnostickd metoda pouzivana pro zobrazeni vnitfnich organd téla.
Jeji hlavni nevyhodou je dlouha doba snimani, kterd jde ovSem zrychlit metodou komprimo-
vaného snimani. Ta spociva v naméreni jen malé Casti dat a sestaveni optimalizacni tlohy,
pomoci které je provedena rekonstrukce. Cilem této prace je popsat a naprogramovat zakladnf{
optimalizacni metody, déle je porovnat a ovéfit na redlnych datech, do jaké miry je mozné
snimani urychlit, aniz by doslo ke ztraté kvality obrazu. V experimentu nejlépe dopadla metoda
regularizace zobecnénou totalni variatni (TGV) normou, pomoci niz byla provedena kvalitni
rekonstrukce pfi zachovani pouze Ctvrtiny méreni.

KLICOVA SLOVA

magneticka rezonance, komprimované snimani, podvzorkovani, totalni variace, zobecnéna to-
talni variace, matematicka optimalizace

ABSTRACT

Magnetic resonance imaging is a diagnostic method to form images of the organs in the body.
Long acquisition times are the main disadvantage, however it is possible to accelerate the data
acquisition with the method of compressed sensing by sensing fewer samples and formulating
an optimization method for image reconstruction. The aim of this thesis is to describe and
compare the common optimization methods and to create a software capable of solving them.
Another objective is to observe how much the data acquisition can be accelarated without
the loss of image quality when dealing with real data. The most promising method in the
experiment was total generalized variation (TGV) regularization which was able to reconstruct
an image with a proper quality using only a quarter of the data.
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magnetic resonance, compressed sensing, undersampling, total variation, total generalized
variation, mathematical optimization
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Uvod

Magneticka rezonance je diagnostickd metoda, pomoci niz je mozné zobrazit vnitini or-
gany téla. Na rozdil od naptiklad pocitacové tomografie, kde je vyuzivano rentgenovych
paprski, je magneticka rezonance zalozena na interakci jader vodiku s vnéjsim magnetic-
kym polem. VysSetfeni tak probiha bez Skodlivého ionizujiciho zareni.

Nevyhodou je dlouhd doba snimani, kterou lze ovSsem podstatné zkratit s vyuzitim
metody tzv. komprimovaného snimani, jejiz princip spoc¢iva v naméfeni mensi casti dat a
nasledném sestaveni optimaliza¢ni tlohy zohlednujici namérenad data a ridkost reprezen-
tace obrazu po vhodné zvolené transformaci. V literature lze najit fadu riznych pristupi
a metod, jak tlohu sestavit. Hlavnim cilem prace je nékteré tyto metody naprogramovat
v prosttedi MATLAB a porovnat na realnych datech.

Na uvod préace (kapitola 1)) je uveden prehled matematickych pojmi, které se dale
v praci vyskytuji. Pfedevsim jde o Fourierovu transformaci, konvoluci a zakladni vlast-
nosti operatorti. Soucasti kapitoly je i popis vzorkovani a filtrovani signalu. Nasleduje
kapitola [2| kde jsou vysvétleny zdkladni principy zobrazovani pomoci magnetické rezo-
nance. Obsahem je popis magnetickych poli, které se pti snimani pouzivaji, a zminény
jsou i zakladni metody sniméani. Navic je odvozena rovnice snimaného signalu pomoci tzv.
Blochovy rovnice.

V kapitole [3| je obecné zavedena problematika matematické optimalizace. Kromé zé-
kladnich pojmt je zde predstaven proximalni operator, ktery se bézné pouziva v optima-
lizacnich dlohdch tykajicich se zpracovéni signélu. Kapitola [4] obsahuje struény prehled
pojmil z teorie komprimovaného sniméni a konkrétni optimaliza¢ni metody jsou pred-
staveny v nasledujici kapitole . Jednd se o regularizace totdlni variacni (TV) normou,
zobecnénou totdlni variaéni (TGV) normou a dale metodu Sparsity-assisted signal smoo-
thing (SASS).

Nésleduje rozbor experimentu, ve kterém je zkouméan vliv podvzorkovani realnych dat
na vyslednou kvalitu obraz rekonstruovanych pomoci zminénych algoritmi naprogramo-

vanych v MATLABu.






1 Zaklady matematického zpracovani signalu

1.1 Fourierova transformace

Redlnou funkei f(t) periodickou na intervalu (0,7"), kde mé konec¢nou variaci, lze rozlozit
na cosinusové (pripadné sinusové) viny, které jsou charakterizovany svou amplitudou A,
frekvenci n/T a fazovym posunem ¢,,:

@+§:Ancos (2nnt/T — ¢y), (1.1)

=5

n=1

pricemz rovnost plati ve vSech bodech s vyjimkou bodt nespojitosti. Tomuto rozkladu se
rika Fourierova rada. Frekvence jednotlivych vin jsou diskrétni, hovorii se tedy o diskrétnim
frekvencnim spektru. Bézné se lze setkat s ekvivalentnimi tvary

0+ Z an cos (2mnt/T) + b, sin (2nnt/T) = Z cpelZmt/T (1.2)

n=1 n=-—00

£y =2

Konstanty c¢,, ve druhém tvaru je mozno spocitat vzorcem

1 /% o
_ = —i2mnt/T
en = [ L0 dt. (1.3)

U neperiodického signalu si lze predstavit, ze se perioda T ,natahuje“ do nekonecna,
neboli T" — oo. Frekvencéni spektrum je poté kontinualni. V predchozim ptipadé byl
kazdému celému ¢islu n pritazen koeficient ¢,, nyni bude prifazen vSem realnym cislim
~v. Také se misto sumy ve vztahu objevi integral. Tyto myslenky vedou k pojmu
Fourierova transformace, ktera ma tvar:

foy = [ st (14)
Puvodni funkci f(t) pak lze vyjadrit vztahem
0= [ fenerdsy, (15)

ktery se nazyva zpétnd Fourierova transformace. Aby uvedené integraly nabyvaly konecné
hodnoty, musi funkce f(t) pro t — +oo ,dostatecné® rychle klesat.

Obdobné Ize periodickou dvoudimenzionalni funkci rozlozit do prostorovych sinuso-
vych vin, které se kromé amplitudy, frekvence a fazového posunu lisi i prostorovym na-
tocenim v roviné. Pokud tato funkce reprezentuje cernobily obraz, 1ze ho rozlozit na
jednoduché obrazy dané vlnami, coz je ilustrovano na obr.

1.1.1 Neperiodicky spojity 2D signal

Pro neperiodicky 2D signél 1ze opét zavést jeho Fourierovu transformaci:

F{IY = Fllknky) = [ ;OO / ;OO [, y)e 2R gy, (1.6)



-

(a) Funkce f(z,y) = sin (2r(z + 2y)). (b) Obraz tvofeny vlnou z (a).

Obr. 1.1: Jedna z vin, které tvori celkovy obraz.

Tato transformace ma velky vyznam pro meéreni v magnetické rezonanci, protoze jak se
ukaze pozdéji, je sniméana pravé Fourierova transformace pozadovaného obrazu. Kompo-
nenty prostorovych frekvenci maji podobu riazné natocenych a posunutych sinusovych vin
s parametry

frekvence: |/k2 + k2,

ke
k‘ )
amplituda: |F(k,, k)],

R(F (ks ky)) )

Inverzni transformaci lze spoc¢itat pomoci

+oo “+o0o .
FUF) = f(a,y) = / / F(ky, k)2 bsathon) qg dk, (1.7)

smér: arctan <

<

faze: arctan (

1.1.2 Periodicky diskrétni 2D signal

V pripadé, Ze je obraz uvazovan diskrétni, je reprezentovan matici hodnot X,,,, kde
1<m< Mal<n<N.Pro tento ptripad existuje diskrétni Fourierova transformace

A~ —1M-1 . mk nl
Fp{X} =Xy, = e R, (1.8)
n=0 m=0
Inverzni transformace ma tvar
A~ N-1M-1 A~ . mk | nl
FoX} = X = Z 3 Xy (3R, (1.9)
1=0 k=0

Tato forma transformace nahlizi na obraz X Jako by byl periodicky s periodami M a N.

Frekvencni spektrum je diskrétni a periodické se stejnou periodou jako ptivodni obraz.
Vypocet diskrétni Fourierovy transformace a jeji inverze lze realizovat algoritmem

rychlé Fourierovy transformace (FFT), coz vyrazné zkrati dobu vypoctu oproti piimé

implementaci vzorcu ((1.8)), (1.9).



1.1.3 Neuniformni transformace

Necht F(ki, ki) = F; jsou vzorky spojité Fourierovy transformace funkce f(z,y) pro

Ty . X
danou mnozinu frekvenci (k],k)),j = 1,...,n. Funkci f 1ze odhadnout [9] jako
fla,y) = Y w, Ferts sk, (1.10)

J=1

kde w; jsou vahy realizujici tzv. kompenzaci hustoty. Jejich vyskyt lze odivodnit tim,
ze nerovnomeérné nasnimané vzorky ,zastupuji rtizné velké oblasti frekvenéniho spektra.
Tyto vahy se nejcastéji urcuji pomoci tzv. Voroného diagramu (obr. , ktery kazdému
bodu k; = (kZ, k;) piifadi oblast V; takovou, Ze body v ni jsou nejbliZze pravé k bodu £;.
Hodnota w; potom odpovidd obsahu oblasti V;. Vyjimkou jsou ,krajni* body, které by
podle této definice mély nekonecny obsah, proto se v praxi oblast, ze které se vybiraji
body tvorici oblasti V;, musi vhodné omezit.

V pripadé, ze se vzorky nachéazi na radidlach a jsou rovnomérné rozmistényﬂ je také
mozné za posledni vzorek na kazdé radidle doplnit ,umély“ bod na misto, kde by se
nachézel dalsi vzorek, kdyby méteni po radidle pokracovalo. Diky tomu budou mit i krajni
bunky puvodnich vzorkid koneény obsah, ktery navic bude konzistentnéjsi vzhledem k

obsahum vnitinich bunék.

0,4

0,2

0¢
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Obr. 1.2: Ukazka Voroného diagramu. Oranzove jsou znazornény body k;, modie hranice
oblasti V.

V praxi samoziejmé staci hodnoty f(z,y) znat v koneéné mnoha bodech na mrizce
{(z,y) : x € M,y € N}, které pak tvori obraz. Obecné neuniformni Fourierova transfor-
mace Spociva ve vypoctu

R(f)=F(ki, k)= > flz,y)e zkeethn)  (typ 2), (1.11)
zeM yeN
B Mo
R¥(F) = fla,y) = Y FeXkaethn) (typ 1), (1.12)
7j=1

IPfesné tak tomu bude v datech, kterd se budou v ramci prace zpracovavat.



kde lze dosadit F; = w;F; pro obdrzeni rovnice (.10]).
Existuje obdoba FFT pro neuniformni transformaci nazyvania NUFFT, pomoci které

lze vyhodnotit (1.11]) a (1.12)) se zadanou libovolnou presnosti. [15]

1.2 Normy

1.2.1 Vektorové normy
Definice 1.1 Necht V je linedrni (vektorovyj) prostor nad C. Normou nazveme zobrazent
-]l : V= R, které pro Ve € C, Va,y € V spliuje: [17]

Lo lz 4yl < =l +[lyll.
2. |lex]] = [efl|]l,

3. |lz|l =0,

4. |z]|=0<x=0.

Pokud je vypustén pozadavek 4, hovoti se o tzv. seminormé. Prvni podminka se v textech
casto nazyva trojuhelnikova nerovnost.

Definice 1.2 Linedrni prostor opatreny normou nazyvame normovany linedrni prostor
(NL-prostor).

Definice 1.3 Pro x = (21, %2,...,x,) € V = C" definujeme {,-normu jako

1
fely = (S1aP) o1 <p <o (119
=1
lzll, = [zl? pro0<p<1, (1.14)
=1
7] 0o = max |z, (1.15)
lz]lo = #{i | z; # 0}, (1.16)

kde # znaci pocet proki (kardinalitu) mnoZiny.
Pro 0 < p < 1 je porusena podminka 2, nejedna se tedy o normu ani seminormu. Bézné se

vSak hovoi{ o normé a bude tomu tak i v tomto textu. Na obr. [I.3] jsou zobrazeny hranice
jednotkovych kouli v riznych normach, které ilustruji jejich chovani.

Definice 1.4 Pro matici X € C™*" definujeme £,-normu podle
1X1, = [Ivec(X)]l,. (1.17)
kde vec(X) znaci preuspordaddni matice X do sloupcového vektoru, tedy
vee(X) = (T11,T21, -« -, Tinl, T12, T2, « o Tin2y « -« Ly - - - ,xmn)T e Ccm.

V piipadé p = 2 se Casto pouziva ndzev Frobeniova norma a znaceni ||-||r, v textu ovsem
pouzivano nebude.



—p=0

—p=1/2

_p:
p=2

—1

Obr. 1.3: Hranice jednotkovych kouli (mnoZina vSech bodii s normou mensi nez 1) v R?
v zavislosti na parametru p. Pro p = 0 splyva hranice s osami (az na pocatek, jehoz norma
je rovna 0).

Definice 1.5 Necht u € C™". TV seminorma (izotropn)) md predpis [1]

m n

TV(u) =) > \/|uz'+1,j — Ui 5| + i1 — il (1.18)

i=1j=1

pricemz je dodefinovdno

Uipt1 — Uin =0 pro1 <¢ < m,

Umt1j — Um; =0 prol < j<n.

Ackoliv se jednd o seminormf’, opét se bézné hovoii o TV normé. Je mozné ji zavést
i pomoci operatori D, a D, definovanych dopiednymi diferencemi takto

Uit1,5 — U5 PTO 1 <1< M,

Dyu); i = 1.19

( Jis 0 pro i = M, ( )
U j+1 — Uiy pr01§j<N,

(Dyu)i,j = 0 It J pro i = N (1.20)

Pak izotropni diferencni operator lze definovat jako

(Du)iy = /(Do) ]2 + |(Dyu)iy 2 (1.21)

a plati TV (u) = || Dul};.

2 Existuje i anizotropni verze, jejiZ definici lze najit v [I]. V této praci vSak bude pouZivina pouze
izotropni forma.

3Naptiklad pro matici X(¢), kterd mé vsechny prvky rovny stejnému ¢islu ¢ € C, plati TV(X()) =0
a zaroven neplati X .y = Opxn, €0z je v rozporu se 4. pozadavkem na normu v definici E



1.2.2 Operatorové normy

Definice 1.6 Necht U,V jsou NL-prostory a T : U — V je spojity (ohraniceny) linedrni
operdtor. Pak normu operdtoru T definujeme jako

Tx
|T|| = sup ||Tz|| = sup H H
lzl|=1, ozzev ||
zeU

(1.22)

Na prostoru spojitych linedrnich operatortt mezi prostory U,V se opravdu jedna o normu
ve smyslu definice [I.1] a kromé uvedenych axiomu navic zfejmé plati

ITz|| < | Tlll=]]  pro Ve € U. (1.23)

Véta 1.7 Pro spojité linedrni operatory Ty : U — V, Ty : V. — W je TyT, : U — W také
spojity linedrni operdtor a plati | ToT1 || < ||T3||||T1]-

Véta 1.8 Necht D : C" — C" je diagondlni operdtor, tzn. operdtor, ktery realizuje nd-
sobeni vektoru po slozkdch: [D(x)|; = diz;, pricemz 1 < i < n,d; € C. Pak |D| =
maXij<i<n |dz| .

Véta 1.9 Pro operdtor Fourierovy transformace z definice plati
obdobné pro diskrétni piipad z definice[1.§ | Fp| =1, || Fp'|| = 1.

Fll=1[F =1,

Poznamka 1.10 Pro operdtor neuniformni Fourierovy transformace (1.11)) je velmi ob-
tizné normu urcit, experimentdlné vsak bylo zjisténo, Ze pri dostatecne ridkém vzorko-
vdni (coz odpovidd podvzorkovant, které se bude v rdmci prace zkoumat) lze pouzit odhad

IR| < 1.

1.3 Vlastnosti operatorii

Definice 1.11 Skaldrni soucin na linedrnim prostoru V' nad C je zobrazeni (-,0) : V X
V' — C splnugici

proVe € C, Vx,y,z € V.

Definice 1.12 Linedrni prostor se skaldrnim soucinem se nazyvd prostor se skaldrnim
soucinem (VS-prostor).

Definice 1.13 Upln VS-prostor se nazyvd Hilbertiuv prostor.
Priklad 1.14 C" je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (x,y) = Y1 | ©;7;.

Definice 1.15 Necht Hy, Hy jsou Hilbertovy prostory a T : Hy — Hy je spojity linedrni
operdtor. Operdtor T* : Hy — Hy se nazgvd sdruzeny (adjungovany) kT, jestlize plati

(Tz,y) = (z,T"y) proVx € Hy, Vy € Hs. (1.24)

4Prostor se nazyva tplny, jestlize kazdé jeho cauchyovska posloupnost je konvergentni.




Véta 1.16 T je spojity linearni operdtor a mad ndsledujici vlastnosti:

1. T =T,
2T =171,
3. (IVTy)* = TyT;.

Véta 1.17 Pro operdtory Fourierovy transformace plati F* = F~' a Fi, = Fp'. Také
operdtory neuniformni Fourierovy transformace typu 1 a 2 jsou navzdjem adjungované,
jak jiZ bylo naznaceno zvolenym znacenim.

1.4 Konvoluce

Spojitou konvoluci dvou jednorozmérnych funkei f(t), g(t) znacime (f*g)(t) a definujeme
ji jako

(f9)t)= [ f(r)g(t - 7)ar. (1.25)

—0o0

Pro dvoudimenzionalni funkce f(x,y), g(z,y) mé konvoluce tvar

(e = [ [ frm)gle =1y —7)drdr, (1.26)

Jestlize je funkce g integrovatelna, pak definované integraly budou konecné, pokud funkce
f je omezena. Dulezitou vlastnosti spojujici Fourierovu transformaci a konvoluci je kon-
voluéni teorém, ktery rika

F{f =g} =F{f}F{g}, (
F{fg} = F{f} = Flg}, (
F Y fxgy=F H{F g}, (1.29
FHfgy=F I «F g} (

Tyto vztahy umoznuji pocitat konvoluci dvou funkci tak, Zze se nejprve spocitaji jejich
Fourierovy transformace, ty se ve frekvenéni doméné vynasobi a nasledné se na tento
soucin pouzije zpétna Fourierova transformace. Uvedné vztahy lze pouzit pro funkce f, g,
které jsou integrovatelné a rovnosti plati skoro vsude. [30]
Necht a, h € CV. Cyklicka konvoluce téchto dvou vektort se definuje vztahem
N-1
l[a ® h), = Z amhn—m) moan Pro0<n<N -1 (1.31)
m=0
Pak konvoluc¢ni teorém plati také v pripadé, ze spojitou konvoluci * nahradime cyklickou &®
a Fourierovu transformaci F nahradime diskrétni Fourierovou transformaci Fp. Podobné
lze nadefinovat cyklickou konvoluci pro dvé matice.
Diky existenci rychlé Fourierovy transformace (FFT) je mozné tento zptsob konvoluce
efektivné pocitat pravé diky konvolué¢nimu teorému.

1.5 Vzorkovani signalu

Tato kapitola se zaobira vzorkovanim signalu, které je soucasti kazdého méreni v magne-
tické rezonanci. Pro jednoduchost je uvazovan 1D signal, odvozené vysledky se vSak daji
zobecnit do vyssich dimenzi.



1.5.1 Diraciv jednotkovy impuls
Necht {f,.(t)}>, je posloupnost funkei (viz obr. definovanych vztahem

1l < L
fy=4" PP Tmst= e (1.32)
0 jinak.
8 ~ _n _ 1
n =2
—_—n =
61 —n — 00
4 4
2 4
04— 1 1 1 1 1
-06 —-04 —-02 0 02 04 06
Obr. 1.4: Posloupnost funkci, pomoci kterych je definovan Diractv impuls.
Potom Diractiv impuls lze deﬁnovatﬂ jako limitu této posloupnosti:
5(t) = Jiny fu(0) (1.33)
Mezi dillezité vlastnosti, které budou déle vyuzity, patii
t
/26(t)dt:1 pro —oo <t; <0<ty < oo, (1.34)
t1
d(t)=0 prot#0, (1.35)
/ f(t)o(t —a)dt = f(a) pro Vf spojité v t = a, (1.36)
f)*d(t—a)= f(t—a) proVf spojité. (1.37)

Dalsim dulezitym pojmem je Diractv sled (Dirac impulse train) III7. Jedna se o posloup-
nost Diracovych impulst opakujicich se s periodou T', coz lze zapsat jako

M) = S 8t —n). (1.38)

n=—oo

Nésobenim signdlu f(t) Diracovym sledem Iy (¢) lze reprezentovat vzorkovani tohoto
signalu s periodou vzorkovani T, coz bude dale pouzito pro odvozeni nékterych jeva
spojenych se vzorkovanim.

®Matematicky korektn&jsi definici poskytuje teorie zobecnénych funkef (distribuci) [19], pro pochopeni
této kapitoly vsak postaci poskytnuta intuitivni“ definice.
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Lze ukazat, ze Fourierovou transformaci Diracova sledu je opét Diractiv sled s periodou,
kterda je rovna prevracené hodnoté puvodni periody, a touto prevracenou hodnotou je
vynasobena:

1
F{lly(t)} = flﬂ%(k‘) (1.39)
Pro inverzni Fourierovu transformaci pak plati
1
1 _ L
FH{lp(k)} = T/IHW@' (1.40)

1.5.2 Vzorkovani ve frekvenc¢ni oblasti
Idealni vzorkovani

Necht Z(k) je pozorovana Fourierova transformace signalu x(t). Idedlni vzorkovani zna-
mend, ze ziskavame vzorky Z(k) v bodech k = nk pron € N, kde k predstavuje vzdalenost
mezi jednotlivymi vzorky. Pro navzorkované hodnoty Z., si lze predstavit vztah

T (k) = T (k)L (k). (1.41)

Pokud je na ziskané hodnoty Z,, pouzita zpétna Fourierova transformace, s vyuzitim

(1.30) a (1.40) lze ziskat

FHE(k)MLu(k)} = F~HE(k)} + FHILL(K)} =

o(t) + i]ﬂi(t) — ix(t) ) _f: 5(75 - :) — (1.42)
in:izox(t) * 5(t — :) = in:i.zox(t — :)

Obdrzené funkce je ziejmé periodickd s periodou x~t. Aplikaci inverzni Fourierovy trans-
formace je tedy obdrzen ptvodni signal z(t) (vyndsobeny hodnotou x71), ktery je vSak
nakopirovan po celé ¢asové ose s rozestupy ! a tyto kopie jsou secteny.

V piipadé, Ze signdl z(t) je nenulovy pouze na intervalu (a,b) a plati b —a > k™1,
se kopie ziskané rekonstrukei nijak neprekryvaji. Toto kritérium se nazyva Nyquistiv-
Shannonuv teorém. V opacném piipadé (tzv. podvzorkovani) se vzniklé kopie prekryvaji,
coz je jev, ktery se bézné nazyva aliasing. [5]

Vzorkovani na ohraniceném intervalu

V pripadé idealniho vzorkovani je predpokladano, ze je k dispozici nekoneéné mmnoho
vzorki. To v praxi samoziejmé neni mozné namérit, proto je v nasledujicich odstavcich
naznacen vliv vzorkovani na ohrani¢eném intervalu. To je modelovano funkei

1 pro [t| < 3,
rect(t) = ¢ 3 pro|t| =1, (1.43)
0 pro [t| > 3,
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respektive funkef rect(f), kde W znadi sitku symetrického intervalu, na kterém je méfeno.
Fourierovu transformaci funkce rect(t) lze spocitat takto:

00 ) 0,5 ) e—iQn;tt t=0,5
F{rect(t)} :/ rect(t)e 2™t dt :/ e At = [ : ] =
—c0 0,5 —i2nx
- (1.44)
e ™ —e™  —i2sinmxr  sinmw )
: = : = = sinc .
—i2nx —i2nx nw
Substituci 7 = t/W v (1.44) lze snadno odvodit
t
F{rect()} = W sinc Wt. (1.45)
44
Hodnotu z(k) na intervalu (—g, %) je mozné zapsat jako
Fue(F) = 2(Rprect 5 (1.46)
Ty, (k) = Z(k)rect | — :
w
a zpétnou Fourierovou transformaci poté vyjde
k
Fl{jz(k)rect(W>} = z(t) x W sinc Wt. (1.47)

Puvodni signal x(t) je tedy porusen konvoluci s funkei W sinc Wt. Dojde tim k rozostieni
hran a k zakmitani signdlu kolem nich. Toto zakmiténi, které je ilustrovano na obr. [I.5d,
se nazyva Gibbsuv jev. [5]

Vzorkovani na konecném intervalu lze zapsat zkombinovanim dvou vyse uvedenych
principtu

Foa(k) = :E(k)lﬂﬂ(k)rect(;/), (1.48)

proto se ve vysledku projevi jak periodicita dana vztahem ([1.42)), tak Gibbstv jev z rovnice

(D).

1.6 Filtrovani ve frekvencéni oblasti

Filtrovani spociva v potlaceni (pfipadné zesileni) nékterych frekvenci obrazu. Pokud po-
tlac¢ujeme vysoké frekvence, mluvime o filtru typu dolni propust (low-pass filter — LPF).
Aplikaci tohoto filtru dojde k potlaceni Sumu, ktery se projevuje predevsim na vysokych
frekvenci, ale zaroven jsou ,rozmazany‘ hrany a detaily obrazu.

V pripadé potlaceni nizkych frekvenci dostavame filtr typu horni propust (high-pass
filter — HPF). Tento filtr se da vyuzit pro zvyraznéni a detekci hran, jeho nevyhodou
vsak je, Ze zvyraziuje Sum. Jestlize nadefinujeme funkei I(k,, k,) = 1, pak lze HPF ziskat
z LPF pomoci vztahu HPF = I — LPF.

1.6.1 Idealni filtr

Idedlni filtr typu dolni propust (ILPF) potlacuje vsechny frekvence vétsi nez zvolend
frekvence fy. To odpovida vynasobeni frekvencéniho spektra funkei

o 1 pro,/ki—i—k:sgfo
ILPF(k:cyky) = 5 5 (149)
0 pro/k;+k, > fo.
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(a) Originalni signal. (b) f(t) = 65sinc6t.
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(¢) Poruseny signdl.

Obr. 1.5: Ilustrace poruseni signalu vlivem konvoluce s|(b)|

Pro ideélni filtr typu horni propust naopak plati

o b p) — 1 proq/k§+k§2f0
wpr (ke ky) = SR (1.50)
0 pro ki +k, < fo.

Ilustraci idealnich filtrt a jejich aplikaci na frekvenéni spektrum ukazuje obr.

(a) Spektrum. ) ILPF. ) Po ILPF. ) IHPF. ) po THPF.

Obr. 1.6: Aplikace idealnich filtri na frekvenc¢ni spektrum.

Nevyhodou je, ze aplikaci tohoto filtru nastane Gibbsuv jev, coz se projevi ,zakmita-
nim“ obrazu kolem ostrych hran, podobné jako v ((1.47)). Tento efekt je spolu s vyhlazenim
Sumu ilustrovan na obr. [.8h—d.
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1.6.2 Butterworthuv filtr

Moznosti, jak ¢astecné potlacit Gibbsuv jev, je vytvoreni plynulého prechodu mezi pone-
chanymi a neponechanymi frekvencemi. Na tomto principu funguje Butterworthuv filtr,
ktery méa pro dolni propust predpis

1

HBLPF<kx7 ky) = L2 T L2 - (151>
(7
Ja
Pro horni propust lze snadno odvodit
1
Hgupr (ks ky) = 7o (1.52)
1+ 0
k2 + k2

Hodnota f, ma stejny vyznam jako v pripadé idealni filtru a pfi dosazeni frekvence
\/ k2 + k2 = fo nabyvaji oba filtry hodnoty 0,5. Parametr n pak urcuje strmost pfechodu
mezi hranicemi (viz obr. [L.7). Pro n — co dostdvdme idedlni filtr.

Na obr. [I.8p,f byl pouzit BLPF s n = 2 na zasumény ¢tverec. Doslo k potlaceni Sumu
a Gibbsuv jev se projevil méné. Obr. [L.8g,h ilustruje pouziti BHPF, pii kterém dojde
k vytvoreni hrany Ctverce a zvyraznéni Sumu.

]. —_— =
—_— =
0,8 ¢ n =
—n — 0
0,6 +

[fO) 07
04 |
02
0

5]
~100 -50 0 50 100
Obr. 1.7: Jednorozmérny tez frekvencni charakteristikou BHP filtrii s parametry fy = 60
an=1,23a occ.
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(a) Zasumeény Ctverec. (b) 3D reprezentace (a).

(c) Po aplikaci ILPF. (d) 3D reprezentace (c).

(e) Po aplikaci BLPF. (f) 3D reprezentace (e).

(g) Po aplikaci BHPF. (h) 3D reprezentace (g).

Obr. 1.8: Aplikace ILPF, BLPF a BHPF na obraz zasuméného ¢tverce. Fourierovou trans-
formaci se do obrazu dostanou komplexni ¢isla, kterych se lze zbavit absolutni hodnotou.
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2 Zobrazovani pomoci magnetické rezonance

Zobrazovani pomoci magnetické rezonance (MRI) je technika pouzivana k zobrazeni vniti-
nich organt, ktera vyuziva interakce atomovych jader s magnetickym polem. Pro 1ékarské
zobrazovani je nejvyznamnéjsi vodik 'H, ktery tvoii piiblizné dvé t¥etiny atomti lidského
téla (predevsim diky jeho vyskytu v molekule vody). Rozdilné typy tkani obsahuji rizny
pocet atomu vodiku, diky ¢emuz ve vysledném obrazu vznika kontrast.

Prednosti MRI oproti ostatnim zobrazovacim metodam je, Ze neni pouzito ionizujici
zateni. Nevyhodou je pomérné dlouhd doba sniméani.

Teorie v této kapitole je Cerpana z [4l 5], 24 [31].

2.1 Zaklady magnetické rezonance

Dle kvantové mechaniky maji jadra atomi s lichym poc¢tem protonii nebo neutronti vlast-
nost nazyvanou spin (S), coz je typ momentu hybnosti. Diky této vlastnosti maji jadra
magneticky moment (@) rovnobézny s vektorem spinu a lze si je pfedstavit jako maly
magneticky dipol.

V pripadé absence vnéjsiho magnetického pole jsou magnetické momenty orientovany
ndhodné a proto celkovd magnetizace libovolné ¢asti tkdné M = % = (. Pokud vsak
aplikujeme magnetické pole By, spiny se orientuji rovnobézné s timto polem, nékteré
v jeho sméru, nékteré proti. Stav ve sméru je méné energeticky narocny, proto bude
takto orientovano vétsi mnozstvi spint. Tato polarizace méa za nasledek vznik celkové
magnetizace M = M, kterd ma stejny smér jako By. Déle spiny zacnou vykonavat
precesni pohyb kolem By, jehoz thlova frekvence (nazgyvand Larmorova frekvence) je
dana vztahem

w =B, (2.1)

kde ~ je tzv. gyromagneticky pomér a B je velikost magnetického pole. Pro nejcastéji
zobrazovany izotop 'H plat{ v = 42,58 MHz T,

2.1.1 Homogenni pole By

Pro zjednoduseni predpokladejme, ze magnetické pole By je homogenni a ve sméru osy
z. Déle ozna¢me jednotkové vektory ve smérech z,y, z jako ¢ = (1,0,0), 5 = (0,1,0) a
k = (0,0,1), tedy By = (0,0,b9) = bok. Aplikaci tohoto pole po ur¢itém case nastane
rovnovazny stav a plati M, = My a M,, = |[|[M,,| = |[M,t+ M,j|| = 0. Celkovou
magnetizaci indukovanou timto polem nelze zméftit, jelikoz je ve sméru By, oproti kterému
je velikostné zanedbatelna. Je tedy tfeba vektor magnetizace prevratit do roviny zy.

2.1.2 Radiofrekvencni pole B; (RF puls)

Toho 1ze dosahnout aplikaci radiofrekven¢niho pole By v roviné xy ,naladéného“ na
Larmorovu frekvenci wy = 7by. Pole By se aktivuje pouze na maly okamzik (proto se
nékdy hovorii o RF pulsech) a je schopno sklopit vektor magnetizace M o libovolny tihel
a. Vlivem RF totiz dojde k rezonanci jednotlivych spint, jejichz faze se sjednoti, a také se
nekteré spiny dostanou do stavu vyssi energie. Tomuto jevu fikame excitace. Pti sklopeni
oa = 90° plati M, = 0 a M,, = My. Mechanismus, kterym dojde ke sklopenti, je ilustrovan
na obr. a 2.2 Oba tyto déje probihaji soucasné.
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Obr. 2.1: Nékteré spiny se kvili RF pulsu orientuji anti-paralelné.

2.1.3 Gradientni pole Bg

Dalsi magnetické pole, které se pri snimani pouzivd, je gradientni pole Bg = (0,0,
G,r+Guy+G.2) = (G, r)k. Toto pole zjednodusené feceno kbéduje prostorovou informaci
tim, ze méni Larmorovu frekvenci v zavislosti na prostorové souradnici. Pomoci tohoto
pole je také mozné provést tzv. selektivni excitaci, kdy probéhne excitace protonii pouze
v tenkém ftezu tkané tak, ze aplikujeme RF puls s zkym rozsahem frekvenci. Timto
zpusobem lze ziskat 2D obraz libovolného rezu.

2.1.4 Relaxace

Po skonc¢eni RF pulsu pokracuje precese v roviné xy, ale postupné dochazi k navratu
systému do rovnovazného stavu. Magneticka pole jednotlivych c¢astic zptusobuji nehomo-
genitu magnetického pole v jejich okoli, coz zapTi¢ini zménu Larmorovy frekvence a tedy
i rychlost precese jednotlivych spinii. Disledkem pak je, Ze se faze spini zacne ¢im dal
vice odlisovat a velikost magnetizace M, se ztraci. Tomuto jevu se fika T, relaxace,
nebo také spin-spinova relaxace. Je charakterizovan konstantou 73, ktera je zavisla na
typu tkané, a lze jej popsat rovnici

My (t) = M, (0)e™"/™, (2.2)

kde M,,(t) = || My,(t)|| a t = 0 odpovidd ¢asu tésné po excitaci.
Déle dochazi k T, relaxaci (také spin-mrizkova relaxace). Kvili tepelnému pohybu
spinti dochazi k jejich srazkam s okolim a prichazi tak o energii ziskanou RF pulsem, coz

zapricini jejich navraceni do ptuvodni orientace ve sméru osy z. Disledkem pak je narust
slozky M., ktery je charakterizovan konstantou 7. Popisuje ho rovnice

M. (t) = My + (M.(0) — Mp)e "™, (2.3)
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Obr. 2.2: Faze nékterych spint se zacnou sjednocovat.

- o — - — - — - — -~ — - — — P — P — — b — — P

- P o - - — — — — —

- e e e e I A i

- e > > > > > > > > > > > > > > > > = >

- > > | > > > > > > > > > > > > > > > > -

- > > | > > > > > > > > > > > > > > s > > -

- ] s = - - + + - + . . . - . - - - - - -

<
L2 T T T N R R
<

- > = | - - - - - - - . . e . e e e e e e .

N
[\

Obr. 2.3: Grandientni pole ve sméru z. Obr. 2.4: Grandientni pole ve sméru y.

2.1.5 Free induction decay

Po aplikaci RF pulsu rotuje magnetizace v roviné zy o Larmorové frekvenci w a indukuje
tim napéti (se stejnou frekvenci) na vhodné orientované snimaci civce. Tomuto signilu
rikdme FID (free induction decay). Jeho amplituda by méla klesat exponencidlné podle
nehomogenitou hlavniho magnetického pole By, diky které dojde k rozfazovani spint.
Odpovidajici relaxacni konstanta ma oznaceni 7.

2.1.6 Pulsni sekvence

Pti pouziti 90° RF pulsu je namétreny signal zavisly na protonové hustoté tkané. Po
aplikaci jednoho pulsu lze namérit jen cast pozadovanych dat, proto je puls nékolikrat
opakovan s ¢asovymi rozestupy TR (repetition time). Navrzenim vhodné pulsni sekvence
je mozné zohlednit i relaxacni casy T, T» a T3, které mohou v nékterych aplikacich
poskytnout lepsi kontrast mezi riznymi druhy tkéani.

Jedno-pulsni sekvence s mensim thlem

Nevyhodou 90° RF pulsu je, Ze po jeho aplikaci je slozka M, = 0 a dlouho trva, nez dojde
k jejimu obnoveni, coz se projevi na velkém case TR a tedy dlouhé dobé sniméni. Je tedy
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Obr. 2.6: Ilustrace free induction decay signalu.

mozné pouzit thel o < 90°. M, se snizi mnohem méné a rychleji tak dojde k navraceni do
puvodniho stavu, proto lze pouzit nizsi hodnotu TR a snizit tak celkovou dobu sniméni.
Nevyhodou je nizsi intenzita signalu.

Spin Echo

Pokud za 90° pulsem nésleduje 180° puls, po urcité dobé lze naméftit tzv. ozvénu (echo)
FID signalu. Nehomogenita vnéjsiho magnetického pole, diky které dochazi k T3 relaxaci,
je v case konstantni. Vlivem rtizné rychlosti precese dochéazi k rozchodu fazi, pokud vsak
aplikujeme 180° puls, zméni se smér precese, pricemz jeji frekvence ztstane stejna. Diky
tomu za stejny cas, ktery uplynul mezi 90° a 180° pulsem, dojde ke sjednoceni fazi, ¢imz se
vyrusi efekt T% relaxace (T, relaxace se stale uplatiiuje). Cas, ve kterém dojde k ozvéng,
je znacen TE (echo time), k aplikaci 180° pulsu dochazi v ¢ase TE /2. Cim deli ¢as TE,
tim vice bude obraz Ty vazeny. Signdl naméfeny technikou spin echo zndzortiuje obr. 2.7
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Obr. 2.7: Tlustrace spin echo signalu.

Inversion recovery

Sekvence inversion recovery se sklada ze 180° pulsu nasledovaného sekvenci spin echo po
¢ase TI (inversion time). Vlivem prvniho pulsu dochézi k prevraceni vektoru magnetizace
do zaporného sméru osy z a do ¢asu 11 dochézi k T relaxaci. V zacatku spin echo sekvence
(90° puls) je tedy magnetizace riiznych tkan{ ovlivnéna jejich 77 konstantami (obr. [2.8)).

F M b
[
~
>
.
—tuk
— bila hmota
Sedd hmota
M, — CSF

Obr. 2.8: Navrat do rovnovazného stavu pomoci T4 relaxace v zavislosti na typu tkaneé.

2.2 Rovnice MRI

Chovani celkového magnetického vektoru M (t) v pritomnosti magnetického pole B(t)
popisuje tzv. Blochova rovnice, ktera ma tvar
dM Myt + M,j M, — My)k
AM_ p g Mei MG ok (2.4)
dt T T
Pomoci této rovnice a Faradayova zdkona elektromagnetické indukce lze odvodit (viz
ptiloha [A]), Ze signdl naméreny prijimaci civkou po aplikaci RF pulsu bude ve tvaru

s(t) :/m(x,y)e’izn(kz(t)“ky(t)y)dxdy, (2.5)
Q
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kde 2 je snimana oblast, m(z,y) je funkce zavisejici na protonové hustoté p a relaxacnich
konstantach 74, 75, resp. 15 a

k() =L [ Gear k0 =2 [ 6,0 (2.6)

Rovnice odpovida spojité 2D Fourierové transformaci funkce m(z,y), kterd predsta-
vuje pozadovany obraz, jenz chceme ziskat. Obecné miize byt obraz komplexni, pro vétsinu
aplikaci je podstatnad absolutni hodnota |m(z,y)|. K ziskani obrazu potfebujeme vhodné
nameérend data v k-prostoru, ve kterém se pohybujeme pomoci manipulace s gradientnim

polem Bg, jak popisuje rovnice (2.6) a ilustruje obr.

90°T 1 @ 6 (4)

— las t —> k-prostor

Obr. 2.9: Tlustrace ziskani pozadované trajektorie pomoci gradientniho pole. [23]

V' k-prostoru se muzeme pohybovat po ruznych typech trajektorii, které pak urcuji
zpusob rekonstrukee. Pokud jsou pouzity kartézské trajektorie (obr. a je vzorko-
vano dostatecné husté (je splnén Nyquistiv-Shannontv teorém), pak staci na namérené
hodnoty pouzit inverzni diskrétni 2D Fourierovu transformaci.

V piipadé trajektorii radidlnich (obr. ¢i spirdlovitych (obr. je treba vyuzit
neuniformni Fourierovu transformaci (NUFFT). Pti rekonstrukci pomoci NUFFT vsak
casto vznikaji riizné artefakty, proto se formuluji optimaliza¢ni tlohy, které zohlednuji
apriorni informace o obrazu, jako naptiklad ridkost jeho diferenci.

(a) Kartézské. (b) Radidlni. (c) Spirdlovité.

Obr. 2.10: Bézné pouzivané trajektorie v k-prostoru.
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2.3 Podvzorkovani

P1i predpokladu ¢tvercového obrazu jeho podobu urcuji dva dtlezité parametry: sitka
snimané oblasti FOV a §itka obrazového bodu Aw, viz 2.11] Pro pocet pixeli v obou
smérech poté zrejmé plati N = % . Aby nedoslo k aliasingu (jak bylo vysvétleno
v sekci , musi podle Nyquistova-Shannonova teorému ve frekvencni oblasti platit
Ak = ﬁ. Pro zachovani pozadované sitky obrazovych bodu symetricky plati Aw =
kFlov' Z téchto vztahi plyne, ze pocet vzorkl v k-prostoru musi odpovidat pozadovanému
rozliseni obrazu. Pii kartézském méreni kazda trajektorie projde jeden sloupec (nebo
radek), je tedy tfeba mérit podél N trajektorii. Celkovy pocet trajektorii je dulezity
z hlediska ¢asové délky méteni, plati mezi nimi linedrni vztah. Pfi méreni na méné nez N
trajektoriich se hovori o podvzorkovani.

Pro radialni sniméani 1ze odvodit, Zze nutny pocet trajektorii pro splnéni Nyquistova-
Shannonova kritéria je alespont $N, coz odpovida nadvzorkovani oproti kartézskym tra-
jektoriim.[4] Pro bézné rozliSeni obrazi 256 x 256 je tieba vice nez 402 trajektorii.

V této préaci se bude pracovat s radidlnimi trajektoriemi a podvzorkovani bude mysleno

vudi kartézskému meéreni.
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Obr. 2.11: Parametry v obrazovém prostoru a k-prostoru dulezité pri snimani.

2.4 Paralelni snimani

Dosud se v tomto textu predpokladalo, Ze jsou data snimédna pomoci jedné civky, kterd
ma konstantni senzitivitu, tedy zZe intenzita prijimaného signalu nezavisi na tom, ze které
casti snimaného objektu pochéazi. Bézné se vsak pouziva vétsi mnozstvi prijimacich civek,
které signal snimaji soucasné. Cim blize ke zdroji signalu civka je, tim silnéjsi signal
detekuje. To je modelovano takzvanym citlivostnim profilem civky S, kde k znaci index
civky, k = 1,2,...,n.. Pokud je tedy obraz u; z dat k-té civky rekonstruovan, vypada,
jako by byl po slozkdch vynasobeny citlivostmi Sy. Operator provadéjici toto nasobeni
bude znacen Sy, pokud ho budeme povazovat za matici hodnot, bude znacena Sj. Plati
tedy ui = Spu.
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Hodnoty matice S obecné nabyvaji komplexnich hodnot. Kromé intenzity signalu tak
kompenzuji i fazové posuny dané rozdilnou orientaci civek. VIiv nerovnomérné citlivosti
civek je ilustrovan na obr. [2.12]

2.4.1 Rekonstrukce obrazu z vice civek

V piipadé, Ze jsou citlivosti Sy znamy, lze obrazy uy slozit v celkovy obraz u pomoci [6]
LY 27)
U= ——— ., .
SAETR Al

kde déleni je provadéno opét po slozkach a §* znaci sdruzeny operator k S, jehoz slozky
jsou komplexné sdruzené vzhledem k ptivodnim hodnotam.

V praxi je velmi obtizné citlivosti S; urcit. Pro tento pripad je mozné obraz rekon-
struovat pomoci Sum of Squares (SoS) metody [22]

Uses = [ uil*. (2.8)

)

Tato metoda je vhodna v pripadé, zZe jsou civky rovnomérné rozmistény. V opacném
pripadé muze intenzita obrazu kolisat v zavislosti na pokryti daného mista civkami.
Existuji i metody, pomoci kterych 1ze citlivosti odhadnout pfimo z namérenych dat.
Prikladem je metoda ESPIRIT, ktera je pouzivana i v této praci. Jeji popis presahuje
ramec tohoto textu, detaily lze najit v [29]. Citlivosti ziskané metodou ESPIRIiT budou
vyuzity v optimaliza¢nich algoritmech pro rekonstrukci obrazu v nasledujicich kapitolach.

Obr. 2.12: Skuteény obraz je uprostied, vlevo je obraz, ktery nasniméa civka u obliceje,
vpravo obraz z civky u tylu.
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3 Matematicka optimalizace

Optimalizacni tloha obecné spoc¢iva v nalezeni prvku z* € A, ktery minimalizuje (pfi-
padné maximalizuje) danou funkci f : A — R, tedy plati f(z*) < f(z) Vo € A. Uloha se
standardné zapisuje jako

min f(z) vzhledem k = € A, (3.1)
pripadné lze psat

¥ = argmin f(z) vzhledem k z € A. (3.2)

Nasledujici odstavce se zabyvaji realnou optimalizaci, kde A C R".

3.1 Konvexni optimalizace
Definice 3.1 Mnozina A C R" se nazyvd konvexnt, jestlize s kaZdymi dvema body x1, xs
lezicimi v mnoziné A v ni lezi © usecka spojujici tyto body, neboli plati

Ay +(1=XNza € A proVa,ze € A, 0 < A< 1. (3.3)
Definice 3.2 Funkce f : A C R" — R se nazyvd konvexni, jestlize A je konvexni a

libovolnd secna (tisecka spojujici body (x1, f(x1)) a (z2, f(x2))) leZi nad nebo na grafu f.
V matematickém zdpisu musi platit

Oz 4+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N)f(xe) proVaop,za € A, 0< A< 1. (3.4)

Definice 3.3 Funkce f : A CR"™ — R se nazjvd striktné konvexnd, jestlize A je konvexni
a za podminky x1 # xo plati

FOzr+ (1= Naxg) < Af(z1) + (1 = N f(xe) proVe,za€ A, 0 <A< 1. (3.5)

Véta 3.4 Normy i seminormy jsou konvexni funkce, protoZe s vyuzitim azxiomu 1 a 2

z definice normy lze dokdzat
[Az1 + (1= Ao < [[Azafl + [1(1 = A)z|| < Afa]] + (1 = M|
Véta 3.5 Soucet dvou konvexnich funkci je opét konvexni funkce.
Véta 3.6 Soucet striktné konvexni funkce s funkci konvexni je striktné konvexni funkce.

Kazda striktné konvexni funkce je zfejmé konvexni. Priklad konvexni funkce, kterd
ovSem neni striktné konvexni, lze vidét na obr.

Pokud jsou mnozina A a funkce f konvexni, hovori se o konvexni optimalizaci. Vyhodou
konvexni optimalizace je, ze pokud je nalezeno lokdlni minimum, pak se zaroven jedné
o minimum globélni. Pro striktné konvexni funkce navic plati, Ze je nalezené minimum
zaroven unikatni. [2]

3.2 Nekonvexni optimalizace
Uloha, kterd porusuje alespon jednu z podminek konvexity f a A, se nazyva nekonvexni.
Takovéto tlohy mohou mit obecné vice lokdlnich minim, navic mohou obsahovat tzv.

sedlové body (stacionarni body, které nejsou extrémy). Casto se jedna o tlohy tiidy NP
(nelze je Tesit s polynomidlni ¢asovou slozitosti).
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lokalni

(21, f(x1)) (22, () Lo sedlovy bod

globdlni minimum

(a) Konvexni funkce, kterd neni striktné kon- (b) Nekonvexn{ funkce.
vexni.

Obr. 3.1: Hustrujici priklady k uvedenym definicim.

3.3 Poznamka k optimalizaci realnych funkci komplexni
promeénné

Reélnou funkei komplexni proménné f(z) : C — R lze zapsat ve tvaru f(z) = u(x,y), kde
z=x+1iy a u(z,y) : R? - R je redlnd funkce dvou realnych proménnych. Obdobné lze
funkci z C" pfevést na funkci z R?". To naznacuje, Ze je mozné se zabyvat pouze reilnou
optimalizaci.

Dalsi zjednoduseni poskytuji tzv. Wirtingerovy derivace (operatory). Pomoci nich je
mozné vyjadrit gradient funkce s redlnymi proménnymi (odpovidajici funkei s komplex-
nimi proménnymi) v komplexnim tvaru. Neni tedy tfeba reformulovat tilohu do redlného
pripadu. Zavedeni Wirtingerovych derivaci je nad ramec tohoto textu, podrobnostmi se
zabyva [21]. Piiklad prace s takto zavedenymi gradienty lze nalézt v [I1], odkud jsou také
prevzaty gradienty funkci, se kterymi se v praci dédle pracuje.

3.4 Proximalni operator

Definice 3.7 Necht [ : R" — R je konvexni funkce. Prorimdlni operdtor prox; : R" —
R™ funkce f definujeme jako [25]

prox;(v) = arginin (f(x) + ;HJI — U||§> . (3.6)

Minimalizovana funkce je striktné konvexni, proto mé jednoznac¢né ur¢ené minimum, coz
zarucuje korektnost takto definovaného operatoru.

Poznamka 3.8 Operdtor je definovan i pro body, které nejsou prvky definicniho oboru
funkce f.

Casto se pouziva proximalni operator funkce Af ve tvaru

pros(¢) = axg min (F(2) + 5o = o). (3.7
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Na prikladu (obr. muzeme vidét, jak se proximalni operator chova. Tenké kiivky
znazornuji vrstevnice dvojrozmeérné funkce f (jejich hodnota roste ve sméru osy prvniho
kvadrantu), tlustd ¢dra znac¢i hranici definiéniho oboru funkce. Oranzové body operator
zobrazuje na modré body. Body, které byly v definiénim oboru, se posunuly blize k minimu
f. V opa¢ném pripadé se dostaly na hranici omezeni a také se priblizily minimu.

Obr. 3.2: Tlustrace chovani proximalniho operatoru.

Proximalni operator se tedy snazi minimalizovat funkci f a zaroven byt blizko ptivod-
nimu bodu. Cim vétsi hodnota A, tim vétsi prioritu mé minimalizace funkce.

3.4.1 Vyznamné pripady

V nékterych pripadech lze proximalni operator vyjadrit analyticky, ¢imz se vyhneme feseni
optimaliza¢ni ulohy (3.6). Jednim z nich je l; norma f(z) = 7||z||;. Proximalni operétor
této funkce lze vyjadrit jako [25]

Vv, —T U >T,
[prox,(v)]; = 40 —7 < <7, (3.8)

vi+T v < —T.

Operdtor prox,,, se obvykle nazyva soft thresholding, nebo také mékké prahovani. Jeho
vlastnost je ilustrovdna na obr. 3.3

Dalsim dulezitym piipadem je TV norma (konkrétné jeji 2D formulace z deﬁnice.
Jeji proximalni operdtor bohuzel analytické vyjadieni nemé a musime se tak spokojit
s iteracnim algoritmem, ktery ho aproximuje. V praci bude tento iteracni algoritmus
vyuzivan, jeho implementace byla prevzata z toolboxu UNLocBox. [26]
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Obr. 3.3: Mékké prahovani v jedné proménné s 7 = 2.

3.5 Forward-backward splitting
Uvazujme tlohu
min fi(z) + fa(), (3.9)

kde fo : R® — R je konvexni funkce a f; : R® — R je konvexni, diferencovatelnd a ma
lipschitzovsky spojity gradient V f; s konstantou [, tedy plati

IVA(x) = VAW < Blle —yll  Vavy e R™. (3.10)

Potom kazdé posloupnost generovana algoritmem konverguje k feseni problému ({3.9)).

7]

Algoritmus 3.1 Forward-backward splitting (FBS)

1: £ € (0,min{1,1/5})

2: Pocatecni hodnota zg € R”
3:n=0

4: repeat

5: ’7n6<572/ﬁ_5>

6: Yn = Tpn — /anfl (l‘n)

7 An € (g, 1)

8: Try1 = Tp + A\ (PTOX., 1 Un — Tn)
9: n=n+1

10: until konvergence

Podminku konvergence algoritmu lze formulovat dvéma zptsoby. Budto pomoci hod-
noty ucelové funkce f, = fi(x,) + fo(x,) jako

b=l 11
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nebo pomoci hodnot hledané neznamé

Nn = 2n-1ll2

<e, 3.12
XD (3.12)

kde € > 0 znadi tzv. toleranci. V prvnim pripadé je tedy algoritmus ukoncen v momenteé,
kdy se hodnoty ucelové funkce zacnou relativné ménit , prilis malo“. Druhd podminka
timto zpusobem zkoumd zmény v nezndmé.

Typickym problémem, ktery lze timto algoritmem fesit, je

1
min §||A$—y||§+¢($)- (3.13)
fi(z) f(@)

Cela tada uloh ve zpracovani obrazu nebo signalu ma tuto formu, napf. odsumovéni [18],
dekonvoluce [13], nebo inpainting [14]. Vyuziva se také v rekonstrukei obrazu z magnetické
rezonance. Gradient funkce f; ma tvar

Vfi(x) = A (Az —y). (3.14)

Tento predpis lze pouzit i v pripadé, ze je uvazovano komplexni x. Konstantu (8 1ze primo

odvodit z definice s pomoci rovnice ([1.23)) a véty

IV fi(x1) =V fi(xa)| = [[A"(Azy —y) — A™(Aze —y) =
|A"Azy — A%y — A"Azy + Ayl = A" A(z1 — @2)|| < [|A]P]|l21 — 22,

tedy plati
B =Al" (3.15)
Pokud je k dispozici || Al| (nebo alespoti jeji horni odhad) a je zndm proximdlni operator

funkce fo (naptiklad v ptripadé TV normy nebo ¢; normy, viz sekce |3.4.1]), je mozné
problém velmi efektivné vytesit vyse uvedenym algoritmem FBS.
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4 Poznamky ke komprimovanému snimani

4.1 Ridka feSeni systému linearnich rovnic

Necht y € C™ piedstavuje méfeni signdlu x € CV jako linedrni kombinaci zékladnich
,stavebnich blokt“ a; € C™, tedy:

N
y= Zﬂfiai- (4-1)
i=1

V maticovém zapisu lze pouzit tvar Az =y, pficemz x € CV je hledany vektor (piivodn{
signal) a A € C™¥ je plné fadkové hodnosti, pficemz m < N. Z linearni algebry je
znamo, ze takova soustava rovnic ma nekoneéné mnoho feseni. Mezi nimi ma smysl hledat
optimalizacni tlohu
min ||z|lg  vzhledem k Az = y. (4.2)
x

Jedna se o problém tiidy NP a pro velkd N jej nelze vytesit v ,rozumném® case. Nezbyva
tedy nez slevit z narokl na presné feseni a spokojit se s Tesenim pribliznym. Jednim ze
zpusob, jak ho ziskat, je misto ¢y normy vyuzit nejblizsi konvexni normu, tedy ¢;. Uloha

(4.2) tedy prejde v
min l|z||1 vzhledem k Az =y. (4.3)

Na tento problém lze pouzit celou fadu metod konvexni optimalizace a ukazuje se, ze
nalezené feseni tilohy se prekvapiveé ¢asto shoduje s fesenim ptivodniho problém (4.2)).
Rzné vlastnosti, které musi splnovat matice A, aby uvedené problémy byly ekvivalentni,
lze nalézt v [16]. Tlustrace, pro¢ je mozné £, normu nahradit ¢; normou, je zndzornéna na

obr. 411

V4 Vd

4.2 Komprimované snimani

Obvykly zptusob komprese dat (zmenseni objemu dat) spoc¢ivad v nasbirani vsech dat,
provedeni vhodné transformace a ponechani jen nékolika koeficientti, které nesou nejvetsi
cast informace. Typickym prikladem je kompresni format JPEG, kde popsanému postupu
odpovida ziskani hodnot vsech pixelt obrazu, provedeni diskrétni kosinové transformace
(DCT) a kvantovani vzniklych koeficientii. Ponechdnim pouze k koeficientt a zakédovanim
pouze jejich indext a velikosti dojde ke kompresi. Tento pristup je vhodny proto, ze
k urd¢itému typu signalu (zde se jednd o obrazy) je mozné nalézt vhodnou transformaci
(DCT), po které je signal ridky, pripadné priblizné ¥idky. [16]

Prirozené nastava otazka, zda by za predpokladu ptiblizné ridkosti ve vhodné repre-
zentaci signélu neslo namérit jen podstatnou ¢ast signalu (nebo jeho linearnich kombinaci)
a vhodnou rekonstrukei ziskat signal ptivodni. Ukazuje se, ze v nékterych pripadech je to
mozné. Matematickd teorie, kterd se touto problematikou zabyva, se nazyva komprimo-
vané snimani. Obecnou teorii lze najit v [8], [12], v praci vsak nebude piimo aplikovana.

Pro aplikaci komprimovaného snimani v MRI je podstatné aby: a) existovala trans-
formace, ve které je signal idky, b) artefakty zptisobené podvzorkovanim k-prostoru byly
nekoherentni (chovaly se podobné jako sum), ¢) byla pouzita nelinearni rekonstrukce vy-
nucujici fidkost a vérnost k namérenym datiim.
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(a) £y norma. (b) €o,5 norma.

/1

\ N

(¢) ¢1 norma. (d) ¢2 norma.

Obr. 4.1: Postupné se zvétsujic koule v jednotlivych norméch. Reseni je v bodé dotyku
koule s mnozinou bodit danou rovnici Az = y. Pro 0 < p <1 se feSeni dané ¢, normou
shoduji s fesenim v ¢, normé.

Podminka a) zavisi na typu snimaného obrazu. Velka ¢ast skutecnych obrazu z MRI
méa priblizné ridké diference, coz je dano tim, ze z urcitého typu tkané pochazi vzdy
podobny signal. U angiografie je napiiklad obraz sdm o sobé tidky. Dale se bézné jako
,zridsujici“ transformace pouziva waveletova transformace.

Pozadavek b) nejlépe spliuje naprosto nahodné vzorkovani k-prostoru. Toho je z prak-
tického hlediska nemozné dosdhnout vzhledem k hardwarovym omezenim gradientnich
poli. Je tedy treba navrhnout takové vzorkovani, které by se chovalo podobné nekohe-
rentné, coz spliuje napiiklad radidlni (obr. a spirdlovité vzorkovéani (obr. 2.10d]).

Nelinearni rekonstrukce z podminky ¢) budou predstaveny v nésledujici kapitole.
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5 Formulace optimalizacnich metod

Necht R znaci operator neuniformni Fourierovy transformace, d € C" jsou namérend
data, u kterych byla kompenzovéna hustota pomoci Voroného diagramu a & € CM*¥ je
hledany originélni obraz. Pokud by data nebyla zaSuména, muselo by platit[l]

Rl = d. (5.1)

V pripadé podvzorkovani se jedna o tzv. nedourceny problém, existuje tedy nekonecné
mnoho obrazti u, pro které také plati Ru = d. Pro tuspésnou rekonstrukci ptivodniho
obrazu je tedy treba pridat dodatecné podminky.

5.1 Regularizace TV normou

Nejbéznéjsi tlohou pro rekonstrukci obrazu z podvzorkovanych dat je regularizace TV
normou. Vychéazi z predpokladu, Ze rekonstruovany obraz ma ridké diference, respektive
ze je po castech konstantni.

5.1.1 Rekonstrukce pro jednu civku

Diky této vlastnosti je mozné ziskat 4 tak, Ze se ze vsech TeSeni rovnice (5.1]) vybere to,

.....

@ = argmin ||Du|lp vzhledem k Ru = d, (5.2)

kde D znaci diferenc¢ni operétoxﬂ Jak bylo teceno v kapitole je mozné nekonvexni
normu {y nahradit nejblizsi konvexni normou ¢; a ziskat shodné nebo alespon témér
shodné teseni.

Ve skutecnosti jsou navic data d zasuménd, proto se povoluje drobnd odchylka od
presného feseni. Uloha m4 tedy tvar

@i = argmin |[Dul|; vzhledem k ||Ru —d||; < ¢, (5.3)
castéji se vsak uvadi v tzv. penalizovaném tvaru
) T
ﬁ:argm1n||Du||1+§||Ru—d||%, (5.4)

kde parametr 7 nastavuje kompromis mezi fidkosti obrazu (regularizacéni ¢len) a vérnosti
obrazu k namérenym datim (vérnostni ¢len). Parametr 7 sice lze urcit tak, aby feseni
tiloh a bylo stejné, v praxi se vSak uréuje experimentdlné. [28]

Clen ||Dul|; odpovida TV normé definované v (L.18). Bez jmy na obecnosti lze pa-
rametr 7 umistit k regularizacnimu ¢élenu. Kone¢ény tvar tlohy, ktery lze bézné najit v li-
terature, je

1
G = arg min §HR“ —d||3 + 7TV (u). (5.5)

V tomto pripadé pro prili§ nizké hodnoty 7 nedojde k potlaceni artefakti, naopak pri
volbé velkého 7 dojde k prilisnému vyhlazeni obrazu (obr. [5.1]).

1Vztah samoziejmé vzhledem k pouziti neuniformni Fourierovy transformace a kompenzace hus-
toty plati pouze priblizné. Vypoctem R se ziskd pouze odhad d, podobné jako ve vztahu .

2Lze uvaZovat izotropni i anizotropni verzi. V algoritmech, které v ramci prace vznikly, je implemen-
tovana izotropni verze.
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(a) T = 20Top¢ (b) Topt = 0,0001 () 7 = Topt /20

Obr. 5.1: Vliv regulariza¢niho parametru 7 na rekonstrukeci hlavy pro 100 radidlnich tra-
jektorii.

5.1.2 Rekonstrukce pro vice civek

Pro tlohu s n, civkami se senzitivitami S, které naméri data dy, lze rekonstrukéni iilohu
snadno zobecnit. Pro nezasuména data obraz @ musi spliovat

RSkﬁ:dk 1= 1,2,...,7%. (56)

Podobnymi tvahami jako v pripadé jedné civky lze dojit k tloze

+ 7TV (u). (5.7)

2

Nc

k=1

U = arg min —
u

Aby bylo mozné pro vypocet pouzit algoritmus FBS, je tfeba odvodit gradient vérnostniho
¢lenu a lipschitzovskou konstantu tohoto gradientu.
Pro vérnostni ¢len plati

2
1| & T 1
h(@) = 3| X (RS —di)|| = > SI(RSyu—di)ls, (5.8)
k=1 2 k=l
odtud snadno s vyuzitim (3.14) plyne

k=1

Lipschitzovskou konstantu g lze pti oznaceni Ay = RSy odvodit snadno dosazenim do
(13.10)):

IV fi(w) =V filua)|| = || D2 Ap(Akur — di) = D Ap(Agus — di)| = (5.10)
k=1 k=1
$° A Auln — )| < SSIAP I — ] (5.11)
k=1 k=1
S pouzitim véty [1.7]1ze ziskat
1Akl = [IRSkll < RISkl (5.12)
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a poté

7j

B=2 A" < S_IRIPISN* = IRI* >_ max|Sil]7- (5.13)
k=1 k=1 k=1

S takto odvozenymi parametry lze nyni pro vyfeSeni problému (5.5)) a pouzit
algoritmus FBS 3.1}

5.2 Regularizace TGV normou

TGV normaﬂ (total generalized variation) je zobecnénim TV normy. Zobecnéni spociva
v tom, zZe se kromé prvnich diferenci zohlednuji i diference vyssich radi, nejcastéji druhého.
Metoda je vhodné pro obrazy, které jsou po ¢astech linearni. [3], [20]

5.2.1 Zavedeni TGV

Pro nazornost je vhodné TGV zavést nejprve pro spojity obraz u(x, z2) na oblasti Q C R?,
ktery je chapan jako funkce u : €2 — C. Izotropni TV norma by v tomto piipadé méla
tvar

TV(u) = /Q V| dz, (5.14)

kde Vu znaci gradient funkce u. TGV norma druhého radu je vyjadrena jako minimali-
zacni problém

TGV2 (1) = min oq/ IV — v|dz + oc()/ ()| da, (5.15)
v ) Q
pficem? minimum je brano pies viechna komplexni vektorova pole v : Q — C? a £(v) =

1/2(Vu + (Vo)) je tzv. symetrizovany gradient, piicemz gradient vektorového pole v je
chapan jako

Qv; vy
Vo =V(v,vy) = (gi; gz;) : (5.16)
Oxy  Oxa

Prvni élen v (5.15)) zohledniuje prvni derivace podobné jako TV norma, v druhém élenu
jsou brany v potaz i druhé derivace. Parametr a = (ayg, 1) urcuje, ktery z téchto ¢lent ma
vyssi vahu. V ramci prace budou pouzity parametry ag = 2 a a; = 1, jak je doporuceno
v [20].

5.2.2 Chovani TGV jako regularizéru

V této sekci je intuitivné vysvétleno, jaky vliv ma TGV norma, pokud je pouzita jako
regularizér v optimalizac¢ni tloze.

V casti obrazu u, kde se nachazi hranaﬁ, jsou druhé derivace obrazu podstatné vétsi,
nez prvni. Proto se v TGV normé vyplati lokalné zvolit v = (0, 0) a penalizovan je pouze
¢len |Vul, tak jako u TV normy, coZ mé za nésledek schopnost zachovavani hran.

3Stejné jako v pifpadé TV (semi)normy se jedna pouze o seminormu, piedpona semi- se vak bé&Zné
vypousti.
4Za hranu lze u hladkého obrazu povazovat ¢ast funkce, kde jeji hodnota hodné strmé narfisté.
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Pokud je naopak obraz lokalné hladky, druhé derivace jsou vyrazné mensi a vyplati
se zvolit v = Vu. Dusledkem je, ze jsou penalizovany druhé derivace obrazu. Diky tomu
v této ¢asti bude hladky obraz preferovany pred schodovitym, coz je hlavni vyhoda oproti
TV normé, kterd schodovity a hladky obraz nedokéaze rozlisit.

U skutecéného obrazu samoziejmé nebudou nastavat tyto extrémni piipady, ale néco
,mezi nimi®.

5.2.3 Diskretizace TGV normy

Aby bylo mozné problém vyfesit numericky, je tfeba zavést diskrétni verze operatort V
a &, které budou znaceny stejné jako jejich spojité varianty. Necht u € CM¥. Operétor
V : CMN — C?MN je definovan pomoci dopfednych diferenci, kde prvni slozka odpovida
diferencim ve sméru x, druhd pak ve sméru y. V nasledujicich zapisech se predpoklada,
ze pokud je néjaky z indexti uveden, ale neni explicitné omezen, nabyva v daném vztahu
vSech hodnot, pricemz 1 <: < M, 1 <7< N, 1<k<2.

i+1,j — Wi 1<i< M,
(V)i = {g“’] g PrO : ]z\/[ (5.17)
pro i = M,
ij+1 — Wi 1<j <N,
(V)i = { Lottt PHO2=) (5.18)
7 0 pro j = N.

Operétor £ definovany pomoci gradientu vektorového pole z rovnice by mél
obecné dvéma komplexnim ¢islim priradit ¢tyti komplexni ¢isla, ovsem vzhledem k syme-
trii £ staéi uklddat pouze tii, proto £ : C2MN — C3MN | Pro zjednodugeni zapisu v definici
operatoru £ je vhodné nadefinovat jesté operdtory &, &, : C*MN — C2MN

Vi jik prot =1,

(5$’U)i,j,k = §Vijk — Vi-1,jk DPIO 1<i< M, (519)
—Vi-14k pro i = M,
Vijk pro j =1,

(Eyv)igk = Vigk — Vij—1k Pro 1l <j <N, (5.20)
—Vij-1k pro j = N.

Pomoci nich pak 1ze snadno zavést

(EU)Z'JJ = (gx’l))z‘JJ, (521)
(Ev)ijz = (Eyv)ija, (5.22)
(Ev)igp = ExVis2 ’; )i (5.23)

Dtvod, pro¢ se operatory diskretizuji zrovna takto, je ten, ze k nim lze snadno sestrojit
adjungované operatory pouze za pomoci zpétnych a doprednych diferenci. Adjungované
operatory se pozdéji objevi v algoritmu, kterym se fesi tloha regularizovana TGV normou.
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5.2.4 Rekonstrukce pro jednu civku

Sestaveni ulohy probiha stejné jako v algoritmu s TV normou, s jedinym rozdilem, ze TV
normu nahradime TGV normou 2. fadu

1
0 = arg min §||Ru —d||3 + 7TGVZ (u). (5.24)

5.2.5 Rekonstrukce pro vice civek

Obdobné sestrojime tlohu pro vice civek

2

+ 7TGVZ (u). (5.25)

2

Nec

Z (RSku — dk)

k=1

1 = arg min —
u

Data dj. lze chapat jako sloupcové vektory délky ngq a uspotradat je vedle sebe do matice
d € C™". Potom je mozné zavést operator K : CMN — C""d, ktery obraz u zobrazi na
matici d, jejiz j-ty sloupec d. ; je dany vztahem RS;u. Adjungovany operator pak ma tvar

K*d = ZS;‘R*J.J.
J
Toto znaceni umozni zapsat tlohu (5.25) v podstatné kompaktnéjsim tvaru
1
@ = arg min iﬂlCu —d||5 + TTGV?Z (u). (5.26)
Vzhledem k formé TGV normy a s ohledem na popsanou diskretizaci, se problém fesi jako
o1

min EH/Cu—ng—l-quVu—le+a0||Sv||1. (5.27)

Na tento problém nelze pouzit FBS algoritmus jako v pripadé TV normy, nebot regulari-
zacni ¢len nelze prevést do tvaru, jehoz proximalni operator by Sel efektivné spocitat. Je
tfeba vyuzit algoritmus popsany dale.

5.2.6 Algoritmus TGV

V této sekci je uveden algoritmus pro vypocet problému (5.27)). Jednd se o tzv. primarni-
dudlni algoritmus, jeho odvozeni pro dany problém lze najit v [20].
Operatory pouzité v algoritmu jsou definované nasledovné

. p . q
projp(p) = ————=~, PpProjp(q) = —=~, 5.28
r(?) max (1,m> Q( ) max (1,M) ( )
aq 0
pricemz operace jsou uvazovany po slozkach. Dale
,,7.'
o(r) = . 5.29
proxs (7) 1+ o7 ( )
Operatory div; a divs jsou zvoleny tak, aby platilo

Vzhledem k tomu, ze hodnota ucelové funkce je v tomto pripadé minimalizac¢ni pro-
blém, je vhodnéjsi konvergenci algoritmu posuzovat podle zmén v hodnotiach neznamé,

viz rovnice (3.12)).
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Algoritmus 5.2 Priméarni-dualni metoda pro TGV

1: u,u=0,v,0,p=0,g=0,7=0
22 A=0=1/V/12

3: repeat

i p=proip(p + o(Vii— 1)
5: q = projg(q + o)

6: r = prox§(r + o(Ku — d))
7 Uold = U

8: u=u+ A(divip — K*r)

9: U = 2U — Uglq

10: Vold = V

11: v =10+ Ap+ divyq)

12: V=20 — Vg

13: until konvergence u

5.3 Sparsity-assisted signal smoothing
Tato metoda vychazi z ¢lanku [27], kde byla popséna pro 1D signély. V rdamci prace vsak

byla zobecnéna do 2D a aplikovana na rekonstrukci obrazu z MRI.

5.3.1 Rekonstrukce pro jednu civku
Formulace ulohy

Naméreny obraz v predpokldadame ve tvaru
v=f+g+e, (5.31)

kde f predstavuje nizké frekvence obrazu a g po ¢astech konstantni obraz, jak je ilustro-
vano na obr. . Clen e pfedstavuje sum.

2 2% 2
1
0
1 0 0
—2 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
0 100 200 0 100 200 0 100 200
(a) Cast f (b) Cést g (c) Soucet x = f +¢g

Obr. 5.2: Priklad 1D signalu, pro ktery je metoda vhodna.

Necht L znadi filtr typu dolni propust. Protoze f reprezentuje nizké frekvence obrazu
a filtr typu dolni propust ma tendenci odstranovat Sum, lze f odhadnout vztahem f =
L(f +e). V piipadé, ze by byl k dispozici odhad §, bylo by mozné na zékladé psat
f = L(v—§). Snahou modelu je ziskat u = f + g, tedy pivodn{ obraz bez $umu. Odhad
U lze ziskat jako

d=f+g=Lv—9) +§= L)+ H®), (5.32)
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pricemz H je filtr typu horni propust ziskany vztahem H = I — L, kde I znaci ,identicky“
filtr. Nyni je tfeba ziskat §. Aplikaci filtru H na rovnici (5.31]) se odvodi

Hv—yg)=e (5.33)

V odvozeni bylo vyuzito predpokladu, ze f predstavuje nizké frekvence, tedy H(f) = 0,
a déle faktu, ze pouzitim filtru typu horni propust na sum vznikne opét sum.

Na zakladé rovnice se vérnostni ¢len modeluje jako ||H(v — g)||3. Protoze g
méa byt po ¢astech konstantni obraz, jako regularizacni ¢len je vhodné pouzit TV normu.
Pro ziskany obraz v plati v = R*d, pricemz R* je operator adjungovany k neuniformni
Fourierove transformaci, d znaci namérenda data v k-prostoru s kompenzovanou hustotou.

Uloha je tedy formulovéna ve tvaru

1
§ = arg min §HH(R*d — 93+ 7TV(yg), (5.34)
g
kde 7 je regularizac¢ni parametr.

Prevedeni do FBS tvaru

Tuto formulaci ([5.34) lze prevést do tvaru
. 1 5
g = argmin g ||Ag —wlj; +7TV(g), (5.35)
9

ktery umozni tlohu fesit pomoci algoritmu (FBS), nebot plati:

IH(R*d = g)ll; = [+ (R*d — g)|I3 = |F " (FhRF(R*d — g))I; =
IFRF(R*d - g)ll; = [H(Fg — FR™A)|; = |[HFg — HFR"d|; =
1Ag — wl3

pri oznaceni H = Fh, w = HFR*d a A = HF, kde F znaci diskrétni Fourierovu
transformaci.

Mezi druhym a tfetim tvarem je vyuzito konvoluéniho teorému. Rovnost mezi tetim a
¢tvrtym tvarem plati diky unitarnosti diskrétni Fourierovy transformace, jejimz disledkem
je |7~ el = |||

Gradient diferencovatelné ¢asti funkee f1(g) = 1||Ag — w||? m4 tvar

2
Vfi(g) = A*(Ag — w) (5.36)
a pro jeho lipschitzovskou konstantu podle ([3.15)) plati 8 = || A||>. Déle plati
[Al = IHF| < [[HI[IFI-

F je unitarni, proto ||F|| = 1. Operdtor H realizuje ndsobeni po slozkéch, je tedy diago-

[H]i

. Proto dostévame

).

nalni a plati pro néj ||H| = max; ;

B < (H}%X‘ [H]m
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5.3.2 Rekonstrukce pro vice civek
Formulace ulohy

Pro obrazy vy, ziskané k-tou civkou s citlivostnim profilem Sy a namérenymi daty dy, kterd
byla kompenzovana hustotou, je opét predpokladan rozklad

Vg = fr + gk + e, (5.37)

kde jednotlivé ¢leny maji stejny vyznam jako v tloze pro jednu civku. Obrazy v, maji tvar
vk = R*dg. Jednou z moznosti, jak tlohu pro vice civek Tesit, je pristupovat ke kazdé civece
zv14st, tzn. pro kazdou civku fesit tlohu (5.34). Vzhledem k povaze obrazii z jednotlivych
civek by vsak byl mylny predpoklad, ze je gr po ¢astech konstantni. Proto bude lepsi
zavést jedno ,univerzalni® g a predpokladat g, = Sig.

Podobnymi tivahami jako v pripadé jedné civky lze odvodit

H(vk — gx) = H(vi — Skg) = ex (5.38)

a zavést vérnostni ¢leny ||H (ve — gr)||3 = ||H (vi, — Skg)||3. Pokud jsou e vzdjemné nezé-
vislé, jejich soucet bude opét sSum. Jako regularizacni ¢len poslouzi opét TV norma.
Uloha ma tedy tvar

1
g =argmin ) _ §||H(72*dk —Sk9)|l5 +7TV(g). (5.39)
g k

Prevedeni do FBS tvaru

Nejprve pouzijeme obdobné upravy jako v pripadé jedné civky a dostaneme

ne ne
>, §||H(R*dk - Sz = §||7‘[f5k9 — HFR di[3.
k k
Oznaéime wy, = HFR*dy, a A, = HFS), a dostavame tvar
ne
1(9) = 325 Akg — will3,
k

ktery ma gradient
Vho) = 3 Ay ).
Lipschitzovskou konstantu g lze odvodit stejné jako v , plati
p=SIal

Operatory S a H jsou diagonalni, F je unitarni, a proto lze psat

Al = IHFSll < M1 F ISk = max|[H];

)2.

S odvozenymi vztahy je nyni snadné na problém aplikovat algoritmus [3.1]

max|[SJi |-
Z7]

Pro konstantu g tedy plati

g < (T%?X‘[H]ij ZHZ‘-?X“S’“]”
P k ’
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Ziskani obrazu

Pro odhady 4y jednotlivych obraziu podobné jako v (5.32)) plati
i = fr+ g = LR dy — Srg) + e = LIR"dy) + H(S13). (5.40)

7, téchto dil¢ich obrazii je mozné slozit obraz celkovy pomoci jednoho ze vzorcu v sekci

241l

5.3.3 Vyhody a nevyhody SASS

Hlavni vyhodou algoritmu SASS je, Ze se v jeho implementaci pfes FBS nepracuje s ope-
ratorem R. Diky tomu je vypocet pomérné rychly.

Mezi nevyhody patii nutnost vytvoreni vhodného filtru, coz pro Butterworthiv filtr
odpovida volbé dvou parametri fy a n, jejichz volba navic ovliviiuje i optimélni
hodnotu regularizacniho parametru 7. Také se ukézalo, ze metoda neni vhodna pro re-
konstrukce s prilis velkym podvzorkovanim, protoze nedokaze tspésné odstranit artefakty.
7, toho divodu nebude v experimentu v dalsi kapitole uvazovana.

Pro nizkou miru podvzorkovani, kde jsou artefakty méné vyrazné, je vSak metoda
schopnd je spolu se Sumem potlacit (obr. .

(a) SoS (b) SoS vyiez (c) SASS (d) SASS vytez

Obr. 5.3: Rekonstrukce provedena metodou SASS z 200 trajektorii. Doslo k potlaceni
artefakti a Sumu. Parametry metody: 7 = 0.0001, fo = 128, n = 1.

41






6 Vysledky experimentu

V ramci prace byl proveden experiment na realnych datech dodanych vyzkumnym centrem
CEITEC. Jedna se o data z méreni tzv. fantomu.

Cilem experimentu bylo zjistit, nakolik je mozné signal podvzorkovat, aniz by vy-
razné utrpéla kvalita rekonstruovaného obrazu. Podvzorkovani bylo simulovano zachova-
nim pouze kazdé i-té projekce (radidly). Vysledné rekonstrukce z mensiho po¢tu dat pak
byly porovnany s ,origindlnim“ obrazem ziskanym metodou Sum of Squares (SoS) ze
vsech namérenych projekei.

6.1 Popis fantomu

Fantom se sklada ze zkumavek, které jsou z ¢asti naplnéné tézkou vodou D50, jenz v mag-
netické rezonanci neposkytuje zadny signal, a béznou vodou H,O, ktera naopak zdrojem
signalu je. Podil HyO tedy uréuje intenzitu signalu z dané zkumavky. Cim vétsi intenzita
signalu, tim sveétlejsi lze ocekavat obraz. Rozlozeni zkumavek spolu s podilem HsO lze
vidét na obr. [6.1al

(a) Obraz fantomu s popsanym podilem HoO ve (b) Bilé, respektive ¢erné tecky, znadi stiedy kruh,
zkumavkach. Nepopsané kruhy nejsou pro experi- pro ilustraci je také vykreslena jedna kruznice. Déle
ment dulezité. jsou naznaceny dva Tezy r77 a r170.

Obr. 6.1: Obraz fantomu s popisky.

Sniméani bylo provedeno na 1600 radidlach vychazejicich vzdy ze stfeduE] k-prostoru.
Na kazdé radidle bylo rovnomérné méreno 161 vzorki. Celkem byl signal sniméan na 16
rovnomérné rozmisténych prijimacich civkach. RozliSeni obrazu bylo zvoleno na 256 x 256.
Foto z méfeni lze vidét na obr. [6.21

1Casto se lze setkat i se zplisobem méieni, kdy radidly nevychdzi ze stfedu, ale zadinaji na okraji,
projdou stfedem a pokracuji opét na okraj, do ,opacné“ Casti, nez ze které vychazely. Timto zptisobem
lze dosdhnout jesté priblizné dvojnasobného usetieni casu.
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Obr. 6.2: Foto z méfeni. Rekonstruované obrazy jsou oproti skutecnosti otocené o 90
stupni po sméru hodinovych rucicek.

6.2 Podvzorkovani

Rekonstrukce byly provedeny pro 80, 64, 50 a 40 projekci, vzorky na kazdé radidle byly
ponechany vsechny. Pouzity byly metody SoS a regularizace TV a TGV normami. Regu-
lariza¢ni parametry 7 byly v obou pripadech urcovany experimentalné. Hodnoty pixel
byly prevedeny do intervalu (0, 1).

Na rekonstruovanych obrazech byly zkoumany hodnoty pixeltt uvniti jednotlivych
kruht s polomérem 10 pixeld a také dva Tezy nazvané r77 a r170 podle pixelového radku,
kde se Tezy nachazi, viz obr.

V ramci jednotlivych kruhi byla zkoumana primérna hodnota pixell, zatimco fezy
byly vyneseny do grafu. Na primérnych hodnotach bylo sledovano, jak moc a jakym
zptisobem metody méni intenzitu obrazu uvnitt kruhii. Grafy fezi slouzily k urceni ,,miry
rozmazani v okoli hran. Priméry originalniho obrazu, vii¢i kterym se rekonstrukce budou
porovnévat, lze nalézt v tabulce [6.1 Pro predstavu jsou uvedeny i smérodatné odchylky,
maxima a minima. Rezy jsou na obr.

Tab. 6.1: Prumérné hodnoty (Avg), smérodatné odchylky (Std), maxima a minima origi-
nalniho obrazu v ramci jednotlivych kruht.

Avg Std Max Min

10%  0,08798 0,00647 0,09804 0,06275
20%  0,13853 0,00781 0,14902 0,11765
30%  0,18006 0,00972 0,20392 0,16078
40%  0,24525 0,00919 0,25882 0,21961
60%  0,37238 0,01395 0,38824 0,31765
80%  0,59288 0,04128 0,67059 0,49412
100% 0,73900 0,05552 0,87059 0,58039
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Obr. 6.3: Rezy 177 a r170 originalniho obrazu.
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Obr. 6.4: Priméry v rdmci jednotlivych kruhii v zavislosti na podvzorkovani.

6.3 Vyhodnoceni

7 Tezli i prameéru je patrné, ze nepatrné lepsich vysledkt dosahuje metoda TGV. Podarilo
se provést kvalitni rekonstrukci s pouze 64 projekcemi, kterd zachovava témér bezchybné
priamérné intenzity jednotlivych kruht (obr. i hodnoty v fezu r170 (obr.[6.7). Drobné
odchylky lze najit pouze v fezu r77 (obr. napt. mezi pixely 80 a 100.

U bézného kartézského sniméni by bylo treba pouzit 256 projekei, snimani by tedy
bylo mozné v tomto pripadé zrychlit 4x.

Pri 50 projekcich se v obou rekonstrukcich zacinaji prumérné hodnoty odchylovat od
originalnich. To nemusi byt v nékterych aplikacich problém, v tomto pripadé vSak bylo
cilem intenzity zachovat, proto je rekonstrukce hodnocena jako nezdarila. Podstata obrazu
i hrany kruhu vSak zistaly zachovany a zaroven doslo k odstranéni artefakti (obr. .

Dalsi snizovani pocétu projekei na 40 kromé neodpovidajicich primért poskodi obraz
i vizualné. Kruhy jsou na prvni pohled rozmazané a ,roztékaji* se do okoli.
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Obr. 6.5: Rez 177 v zavislosti na po¢tu projekei u metody TGV.

—— original
—— 80 projekci
—— 64 projekci
50 projekci
—— 40 projekci

A

S A= A A VAN

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Obr. 6.6: Rez 177 v zéavislosti na poc¢tu projekei u metody TV.
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Obr. 6.7: Rez 170 v zavislosti na po¢tu projekei u metody TGV.
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Obr. 6.8: Rez r170 v zévislosti na po¢tu projekei u metody TV.
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Obr. 6.9: Rekonstruované obrazy fantomu.
Parametry metody TV: 739 = 0,000375, 764 = 0,000375, 750 = 0,0006, 749 = 0,00075.
Parametry metody TGV: 739 = 0,000375, 764 = 0,0006, 750 = 0,0006, 749 = 0,00075.
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{  Zavér

Magneticka rezonance je diagnostickd metoda pouzivand pro zobrazeni vnitinich organt
téla, jejiz hlavni nevyhodou je dlouhd doba sniméani, kterd linearné zavisi na mnozstvi
snimanych dat. Teorie komprimovaného snimani vSak tika, ze za urc¢itych podminek lze
provést rekonstrukei z vyrazné mensiho poctu dat, aniz by doslo ke snizeni kvality snimki.

Pti pouziti klasickych metod rekonstrukce na takto podvzorkovand data ke ztraté
kvality dochézi, problém vsak lze TesSit sestavenim optimalizacni tlohy, kterda zahrnuje
vérnost obrazu k namérenym datim a predpoklad ridkosti obrazu ve vhodné transformacni
doméné.

Hlavnim cilem této prace bylo vybrané optimaliza¢ni metody popsat a naprogramovat
v prostiedi MATLAB. Konkrétné se jednalo o metody regularizace totalni variaéni (TV)
normou a regularizace zobecnénou totalni variaéni (TGV) normou. V ramci prace navic
byla pro pouziti v MRI zobecnéna metoda Sparsity assisted signal smoothing (SASS),
kterd byla dosud popsana jen pro 1D signély.

Naprogramované algoritmy poté byly pouzity na realnd data méreni z fantomu a po-
rovnany. Nejlepsich vysledkii dosahla metoda regularizace TGV normou, pomoci niz byly
provedeny kvalitni rekonstrukce pri ponechani pouze ¢tvrtiny dat. Algoritmy i s daty a
spustitelnymi skripty lze najit na ptilozeném CD.

Na tuto praci lze navazat mnoha zptisoby. Jednou z moznosti je paralelizace popsanych
algoritmti a snizeni jejich vypocetni doby. Déale existuje cela fada dalsich optimalizac¢nich
pristupt, kterymi lze popsany problém fesit. Misto zminénych regularizac¢nich ¢lenti je
popularni naptiklad waveletova transformace. Také se jevi jako mozné misto ¢; normy
v regularizacnich ¢lenech pouzit ¢, normu, kde p < 1, coz vede na tlohu nekonvexni
optimalizace.
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A Odvozeni rovnice MRI

Necht t = 0 znadi ¢as tésné po excitaci a vnéjsi magnetické pole se skldada z konstantniho
hlavniho pole Bg = bok a ¢asové i prostorové proménlivého gradientniho pole Bg(r,t) =
(G(t),r)k.

Nejprve rozepiSeme jednotlivé slozky rovnice

M, M,

= b+ (G0, )M, - T (A1)
T = =+ (GO, )M, - (A2
dM, M, — My

R (A.3)

Zajimaji nds pouze slozky v roviné xy, kde lze magnetizaci méfit. Rovnice (A.1)) a (A.2)
jsou nezavislé na M., proto je mozné je resit samostatné. Pro zjednoduseni feseni oznac¢ime
M(r,t) = M,(r,t) +iMy(r,t) a b= by + (G(t), 7). Potom plati

dM  dM,  dM, M, M,
= S S M - T M, — it =
@ @ a7 n, 7 lT2
) (A.4)

1 1
Vb(—iM, + M) — — (M, +1iM,) = M( i),
iV Tz M b

Rovnici ((A.4]) 1ze Fesit pomoci separace proménnych a integrovanim od 7 =0 do 7 = t¢.

dM 1
—_— = (——ryb)dt

M T
t
In M(r,t) —InM(r, 0):—1fybot—1’y/ >d7’—?
2
t
M(r,t)-M(r,O)exp( 1w0t—17/ dT—T)
2

Piedpoklddejme ddle, Ze citlivost prijimaci civky By, je konstantni pfes cely snimany ob-
jem. Zmény magnetizace vyvolaji proménlivy magnetieky tok ®, ktery podle Faradayova

zakona indukuje napéti na snimaci civce ve tvaru e = —%;. Prirtistek napéti zptisobeny
objemem dr pak mizeme vyjadrit jako
de = -2 | Buay M(r, 1) dr. (A.5)
ot

Integraci pres excitovany objem dostavame namétreny signal
/ de = / [leyM( )] dr = (A.6)
Q

/Qleyaat M(r,0) exp ( iwot — w/ rYdr — 72)

—inBlwe_int/ M(r,0 exp( w/ r)dr — >d’r’ (A.8)
Q T2

dr ~ (A7)

kde bylo vyuzito w > (G(7),r), jelikoz hlavni pole je vyrazné silnéjsi nez pole gradientni.
Také plati w > T%

o7



Dale je signal demodulovdn (matematicky se jedna o vynasobeni e™°!) a jsou ignoro-

vany konstanty:
= ///M(’r, 0) exp ( 17/ dr — T)dxdydz (A.9)

Predpokladejme, ze byly excitovany spiny v fezu o tloustce Az a tento ez chceme zobrazit.
Obraz v ném nadefinujeme jako

— ZO+AZ/2 7t/T2 T,Y,z ~
m(z,y,t) = M (z,y,z,0)e Jdz ~ (A.10)
20—A;/2
A M(z,y, 2,0)e  TE/M2@92) — (g y), (A.11)

kde Tg je konstanta lezici v ¢asovém intervalu, ve kterém je signal prijiméan, pricemz
. ) Y
jeho délka je vyrazné nizsi nez konstanta Th. Clen e~ T#/72@v:2) odpovida tzv. Te-véazen.

Dosazenim (A.11]) do (A.9) dostavame
:/ m(x,y) exp( 17/ dT)d:vdy, (A.12)

coz pro G, = 0 odpovida rovnicim (2.5)) a (2.6).
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B Obsah CD

CD

H lData: slozka s datovymi soubory

thlava .mat

fantom.mat

H | KompenzaceHustoty: funkce provadéjici kompenzaci hustoty
H ] Obrazky: slozka s obrazky

U] proxTV

norm_tv.m: funkce pro vypocet TV normy
prox_tv.m: funkce pro vypocet proximalniho operatoru TV normy

H 1 SASS: funkce provddéjici metodu SASS

tSASS2D .m
SASS2DSensitivityButter.m

Sensitivity: funkce pro vypocet sensitivit pomoci toolboxu ESPIRIT,
jehoz soucasti jsou i funkce pro vypocet NUFFT

H 1 Skripty: Spustitelné skripty provadéjici rekonstrukce hlavy a fantomu

— SASS_Fantom.m
— SASS_Hlava.m
— TGV_Fantom.m
—TGV_Hlava.m

— TVFBS_Fantom.m

L TVFBS_Hlava.m
H 1 Text: slozka obsahujici elektronicky text této prace

H 1 TGV: funkce pro metodu regularizace pomoci TGV

tTGV.m
TGVSensitivity.m

U TV: funkce pro metodu regularizace pomoci TV

tTV m
TVSensitivity.m
Funkce byly testovany v prostredi MATLAB R2016a.
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