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STEFANUV PROBLEM A JEHO ANALYTICKE RESENI

RENE KESLER

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek je vénovan analytickému FeSeni tiloh vedeni tepla s fdzovou
pfeménou, které jsou nazvany jako klasicky Stefantv problém. Nejprve je odvozena
diferencidlni rovnice vedeni tepla a také je vytvofen matematicky model Stefanova
problému. Dulezitou Easti je nésledné odvozeni analytického fesenf pro tlohu tani’.

1. Uvob

Jako Stefanuv problém je oznacovéna uloha vedeni tepla zahrnujici tdni nebo
tuhnuti a je nazvana po JoZefu Stefanovi®, ktery na konci 19. stolet{ ve své praci
formuloval problém rozlozeni teploty pii tuhnuti vody. Déle se problém rozsitoval
o mnohem komplexnéjsi déje a postupné, jak rostlo pole jeho aplikaci, tak vzrustal
také zdjem o jeho vyzkum, a to predevsim z matematického hlediska [2].

Stefanuv problém je proces, ktery je ndm vSem nejspiSe velice dobfe zndm.
V kazdodennim zivoté se setkdvame napiiklad s mrazenim nebo naopak rozmra-
zovanim potravin, vyrobou ledu nebo tanim vosku pii hotfeni svicky. Ovsem zna-
lost presného FeSeni nabyva dulezitosti v mnoha technickych aplikacich, jako je
napiiklad odlévéni oceli a slitin, kde dochézi k tuhnuti materidlu. Dalsi dulezitou
aplikaci je uchovavani energie, jez je v materialu ulozena ve formé latentniho tepla
[3]. Principem je akumulace energie (napiiklad ze slune¢niho zafeni béhem dne),
kterou material spotiebuje béhem tani a tim ji v sobé uchova. Néasledné, kdyz je
této energie potfeba (béhem noci muze slouzit k ohfevu vzduchu), se mize zpétné
uvolnit pfi tuhnuti.

Resen{ problému nabyvé slozitosti predevsim diky rozhrani mezi tuhou a kapal-
nou fézi, které se pohybuje v dusledku absorpce nebo uvoliiovéni latentniho tepla,
a tak je jeho poloha neznamou, jez se musi vySetiit v ramci feSeni.

2. PRENOS TEPLA

Pienos tepla obecné probihd t¥emi zptsoby (viz [8]):

2010 MSC. Priméarni 35Q79.
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1Clanek vznikl na zakladé bakalsfské prace autora v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Lubomir Klimes z Energetického ustavu FSI VUT v Brné.

2Jozef Stefan (1835-1893) byl slovinsky fyzik, matematik a basnik piisobici na Videfiské uni-
verzité.
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e Vedenim (kondukci). Kinetickd energie molekul se preddvd vzdjemnymi
srazkami pfi jejich neusporddaném pohybu. Vedeni prevlada v pevnych
latkach a také tekutinach bez proudéni.

e Proudénim (konvekci). Pfi nuceném nebo pfirozeném proudéni se pre-
misténim molekul prendsi i tepelnd energie. Konvekce pfevlada v teku-
tinach.

e Zirenim (saldnim). Probihd ve formé elektromagnetického vinén{ v urci-
tém rozsahu vlnovych délek. Nositeli tepelné energie jsou v tomto ptipadé
fotony.

V tomto ¢lanku je uvazovan pouze pienos tepla vedenim.

2.1. Odvozeni diferencialni rovnice vedeni tepla

Nejprve je vhodné uvést par zakladnich vztahu z termomechaniky, jez byly ¢erpany
z [7], pomoci kterych se odvodi diferencidlni rovnice vedeni tepla.

Tepelny tok. Vzniknou-li v télese teplotni rozdily, zacne teplo podle druhého
zakona termodynamiky prechazet z mist s vyssi teplotou do mist s teplotou nizsi.
Mnozstvi tepla transportované za jednotku ¢asu se nazgva tepelny tok Q [W].
Tepelny tok prochézejici plochou o jednotkové velikosti, ktera stoji kolmo ke sméru
toku, se oznacuje jako mérny tepelny tok ¢ [Wm~—2] a plati

dQ = ¢dS. (2.1)

Fourieruv zakon. Mérny tepelny tok ¢ v latce je pfimo tmérny teplotnimu gra-
dientu

i=—ko, (2.2)

kde k [Wm™'K~1] je soucinitel tepelné vodivosti, coz je fyzikaln{ vlastnost daného
materialu, kterd udava jaky odpor klade latka proti prenosu tepla.

Zakon zachovani energie. Nebudeme-li uvazovat ztraty do okoli, muzeme na-
psat tepelnou bilanci

AE=Qs = Qu—Qu, (2.3)
coz ndm udava, ze zména vnitini energie AE useku mezi x, a x; béhem ¢asového
intervalu (ta,tg) se rovna teplu @y dodaného do tseku zndmymi zdroji a zmensené
o tepla Q, a Qp, kterd vytecou pies konce z, a xp (viz obrézek 1).

—~—] —

Qa Qb
Vo,

0 Tq Tp T

Obrazek 1. Energetickd bilance pro tyc.
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Diferencialni rovnice vedeni tepla. Aby byl problém fesitelny analyticky, bu-
deme uvazovat pouze piipad v jedné prostorové dimenzi (napt. dlouhd tenka tyc).
Hledanou neznémou je potom funkce T = T'(z,t), jez popisuje teplotu v bodé
x a Case t. Z predchozich vztahu lze odvodit (viz [5]) rovnici popisujici T' pro

homogenni ty¢ ve tvaru
oT o*r
c— =k —
Pt = h e T
kde p [kgm~!] uvazujeme jako délkovou hustotu, ¢ [Jkg 'K~'] je mérnd te-
pelnéd kapacita za konstantniho tlaku, kterd udava mnozstvi tepla potiebné ke
zvyseni teploty jednoho kilogramu materidlu o 1K a f(z,t) [Wm™?!] je tzv. hus-

tota vnitinich zdroju. ZjednoduSené rovnici zapiSeme jako

T, = kTpy + f*a (24)
kde
k
K= —
pe

je nové zavedend veli¢ina, zndma4 jako soucinitel teplotni vodivosti, a f* = f/(pc).
Dostali jsme parcialni diferencialni rovnici druhého fadu, jejiz kvadratickd forma
Q(xz,t) = 22 je semidefinitni, a proto je rovnice parabolicka.

3. MATEMATICKA FORMULACE STEFANOVA PROBLEMU

Zformulujme si napfiklad dlohu pro pfipad tani. Uvazujme tedy latku v tuhé fazi,
kterd ma v case t = 0 pocatecéni teplotu T; nizsi nez je teplota tani T;,. Méjme
tuto ldtku definovanou na intervalu = € (0,00). Na zac¢dtku déje je ndhle teplota
okraje x = 0 zvySena na hodnotu Tj, ktera je vyssi nez teplota tani T,,, a je na této
teploté udrzovan po celou dobu t > 0, coz ndm pfedstavuje Dirichletovu podminku,
kterd je konstantni v ¢ase. Muzeme si tedy predstavit, ze tdni zapo¢ne pravé na
okraji x = 0 a déle se bude rozhran{ s(t) mezi fdzemi pohybovat v kladném sméru
osy x (viz [0]). Jednotlivé teploty Tj(z,t) pro kapalné skupenstvi a T,(x,t) pro
skupenstvi tuhé jsou popsdny parabolickymi rovnicemi tvaru (2.4) odvozeného
v predchozi kapitole (viz také [2]). Tedy

T (z,t) . 0?Ty(z,t)

% 92 pro 0<z<s(t), t>0, (3.1a)
angf’t> = Ks 82%£§’t) pro s(t) <z <oo, t>0. (3.1b)
K rovnicim dodame pocateéni podminku
Ts(x,0) =T; pro x>0 (3.2)
a podminky okrajové
T,(0,t) = Ty pro t >0, (3.3a)
Ts(x — 00,t) = T; pro t > 0. (3.3b)

Ale protoze mame dveé rovnice, uloha jesté neni dobfe formulovana. Potiebujeme
navic jesté dodat pro kazdou rovnici jednu okrajovou podminku na rozhrani fazi.
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Zmeéna skupenstvi probiha na konstantni teploté T,,, doddame tedy podminku na
rozhrani, kterd zastoupi obé potifebné okrajové podminky a zaroven zajisti spoji-
tost feseni (viz [0])

Ti(s(t),t) = Ty, = Ts(s(t),t) pro t>0.

Pocateéné okrajovou ulohu jiz médme dobfe formulovanu, ovSem problém jesté
vyresit nedokazeme, protoze mame pouze dvé diferenecidlni rovnice a celkové
tii nezndmé Ty(z,t), Ti(x,t) a s(t), kde s(t) je rozhrani pohybujici se v ¢case.
Dalsi potfebnou rovnici ziskdme vysSetienim energetické bilance na rozhrani x =
s(t). Vezmeme tedy tepelny tok z kapalné féze v kladném sméru osy z, ktery je
zmenSeny o teplo spotfebovivané na fazovou preménu (tani), a ten se musi rov-
nat v izolované ty¢i tepelnému toku vstupujiciho do tuhé fiaze ve sméru osy x.
Matematicky bilanci vyjadiime pomoci Fourierova zdkona (viz [(]) vztahem
_kl@ _pLds(t) _ S@TS,
ox dt ox

coz muzeme piepsat do tvaru

aT (z,1) 3Tl(x t) Lds(t)
ks Ox ki ar T at
kde L je latentni teplo vztazené na jednotku hmotnosti [J kgfl]. Hustota p bude
uvazovana konstantni pro obé skupenstvi, tedy p; = ps = p.

Nynf jiz mame dobfe formulovanou a fesitelnou tlohu. Rovnice (3.1a), (3.1b),
(3.4) jsou tfi diferencidlni rovnice pro feseni nezndmych Ty(x,t), T;(x,t) a s(t).
Maéame také vSechny potfebné pocatecni a okrajové podminky.

Formulaci pro tuhnuti bychom odvodili analogicky.

pro z=s(t), t>0, (3.4)

4. ANALYTICKA RESENI

Obecné jsou problémy s fazovou premeénou fesitelné predevsim numericky, nicméné
v nékterych zjednodusenych piipadech spliujicich ur¢itd omezeni je mozné nalézt
analytické feseni. Princip odvozeni analytického feSeni si ukdzeme na piipadu tani
polonekonecné tyce, tedy problém budeme fesit na polopiimce = > 0. Je tieba
vysetfit teplotu kapalné a tuhé faze a také pozice rozhrani mezi fazemi.
Matematickou formulaci tlohy jsme odvodili v predeslé kapitole. Rovnice pro
popis teplotniho pole tedy jsou (3.1a), (3.1b) s poc¢dteéni podminkou (3.2) a okra-
jovymi podminkami (3.3a), (3.3b). Doddme podminky na rozhrani x = s(t) tvaru

Ti(x,t) = T = Ts(z,t) pro z=s(t), t>0, (4.1a)
aT( t) OTi(x,t) ds(t) _
ks o Ky = pL i pro z=s(t), t>0. (4.1b)

Budeme hledat tzv. similarity solution (viz [41]) dlohy (3.1a)—(3.3b), (4.1a),
(4.1b), které je slozenim funkce jedné proménné a transformace (z,t) — &(x,t)
sdruzujici dvé nezavislé proménné z,t do jedné proménné £. ReSeni parabolické
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rovnice (3.1a) pro kapalnou fézi budeme tedy hledat ve tvaru
Ti(z,t) = F(§(x,1)),
kde F je nezndm4 funkce jedné proménné t¥idy C? a podle [2] je &(z,t) = T

Spoc¢teme parcidlni derivace slozené funkce F'(£), dosadime do rovnice (3.1a) a po
tpravéch dostaneme diferencidlni rovnici pro hledanou funkci F' tvaru

1
F'+F—¢=0.
2/€:l

Prevedli jsme tak parcidlni diferencidlni rovnici na obyéejnou diferencidlni rovnici
druhého radu, kterou uz muzeme vyftesit, a dostaneme

£
2\/5)7 01#07

kde erf(n) je tzv. error function, nebo-li Gaussova chybovd funkce, kterd je defi-

novana (viz [1]) vztahem
2 T
erf(n) = —/ e tdt
VT Jo

(viz obrazek 2). Vysetiime jesté ¢len F(0), tedy hodnotu funkce F' v bodé ¢ = 0.

F(€) = F(0) + Cyexf (

2]
157
=
3
< 1
5}
0,5 f
0 : . ; x
—2 0 2
Obrazek 2. Gaussova chybové funkce. Obrazek 3. Doplinkova Gaussova chybova
funkce.

Ta odpovida hodnoté x = 0 a pomoci okrajové podminky (3.3a) proto dostaneme
F(0) =T,(0,t) = Tp.

Nasli jsme tedy feSeni rovnice (3.1a) ve tvaru

x
Ti(z,t) =Ty + Crerf | —— | . 4.2
00 =T e (7 ) )
Resenf rovnice (3.1b) pro tuhou fazi ziskdme podobnym postupem ve tvaru
x
To(z,t) =T, + Cherfc | —— |, Cy #0, 4.3
@) =T+ Crorte (5= ) Ca? (43)

kde erfc(n) je doplitkovd Gaussova chybova funkce definovéna (viz [1]) vztahem

2 o
erfe(n) = ﬁ/ e dt=1-— erf(n)
7
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(viz obrazek 3). Zatim nezndmé konstanty C; a Cs se nyni pokusime vySetfit
pomoci podminek na rozhrani s(t). Nejprve vyuzijeme podminku (4.1a), do niz
dosadime a dostaneme

s\ _ . _ s(t)
T()+0161"f<2m) =T, =T; + Csyerfc <2\/ﬁ73t> pro t>0 (4.4)

Odtud je vidét, ze ¢leny

s(t) . s(t)
2Vt 2kt

musi byt konstantni. Zavedeme parametr

()
A= okt

a z rovnosti (4.4) tak mizeme postupné uréit hledané konstanty

neboli s(t) = 2V kit (4.5)

Tm_TO Tm_T‘z

Clzm, szerfc()\:i).

Ziskali jsme FeSeni ve tvaru

Tm — TO X
Ti(x,t) =T f 4.
e, t) =To+ erf(\) o <2\/mt> ’ (4.6)
Tn —T; x
Ty(x,t) =T, + —2——L—erfc ( ) . (4.7)
erfc ()\ %) 2y kst

Zbyvé najit hodnotu parametru A, kterou uréime z podminky (4.1b). Dosazenim
do této podminky a naslednymi ipravami dostavame

2

ksvFl (T —T)e = (T —To)e ™™  LA/T

kl\/@' erfc(/\\/:jg i erf(A) o«

Vyslednd rovnice je tzv. transcendentni rovnice, kterou nelze analyticky vytesit.
K jejimu feSeni proto vyuzijeme nékterou z numerickych metod, napiiklad metodu
bisekce nebo metodu tecen. Jakmile nalezneme feseni A > 0, problém je vyfeSen.
Pozici rozhrani s(t) ziskdme ze vztahu (4.5), rozloZeni teploty v kapalné fazi z (4.6)
a rozlozeni teploty v tuhé fézi z (4.7).

Obrazky 4-6 vyobrazuji ziskané feSeni pro piipad tani ledu s hodnotou T; =
—15°C v pocatecni podmince a hodnotou Ty = 15°C v podmince okrajové. Obra-
zek 4 predstavuje rozlozeni teploty v ¢ase t = 10 min, obrazek 5 zobrazuje prubéh
tani pro ¢ € (0,80) min a obrdzek 6 je pohyb rozhrani s(¢) mezi kapalnou a tuhou
fazi v zavislosti na case.

Pii feseni dlohy tuhnuti bychom postupovali analogicky.
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Obrazek 4. Rozlozeni teploty pfi tani. Obrazek 5. Rozlozeni teploty pfi tani.
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Obréazek 6. Pozice rozhrani s(t) v Case.

5. ZAVER

Cilem tohoto textu bylo pfiblizit ¢tenaii téma Stefanova problému a jeho analy-
tického feseni. Nejprve bylo ve zkratce pojedndno o odvozeni diferencidlni rov-
nice vedeni tepla pomoci zédkladnich vztahu z termomechaniky. Nésledné bylo pro
ukazku odvozeno analytické FeSeni pro piipad tani, kde se vyuzila moznost prevodu
parcialni diferencidlni rovnice na oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu. Pii
dalsim odvozovani se objevil problém s vyfesenim transcendentni rovnice, ktera
se musi Tesit néjakou numerickou metodou. Vysledky byly nakonec pro nazornost
vyobrazeny graficky a to prostiednictvim prostiedi MATLAB.
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