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STEFANŮV PROBLÉM A JEHO ANALYTICKÉ ŘEŠENÍ

RENÉ KESLER

Abstrakt. Tento článek je věnován analytickému řešeńı úloh vedeńı tepla s fázovou

přeměnou, které jsou nazvány jako klasický Stefan̊uv problém. Nejprve je odvozena
diferenciálńı rovnice vedeńı tepla a také je vytvořen matematický model Stefanova

problému. Důležitou část́ı je následné odvozeńı analytického řešeńı pro úlohu táńı1.

1. Úvod

Jako Stefan̊uv problém je označována úloha vedeńı tepla zahrnuj́ıćı táńı nebo
tuhnut́ı a je nazvána po Jožefu Stefanovi2, který na konci 19. stolet́ı ve své práci
formuloval problém rozložeńı teploty při tuhnut́ı vody. Dále se problém rozšǐroval
o mnohem komplexněǰśı děje a postupně, jak rostlo pole jeho aplikaćı, tak vzr̊ustal
také zájem o jeho výzkum, a to předevš́ım z matematického hlediska [2].

Stefan̊uv problém je proces, který je nám všem nejsṕı̌se velice dobře znám.
V každodenńım životě se setkáváme např́ıklad s mražeńım nebo naopak rozmra-
zováńım potravin, výrobou ledu nebo táńım vosku při hořeńı sv́ıčky. Ovšem zna-
lost přesného řešeńı nabývá d̊uležitosti v mnoha technických aplikaćıch, jako je
např́ıklad odléváńı oceli a slitin, kde docháźı k tuhnut́ı materiálu. Daľśı d̊uležitou
aplikaćı je uchováváńı energie, jež je v materiálu uložena ve formě latentńıho tepla
[3]. Principem je akumulace energie (např́ıklad ze slunečńıho zářeńı během dne),
kterou materiál spotřebuje během táńı a t́ım ji v sobě uchová. Následně, když je
této energie potřeba (během noci může sloužit k ohřevu vzduchu), se může zpětně
uvolnit při tuhnut́ı.

Řešeńı problému nabývá složitosti předevš́ım d́ıky rozhrańı mezi tuhou a kapal-
nou fáźı, které se pohybuje v d̊usledku absorpce nebo uvolňováńı latentńıho tepla,
a tak je jeho poloha neznámou, jež se muśı vyšetřit v rámci řešeńı.

2. Přenos tepla

Přenos tepla obecně prob́ıhá třemi zp̊usoby (viz [8]):
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1Článek vznikl na základě bakalářské práce autora v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI
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2Jožef Stefan (1835-1893) byl slovinský fyzik, matematik a básńık p̊usob́ıćı na Vı́deňské uni-
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• Vedeńım (kondukćı). Kinetická energie molekul se předává vzájemnými
srážkami při jejich neuspořádaném pohybu. Vedeńı převládá v pevných
látkách a také tekutinách bez prouděńı.

• Prouděńım (konvekćı). Při nuceném nebo přirozeném prouděńı se pře-
mı́stěńım molekul přenáš́ı i tepelná energie. Konvekce převládá v teku-
tinách.

• Zářeńım (sáláńım). Prob́ıhá ve formě elektromagnetického vlněńı v urči-
tém rozsahu vlnových délek. Nositeli tepelné energie jsou v tomto př́ıpadě
fotony.

V tomto článku je uvažován pouze přenos tepla vedeńım.

2.1. Odvozeńı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Nejprve je vhodné uvést pár základńıch vztah̊u z termomechaniky, jež byly čerpány
z [7], pomoćı kterých se odvod́ı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla.

Tepelný tok. Vzniknou-li v tělese teplotńı rozd́ıly, začne teplo podle druhého
zákona termodynamiky přecházet z mı́st s vyšš́ı teplotou do mı́st s teplotou nižš́ı.
Množstv́ı tepla transportované za jednotku času se nazývá tepelný tok Q̇ [W].
Tepelný tok procházej́ıćı plochou o jednotkové velikosti, která stoj́ı kolmo ke směru
toku, se označuje jako měrný tepelný tok q̇ [Wm−2] a plat́ı

dQ̇ = q̇ dS. (2.1)

Fourier̊uv zákon. Měrný tepelný tok q̇ v látce je př́ımo úměrný teplotńımu gra-
dientu

q̇ = −k ∂T
∂x

, (2.2)

kde k [Wm−1K−1] je součinitel tepelné vodivosti, což je fyzikálńı vlastnost daného
materiálu, která udává jaký odpor klade látka proti přenosu tepla.

Zákon zachováńı energie. Nebudeme-li uvažovat ztráty do okoĺı, můžeme na-
psat tepelnou bilanci

∆E = Qf −Qa −Qb, (2.3)

což nám udává, že změna vnitřńı energie ∆E úseku mezi xa a xb během časového
intervalu (tα, tβ) se rovná teplu Qf dodaného do úseku známými zdroji a zmenšené
o tepla Qa a Qb, která vytečou přes konce xa a xb (viz obrázek 1).

Obrázek 1. Energetická bilance pro tyč.
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla. Aby byl problém řešitelný analyticky, bu-
deme uvažovat pouze př́ıpad v jedné prostorové dimenzi (např. dlouhá tenká tyč).
Hledanou neznámou je potom funkce T = T (x, t), jež popisuje teplotu v bodě
x a čase t. Z předchoźıch vztah̊u lze odvodit (viz [5]) rovnici popisuj́ıćı T pro
homogenńı tyč ve tvaru

ρc
∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
+ f,

kde ρ [kg m−1] uvažujeme jako délkovou hustotu, c [J kg−1K−1] je měrná te-
pelná kapacita za konstantńıho tlaku, která udává množstv́ı tepla potřebné ke
zvýšeńı teploty jednoho kilogramu materiálu o 1K a f(x, t) [Wm−1] je tzv. hus-
tota vnitřńıch zdroj̊u. Zjednodušeně rovnici zaṕı̌seme jako

Tt = κTxx + f∗, (2.4)

kde

κ =
k

ρc

je nově zavedená veličina, známá jako součinitel teplotńı vodivosti, a f∗ = f/(ρc).
Dostali jsme parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu, jej́ıž kvadratická forma
Q(x, t) = x2 je semidefinitńı, a proto je rovnice parabolická.

3. Matematická formulace Stefanova problému

Zformulujme si např́ıklad úlohu pro př́ıpad táńı. Uvažujme tedy látku v tuhé fázi,
která má v čase t = 0 počátečńı teplotu Ti nižš́ı než je teplota táńı Tm. Mějme
tuto látku definovanou na intervalu x ∈ 〈0,∞). Na začátku děje je náhle teplota
okraje x = 0 zvýšena na hodnotu T0, která je vyšš́ı než teplota táńı Tm, a je na této
teplotě udržován po celou dobu t > 0, což nám představuje Dirichletovu podmı́nku,
která je konstantńı v čase. Můžeme si tedy představit, že táńı započne právě na
okraji x = 0 a dále se bude rozhrańı s(t) mezi fázemi pohybovat v kladném směru
osy x (viz [6]). Jednotlivé teploty Tl(x, t) pro kapalné skupenstv́ı a Ts(x, t) pro
skupenstv́ı tuhé jsou popsány parabolickými rovnicemi tvaru (2.4) odvozeného
v předchoźı kapitole (viz také [2]). Tedy

∂Tl(x, t)

∂t
= κl

∂2Tl(x, t)

∂x2
pro 0 < x < s(t), t > 0, (3.1a)

∂Ts(x, t)

∂t
= κs

∂2Ts(x, t)

∂x2
pro s(t) < x <∞, t > 0. (3.1b)

K rovnićım dodáme počátečńı podmı́nku

Ts(x, 0) = Ti pro x > 0 (3.2)

a podmı́nky okrajové

Tl(0, t) = T0 pro t > 0, (3.3a)

Ts(x→∞, t)→ Ti pro t > 0. (3.3b)

Ale protože máme dvě rovnice, úloha ještě neńı dobře formulována. Potřebujeme
nav́ıc ještě dodat pro každou rovnici jednu okrajovou podmı́nku na rozhrańı fáźı.
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Změna skupenstv́ı prob́ıhá na konstantńı teplotě Tm, dodáme tedy podmı́nku na
rozhrańı, která zastouṕı obě potřebné okrajové podmı́nky a zároveň zajist́ı spoji-
tost řešeńı (viz [6])

Tl(s(t), t) = Tm = Ts(s(t), t) pro t > 0.

Počátečně okrajovou úlohu již máme dobře formulovánu, ovšem problém ještě
vyřešit nedokážeme, protože máme pouze dvě difereneciálńı rovnice a celkově
tři neznámé Ts(x, t), Tl(x, t) a s(t), kde s(t) je rozhrańı pohybuj́ıćı se v čase.
Daľśı potřebnou rovnici źıskáme vyšetřeńım energetické bilance na rozhrańı x =
s(t). Vezmeme tedy tepelný tok z kapalné fáze v kladném směru osy x, který je
zmenšený o teplo spotřebovávané na fázovou přeměnu (táńı), a ten se muśı rov-
nat v izolované tyči tepelnému toku vstupuj́ıćıho do tuhé fáze ve směru osy x.
Matematicky bilanci vyjádř́ıme pomoćı Fourierova zákona (viz [6]) vztahem

−kl
∂Tl
∂x
− ρLds(t)

dt
= −ks

∂Ts
∂x

,

což můžeme přepsat do tvaru

ks
∂Ts(x, t)

∂x
− kl

∂Tl(x, t)

∂x
= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t), t > 0, (3.4)

kde L je latentńı teplo vztažené na jednotku hmotnosti [J kg−1]. Hustota ρ bude
uvažována konstantńı pro obě skupenstv́ı, tedy ρl = ρs = ρ.

Nyńı již máme dobře formulovanou a řešitelnou úlohu. Rovnice (3.1a), (3.1b),
(3.4) jsou tři diferenciálńı rovnice pro řešeńı neznámých Ts(x, t), Tl(x, t) a s(t).
Máme také všechny potřebné počátečńı a okrajové podmı́nky.

Formulaci pro tuhnut́ı bychom odvodili analogicky.

4. Analytická řešeńı

Obecně jsou problémy s fázovou přeměnou řešitelné předevš́ım numericky, nicméně
v některých zjednodušených př́ıpadech splňuj́ıćıch určitá omezeńı je možné nalézt
analytické řešeńı. Princip odvozeńı analytického řešeńı si ukážeme na př́ıpadu táńı
polonekonečné tyče, tedy problém budeme řešit na polopř́ımce x > 0. Je třeba
vyšetřit teplotu kapalné a tuhé fáze a také pozice rozhrańı mezi fázemi.

Matematickou formulaci úlohy jsme odvodili v předešlé kapitole. Rovnice pro
popis teplotńıho pole tedy jsou (3.1a), (3.1b) s počátečńı podmı́nkou (3.2) a okra-
jovými podmı́nkami (3.3a), (3.3b). Dodáme podmı́nky na rozhrańı x = s(t) tvaru

Tl(x, t) = Tm = Ts(x, t) pro x = s(t), t > 0, (4.1a)

ks
∂Ts(x, t)

∂x
− kl

∂Tl(x, t)

∂x
= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t), t > 0. (4.1b)

Budeme hledat tzv. similarity solution (viz [4]) úlohy (3.1a)–(3.3b), (4.1a),
(4.1b), které je složeńım funkce jedné proměnné a transformace (x, t) 7→ ξ(x, t)
sdružuj́ıćı dvě nezávislé proměnné x, t do jedné proměnné ξ. Řešeńı parabolické
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rovnice (3.1a) pro kapalnou fázi budeme tedy hledat ve tvaru

Tl(x, t) = F (ξ(x, t)),

kde F je neznámá funkce jedné proměnné tř́ıdy C2 a podle [2] je ξ(x, t) = x√
t
.

Spočteme parciálńı derivace složené funkce F (ξ), dosad́ıme do rovnice (3.1a) a po
úpravách dostaneme diferenciálńı rovnici pro hledanou funkci F tvaru

F ′′ + F ′
1

2κl
ξ = 0.

Převedli jsme tak parciálńı diferenciálńı rovnici na obyčejnou diferenciálńı rovnici
druhého řádu, kterou už můžeme vyřešit, a dostaneme

F (ξ) = F (0) + C1 erf

(
ξ

2
√
κl

)
, C1 6= 0,

kde erf(η) je tzv. error function, nebo-li Gaussova chybová funkce, která je defi-
nována (viz [1]) vztahem

erf(η) =
2√
π

∫ η

0

e−t
2

dt

(viz obrázek 2). Vyšetř́ıme ještě člen F (0), tedy hodnotu funkce F v bodě ξ = 0.
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Obrázek 2. Gaussova chybová funkce.
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Obrázek 3. Doplňková Gaussova chybová
funkce.

Ta odpov́ıdá hodnotě x = 0 a pomoćı okrajové podmı́nky (3.3a) proto dostaneme

F (0) = Tl(0, t) = T0.

Našli jsme tedy řešeńı rovnice (3.1a) ve tvaru

Tl(x, t) = T0 + C1 erf

(
x

2
√
κlt

)
. (4.2)

Řešeńı rovnice (3.1b) pro tuhou fázi źıskáme podobným postupem ve tvaru

Ts(x, t) = Ti + C2 erfc

(
x

2
√
κst

)
, C2 6= 0, (4.3)

kde erfc(η) je doplňková Gaussova chybová funkce definována (viz [1]) vztahem

erfc(η) =
2√
π

∫ ∞
η

e−t
2

dt = 1− erf(η)
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(viz obrázek 3). Zat́ım neznámé konstanty C1 a C2 se nyńı pokuśıme vyšetřit
pomoćı podmı́nek na rozhrańı s(t). Nejprve využijeme podmı́nku (4.1a), do ńıž
dosad́ıme a dostaneme

T0 + C1 erf

(
s(t)

2
√
κlt

)
= Tm = Ti + C2 erfc

(
s(t)

2
√
κst

)
pro t > 0 (4.4)

Odtud je vidět, že členy

s(t)

2
√
κlt

a
s(t)

2
√
κst

muśı být konstantńı. Zavedeme parametr

λ =
s(t)

2
√
κlt

, neboli s(t) = 2λ
√
κlt , (4.5)

a z rovnost́ı (4.4) tak můžeme postupně určit hledané konstanty

C1 =
Tm − T0
erf(λ)

, C2 =
Tm − Ti

erfc
(
λ
√

κl
κs

) .
Źıskali jsme řešeńı ve tvaru

Tl(x, t) = T0 +
Tm − T0
erf(λ)

erf

(
x

2
√
κlt

)
, (4.6)

Ts(x, t) = Ti +
Tm − Ti

erfc
(
λ
√

κl
κs

) erfc

(
x

2
√
κst

)
. (4.7)

Zbývá naj́ıt hodnotu parametru λ, kterou urč́ıme z podmı́nky (4.1b). Dosazeńım
do této podmı́nky a následnými úpravami dostáváme

ks
√
κl

kl
√
κs
· (Tm − Ti)e−

κl
κs
λ2

erfc
(
λ
√

κl
κs

) +
(Tm − T0)e−λ

2

erf(λ)
= −Lλ

√
π

cl
.

Výsledná rovnice je tzv. transcendentńı rovnice, kterou nelze analyticky vyřešit.
K jej́ımu řešeńı proto využijeme některou z numerických metod, např́ıklad metodu
bisekce nebo metodu tečen. Jakmile nalezneme řešeńı λ > 0, problém je vyřešen.
Pozici rozhrańı s(t) źıskáme ze vztahu (4.5), rozložeńı teploty v kapalné fázi z (4.6)
a rozložeńı teploty v tuhé fázi z (4.7).

Obrázky 4–6 vyobrazuj́ı źıskané řešeńı pro př́ıpad táńı ledu s hodnotou Ti =
−15◦C v počátečńı podmı́nce a hodnotou T0 = 15◦C v podmı́nce okrajové. Obrá-
zek 4 představuje rozložeńı teploty v čase t = 10 min, obrázek 5 zobrazuje pr̊uběh
táńı pro t ∈ 〈0, 80〉min a obrázek 6 je pohyb rozhrańı s(t) mezi kapalnou a tuhou
fáźı v závislosti na čase.

Při řešeńı úlohy tuhnut́ı bychom postupovali analogicky.
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Obrázek 4. Rozložeńı teploty při táńı.
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Obrázek 5. Rozložeńı teploty při táńı.
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Obrázek 6. Pozice rozhrańı s(t) v čase.

5. Závěr

Ćılem tohoto textu bylo přibĺıžit čtenáři téma Stefanova problému a jeho analy-
tického řešeńı. Nejprve bylo ve zkratce pojednáno o odvozeńı diferenciálńı rov-
nice vedeńı tepla pomoćı základńıch vztah̊u z termomechaniky. Následně bylo pro
ukázku odvozeno analytické řešeńı pro př́ıpad táńı, kde se využila možnost převodu
parciálńı diferenciálńı rovnice na obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu. Při
daľśım odvozováńı se objevil problém s vyřešeńım transcendentńı rovnice, která
se muśı řešit nějakou numerickou metodou. Výsledky byly nakonec pro názornost
vyobrazeny graficky a to prostřednictv́ım prostřed́ı MATLAB.
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