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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva deformacéné-napétovou analyzou toroidni skofepiny. Obsahuje
reSersi Z oblasti vyuziti toroidnich skofepin a feSeni napéti a deformaci vzniklych v télese
zatizeném konstantnim vnitinim tlakem. V praci jsou provedeny dva zptisoby mozného feseni
deformacéné-napétové analyzy pro model z oceli a gumy, a to jak analyticky, tak i numericky
metodou konecnych prvkd v programu Ansys. Vysledky ziskané obéma typy feSeni jsou
nasledné pro oba materialy vzajemné porovnany.

Kli¢ova slova

Toroidni skofepina, deformaéné napét'ova analyza, metoda kone¢nych prvki, Ansys

ABSTRACT

This work deals with the stress-strain analysis of the toroidal shell. It contains literature
search in the field of the use of toroidal shells and the solution of stresses and deformations
arising in a body loaded with a constant internal pressure. Two ways of possible solution of
stress-strain analysis for steel and rubber model are performed in this work, both analytically
and numerically by finite element method in Ansys. The results obtained by both types of
solutions are then compared for both materials
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1 Uvod

Pfedmétem této prace je deformacné-napétova analyza toroidni skofepiny, ktera je
prezentovana modelem duSe pneumatiky jizdniho kola. U takového typu vyuziti skofepiny
dochazi v praxi k velkym deformacim. Jednim z cil prace je tedy potvrzeni predpokladu, ze
chovani télesa z gumy bude za vnitiniho zatiZzeni o velikosti bézného tlaku v pneumatikach
nelineédrni, na rozdil od modelu z oceli, kde je predpokladano linearni chovani.

Dalsim cilem prace je také posouzeni moznosti aplikace numerického feseni pro tento typ
problému, které naptiklad, na rozdil od feSeni analytického, uvazuje zménu napéti pres tloustku
skofepiny. Pfi analytickém feSeni je tento fakt za Ucelem zjednoduSeni vypoctu zanedban,
jelikoz zména napéti pres tloustku nabyva vyrazn€ mensi hodnoty nez samotné slozky napéti,
které v télese pisobi.

Nestandartni tvar skofepiny je také pticinou vétsi obtiznosti pfi odvozovani rovnic a jejich
nasledném feSeni. Za ucelem optimalizace feSeni problémi je ale slozitéjSich tvard daleko
Cast€ji vyuzivano a je jim tak vénovana stale veétsi pozornost.
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2 Toroidni skofepina
2.1 Membranova teorie skorepin

Ve skriptech z ptedmétu Pruznost a pevnost II [1] je uvedeno, ze rota¢ni bezmomentova
skofepina je rotacné soumérné, tenkosténné téleso, jehoz tvar je dan rotaci meridianové kiivky
(merididnu) kolem jeji osy. Plocha, ktera touto rotaci vznikla, se nazyva stfednicova.
Meridianové kiivky mivaji nejcastéji tvar ptimky, kruznice nebo jejich ¢asti, a mohou nebo
nemusi protinat osu rotace. V piipad¢ toroidni skotfepiny kiivka osu rotace neprotina a mize
mit tvar kruhu, elipsy, ¢tverce nebo jiného uzavieného télesa. V ptipadé rotace kruznice, se
takto vzniklé téleso nazyva torus. Proto, aby téleso mohlo byt povazovano za skotepinu, je
nutné, aby spliovalo podminku tenkosténnosti. Ta je uréena tim, Ze pomér charakteristického
rozméru skofepiny a jeji tloustky h musi byt vétsi nez 10. V ptipadé toroidu je timto
charakteristickym rozmérem priimér kruZnice, jejiz rotaci kolem osy z skofepina vznikla. Tento
pramér je oznacovan jako d a musi tedy platit% > 10.

Vypocet je provadén ve valcovém globalnim soufadnicovém systému uréeném osou r
V radialnim sméru, osou z, ktera je souCasné osou télesa a uhlem ¢. Lokalni soufadnicovy
systém je dan osou x, kterd ma smér normaly stfednicové plochy, osou m se smérem teCnym
k meridianovému fezu a osou t, ktera je teCnou k fezu obvodovému. Pocatek lokalniho
soufadnicového systému se nachazi v konkrétnim vySetifovaném bodé na ploSe skofepiny [1].

Vstupni charakteristiky jako geometrie, vlastnosti pouzitého materialu, zatizeni ¢i vazby,
jsou rotacné soumérné, stejné tak jako vystupy, kterymi jsou napjatost a deformace [1].
Skofepinami jsou pienaseny jen membranové sily pusobici v jejich rovinach nebo ve sméru
k nim te¢ném. Ty vyvolaji napéti, ktera jsou rovhomérné rozlozena po jejich tloustkach. Ve
skofeping tak piisobi dvouosa membranova napjatost. Pro dosazeny tohoto napjatostniho stavu
je nutné, aby téleso a zatiZeni na néj ptisobici, spliovali ur¢ité podminky [2]:

1) Zatizeni kolmé k povrchu musi byt spojité nebo méalo proménné.
2) Vngjsi sily (vCetn€ vazebnych) musi mit smér teCny k povrchu.

3) Radialni deformace skotfepiny nesmi byt omezovana.

4) Tloustka stény skofepiny se nesmi skokoveé ménit.

5) Stfednicova plocha musi byt hladka, bez skokovych zmén kfivosti.

2.2 Aplikace toroidni skofepiny

Ve srovnani s valcovou, kuzelovou ¢i kulovou skofepinou je skofepina toroidni daleko
strojirenské oblasti, kde tento nestandartni tvar nebo jeho ¢asti, mize byt s vyhodami aplikovan.

Naptiklad oceanské inzenyrstvi je velice intenzivné se rozvijejici oblasti, kde diky rozvoji
novych technologii a materialii vznikaji architektonicky a konstrukéné zajimavé podvodni
struktury a vozidla, jak je popsano v [3]. Jelikoz nam pokrok ve vyrobé dovoluje produkci
odpoutali od tradi¢nich, 1éty ovéfenych tvart, a mohli ptichazet s novymi navrhy, které jsou
daleko rozmanitéj$i a feSi problémy, na které pii v souCasnosti nejbéznéji pouzivanych
strukturach narazime. Vznikaji tak projekty podvodnich vrtnych souprav, stanic ¢i ponorek s
tlakovym trupem toroidniho tvaru. Konkrétn€ je mozno zminit napiiklad nadvrh podvodniho
vozidla typu "diving saucer”, které je znazornéno na Obr. 1. Tento koncept by taktéz mohl
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doséhnout dobrého vyuziti pro skladovani kapalin v podmoiském prostoru, v ramci ropného
primyslu. Dale kuptikladu u podvodnich vozidel s touto neobvyklou konstrukei je dosazeno
lepSich manévrovacich schopnosti ¢i vEétsi statické 1 dynamické stability. Toroid ma dobry
hydrodynamicky tvar a diky jeho dvojitému zakfiveni je tuzsi a tloustka stény tak muze byt
mens$i nez pro podvodni vozidla s valcovym tvarem. Pfi ndvrhu téchto konstrukei je nutné
uvazovat, ze budou namahany predevsim kompresi, kviili ptisobeni vnéjsiho hydrostatického
tlaku. Hlavnim rizikovym meznim stavem skofepiny je z tohoto diivodu zborceni.

Obr. 1. Podvodni vozidlo typu "diving saucer"
1 — hlavni toroidni kostra; 2 — hydrodynamicky kryt; 3 — kostra tvaru elipsoidu; 4 — nddrz toroidniho
tvaru; 5 —trysky [3]

Dalsi védecké prace [4] se zabyvaji napiiklad moznosti vyuziti toroidnich skofepin ke
skladovani plynného paliva. Tyto tlakové nadoby maji tradi¢né tvar slozeny z valcovych téles
a klenutych hlav. Tato konstrukce vSak muze byt objemové neefektivni, coz v konecném
dasledku omezuje jeji konstrukeni flexibilitu. Torus se diky své prostorové uspoie ukazal jako
slibné feseni pro konstrukci nadrzi na plynna paliva, které jsou vhodné zejména pro prostory s
omezenou vyskou a délkou, jakymi jsou napiiklad dutiny pro nahradni pneumatiky v osobnich
vozidlech (Obr. 2, Obr. 3). Touto alternativou je také dosazeno snizeni hmotnosti vysledné
nadrZze a je umoznéno pouziti vysSich provoznich tlakd. V soucasné dobé nicméné existuje
mnoho mezer ve vyzkumu toroidnich tlakovych nadob, které je tfeba vyiesit, aby se naplno
vyuzil potencial této technologie pro skladovani energie.

Obr. 2 Kompozitni vodikova palivova nadrz nainstalovana v kufru vozidla pohanéného palivovymi

clanky [4]
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Obr. 3 kovovd toroidni palivova nadrz LPG nainstalovand v dutiné pro rezervni pneumatiku v kufru
vozidla [4]

Zajimavou architektonickou stavbou, zobrazenou na fotografii (Obr. 4), vyuzivajici
toroidni tvar je napiiklad vodojem Bania, ktery se nachdzi v polském Tarnowé. Je to jedina
stale fungujici stavba tohoto druhu na tizemi Polska [5].

Obr. 4 Vodojem Bania v polském mésté Tarnow [5]

Dal$im moZznym vyuZitim toroidnich skofepin jsou také reaktory pro jadernou fuzi
nazyvané Tokamaky nebo urychlovaée ¢astic [6]. V praxi se vSak ¢asto nevyuziva celého
toroidu, ale naptiklad jen jeho ¢asti. Ty nachazeji uplatnéni napiiklad pfi spojovani potrubi [6].
U vétSiny z téchto aplikaci nedochazi vlivem vlastnosti materidlu k velkym deformacim.
Z divodu bezpecnosti by zde neméla byt piekroéena mez kluzu. Vétsinou je tak vypocet
provadén oblasti linearniho chovani materialu. Tvar toroidni skofepiny je ale také uplatiiovan
v piipadech, kde deformace dosahuji pomérné velkych hodnot a je tak opusténa oblast
linearniho chovani materialu. Mezi takovéto aplikace patii naptiklad ultralehké nafukovaci
toroidni komponenty, pneumatiky vozidel ¢i letadel nebo duse kola, ktera bude hlavnim
predmétem této prace [7].

Duse kola odpovida pouZiti skofepiny, kterd neni vystavena tlaku vnéj§imu a plisobi na
ni pouze konstantni vnitini tlak. Pro zjednoduSeni povazujeme dusi kola za uzavienou tlakovou
nadobu. Pravé vypoctem napéti a deformacemi na nadobé zatizené vnitfnim tlakem ve tvaru
toroidni skofepiny, ktera je urcena pro skladovani LPG, se ve své praci [8] zabyva Velickovic.
V tomto konkrétnim piipadé se prufez finalniho kontejneru mirné odlisuje od tvaru kruhového,
kterému bude dale vénovand pozornost V této praci. Pro takovy nestandartni tvar, jehoZz
vypoctem se Velickovi¢ zabyva, nicméné neni mozné pouzit analyticky vypocet. Nejprve byl
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tedy vypocet proveden analyticky pro toroidni skofepinu S kruhovym prifezem. Tyto vysledky
se nasledn¢ porovnaly s témi, kterych se dosahlo pii numerickém vypoc¢tu metodou kone¢nych
prvki, aby se ovéfila spravnost vypoctového modelu. Nasledné, po potvrzeni shody vysledkd,
ziskanych témito dvéma metodami, bylo numerické feSeni upraveno a pouzito na konkrétni
prifez kontejneru LM-630. Analyticky vypocet napéti byl proveden na zakladé silové
rovnovahy. Vztah pro vypocet posuvu je zde pouze uveden v kone¢né podob¢ a neni nijak
odvozovan. Pro nas vypocet bude vyuzita pravé ¢ast tykajici se toroidu s kruhovym prifezem.

Ve zminéné praci [8] je vypocet proveden stejné pro celou skofepinu a neni brano v potaz,
7e geometrie t&lesa neni ve viech jeho bodech stejna. Gaussova k¥ivost K* méni své znaménko
pfi hodnotach thlu ¢’,,, od 0°do 360°, jak je vykresleno na Obr. 5. U této skofepiny je mozné
pozorovat takzvanou smisenou kiivost. To znamend, Zze toroid ma na své vngj$i strané
(¢'n€(0° 180°))povrch elipticky (K > 0) , na rozdil od strany vnitini (¢',,,€(180°; 360°)),
kde je povrch hyperbolicky (K < 0), a ma tvar sedla. Bodem zmény znaménka jsou mista
s hodnotou hlu ¢,,,, = 0°a @', = 180°, které jsou nazyvany jako horni a dolni koruna toroidu
(Obr. 6) a plati zde K = 0 [9]. Existence bodu obratu toroidni skofepiny je jednim ze zdroji
potizi pii hledani feSeni. U vétSiny skofepin se totiz objevuje jen jeden typ kiivosti. Proto jsou
pro tento typ télesa ofekavana rozdilnd feSeni pro vngjsi a vnitini Cast télesa se shodou na
korunach toroidu.

K<0

Obr. 5 Gaussova kifivost na toroidni skorepiné [9]

Koruny @m=0°

toroidu : Dn
@m=3607 ®'n=90°
\ /- | | | -K )

7'n=180°

z

Obr. 6 Koruny toroidni skorepiny, upraveno podle [9]

1Jak je uvedeno v [10], jsou-li hlavni kfivosti plochy k; a k,, pak pro Gaussovu kiivost plochy plati
K = kqk,. Podle jeji hodnoty v bodech plochy je mozné rozlisit, zda se jedna o body eliptické (K > 0),
o body hyperbolické (K < 0) ¢i o body parabolické nebo plandrni (K = 0).
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Ve vySe zminénych, ale také dalSich pracich vénujicich se toroidnim skofepinam, se
tento geometricky jev vilbec nezminuje, nebo, pokud je zde uveden, je feSeni provedeno
pomoci diferencidlnich rovnic. Tento typ feSeni ovSem neni predmétem této prace. Vypocet
bude sestaven na zakladé rovnic silové rovnovahy, které maji linearni charakter. U fady studii
je také uvedeno pouze numerické feseni, nebot’ jednoduché analyticka feSeni pro uzavieny
tvar toroidni plasté jsou platna pouze pro dosti omezeny rozsah parametrii. Problémy
nastavaji prevazné pro slozitéjsi tvary meridianovych ktivek. V seznamech vzorct pro
vypocet napéti a pretvoieni na télesech se u toroidnich skofepiny nachéazi vztahy sestavené
Vv zavislosti na uhlu ¢,, [11] nebo v zavislosti na poloméru 1, [12], ktery udava vzdalenost
vySetiovaného bodu na skofepiné od osy z. V obou piipadech je zde uveden pouze jeden
vzorec, ktery popisuje celé téleso. Neni nijak rozliSena jeho vnitini a vnéj$i ¢ast. Na zakladé
téchto informaci je mozno ptepokladat, ze feseni by nemélo byt zavislé na rozdilné geometrii
a pro celé té€leso budou pro vypocet napéti a deformaci platit stejné vztahy. Pravé o potvrzeni
tohoto tvrzeni bude v této praci usilovano, nebot’ se na prvni pohled nejevi jako realné.
Nasledn¢ budou vysledky, ziskané analytickym feSenim, porovnany S hodnotami, jichz bude
dosazeno numerickym vypoctem pomoci programu AnNsys.
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3 Odvozeni rovnic pro analyticky vypocet
3.1 Odvozeni rovnic napéti

Jak jiz bylo zminéno vySe, Gaussova kfivost se méni S thlem ¢,,,. Pro body na télese,
které lezi od hlavni osy z ve vétsi vzdalenosti nez b (Obr. 8), jsou stfedy meridianovych i
obvodovych kiivosti na stejné stran€. Na rozdil od bodli s mensi vzdalenosti od této oSy, pro
néz jsou stiedy kiivosti na opacnych stranach. Jelikoz ma elementarniho prvek skofepiny pro
vnéjsi a vnitini Cast télesa jinou geometrii, je nutné provést vypocet pro vnejsi a vnitini Cast
skotepiny zvlast'. Nejprve se bude pozornost zaméfena na ¢ast vnéjsi.

3.1.1 Napéti v bodech ve vzdalenosti ro > b

Na Obr. 7 je znazornén dvojnasobné elementarni prvek skotfepiny, ktery je vyfiznut
dvéma meridianovymi fezy, jejichZ poloha je dana uhlem d¢;, a dvéma kuzelovymi fezy, mezi
nimiz se nachazi thel d¢,,. Tyto fezy se nazyvaji hlavni normalové fezy. Meridianovy fez je
vytvofen prunikem roviny meridianu, jez prochazi osou skotepiny, se stiednicovou plochou.
V této roviné se nachazeji normaly stfednicové plochy a zminény prinik je meridian. Ten je
V konkrétnim bodé stfednicové plochy ur€en meridianovym polomérem kiivosti 7y,
a meridianovym stfedem kiivosti O,,, lezicim na normale n, jez prochazi vysetfovanym bodem.
Rez kuZelovy, ktery protina stiednicovou plochu v kruZnici y, o poloméru 7, = r,Sing,,, je
dan prusecnici kuzele se skofepinou. Tento kuzel ma vrchol O;, jenz leZi vzdy na ose skofepiny.
Kuzelovy polomér kiivosti dany délkou povrsky kuzele je oznacen jako ;. Povrsky kuzele jsou
také normalami sttednicové plochy [1].

Na elementarni prvek pusobi meridianova liniova sila N, a obvodova liniova sila N,
které jsou vztaZzeny na jednotku délky. Pro skofepinu konstantni tloustky je mozné vysledna
hlavni napéti vypocitat podle vztahi uvedenych v [1]:

Nn N, (3.1)

Jak je také popsano v [1], vliv normalovych napéti ptsobicich ve stiednicovych plochach
o, je zanedban, jelikoZ je zna¢n€ mensi nez napéti obvodova a meridianova. Smykova napéti
jsou nasledkem nulovych pretvoteni ¥¢y,, Vimn, Yme také nulova. Zatizeni p je vyvolano tlakem
uvnitf télesa.
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Nn+(0Nn/ 8 om) depm

Obr. 7 Dvojndsobné elementdarni prvek skorepiny pro r, > b, upraveno podle[8]

V dalsim kroku feSeni je sestavena rovnice rovnovahy pro napéti v radialnim sméru:
d d 3.2
PrindPmred Qs — 2Ntrmd<pmsin% - 2Nmrtd<ptsin% =0 (3.2)

P#i malych velikostech thlu, je sinus daného thlu pfiblizné roven velikosti tohoto thlu.
. . d d C )
Je tedy mozné zapsat sin =2m ~ ™ 4 rovnici dale upravit:

T2 2
PTmdPmred@; — Nt d@de, — Ny red@de,, =0 (3.3)
PlimTe — Ntrm - Nmrt =0 (3-4)
N, N
"m Tt

Tloustka skofepiny se neméni. Liniové sily N; a N,,, jsou nahrazeny realné pisobicim
napétim podle vztaht (3.1). Témito upravami je ziskana rovnice rovnovahy napéti, ktera je
nazyvana Laplaceova rovnice, a je také uvedena v [1]:

Om Ot _P (3.6)

Tm T+ h
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Napjatost libovolné bezmomentové skotepiny lze fesit pomoci Laplaceovy rovnice
arovnice rovnovahy prvku skofepiny V axialnim sméru. Za timto ucelem je uvolnéna
prstencova cast AB, znazornéna na Obr. 8 zelenou ¢arou. Na nasledujicim obrazku (Obr. 9) je
pak zobrazena jen prava cast skofepiny, kterou budeme ve vypoctu vyuzivat. Pro ¢ast levou
jsou vysledky symetrické. Bod A se nachazi na kruhu o polomérur, = b + asing,, a bod B
na kruhu o poloméru b. Velikost meridianového a obvodového poloméru vyjadiime
nasledovné:

T b
T = Q, Tt = —; . =a+— (3.7)
Sing,, Sing,,

Jelikoz jsou sily N,,, pusobici podél rovnobézné kruznice BB vodorovné a vzajemné se
vyrusi, JSou Uvazovany pouze sily N, podél kruznice AA a vné&jsi sily pasobici na prstenec,
které jsou v nasem piipadé vyvolany tlakem ptisobicim uvnitt télesa.

Fo

B! N Nm B

S
RO

Ot

z

Obr. 8 Uvolnéni prstencové casti AB pro ry > b, upraveno podle [8]

Obr. 9 Uvolnéni pravé casti prstence AB pro ry > b, upraveno podle [8]
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Pro napéti ptisobici v 0se z plati:

2nroNy, sing,, = mp(r¢ — b?) (3.8)
Nahrazenim sing,,, podle vztahu sing,, = r";b je ziskano nasledujici:
_p(§ —b*)  pa(ry+b) (3.9)
™ 2rsing,, 271,

Dosazenim rovnice (3.9), ktera vyjadiuje piisobeni meridianové liniové sily v bod¢ A,
do Laplaceovy rovnice pro liniové sily (3.5) je ziskan vztah pro obvodovou liniovou silu
pusobici v tomto bod¢€. Poloméry r; a 13, jsou nahrazeny rovnicemi (3.7), sing,, je eliminovan
stejn€ jako v predchozi rovnici:

pa(ry + b)
Ny, 21,
N, =(p——]r, = - =
‘ (p Tm >Tt p a (a * sin<pm)
p(2ry —19 — b) ab
= (a + ) =
21, 0o —b (3.10)

p(ry — b) (a(ror; B)b+ ab)

27,

_plarg—ab+ab) pa
B 27, 2

Pro skofepinu konstantni tlousStky je mozné napéti, které zde pusobi, vyjadiit
nasledovné:

S pa(ry + b) (3.11)
™ 2hr
_bpa (3.12)
%= 2h

Napéti obvodové, je tak oproti meridianovému nezavislé na velikosti poloméru toroidu
a ma stejnou hodnotu ve vSech bodech skotepiny.

Zajimavym bodem na vnéjsi strané toroidu je misto s nejvétsi vzdalenosti od osy z
s polomérem 1y 4, = b + a. Tento vztah je dosazen do vztahu (3.11) a nasledné je vyjadfena
velikost meridianového napéti, jeZ pisobi na nejvétsim polomeéru toroidni skofepiny:

" _pa(2b +a) (3.13)
mromax 2k (b + a)
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Pro lepsi zobrazeni vysledki je vyhodné si napéti vyjadiit v zavislosti na velikosti uhlu
@m- Dosazenimr, = b + asing,, do rovnice (3.11) je ziskan tento vztah:

3 pa(b + asing,, + b) _ pa(2b + asing,,) (3.14)

om = "Ohb + asing,)  2h(b + asing,,)

3.1.2 Napéti v bodech ve vzdalenosti ro < b

Pro vnitini ¢ast télesa bude postup stejny jako pro ¢ast vnéjsi. Na Obr. 10 je znazornén

dvojnésobné elementarni prvek skofepiny.

Nm-(dNm/8@m)d@nm

Obr. 10 Dvojndsobné elementarni prvek skorepiny pro ry < b, upraveno podle [8]

Opét je sestavena rovnice silové rovnovahy pro napéti v radialnim sméru, diky ¢emuz

je ziskan tvar Laplaceovy rovnice:
dpm (3.15)

d
—PTnd@p1ed @ — 2Ntrmd<pmsin% + 2N, 1ed@sin—— =10
—PTindQm1ed@e — Nl dQmd@, + Nypred@edgy, =0 (3.16)
—pTi?t — Netyy + N1 = 0 (3.17)
Npm N _ (3.18)

Tm Tt P
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On O¢ P (3.19)

m T h

Tento zapis Laplaceovy rovnice se od piedchoziho vyjadieni (3.6) 1isi v zaporném
r ¥ v 4 v o o ’ v ~ v ’ vr 1o
znaménku pred ¢lenem r—t, coz je zpusobeno tim, ze stfedy kiivosti 0,,a O, lezi na rozdilnych
t

stranach télesa.

Za ucelem ziskani napéti v konkrétnim bod¢ vné&jsi ¢asti skofepiny je na Obr. 11 opét
uvolnéna prstencova ¢ast AB. Na nasledujicim obrazku (Obr. 12) je pak detailnéji znazornéna
prava ¢ast toroidni skofepiny. Bod A se nachazi na kruhu o poloméru r, = b — asing,, a bod
B na kruhu o poloméru b. Vztahy pro vypocet velikosti meridianového a obvodového poloméru
vypadaji nasledovng¢:

o0 __ b (3.20)
me N sing,,  singy,

Sily N,, pusobici podél rovnobézné kruznice BB se opét vzajemné vyrusi. Mohou byt
tedy uvazovany jen sily N,,, podél kruznice AA a sily pisobici na prstenec, v dusledku existence
vnitiniho tlaku uvnitf télesa.

Nn |B ~ B Nm

Q&n\i\ _ yﬁ\g
N TR

Obr. 11 Uvolnéni prstencové casti AB pro vy < b, upraveno podle [8]
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Obr. 12 Uvolneéni pravé casti prstence AB pro 1y < b, upraveno podle [8]

Pro napéti ptisobici v 0se z plati:

2o Ny, sing = np(b? — 1) (3.21)

. . v s c, oave . To—b v v e , , H .
Sing,, je mozné vyjadfit vztahem sing,, = ——, ¢imzZ je ziskana uvedenou rovnice:

_p®® —15) _pa(b+10) (3.22)

N
™ 2r,sing 27

Po dosazeni do rovnice (3.22), jez vyjadiuje pusobeni meridianové liniové sily v bodé
A, do Laplaceovy rovnice pro liniové sily (3.18) je ziskan vztah pro obvodovou liniovou silu,
ktera v tomto bodé ptisobi. Poloméry r; a r;, jsou opét nahrazeny rovnicemi (3.7) a sing,, je
eliminovan vySe zminénym vztahem:

pa(ro + b)
Ny, 21,
Nt__<p_a>rt__ P a (singom_a)_
_ (pQ2ryg =15 —b) ( ab ) B
- 27, b—r, )7 (3.23)
b—a(b—r1y)
- (555
_ p(ro ) b—1, _
27,

_plab—ab+ar,) pa
B 27, 2
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Jelikoz je tloustka skofepiny neménna, muze byt napéti zde plsobici vyjadieno takto:

S pa(ry +b) (3.24)
™ 2hr
pa
0= (3.25)

Na vnitini strané toroidu je nejzasadnéjsi velikost napéti v misté s nejmensi vzdalenosti
od osy z, jez ma polomér 1y ;i = b — a. Prave ta byva u skofepin nejkritictéjsi. Dosazenim
tohoto vyjadfeni poloméru 7y ,,;, do rovnice (3.24), je ziskan vztah vyjadiujici velikost
merididnového napéti, jez pisobi na nejmensim poloméru toroidni skofepiny:

” _pa(2b—a) (3.26)
MTomin " 2h(b — a)

Dosazenim do vztahi (3.13) a (3.26) bylo zjisténo, Ze nejveEtsi napéti ptisobi na vnitini
stran¢ t¢lesa. Na stran¢ vnéjsi je naopak napéti nejmensi.
Pro lepsi vykresleni vysledkt je i zde napéti vyjadieno jako zavislost na velikosti

uhlu ¢,,. Dosazenim vztahur, = b — asing,, do rovnice (3.24) je ziskan nasledujici vztah:

3 pa(b + b — asing,,) _ pa(2b — asing,,) (3.27)
Im = 2h(b — asing,,)  2h(b — asing,,)

Je ziejmé, Ze na rozdil od vztaha (3.11) a (3.24), které vyjadiuji meridianové napéti
Vv zavislosti na poloméru 1y a jsou naprosto totozné, mezi rovnicemi (3.14) a (3.27), jez vyjadiuji
stejné napéti a kde figuruje thel ¢@,,, je urCitd zména patrna. To je zplisobeno rozdilnym
vyjadienim poloméru 1, pro vnitini a vnéjsi ¢ast télesa. Pokud ob¢ tyto ¢asti pocitame zvlast,
dosahuje v obou piipadech zminény thel hodnot 0° — 180°. Vhodné by vsak bylo vyjadfit
napéti pro celé téleso jednotné, v zavislosti na Gthlu ¢;,,. Ten ma vrchol ve stfedu meridianové
kiivosti, stejné jako thel ¢,,, a narista ve sméru hodinovych ruc¢iéek, uvazuje-li se ¢ast télesa,
ktera ve vertikalnim fezu lezi napravo smérem od osy z. Proti sméru hodinovych rucicek
narusta, je-li uvaZzovana strana leva. Pro ¢ast vnéjsi je tento ihel shodny s tthlem ¢,,, a pro ¢ast
vnitini plati ¢@;,, = ¢, + 180°. Pii pouziti vztahu (3.27), ktery je platny jen pro body ve
vzdalenosti 1y < b, a ¢,,€(0° 180°), je dosazeno naprosto stejnych vysledk, jako kdyz je ve
vyjadieni (3.14), které plati pouze pro body ve vzdalenosti 1y > b, pouzit thel
@, = @ + 180° kde ¢,,€(0° 180°). Tento jev je zpisoben lichosti funkce sinus. Rovnici
(3.14) je tedy mozno pii vyuziti Ghlu ¢;,, aplikovat pro vSechny body na télese.

Timto odvozenim bylo dokazano, Ze pro vypocet napéti neni rozhodujici rozdilna
geometrie elementarniho prvku skofepiny Vv jejich riznych bodech, a neni ji potieba ve vypoctu
uvazovat. To je naprosto v souladu s literaturou, kde tato zménu tvaru, pfi tomto typu vypoctu,
neni brana Vv Gvahu.

24



Ustav mechaniky téles, Aneta Heidrova
mechatroniky a biomechaniky Deformacné-napétova analyza toroidni skorepiny
FSI VUT v Brne

Uvedena napéti pasobici v riznych smérech je mozné podle podminky HMH, ktera je
také znama jako hypotéza von Mises, prevést na redukované napéti g,.4. TO je v [13]
definovano jako napéti fiktivni tahové napjatosti, prifazené obecné napjatosti tak, ze prosta
bezpe¢nost je vzhledem mezni hodnoté o), stejnd pro obecnou i fiktivni napjatost. Za
ptedpokladu, ze a,, = 0 je uréeno nasledovné:

3.28
ORep = \[Urzrl + Utz — OOt ( )

3.2 Deformace skoiepiny

V konkrétnim bod¢& skotfepiny plisobi, za predpokladu zanedbdni napéti o,,, obecna
dvouosa napjatost, jak také uvadi [1]. Deformace je dana nenulovym délkovym pietvoienim
Eny €ms & a nulovym thlovym pietvorenim Yy, Vinn, Yme- Pretvoreni y,,,; musi byt nulové pro
zachovani osové soumernosti a pretvoreni Yy, Vmn jsou nulova disledkem tenkosténnosti
télesa a dalSich podminek membranové napjatosti. Délkova pietvoieni mohou byt vypoctena
na zakladé nasledujicich vztaht:

& = %[Ut — u(om + Un)] (3.29)
&m = %[Um — (o + Un)] (3:30)
&n = %[O—n — p(om + at)] (3.31)

Vlivem pusobeni vnéjsich sil dochazi k posunuti obecného bodu stifednicové plochy ve
sméru normaly u,, a také K posunuti v sméru te¢ném k meridianu u,,,. Pfedmétem naseho kurzu
bylo pouze odvozenim posuvu u, v radialnim sméru ¢ili zménou poloméru Ar, ¢ehoz bylo
dosaZeno nasledujicimi kroky [1].

Plati zavislost mezi posunutim a pretvoienim [1]:

tn (3.32)

gt =
Tt
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Dnm ¢
meridian S
3
\
ro Ar
z

Obr. 13 Odvozeni zmeny Ar poloméru r radidlniho rezu, upraveno podle [1]

Z Obr. 13 vyplyva nasledujici vztah:

Ar = u,sing,, = &71:SinQ,, (3.33)

Dosazenim r; = W do vztahu (3.33) je ziskana nasledujici rovnice:

Ar = ryg, (3.34)

Konstitutivni rovnice pro obvodové pietvoieni (3.29) byla dosazena do vztahu (3.34).
Jelikoz ma napéti g,, zanedbatelnou velikost, je ziskana rovnice vyjadiujici zménu poloméru r
radialniho fezu:

T
&r =2 [0, = ko] (3.35)
Do vztahu (3.35) jsou dosazena hlavni napéti ve tvarech (3.24) a (3.25):
Ar 2 To[Pa pa(ro + b) ro ropa — upa(ry — b)|
E|2h 2r0 2r,h B (3.36)

ZEh (7”0 .U(ro + b))

Pro nazorngjsi grafickou interpretaci vysledkii je zména poloméru Ar vyjadiena

Vv zavislosti na thlu ¢,,. Zde je nutné postupovat zvlast’ pro vnéjsi a vnitini ¢ast skotfepiny.
Nejprve tedy casti vné&jsi, kde plati ry = b + asing,,:
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Ar = 2Eh (b + asing,, — u(b + asing,, + b)) =
pa

~ 2Eh

(3.37)
( 1-2w+@0- M)Slmpm)

Pro stranu vnitini naopak plati r, = b — asing,, a vztah pro zménu poloméru ma tento
tvar:

Ar = — asing,, — u(b — asing,, + b)) =

_ pa
" 2Eh

2Eh 25 (0 (3.38)

: (b (1-2w+ (u— 1)smcvm)

Ve vyjadienich (3.37) a (3.38) je objevuje stejna odlisnost ve znaménkach, jako tomu
bylo v rovnicich pro meridianova napéti. Tento rozdil ma zde stejny divod, a proto je i tady
mozné vyuzivat vztah pro vnéjsi ¢ast skotepiny (3.37) pro vSechny body toroidu, pii pouziti
vySe zminéného thlu ¢;,,.
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4 Vypocet provedeny pro konkrétni hodnoty analyticky

Pro demonstraci vysledk bude proveden vypocet na dusi jizdniho kola 0 primérech
D = 665mm ad = 30mm a tloustce plast€ h = 1 mm, kterd symbolizuje toroidni

e < . oy . : y d
skofepinu. Ve vSech vyse zminénych vztazich pracujeme s poloméry a = 5= 15mm a

b = g = 332,5 mm. Tlak ptisobici uvnitt pneumatiky je p = 0,4 MPa. Materidlem je guma

o Poissonové poméru u = 0,5 a Youngové modulu pruznosti E = 4,5 MPa. Jeho velikost je
Vv této fazi pouze odhadnuta a bude uptfesnéna v pribéhu vypoctu. Jelikoz je predpokladano, ze
chovani gumy bude nelinearni z divodu vétsich deformaci, je nasledujici vypocet proveden
také na materidlu s chovanim linedrnim. Tim bude ocel o Youngové modulu pruznosti
E = 210 GPa a Poissonové poméru u = 0,3. Rozméry zkoumaného télesa zlistanou stejné a
vysledky pro oba materialy pak budou na zavér vzajemné porovnany.

4.1 Napéti
Napéti, ktera v télese v dusledku vnitiniho tlaku pusobi, jsou za podminek linearni

pruznosti nezavisld na materialovych charakteristikdch, a proto pro ocel i gumu dosahuji
stejnych hodnot a vypocet je mozné provést pro oba materialy soucasn¢.

4.1.1 Obvodové napéti

Jak uz bylo zminéno vySe, normalové napéti g, je pro nas zanedbatelné. Velikost napéti

obvodového o, ktera je ve vSech bodech télesa stejna, byla ziskana dosazenim konkrétnich
hodnot do vztahu (3.12):

_pa_0,4-15
"2 2-1

=3 MPa (41)

O¢

4.1.2 Meridianové napéti

Napéti meridianové o,,, se méni v zévislosti na tthlu ¢;,,. Nejvétsi napéti plisobi v misté s
nejmenSim polomérem 1y, které je proto nejkriti¢téj$i. Pro toho misto plati ¢;, = 270°.
Dosazenim do rovnice (3.14) byla zjisténa velikost meridianového napéti v tomto bodé¢.
Velikost tohoto napéti v ostatnich bodech skofepiny je vykreslena nasledujicim grafem (Obr.
14):

_pa(2b + asingy)  0,4-15-(2-332,5+ 15 sin (270°)

(4.2)
9m = 2h(b + asing,,)  2-1-(332,5+ 15-sin (270°)

= 6,14 MPa
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4.1.3 Redukované napéti

Obr. 14 Meridianové napéti

Také redukované napéti o,.4, ur¢ené podle podminky HMH, méni svou velikost
v zavislosti na thlu @;,,. Nejvétsich hodnot opét dosahuje v misté s nejmensim polomérem 7y,
Dosazenim do rovnice (3.28) byla spo¢tena velikost redukovaného napéti pro tento konkrétni
bod. Jeho hodnoty pro ostatnich body skofepiny jsou opét vykresleny grafem (Obr. 15).
Hodnoty redukovaného napéti v jednotlivych bodech nejsou piili§ rozdilné. Na skofepiné tedy

v v

ORgp = \/0-7%1 + 0 — oo, = \/6,142 +32—-6,14-3 =5,32 MPa

0sa symetrie

(4.3)

O oq [MPa]

0°

300° 60°
270° 90°
240° 120°
210° 150°

180°

Obr. 15 Redukované napéti
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4.2 Pretvoreni

trojosy stav deformace. Dochazi tak k pietvoreni k ptetvoreni meridianovému &, K pretvofeni
obvodovému & a Knim kolmému pretvofeni ve sméru normaly, které oznaCujeme &,.
Pretvoteni je na rozdil od napéti ptisobicich ve skofepiné zavislé na materialu. Je tedy nutné
postupovat pro ocel a gumu zv1ast’.

4.2.1 Urceni modulu pruznosti pro gumu

Pro materialy linearné elastické je Youngtiv modul pruznosti smérnici linearni ¢asti grafu
tahové zkousky a je uréen pomoci Hookova zakona podle vztahu [13]:

s (4.4)
&

V naSem ptipad¢€ vak bude dochazet k deformacim daleko vétsim, pti kterych je chovani
materialu nelinearni. V oblasti grafu, ktera zobrazuji nelinearni chovani materialu, se velikost
modulu pruznosti méni s rostoucim zatizenim. V takovém piipad¢é se vyuziva se¢ny modulu
pruznosti. Se¢ny modul pruznosti je urcen sklonem ¢ary, jez zacind v pocatku tahového
diagramu, a protina kiivku ve zkoumaném bodé. Dosazenim do vztahu (4.4) je pak urcena
hodnota Youngova modulu pruznosti pro konkrétni velikost zatizeni v dané oblasti deformaci.

Pro vypocet byl zvolen konkrétni typ gumy, ktery je na Obr. 16 znazornén zelenou
kiivkou. Pro zjisténi, v jakych deformacich se ptiblizné¢ budeme pohybovat a pro jakou oblast
bude hodnota Youngova modulu pruznosti nasledn¢ urcena, nebot’ je V nelinearni oblasti
nekonstantni, byla jeho hodnotu v prvni fazi vypo¢tu odhadnuta na E = 4,5 MPa. Dosazenim
tohoto ¢isla do vztahu (3.30) ziskdme piiblizné € = 1. Pro tuto velikost pietvofeni byla
odec¢tena z obrazku (Obr. 16) pro zelenou kiivku pfislusna velikost napéti a dosazenim do
vztahu (4.4) byl uréen Youngiv modul pruznosti vtomto bod¢, ktery bude pouzit
V nasledujicim vypoctu.

4,2 :
E= = 4,2 MPa (45)
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Tahova zkouska

Obr. 16 Tahovy diagram gumy pouzité ve vypoctu [14]

Pro tuto konkrétniho hodnotu bude velikost pietvoieni lehce vétsi nez 1. Pohybujeme se
tedy na k¥ivce v blizkosti bodu, pro ktery byla hodnota Youngova modulu pruznosti odhadnuta,
a tak i v této oblasti je mozné, vzhledem K piesnosti ostatnich vypocti, jeho hodnotu povazovat

za platnou.

4.2.2 Pretvoreni obvodové

Velikost obvodového pietvoieni pro téleso vyrobené z oceli, byla vypo¢tena dosazenim
piislusnych veli¢in do vztahu (3.29). Jak je mozné vidét v nasledujicim grafu (Obr. 17), nejvétsi
bude v misté, které je od osy rotace nejvzdalenéjsi. Obvodové pietvoreni dosahuje pro vSechny
body télesa velice malych hodnot a tyto hodnoty se také pro rizné body télesa ptilis nelisi.

0sa symetrie

Ocel: &, [10°]

300° 60°
270° 90°
240° 120°
210° 150°
180°

Obr. 17 Obvodoveé pretvoreni pro model z oceli
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Pro téleso z gumy je dosazenim pfislusného modulu pruznosti do rovnice (3.29) dosazeno
zcela odlisnych vysledki (Obr. 18). Pro body leZici na vnéjsi poloviné toroidu je obvodové
ptetvoreni kladné a pro body lezici na stran¢ vnitini zaporné. Na korunach toroidu je dokonce
nulové. Deformace se tedy po povrchu télesa vyrazné méni. To je zpusobeno tim, Ze
merididnové napéti je v pripad¢ pouziti tohoto materidlu v nékterych bodech télesa lehce vétsi
a Vv jinych lehce mensi nez dvojnasobek napéti obvodového, a pti pouziti Poissonova poméru
u = 0,5, dochazi ke skoro uplnému odecteni ¢lentt v zavorce ve vztahu (3.29). Vypoctené
hodnoty pietvotreni jsou tak nulova, blizké nule, zaporné, ale také kladné. Nejvétsi je obvodoveé
ptetvotfeni v misté kde ¢,, = 270°. Zde dojde ke zmenSeni rozméru télesa v obvodovém sméru
zhruba 0 1,5 %. V Zadném misté vSak neni deformace vétsi nez 2 %, ¢im by byla opusténa
oblast linearniho chovani materialu. U gumy o¢ekavame hyperelastické chovani neboli velké
elastické deformace. Z toho je mozné vyvodit, Ze na rozdil od vétSiny skofepin nastane nejvetsi
deformace v jiném nez obvodovém sméru.

, Guma: &, [-]
: .
! 0
(]
! 330° %03 30°
: 0,01 ©
(5]
g ' 300° 0,0 60°
1
e | glo3 e
o> 270° 9,05 o 90°
o
<
! 240° 120°
1
1
! 210° 150°
: 180°
1

Obr. 18 Obvodové pietvoreni pro model z gumy

4.2.3 Pretvoreni meridianové

Velikost ptetvotfeni meridianové byla vypoctena dosazenim do vztahu (3.30). Pro ocel
jsou hodnoty zhruba o jeden fad vyss$i, nez tomu bylo u ptetvotfeni obvodového, ale v
jednotlivych mistech skofepiny vSak opét neni pfili§ odlisné (Obr. 19). Nejvyssich hodnot bylo
dosazeno na nejmensim poloméru toroidu.
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Obr. 19 Merididnové pretvoreni pro model z oceli

Naopak v ptipadé gumy (Obr. 20) jsou hodnoty zcela odlisné nez pro pretvoreni
obvodové, pii pouZziti druhého materidlu. Pro rozdilné hodnoty thlu ¢,, ma pietvofeni
meridianové velmi podobné hodnoty ve vSech bodech télesa. Konkrétn€ se pohybujeme kolem
100 % deformace, ktera je vSude kladna.

60°
90°

120°

210° 150°
180°

0sa symetrie

Obr. 20 Meridianové pretvoreni pro model z gumy

4.2.4 Treti hlavni pretvoreni

Vyuzitim vztahu (3.31) je dosazeno zavéru, ze jak pro ocel, tak i pro gumu bude tieti
hlavni pfetvofeni (kolmé k meridianu) zaporné. Rozméry skofepiny ve sméru normadly
(tloustka) se tedy budou piisobeni vnitiniho tlaku zmenSovat. Jak je mozné vidét v uvedenych
grafech (Obr. 21, Obr. 22), nejvétsi pietvoieni nastava na nejmensim poloméru a jeho hodnoty
jsou pro oba materialy podobné jako u pietvoreni meridianového. Rozdily mezi jeho hodnotami
v riznych oblastech télesa jsou pro ocel i gumu zcela minimalni.
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Obr. 21 Pretvoreni pro model z oceli
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Obr. 22 Pretvoreni pro model z gumy

Z dosazenych vysledkl je mozni vyvodit nasledujici. Pro téleso vyrobené z oceli maji
ptetvofeni ve vSech smérech velmi malé hodnoty a pii pisobeni dané¢ho zatizeni, takZe se
chovani skotfepiny poklada za linearni. Naopak u gumy deformace ve dvou smérech zfetelné
ptekracuje dvouprocentni hranici a dochazi zde k nelinearité.

4.2.5 Zavislost pretvoreni na Poissonové poméru

Dal8i analyza je inspirovana skutec¢nosti, Ze obvodova pietvofeni u gumy vysla
prekvapivé mald a ma zodpovedét otazku, pro¢ tomu tak je. Nasledujicimi grafy (Obr. 23, Obr.
24) ma byt ukazana zména ve velikosti pfetvoreni v momenté, kdy se Poissoniv pomér za¢ne
ptiblizovat hodnoté u = 0,5. Zavislost je vyjadfena jednotné pro misto toroidni skofepiny, kde
plati ¢,, = 90°. Poissoniiv pomér je bezrozmérna hodnota, kterd se pro vétSinu materialt
pohybuje od 0 do 0,5. Pro kovy dosahuje hodnot z intervalu u € (0,25;0,5). Kovy nam v této
zavislosti bude reprezentovat material s E = 210 GPa ze zadani. U vétSiny typll gum ma
Poissonliv pomér hodnotu témét u = 0,5 odpovidajici jejich objemové nestlacitelnosti.
Existuji vS§ak druhy gum, které v sob& obsahuji znacné mnozstvi vzduchovych bublinek, a jeho
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hodnota se tak mize pohybovat dokonce i velmi blizko nuly. Zavislost pro gumu
SE = 4,2 MPa tedy bude vykreslena v intervalu u € (0;0,5).

Z uvedenych grafi (Obr. 23, Obr. 24) je ziejmé, Ze pietvoreni obvodové a meridianové
pro oba materialy s rostoucim Poissonovym pomérem klesa. Naopak pretvoieni normalové
roste, pokud bereme v tivahu jeho absolutni hodnotu. Pro hodnoty blizké u = 0,5 pietvoieni
obvodové klesa k nule, coz vysvétluje, proc se u gumy v této sloZzce neobjevuji vyssi hodnoty
pretvoreni obvodového a dominantnimi se stavaji ostatni slozky délkovych pietvoreni.

Zavislost pretvoreni na Poissonoveé poméru
pro E =210 GPa
0,00003

0,00002

0,00001

— ct

- 0

-0,00001 o PN N RSN o

-0,00002

-0,00003
Ay

Obr. 23 Zavislost pretvoreni na Poissonové poméru pro model E = 210 GPa

Zavislost pretvoreni na Poissonové poméru

pro E=4,2 MPa
2
1,5
1
- 0,5 - — ct
w 0 — em

N 0 005 01 0715=82..025 03 035 04 045 0,5
0,5 en

1,5
Iy

Obr. 24 Zavislost pretvoreni na Poissonove poméru pro model E = 4,2 MPa

4.3 Posunuti v radialnim sméru

Velikost posunuti Vv radidlnim sméru byla urc¢ena dosazenim do vyse odvozeného vztahu
(3.37). V pripadé oceli dojde k nejvétsimu posunuti v misté s nejveétsim polomérem 1. Jak
vidime v ptilozeném grafu (Obr. 25), dosahuji posunuti pomérné¢ malych hodnot, konkrétné
v fadech jednotek mikrometrd. Ve vSech mistech skofepiny jsou také posunuti kladna, tj.
polomér toroidu roste.
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Obr. 25 Posunuti v radidlnim sméru pro model z oceli

U toroidni skofepiny vyrobené gumy nastavaji kladna i zaporna posunuti (Obr. 26).
V nékterych mistech se tak polomér télesa bude zvétSovat a v jinych zmenSovat. Deformace na
vnéjsi a vnitini strané skofepiny dosahuji stejnych hodnot, ale opa¢ného sméru. Posuvy pro
tento material jsou také o nékolik fadil vyssi, nez tomu bylo u oceli a nejsou zanedbatelné
V porovnani srozméry télesa. Pfimym disledkem je pak poruSeni piedpokladii linearni
pruznosti, protoze uvolnéni prvku télesa v nedeformovaném stavu neni mozné pouzit pro popis

jeho stavu deformovaného.

0sa symetrie

Guma: Ar [mm]

0°
6
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1
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Obr. 26 Posunuti v radidlnim sméru pro model z gumy
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5 Vypocet pro konkrétni hodnoty metodou MKP

Pro ovéfeni spravnosti vysledki ziskanych analyticky byl zhotoven model toroidni
skotepiny v programu ANSYS Workbench, ktery pro vypocet vyuziva metodu kone¢nych
prvktu (MKP).

Pro tvorbu modelu byly vyuzity 2D prvky s osovou symetrii okolo osy y. Ta také omezuje
pohyb v osach x a z. Pohyb v ose y byl omezen pomoci vazby, jak je znazornéno na Obr. 27.
Jeji umisténi nema na vysledky znaény vliv. Rozméry, materialové charakteristiky a zatizeni
zustaly stejné jako v kapitole 4.

1
A: Ocel 1
Static Structural ! I\nsys
Tirme: 1, 5 : 2022 R1
18.04.2022 1723 h R ———
1 STUDENT
[l Pressure: 0.4 MPa |
Displacemen it 1
1
1
1
D 1
e 1
s
[
E 1
1
>0 63
wv o
1
< |
1
o 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

.

0,000 10,000 20,000 (mim)
[ Eaaa— ES—

5,000 15,000

Obr. 27 Zatizeni a zamezeni posuvii v ose y

Po vytvoreni geometrie a zadani materidlovych charakteristik bylo pfistoupeno k tvorbé
sité. Programem defaultné vytvotena sit’ obsahovala po §ifce skofepiny jen jeden prvek, coz je
naprosto nedostacujici, a bylo tak potieba sit’ zjemnit. Jako kontrolu pro dostate¢nou hustotu
sit¢ je mozné vyuzit slozku normalového napéti kolmého k meridianu. To by pii zatizeni
vnitinim tlakem 0,4 MPa mélo na vnitinim povrchu skofepiny dosahovat prave této hodnoty.
Na povrchu vngj$im, ktery nijak zatizen neni by jeho hodnota méla byt nulova. Obecné plati,
ze u numerického modelu akceptujeme chybu do 5 %. Sit’ tedy bude dostate¢na, pokud bude
na vsech mistech wvnitfniho povrchu hodnota napéti dosahovat maximalné hodnoty
0, = — 0,38 MPa a na povrchu vnéj$§im minimaln¢ o, = — 0,02 MPa. Toho bylo
dosazeno pfi pouziti linedrnich prvkil o velikosti 0,1 mm po celém télese. Tloustka skofepiny
je tak vyplnéna deseti prvky (Obr. 28). Dusledkem tvaru télesa je vytvoifeni ne piili§ pfesnych
trojuhelnikovych prvkil v nékterych oblastech. V téchto mistech se tak mohou vysledné
hodnoty lehce odliSovat, coz také zplisobuje mirny posuv minim a maxim oproti analytickému
modelu.
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Obr. 28 Sit pouzita pro model toroidni skorepiny

Pfi vypoctu provedeném analyticky S vyuzitim teorie membranové skotepiny Se
predpoklada, Ze velikost napéti, pietvoreni ani posunuti jsou po tloust'ce skofepiny neménné.
To vSak neplati pro numericky model. Ten dava realné, tedy proménné vysledky v uzlech sité,
které jsou rozmistény pies tlouStku télesa. Pro dosazeni stejnych hodnot, jaké byly ziskany
vypoctem analytickym, by bylo nutné udélat vazeny primér hodnot v uzlech v kazdém misté
meridianu. Tento fakt je nutné brat pii porovnavani konkrétnich ¢isel v tvahu. Z tohoto divodu
bude pro srovnani vysledkl s analytickym feSenim uvazovén aritmeticky primér hodnot na
vnéj$im a vnitinim povrchu pro mista s nejmensim a nejvétSsim polomérem 1y, které jsou déle
oznaceny jako C a D.

5.1 Vysledky pro téleso vyrobené z oceli

Analytickym vypoctem bylo potvrzeno, ze chovani télesa vyrobeného z oceli je za daného
zatizeni linearni. Numericky vypocet bude proto nejdiive proveden pro tento material, aby byla
ovéfena jeho spravnost. Po porovnani vysledkli dosazenych obéma metodami vypoctu
prejdeme k télesu vyrobenému z gumy, které vykazuje chovani nelinearni.

5.1.1 Napéti

5.1.1.1 Obvodové napéti

Na zaklad¢ analytického vypoctu bylo dosazeno zavéru, ze obvodové napéti je nezavislé
na poloze vySetiovaného bodu a ma pro vsechna mista skofepiny stejnou hodnotu
0y = 3 MPa. Z Obr. 29 je ziejmé, ze jeho velikost, vypoctena pomoci MKP, se se zmenSujici
se vzdalenosti od osy rotace také zmenSuje. Spoétenim aritmetického praméru z hodnot na
vnéj$im a vnitinim povrchu skofepiny pro body C a D, dosahuje obvodové napéti hodnot
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uvedenych v (Tab. 1). Vysledky, kterych bylo dosazeno numerickym vypocétem se od téch
ziskanych analyticky 1isi ptiblizn¢ o 7 — 13 %.

Type: Mormal Stress(Z Dois)
Unit: MPa

Ansys

2022 R1
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Coordinate Systerm
Time: 15
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Hade 1342
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Obr. 29 Obvodové napéti pro model z oceli

Tab. 1 Porovnadni hodnot obvodového napéti pro model z oceli v bodech C a D

Napéti Bod Analyticky vypocet Numericky vypocet Rozdil hodnot
C 2,61 13 %
oc [MPa] 5 3 2,79 7%

5.1.1.2 Meridianové napéti

Mista s maximalni a minimalni hodnotou merididnového napéti se pro oba typy vypoctu
shoduji, jak je také vykresleno na Obr. 30. Zprimérovanim hodnot na vnéj$im a vnitinim
povrchu pro body C a D dostavame hodnoty uvedené v (Tab. 2). Ziskané hodnoty se pro oba
body odlisuji od ptedchoziho vypoctu maximalné o 6,5 % a tudiz mohou byt povazovany za
ptijatelné. Rozdil mezi maximalnim a minimalnim napétim po tloust’ce stény je v obou
hodnocenych bodech cca 10% (Tab. 2), coZz naznacuje poruseni piedpokladit membranové
napjatosti. Tim lze vysvétlit rozdily mezi analytickym a numerickym feSenim. Stejny rozdil se
objevuje i u dalsich vypoétenych charakteristik. Vzhledem k absenci omezujicich predpoklada
Ize proto MKP feSeni povazovat za piesnéjsi.
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Obr. 30 Merididnové napéti pro model z oceli
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Tab. 2 Porovnani hodnot meridianového napéti pro model z oceli v bodech C a D

Rozdil
Numericky | Numericky i hodnot
Analyticky | vypocet— | vypocet— Numericky analytického
Napéti | Bod L7 o vonr vypocet —
vypocet vnitrni vnejsi oy a
povrch povrch prumer numerického
vypoctu
5. [MPa] C 6,14 6,0461 5,4404 5,74 6,5 %
m D 5,87 5,7901 5,1913 5,5 6,3 %

5.1.1.3 Redukované napéti

Pro redukované napéti, ur¢ené podle podminky HMH, dostavame obdobné vysledky jako
pro napéti merididnové. Maximum a minimum se nachazeji na stejnych mistech, jako pfti
analytickém vypoctu. Konkrétni hodnoty pro C a D (Tab. 3), vykazuji odlisnost od analytického
feSeni mirné vétsi nez 3 %, coz je v rdmci obvyklé nepresnosti vysledki.

Tab. 3 Porovndni hodnot redukovaného napéti pro model z oceli v bodech C a D

Napéti Bod Analyticky vypocet Numericky vypocet Rozdil hodnot
[MPa] C 5,32 5,14 3,4 %
Ored D 5,08 4,93 3%
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5.1.2 Pretvoreni

Pro vSechna pfetvofeni se poloha maxim a minim nachazela na stejnych mistech, jaké
byly zjistény analytickym vypoctem. Jejich hodnota je také velmi mala, ¢imz bylo potvrzeno,
ze chovani toroidni skofepiny vyrobené z oceli je pro dané zatizeni linearni. Ziskané hodnoty
(Tab. 4), vykazuji, az na obvodové pietvoieni v bodé C, dobrou shodu s analytickym modelem.
Odlisnost této hodnoty odpovida odlisSnost obvodového napéti pro tento bod oproti
analytickému vypoctu a ma ziejme stejny ptivod.

Tab. 4 Porovnadni hodnot pretvoreni pro model oceli v bodech C a D

Pietvoteni Bod Analyticky vypocet | Numericky vypocet Rozdil hodnot
. 106 [_] C 5,51 4,51 18,1 %
&t D 59 5,74 2,7 %
C 2,5 2,39 4,4 %
. 5 - L ' ]
g 10°L] 7 2,37 2,24 5,5 %
C -1,31 -1,29 15%
. 5 - L ' ]
& 10°[1 1,07 11,28 1%

5.1.3 Posunuti v radialnim sméru
Stejné jako pro analyticky model i zde plati, Ze s rostouci vzdalenosti od 0Sy rotace

posunuti v radialnim sméru narusta (Tab. 5). Zna¢na odlisnost hodnoty od piedchoziho vypocétu
pro bod C souvisi s rozdilnym vysledkem pro obvodové pietvoreni pro tento bod.

Tab. 5 Posunuti v radidlnim sméru pro model z oceli v bodech C a D

Posunuti
V radialnim Bod Analyticky vypocet | Numericky vypocet Rozdil hodnot
sméru

C 0,00175 0,00143 18,3 %
D 0,00205 0,00199 2,9%

Ar [mm]

5.2 Téleso vyrobené z gumy

Analytickym vypo¢tem bylo dosazeno zavéru, Ze se guma pro tento ptipad zatizeni bude
chovat nelinearné. Fakt, ze deformace télesa pro tento material budou az 100%, ovéfime
nasledné také numericky.

5.2.1 Napéti

Jak bylo zminéno vyse, napéti jSou nezavisla na materialu, a proto by hodnoty, jak pro
téleso z gumy, tak pro téleso z oceli mély vyjit stejné (pii pouZiti linearni teorie pruznosti).
Vytvotenim numerického modelu bylo dokézano, Ze ziskand napéti lisi o méné nez 1 %, ¢im
byla potvrzena shoda s analytikou.
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5.2.2 Pretvoreni

Také numerickym modelem bylo dosazeno zavéru, ze k velkym pietvorenim bude
dochazet pouze ve sméru meridianovém a ve sméru jeho normaly. Ziskané vysledky (Tab. 6),
se pro tyto dva typy pretvoreni od téch ziskanych analyticky zésadné nelisily. Naopak pro
pretvotreni obvodové, které nabyva velice malych hodnot, jsou dosazené vysledky po porovnani
s pfedchozim vypoctem vyrazné odlisné. Vzhledem k nestlacitelnosti gumy je absolutni chyba
pro vSechny slozky pretvofeni podobna. Pietvoreni obvodové je nicméné velmi malé a pii
procentualnim porovnavani vysledkii obou typti vypoctu procentudlni chyba vyrazné naroste.

Tab. 6 Porovnadni hodnot pretvoieni pro model z gumy v bodech Ca D

Pietvotent Bod Analyticky Numericky Rozdil Absolutni
vypocet vypocet hodnot rozdil hodnot
C -0,017 -0,04 135,3 % 0,023
&l D 0,015 0,036 140 % 0,021
C 1,11 1,08 2,7 % 0,03
ém [] D 1,04 1 3,8% 0,04
C -1,09 -1,04 4,6 % 0,05
en ['] D -1,06 -1,03 2,8 % 0,03

Jelikoz pouzivame u gumy nestlacitelny model, tedy u = 0,5, méla by byt splnéna
podminka nestlacitelnosti, tedy Zze by soucet vSech ptetvoieni pro konkrétni bod mél byt roven
0. Tato podminka byla ovéfena pro body C a D. Jak je uvedeno v (Tab. 7) soucet se pro oba
body a oba typy vypoctu pohyboval velice blizko nule nebo byl dokonce nulovy. Podminka
nestlacitelnosti tak byla potvrzena.

Tab. 7 Podminka nestlacitelnosti pro model z gumy pro body C a D

Soucet pietvoreni Bod Analyticky vypocet Numericky vypocet
C 0,003 0
&t ém tén [ D 20,005 0,006

5.2.3 Posunuti v radialnim sméru

Jak je mozné vidét v (Tab. 8), velikost posunuti v radialnim sméru se od hodnot
vypoctenych analyticky zasadné odlisuje. Posunuti jsou pro oba typy feseni na korunach toroidu
nulové a pro body ve vzdalenosti ry, > b ary < b, lezici na stejném radidlnim fezu, symetricka.
Numerickym vypoctem vSak byly ziskany hodnoty vice nez dvojnasobné. VVzhledem k velkym
deformacim nelze ani jeden vypocet povazovat za spravny, ten Ize dostat jediné nelinedrnim
MKP fesenim, coz je mimo moznosti této prace. Presto vSak bylo usilovano o nalezeni divodu
tak velkého rozdilu vyhodnocenim zéavislosti vysledkd na Poissonoveé poméru.
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Tab. 8 Posunuti v radidlnim smeéru pro model z gumy v bodech C a D

Posunuti
Vv radiadlnim Bod Analyticky vypocet | Numericky vypocet Rozdil hodnot
sméru
Ar [mm] C -5,36 -12,6 135,1 %
D 5,36 12,6 135,1 %

5.2.3.1 Zavislost radialniho posunuti na Poissonové poméru

Jelikoz je posunuti v radialnim sméru dopocitavano pomoci vztahu (3.34), ve kterém
figuruje obvodové pretvoieni, jehoz velikost je znacné ovlivnéna velikosti Poissonova poméru,
1ze o€ekavat, Ze 1 hodnoty radidlniho posunuti se budou s ménicim se Poissonovym pomérem
znacné lisit. V nasledujicim grafu (Obr. 31) je zobrazena zavislost velikosti radialniho posunuti
na hodnot¢ Poissonova poméru pro vysledky ziskané jak numericky, tak i analyticky. Z grafu
je ziejmé, ze velikost radidlniho posunuti s rostoucim Poissonovym pomérem klesé priblizné
linearn¢ a pro p=0.5 klesne o tad, zatimco rozdil mezi ziskanymi vysledky vyrazné naroste.
Absolutni rozdil hodnot ziskanych obéma metodami sice neni V porovnani s nejvEtSimi
hodnotami pfilis velky, ale pokud je ale bran v Gvahu relativni rozdil v procentech, tak
piedevsim pro velmi mala radialni posunuti (u = 0,5) nabyva velkych hodnot. To vysvétluje
znacnou odlisnost vysledki zapsanych v Tab. 8.

Zavislost radialniho posunuti na Poissonové poméru

120
100
Analyticky
80 vypocet
€
E 60 .
o Numericky
< vypocet
40
20
0
0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Ml

Obr. 31 Zavislost radidlniho posunuti na Poissonové poméru pro analyticky a numericky vypocet

Skoro stejné procentudlni neshody mezi analytickym a numericky modelem bylo
dosazeno pro obvodové pretvoieni. Ta ma zde stejny plvod, nebot se pietvofeni piimo
prepocitava na radidlni posuv a obracen¢.
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5.2.4 Celkova deformace

Celkova deformace, kterou jsme analytickym vypoctem neurcovali, je pro model feseny
MKP zvétsené zobrazena na Obr. 32. Skofepina se deformuje symetricky podle horizontalni a
vertikalni osy prochdzejici stfedem meridianové kiivosti, tvar meridianu se tedy méni na
elipticky.

B: Guma

celkova deformace
Type: Total Deformation
Unit: mrn

Time: 15

15.04.2022 1619

Ansys
m. o

STUDENT

17,957 Max
17,305
16,652
15,099
15,346
14,684
14,041
13,388
12,735
12,083 Min

12,088 )
MNode 880

0sa symetrie

0,000 10,000 20,000 {rrr)
]

5,000 15,000

Obr. 32 Celkovd deformace pro model z gumy

5.2.5 Nelinearita

Pii feSeni toroidni skofepiny vyrobené z gumy se v programu ANSYS Workbench
objevovalo upozornéni, ze deformace jsou piili§ velké a bylo by vhodné zménit okrajové
podminky nebo povolit velké deformace, ¢imz by byl zapnut nelinearni vypocet. Jak bylo
dokazano predchazejicim vypoctem, téleso z gumy se za daného zatizeni chova nelinearné.
Z tohoto ditvodu bude tato moznost feSeni vyzkouSena a porovnana S analytickym linedrnim
feSenim.

Pfi ponechani vnitiniho tlaku p = 0,4 MPa vypocet nekonvergoval, a proto bylo nutné
ptistoupit ke sniZeni zatizeni az na p = 0,05 MPa, pro které uz byl vypocet tspesné proveden.
Nicméné i za téchto podminek jsou, jak bylo ovéfeno analyticky, deformace v fadech desitek
procent a linearni model jiz nemize byt platny.

Rozdily mezi linearnim analytickym a nelinedrnim numerickym modelem jsou jiZ pro
pouzité osmkrat niz8i zatizeni mnohem vétSi neZ mezi linearnimi modely a pohybuji se
ptiblizné od 30 do 50 %. Jesteé vétsi odchylky fadu stovek procent vykazuji vysledky pro
obvodové pretvofeni a posunuti v radidlnim sméru. Na zéklad€é nelinearniho numerického
modelu je mozno ptredpokladat, ze veskeré vystupni veli¢iny na té€lese budou mnohem vétsi,
nez jaké dava vypocet linearni. Ani vysledky numerického (nelinedrniho) MKP modelu vsak
nelze povazovat za spravné, protoze predpokladaji linedrné elasticky materidl. Dalsi zpfesnéni
numerického modelu je v§ak mimo moZnosti této prace.
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Tab. 9 Porovnani hodnot pro linedrni analyticky a nelinedrni numericky model z gumy
v bodech C a D p7i osminé maximdalniho zatizeni

Napéti/pretvoreni Bod Linearni analyticky Nelinedrni Rozdil hodnot
/posunuti vypocet numericky vypocet
0,

aws | S o 7 )

C 0,77 1,06 37, 7%

om [MPe] D 0,73 1,01 38,4 %

C 0,66 0,94 42,4 %

Orea [MP2] D 0,64 0,89 39,1 %

& [ C -0,0021 -0,0095 352,4 %

t D 0,0019 0,0086 352,6 %

C 0,14 0,2 42,9 %

&m [ D 0,13 0,18 38,5 %

& [] C -0,14 -0,19 35,7 %

" D -0,13 -0,19 46,2 %

Ar [mm] C -0,67 -3,01 349,3 %

D 0,67 3,01 349,3 %
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ZAVER

Bakalarska prace se zabyva deformacéné-napétovou analyzou toroidni skofepiny, ktera je
zatizena konstantnim vnitinim tlakem. Prvni ¢ast prace tvofi shrnuti membranové teorie
skofepin pro skofepiny obecného tvaru, nasledovana reSer§i z oblasti vyuziti toroidnich
skofepin. Dale je zde nastinén problém rozdilné geometrie télesa pro body lezici na vnitini a
vngjsi strané toroidu, ktery ve studovanych pracich ani v seznamech vzorci uréenych pro
vypocet napéti a pietvoreni na té€lesech neni uvazovan. Ten je objasnén v dalsi ¢asti prace, kde
jsou odvozeny rovnice pro vypocet napéti a deformaci na toroidni skotfepiné€. Rovnice, kterych
bylo odvozenim dosazeno maji stejny tvar jak pro body leZici na skotepiné ve vzdalenosti
ro > b, tak i pro body ve vzdalenosti r, < b. NezaleZi tedy na poloze vySetfovaného mista
na skofepin¢ a je vyuzivano stale stejnych vzorci. Teoreticka ¢ast je nasledovana analytickym
vypoctem a jeho verifikaci numerickym vypoctem pomoci MKP, pro model skofepiny z oceli
a gumy.

Obéma typy vypocti bylo dospéno k zavéru, Ze nejveétsi napéti pusobi na nejmensim
poloméru skofepiny 7y ;. Naopak nejmensi hodnotu méa na poloméru nejvétsim oznaceném
Jako 7o may. Napéti obvodové, které mélo pro analyticky vypocet stejnou hodnotu pro celé
téleso, se pro numericky vypocet zvysuje s nartistajici vzdalenosti od osy symetrie z. Celkove
je jeho hodnota mensi nez ta ziskana analyticky 0 7 — 13 %, coZ je vic nez obvykla neptesnost
dané predpokladem membranové napjatosti, tedy napéti konstantnich po tloust'ce skotepiny.
Duivod tak velké rozdilnosti hodnot neni znam. Rozhodnout by se to dalo experimentem, ktery
je vSak mimo moznosti této bakalaiské prace. Vypocet pietvoreni ukéazal, ze nejvétsi hodnoty
bude dosahovat jeho meridianova slozka, ktera ma pro model z gumy hodnotu vyssinez 100 %,
¢imz je potvrzeno, ze chovani skofepiny z gumy za daného zatizeni na rozdil od oceli nebude
linearni. Obvodové pretvoieni nabyva necekané malych hodnot, coz je zpisobeno jeho
zavislosti na Poissonové poméru, kdy se jeho hodnoty se zvysujicim se Poissonovym pomérem
priblizuji nule. Malé hodnoty pfetvoreni obvodového jsou zejména pro téleso vyrobené z gumy
také divodem velkého procentualniho rozdilu hodnot mezi analytickym a numerickym
feSenim. Pfi uvazovani rozdilu absolutniho jsou vSak rozdily pietvoreni ve vSech tfech smérech
srovnatelné mezi obéma typy feSeni. Rozdil mezi hodnotami ziskanych pomoci MKP a
analytického vypoctu pro téleso z gumy byl zaznamenan také u velikosti radialniho posunuti a
ma zde stejny pivod jako u pietvofeni obvodového. Také pro pretvoieni obvodové a posunuti
v radidlnim sméru na nejmensim poloméru 7y ,;, pro skofepinu z oceli je evidovan rozdil
hodnot mezi obéma typy feSeni zhruba 18 %, coz je pravdépodobné zpusobenou rozdilnou
hodnotou obvodového napéti, které vtomto bod¢ bylo numericky vypocteno. Ostatni
numericky vypoctené charakteristiky se od téch ziskanych analyticky 1i$i maximalné o 7 %,
coz je prijatelnd odchylka.

Zavér prace tvori nelinearni vypocet v programu Ansys, ktery byl proveden za snizené¢ho
napéti z divodu, Ze vypocet pii ponechani ptivodniho napéti nekonvergoval. Na jeho zakladé
je mozno predpokladat, Zze veskeré vystupni veli¢iny na télese budou ve skutecnosti podstatné
vétsi, nezZ jaké byly ziskany vypoctem linedrnim.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

Symbol Veli¢ina Jednotka
a Polomér merididanové kruznice mm

b Stiedni polomér toroidu mm

D Stiedni prumér toroidu mm

d Primér meridianové kruznice mm
Ar Zména poloméru r radialniho fezu mm

E Youngtiv modul pruznosti MPa
€ D¢élkove pietvoreni —

Em Meridianové pretvoieni -

&n Tteti hlavni pfetvoreni —

& Obvodové pretvoreni —

Om Uhel kuzelového fezu o

Q¢ Uhel meridianového fezu °

Vmn Uhlové pietvoreni Vv roving mn -

Vmt Uhlové pietvoreni v roviné mt -

Ve KruZznice vytvotena kuzelovym fezem -

Vin Uhlové pretvofeni v roviné tn —

h Tloustka stény skofepiny mm
K Gaussova kfivost plochy mm™!
ki, ks Hlavni kiivosti plochy mm™1
U Poissontiv pomér -

N, Meridianova liniova sila F-mm™!
N, Obvodova liniova sila F-mm™!
Om Stfed merididnové kruZnice —

0, Vrchol kuzele —

p Tlak MPa
T Meridianovy polomér kiivosti mm
Ty Vzdalenost ve sméru osy r mm
Tomax Nejvetsi polomér toroidu mm
To,min Nejmensi polomér toroidu mm
T KuZelovy polomér kiivosti mm

o Normalové napé&ti MPa
Om,romax Meridianové napéti na polomeéru g ,qx MPa
Om,ro.min Meridianové napéti na polomeéru g i MPa
Om Merididnové napéti MPa
Oy Normalové napéti plisobici ve stiednicovych plochach MPa
Ored Redukované napéti MPa
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Ot Obvodové napéti MPa

U, Posunuti ve sméru tecny k meridianu mm

U, Posunuti ve sméru normaly stfednicové plochy mm

Uy, Posunuti v radidlnim sméru mm
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