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Abstrakt:

V této prdaci popisuji konstrukci tenzorové algebry a ndsledné vyuziti této zajimavé
struktury pro popis zakfivenych ploch. Této struktury se da vyuzit v geometrii nebo napfiklad
v mechanice. Duraz je kladen na jasnou konstrukci, a navic pokud je moznost zachovat vizualni
predstavu o daném problému. Hlavnim udkolem této prace bylo seznamit se s tenzorovou
algebrou a jeji konstrukci a nasledné ji vyuZzit na prikladech z fyziky a mechaniky.

Abstract:

In this thesis | describe construction of tensor algebra and its following usage of this
magnificent structure for description of curved surfaces. This structure can be used in
geometry or for example in mechanic. The thesis is focused on clear construction and if it is
possible than to sustain visual aspect of current problem. Main task of this thesis was got the
feel of tensor algebra and its construction and then use it on tasks in physic and mechanic.
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Uvod

Tenzorova algebra je schopna zachycovat rlizné vlastnosti matematickych objekti s maximalni
uzZiteCnosti, transparentnosti a eleganci. Pokud chceme proniknout do diferencialni
geometrie, je jeji aplikace nevyhnutelna. Albert Einstein byl jeden z propagator(i této
struktury a taktéZ do ni prispél zavedenim Einsteinovy sumacni konvekce, které dovolila
Uzasné komprese, jinak velmi rozsadhlych vztah(. Tensorovy pocet vyuzivd silu soufadnych
systému, ale zdroven zachovava vseobecnost diky tomu, Ze nevybird Zadny ze soufadnych
systému, dokud to neni nutné. V tomto je obrovska sila tenzorového poctu, jeho velky rozsah,
diky tomu, Ze ho lze napasovat na vSechny soutfadné systémy. Aby ale néco takového mohlo
fungovat, bylo treba zjiSténi, Ze invariant, ktery je nezdvisly na soufadném systému, lze
poskladat ze struktur, které nazyvame tenzory a ty maji tu specidlni vlastnost, Ze existuje jasné
dany vztah, ktery je prevadi z jednoho soufadného systému do druhého. Tedy ukolem
tenzorového poctu je pravé najit takové objekty, které kdyz zkombinujeme, tak dostaneme
invariant, ktery bude platit na vSech souradnych systémech.

V této prdci se tedy budu zaobirat konstrukci téchto tensord a nasledné se budu snazit
kombinaci tenzoru dosahnout invariantnosti. Abych mohl néco natolik komplikovaného
vytvofit, musim se opfit o zaklady matematiky, které vybudovali znami matematici Descartes,
Christoffel, Euklid a mnoho dalSich. Poté Ize tuto strukturu aplikovat na mnoho jinak tézko
popsatelnych objektd, jako jsou tfeba zahnuté plochy nebo obecnéji manifoldy.

Tato prdce obsahuje dva pfistupy ke stejné problematice. V prvni &asti se formou
definic dostavam k tenzorové algebre ovsem za cenu ztraty geometrické interpretace. K tomu
slouzi druha ¢ast, ktera nechava jisté definice povolnéjsi, ale za to se snazi vnést geometrickou
interpretaci do konstrukce. Tedy na ukor preciznosti zajiStujeme intuitivnost. Ani jeden
z pfistupu rozhodné neni Spatny pravé naopak je zcela vhodné si oba pristupy osvojit, jelikoz
oba sméry se v urc¢itém kroku dokonale propletou a zaénou navzajem na sebe odkazovat.
Nejvice patrné to je v kapitole plochy a jejich tenzorova algebra.

V zavéru kapitoly plochy dochazi k velmi zajimavému zjiSténi. Postup, kterym se
k nému dostanu, je naprosto fenomenalni, jelikoZz poté, co jsem vybudoval v prechozich
kapitolach, zacnou véci do sebe zapadat a uz staci se jenom divat, jak se struktury a vztahy
v podstaté tvofi sami.



1. Tenzorova algebra

1.1 Baze a prechody mezi nimi

Necht mame konecné rozmérny vektorovy prostor IV nad télesem R. Dale v ném existuje baze
vektorového prostoru {e5, ..., €,,}, pak kazdy prvek u € V lze vyjadfit jako linedrni kombinaci.

u=u'e; + - +u'e,u €R 11
Tedy jednotlivé prvky u’ jsou soufadnice vzhledem k dané bazi. Dile budeme vyuZivat

Einsteinovu sumacni konvenci. Tedy zapis 1.1 lze prepsat na:

F'Mz
fuy

Tedy pokud dolni index a horni index maji stejné oznaceni, automaticky je indukovand sumace
pres tyto ¢leny. UvaZzujme tento vyraz:

Zrlr]m L'rlrcl:zzzrlrjm lrlrcl 1.3
i m

Sumujeme tedy pres dva indexy a to i, m. Tyto indexy se nékdy oznacuji jako ,,dummy indices”,
tedy ,fiktivni indexy”, pfes né se scita a naopak indexy j, n, k se nazyvaji ,live indices”, tedy
»Zivé indexy”, ty nam posléze urcuji velikost vysledného vyrazu.

UzZ z linedrni algebry vime, Ze v takto definovaném vektorovém prostoru V Ize sestrojit vice
bazi. Tedy tuto myslenku rozvineme.

UvaZujme nyni dvé baze {ej,..,e,} a {ey,..,e,’}. Libovolny vektor druhé baze Ize
jednoznacéné urcit linedrni kombinaci z baze prvni.

e =Jie 14
A naopak Ize kazdy vektor prvni baze definovat jako kombinaci druhé baze.

.
Pl (rand 1.5
e, =Ji ey

. Y
Jednotlivé slozky ]l.l, (resp. J{ ) tvofi ,matici pfechodu z ne¢arkované béaze do ¢arkované
(resp. z ¢arkované do necarkované baze). Tyto dvé matice maji velice hezkou vlastnost a to,
Ze jedna je inverzni k druhé, lze tedy psat.

o iy 1 i'=
1;1;,=5;,={0 =) 16



Kde pod symbolem 6]5’ chapeme pojem Kronekerovo delta, ktera je vidy nenulova, jediné kdyZ
jsou si indexy rovny pak nabyva hodnoty jedna viz. 1.13.

Pojem matice je zde sice pouzit spravné, ale v pozdé;si ¢asti této prace zjistime, Ze intuitivni
predstava matici nam prestane fungovat jiz pro tenzory tretiho fadu, a tedy je lépe mluvit o
sérii Cisel s danymi poradovymi koeficienty.

Tato definice je naprosto presnd a legitimné nadefinovand, ale neni dosti prihlednd na
pochopeni. Dfive zminéné matice prechodu ]ii’,];, Ize ziskat i zcela intuitivnim pFistupem,
ktery je dobfe zndm z obycejné matematické analyzy.

Mé&jme tedy dva souFadné systémy, a tedy i dvé sady proménnych Z% a Z¢'. Intuitivné Ize uvést

priklad polarniho a kartézského souradného systému a jejich proménné 7,0 a x,y. Pokud
vyjadfime prvni proménné za pomoci druhych dostaneme tuto identitu.

7i' = Zi’(zi) 1.7
Nyni uvazujme parcidlni derivaci podle prvni proménné.

YAS

]
_=]ll

VA

1.8

Takto lze obdriet matici transformace a dale zjistime, Ze obdobné lze vypocitat i matici
prechodu ]il,, staci prohodit dosazeni proménnych. Z analyzy vime, Ze tento objekt slozenych
parcialnich derivaci se nazyva Jacobiho matice, odtud oznaceni J.

Celé toto snaZeni lze obsahnout do jedné rovnice, ze které plynou vSechny vlastnosti, které
jsem definovali.

oz ow
Ktera pro nas priklad kartézského a polarniho souradného systému naprosto koresponduje
s touto rovnici. Napfiklad i’ = 1,j' =2 = 6 = 0:
r(x(r,0),y(r,0)=r
8(x(r,0),y(r,0) =06 1.10

or 0Z' Orox ordy

92100 _ox00 Toy00 "

1.2 Linearni a bilinearni formy

Méjme r + 1 vektorovych prostort Vi, ...,V,.,,W a zobrazeni f: V; X ..X V. - W jei je
multilinearni, tedy plati pro kazdé v; €V;,j=1,..i —1,i+1,..,r dostaneme linearni
zobrazeni:

11



FUL e, Vi, = Vig, s Up) 2 Vi > W 1.11

A dale prostor L(Vy, ..., V,.; W) vSech téchto multilinearnich zobrazeni je vektorovy prostor,
jestlize definujeme, Ze:

(fi + ) W1, 0, vy) = fi(0g, o, 1) + fo(Vg, 0, 1) 1.12

(k) Wy, e, vr) = k(f (g, .., v)), KER 1.13

Prvky dudlniho prostoru V* = L(V,R) nazveme kovektory. lJelikoz vime, Ze plati
V =L(V*, R). Pak lze usoudit, Ze existuje symetrie mezi témito dvéma prostory a to
nasledujici V** = V.
Diky symetriimezi V a V™ Ize psat, prov € Vau € U:

u(v) = (u,v) 1.14
Toto zobrazeni nazveme vycislovaci zobrazeni V X V* — R.
Je dobré zminit jeSté jednu zajimavou vlastnost mezi vektory a kovektory, které jsme pravé
zavedli. Jestlize {ey, ..., e,}je baze prostoruV a {e_f, . 67} je baze prostoru V*. Pak tedy plati
nasledujici.
1 i=j
0 i#j

(ellgj)) = 5; = { 1.15

Takto nadefinovanou bazi IV* nazveme dualini bazi. Nyni kdyz vime, jak vytvofit bazi V*, Ize
kazdy prvek u € V* rozloZzit do linearni kombinace bazickych vektor(.

n
u= Z el 1.16
i=1
ZobrazeniZ,.:V XV = R nazveme bilinearni formou na V, jestlize Z,, zachovava linearitu pro

libovolné u,v,w €V,c € R:

Zou+v,w)=Z, . (uw)+Z,.(v,w)
Zo(wv+w) =Z.(uv) + Z.(uw) 1.17
Z.,(cruv)=cZ,(uv) =2Z,.(uc-v)

Pozitivné definitni a symetrické forma se nazyva , dot product”, tedy skalarni soucin, naV, ddle
jej budeme znacit pouze jako symbol krat Z;;; - T;.

Nyni uvaZzujeme bazi {ej, ..., e,} na vektorovém prostoru V pak &isla, které obdrzime z:

usporadame do matice a tu nazveme matici bilinedrni formy Z,, nebo taky jako metricky
tenzor, ¢i kovariantni metricky tenzor. Vice se lze docist (1).

12



Tato matice je taky znama jako Gramova matice. Tento objekt je velice zajimavy a nese v sobé
spoustu informaci o daném soufadném systému. Uvazujme nyni skaldrni soucin dvou
prvkl u,v eV:

R T - O L R
u-v=u'e ve =uvie e =uv'Z; 1.19
JelikoZ tato definice plati pro libovolnou bazi, Ize predpokladat jinou bazi a jestli mezi nimi

existuje vztah.

Necht existuji dvé baze {e;, ...,e,} a {ey, ..., e, }. PFechod z jedné do druhé Ize lehce odvodit,
a to z definice Z.,.

Ziljl =ey- e]I = eljil/ . e]]j’ = Zl]]ll’jjl 1.20

Toto je mimochodem d(ikaz, Ze matice bilinedrni formy je ve skutecnosti tenzor, jelikoz
tenzory maji vlastnost, Ze pfi zméné souradného systému se transformuji pomoci
pfedepsanych transformacnich vztaha.

K této problematice existuje navic kontravariantni metricky tenzor ZY, ktery je definovén
jako:

ZY - Zy = 6, 1.21

Jedna se tedy o inverzni matici. Tato konstrukce a definice nam pomf(ize pozdéji pfi zvedani a
spousténi indexl. Pojmy jako kovariantni a kontravariantni objasnime v dalsi sekci a kone¢né
zavedeme i pojem tenzory.

1.3 Tenzory

JiZz jsme ukazali vlastnosti linedrni a bilinearni formy a zavedli jsme i vyCislovaci zobrazeni. Tedy
nam uz nic nebrani v definovani pojmu tenzor.

Necht existuje vektorovy prostor konecné dimenze V a vycislovaci zobrazeni pak:

F:V'x . .XV'XVXx..XV->R 1.22

r krat s krat

Kde r je pocet kopii V* a s pocet kopii V. Elementy TJ (V) nazyvame tenzory na R,
kontravariantniho radu r a kovariantniho rfadu s. Pro jednoduchost ale zapis zkracujeme,
piSeme a fikame typu (7, s) a Cislo r + s nazyvame fad tenzoru F. Tedy pro trividlni pfipady
T¢V =V* a T2V = V. Pro vektorovy prostor dimV =3 ma tenzor typu TZV 81 slozek
al . i,j,km=123.

Necht méme bazi ve vektorovém prostoru V a v dudlnim V* oznaceny jako {ej,...,e,} a
{;, ...,e_”)} a ddle F bude tenzor typu (7, s). Mdme tedy s vektord vy, ..., v € V ar linearnich

forem f1, ..., fT € V*. Tyto prvky Ize rozepsat jako linedrni kombinace v pFislusnych bazich.

F(vllleil, ., U;Seis,fjiejl, ...,fj:ejr) =

i i . , 1.23
= v V[ F (e, e, 07, 0 0TT)

13



Dale preznacime toto zobrazeni na Cisla al]lll]: tedy, plati tato rovnost
a-ll:ilr — F(elli el ,e] , __'ejT) 1.24

Tato &isla ndm jednoznaéné uréuji soufadnice tenzoru F vzhledem k bazi {ef, ..., e, }.

Nyni jsme opét definovali pro libovolnou bazi z toho Ize predpokladat, Ze m(iZze existovat vice
bazi. Necht tedy existuji dvé baze {ej, ...,e,} a {ey/, ..., €,7}. Podle 1.4 jsme schopni vytvofit
matice prechodu jak z prvni do druhé ]ii, taki naopak]ii'. Pak pro nové souradnice tenzoru F
v ¢arkovaném systému plati:

C_lh Jr _] m]ls ]1 ]]r J1Jr 1.25

l .z
lll l 1:ts

1.4 Operace s tenzory

Necht mame dva tenzory stejného fadu i typu (r, s). Pak souctem tenzorl rozumime tento
vztah F = G + H opét typu (7, s) a definujeme jen nasledovné:

F(y, i, Vo, fL ot f1) = Gq, oo, Vo, L s [T+ HWy, oo, g, L o, f1) 1.26

A pod soucinem tenzoru F s ¢islem ¢ € R rozumime definici:

(cF)W1y s Ve, fL e fT) = CF (Ve o, Vs, f 1y o, fT) 1.27

Samoziejmé muzeme jednotlivé prvky rozlozZit do bazi a az pak aplikovat soucin, ¢i soucet.
Nyni méjme t; € T 1(V) a prvek t, € TSTZZ(V), pak operaci t;®t, nazveme tenzorovym

soucinem, kde vysledek padne do struktury t;®t, € T“J'r2 (V) a je definovan jako:

(t1®t2)(f11 ---tfrll gl’ ---:grzfvl; ey vsllwll (LD WSZ) = 1.28
=t1(f' o, [T 01, 0, Vs D2 (G o, G2 W, e, W)

Kde fi,gi €V* av;,w; €V.ZvySe zminéného plyne, Ze tento soucin neni jisté komutativni.
Pokud bychom to prepsali do reci kovariantnich a kontravariantnich index(, pak bychom
obdrzeli:

kly]nn = glicm : h1]1 1.29
Tedy v prikladu jsme zvolili G typu (1,2) a H typu (1,1) a vysledny tenzor F je typu (2,3).

Méjme definovany tenzor F, ktery je typu (7, s) pokud vybere jeden kovariantni f; a jeden
kontravariantni f/ index, pak kontrakci (zGzenim) je operace podle téchto dvou indexd, je?
vytvofi tenzor G typu (r — 1,s — 1), ktery je definovany nasledovné:

G(Ul, ey vS—l’ fl, ".,f‘l"—l) = ' ' 1.30
= F(vy, e, Viy, €1 Vigrs s Vs, f 1, o, fI74 €5 FIFL L FT)

Kde v tenzoru F je uzita sumace. JelikoZ jsme ale tenzory volili v libovolné bazi, nastava otazka
zda tato operace neni rdzna pro rdzné baze. To ale lze lehce vyvratit a dokazat, Ze pro
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libovolnou bazi se tato operace chova pofad stejné. Uvazujme bézi {ey/, ..., e, }a{ef, ..., e,},
potom pro prechody plati:

l
ex' = Jyre
k 1.31
! !
ek — rl;lem

Diky linearité F lze tyto transformacni matice vytknout a jak jsme jiz ukazovali v 1.9 tyto matice
jsou si navzajem inverzni, tedy pfi nasobeni vznikne &}, coz neovlivni vysledek. Nezavisi na
volbé soufadného systému, coz jsme chtéli ukazat.

Pokud bychom opét prevedli tento problém do feci kovariantnich a kontravariantnich indexa,
dostaneme pro tenzor F typu (5,2) a zUZeni pfes druhy kontraviantni a prvni kovariantni
vysledny tenzor G typu (4,1):
" = frmkn 1.32

Zvedani a spousténi index(ll je velmi uziteCna operace, kterou budeme potirebovat v pozdéjsi
Casti prace, a je definovand jediné pokud existuje na V skaldrni soucin, coz je metricky
tenzor Z,,. Jelikoz Z,, zadava izomorfismus V — V* a dale inverzni zobrazeni znacime
Z*:V* > V. Z* je inverzni k Z,,, jak jsme uvedli v 1.21. Dale jsou-li dany souradnice
metrického tenzoru Z;; = Z.(e, /), pak pro soufadnice linedrni formy plati f; = Z;ju/.
V pfipadé libovolného tensoru AE_‘_‘:Z typu (7,s) provadime spousténi néjakého horniho
indexu ¢i zvedani dolniho indexu tak, Ze ostatni indexy v multilinedrnim zobrazeni zafixujeme.
Spousténi k-tého horniho indexu je tedy zobrazeni:

U1 enlfgenly iq..Mm..ip 1.33
J1-Js ZlkmAh---Js

Na pravé strané jsme tedy obdrzeli tenzor typu (r — 1,s + 1). Obdobné definujeme zvedani
s tim, Ze vyuZijeme inverzniho zobrazeni Z**.

il"'liT jkm lllr 1 34
. . . . . .
J1-Jk-Js Z A]]_m]s

V prepisu do kovariantnich a kontravariantnich indext plati:

fik = 95 Ziem  Mem = CriemZ™ 1.35

“

Z této vlastnosti plyne tedy jedna velice zajimava vlastnost. Nyni uz dokazeme ,pretacet
indexy jednotlivych tenzord, tedy pokud mame néjaky objekt (viz Laplacian), tak pokud jsou
v ném obsaZeny tenzory dokaZzeme tyto tenzory prevést z typu (r,s) na typ (r',s’), kde je
splnéna rovnost r + s = r' + s’. Tato operace se v anglicky mluvicich zemi oznacuje jako
»index juggling”.

1.5 Symetrické a antisymetrické tenzory

V této kapitole budeme uvazovat pouze ,Cisté tenzory”, tedy takové, které maji bud jenom
kovariantni indexy (0, s), nebo naopak jenom kontravariantni indexy (r, 0).

Necht F € TV je kovariantni tenzor a plati o ném, Ze je:

15



Symetricky, pokud pro libovolné vektory lze psat:
F(Ul, ...,US) = F(vo—(l), ...,Ua(s)) 136

Pro vSechna o € P,, tedy pro vSechny ¢leny permutace mnoziny, kterd obsahuje s prvka.

Asymetricky, pokud pro libovolné vektory lze psat:
F(vy, ., v5) = sgn(0)F (Vo(1), ) Vo(s)) O € By 1.37

Kde sgn(o) je znaménko permutace o. Tato vlastnost je tedy rovnocennd s tim, Ze vyraz
zméni znaménko vidy kdyZz dojde k prohozeni dvou argumentl. Tento postup by Sel
samoziejmé aplikovat i pro kontravariantni tenzory. Tedy je zcela namisté Fici, Ze symetrické
tenzory tvofi podprostor O° V € T2V a analogicky antisymetrické tvofi takté? podprostor
NSV S TOV.

Stale uvazujme F € TV . Pak pod pojmem symetrizace tenzoru F rozumime takovy tenzor, 7e
Sym(F) €’ V, jei je definovan:

1
Sym(F) = m z F(vo(1y) s Vo(s)) 1.38
" oEP,

Tedy slovné soucet vSech, kterych F mlze nabyvat pti permutacich argument(l a pak celou
sumu podélime poctem permutaci s.

Antisymetrizaci tenzoru F rozumime tenzor Alt(F) € ASV definovany:

1
Alt(F) = i z sgn(a)F(v,,(l), ...,va(s)) 1.39

OEP,

Opét se jedna o soucet vsech, kterych F mzZe nabyvat pri permutacich s tou vyjimkou, Ze
pokud se jednd o lichou permutaci ndsobime ji —1. Poté, co projedeme celou permutaci
mnoziny, cely soucet podélime permutaci s.

Kazdy tenzor stupné 2 Ize rozloZit na soucet symetrického a antisymetrického tenzoru. To lze
zapsat jako F = Sym(F) + Alt(F). Pro vyssi stupné toto pravidlo uz zanika.

Jelikoz pfitenzorovém soucinu 1.28 se obecné nezachovava vlastnost symetrie a antisymetrie.
Proto se zavadi novy pojem symetricky a antisymetricky soucin.

Necht F €OFV a G €e®™ V. Pak symetricky soucin tenzor( F a G budeme oznacovat jako
F O G e®k™V, jei je definovany vztahem:

k +m)!
FOG= %Sym(F ® G) 1.40

Necht F € A¥V aG € A™V. Pak antisymetricky (vnéjsi) soucin F a G zna&ime F A G € A\¥*™V
a definujeme jako:

k +
F/\G:ﬂ
I'm!

|
- “Alt(F ® G) 1.41
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Pro antisymetricky soucin plati jesté jeden vztah:
FAG=(-DMGAF 1.42

To nam fika, ze vnéjsi soucin neni komutativni, ale symetricky nema tuto vlastnost, tedy pro
néj plati komutativita.

2. Jiny pristup k tenzorové algebre

Doposud jsme se zajimali o exaktni definice, ve kterych ne vidy byla viditelnd geometricka
vlastnost, kterd je tésné spjata s tenzory a tenzorovou algebrou. Tedy v této kapitole budeme
vychazet Cisté z geometrické predstavy a vidy se o ni budeme opirat. Dale se budeme snazit
za pomoci tenzorll vytvaret invarianty, tedy objekty které nejsou zdvislé na souradném
systému. To uzZ jsme, ale dost predbéhli.

Vsechny objekty, které budeme popisovat budou spjaty s Euklidovskych prostorem. Tento
prostor je pojmenovany po feckém matematikovy jménem Euklides. Ten sepsal knihu
Elementy (2), ve které jsou popsany objekty z geometrie. Euklidova geometrie je zaloZena na
studovani pfimych ¢ar a rovin. Tento fakt pozdéji porusime pfi popisu zakfivenych ploch.
Pokud tedy pfijmeme koncept od Euklida, pak pro nas pojmy jako délka, obsah a objem jsou
dosti blizké. Tyto pojmy nelze jednoduse obhajit. Uz Archimédes demonstroval, Ze objem

. 4 “ . . e .
koule je roven EnR*” nebo Ze povrch koule je roven 4mR?, ale matematicky dlikaz o této

kvadrature dodal skoro az o 2000 let pozdéji Isaac Newton. Tedy budeme si muset pomoci
trochu jinak.

2.1 Skalary, vektory a skalarni soucin

Skalarni pole a vektorové pole jsou dosti intuitivni pojmy, které si Ize jednoduse predstavit.
Napftiklad pod pojmeme skalarni pole Ize chapat teplotu v pokoji, ktera je v kazdém bodé jin3,
a tedy ma hodnotu realného Cisla. Pod pojmem vektorové pole si lze predstavit gravitaci, tedy
»Sipka” kterd ukazuje smér kudy bude téleso padat nebo rychlost proudéni kapaliny to je
taktéz vektorové pole. My k témto pojmim posléze priddme pojem tenzorového pole.

Skalarni soucin je pojem z linedarni algebry, ktery je vybudovany na zakladech délky a uhlu, coz
jsou prvky, které popisuje Euklides. Tedy tento pojem vzeSel opét z Euklidovské geometrie.
Vektory budeme odliSovat od skalaru Sipkou nad nimi. Pro skalarni soucin plati:

U7 = |0]|7] cosy 2.1

Tuto rovnost lze interpretovat slovy. Skalarni soucin dvou vektorl je roven soucinu
jednotlivych délek vektorl a cosinu Uhlu mezi nimi. Lze si povSimnout, Ze se jednd o
komutativni operaci.

G-V = |0]|7| cosy = |V]|U| cosy = V- T 2.2
Dokonce zachovava linearitu v kazdém argumentu:
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T+7) W=0-W+7 W 2.3
Pokud pouZijeme skalarni soucin na stejny vektor, Ize po Upravé obdrzet délku tohoto vektoru:
U7 =0 2.4
Podobné, Ize odvodit uhel mezi dvéma vektory. Tyto vlastnosti jsou ndm zndmi z linearni
algebry.
2.2 Smérova derivace

Dalsi pojem, ktery je nam dobfe znam, tentokrat z analyzy je smérova derivace. My tento
pojem prevede na striktné geometricky problém. Smérova derivace zachycuje rychlost zmény
na skalarni poli F na rovné ¢are. Méjme bod P a rovnou ¢aru z néj vychazejici l. Dale uvazujme,
Ze dalsi bod P* lezi na této ¢are [ a necht vzdalenost téchto bodu jde k nule. Potom smérovou
derivaci prohldsime jako limitu tohoto stavu:

dF(P) _F(P") ~ F(P)

arp) _ 25
al__ rop PP

Tento pojem je zcela intuitivni geometrické predstavé, navic neni tfeba ani zavadét souradny
systém, tak jak to bylo potfeba v matematické analyze.

2.3 Derivovani vektoru

Abychom mohli definovat tento pojem musime védét, Ze vektorové pole ma urcité vlastnosti.
Lze selist dva vektory a vysledny vektor opét padne do vektorového prostoru, vektor lze
nasobit skalarem a vysledek opét padne do vektorového prostoru a nejdllezitéjsi je, Ze pokud

vektor je zavisly na parametru a pak pro néj lze fict, Zze V(a) — U kdyz a — 0 pokud plati:
lim|V(a) — U| = 0 2.6
a—0

Nyni méjme vektor I7(a) zavisly na uhlu a takovy, Ze jeho délka se neméni, Ize tedy rozmyslet,

Ze se jedna o ,kruznici”. Déle dle definice smérové derivace budeme pfic¢itat malou zménu h
k argumentu a a od néj budeme odcitat plivodni argument:

AV =V(a+h)-V(a) 2.7

Cely tento vyraz podélime zménou h a pokud h posSleme limitné k nule dostavame derivaci
tohoto vektoru jez budeme oznacovat 17’(a):

V(e +h) —V(a) )8
h

V'(a) =

Na obrazku jde vidét, Ze limita h — 0 je potreba jen, aby byla zaru¢ena kolmost mezi témito
vektory (ukazeme zahy), ale velikost i hlavni myslenka plati, i kdyz za h zvolime tfeba 0,5 nebo
0,25.
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V(a+0,5)

V(a)

Obrdzky 2-1 Konstrukce derivace vektoru V(a)

Pro skalarni soucin I7(a) plati:
V(a) V(a) =A 2.9

Kde pod A si Ize predstavit délku vektoru I7(a) na druhou. To plyne z definice 2.22. Nyni tuto
rovnici s derivujeme vzhledem k parametru a. To, Ze pro skalarni soucin pfi derivaci funguje
pravidlo o derivaci soucinu neni jednoduché dokazat, to ale neni predmétem této prace, a
tedy po derivaci obdrzime tento tvar.

V(@) -V'(a) + V'(a) - V(a) =0
V() V(a)=0

2.10

Tedy tyto dva vektory jsou na sebe kolmé (ortogondlni). Pro derivaci V(a) je velice zajimavy

fakt, ze jeho délka je rovna vA. Pokud budeme operovat na jednotkovém kruhu A = 1. Tuto
vlastnost, Ize jednoduse odvodit z trojuhelniku Obrazky 2-2.

h
2VAsins 211
lim——=2 = VA '
h—0 h

Obrdzky 2-2 Trojuhelnik pro odvozeni limity
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2.4 Souradny systém

V dnesni dobé si nedokdzeme predstavit analyzu bez souradného systému, tento pojem ale
zavedl az René Descartes, nevime sice jestli byl prvnim, kdo tento pojem poufzil, ale rozhodné
je prvni, ktery ho dokdzal vyuzit s neuvéfitelnou efektivnosti. Celé jeho badani v tomto odvétvi
zahrnul do mistrovského dila The Geometry (3). Diky zavedeni souradného systému, Ize tfeba
predchozi pfipad pro vektor V (a), dosti zjednodugit. Diky bazim {7, 7} 1ze V() rozepsat do
kartézského soufadného systému jako:

V(a) =Tcosa +Jsina 2.12
Coz Ize podle znalosti matematické analyzy lehce zderivovat:
V'(a) = —Tsina + Jcosa 2.13

Tento pfistup je tedy mnohem jednodusi, coZz by mohlo vést k myslence, Ze drzet se této
terminologie by bylo spravné. Pokud bychom tak doopravdy udélali, ztratili bychom nasi
geometrickou intuici a museli bychom se omezit pouze na jeden soufadny systém, to my ale
nechceme a snazime se pravé o opak. Tedy najit takové identity, které by platili pro vSechny
soufadné systémy zaroven. Kromé kartézského souradného systému existuji i jiné napfr.:
polarni, sféricky, vadlcovy a mnoho dalSich souradnych systém(. Kazdy se voli dle potieby
k danému problému. Pokud bychom chtéli tfeba méfit vzdalenost dvou bodl na kouli,
rozhodné bychom volili sféricky souradny systém. Jednoduse fe¢eno budeme tedy vyuzivat
souradné systémy, jelikoZz vyhody jsou nesporné, ale budeme se je snazit drzet v obecném
tvaru.

2.5 Zména souradného systému

V prechozi odstavci jsme si nadefinovali jednotlivé soufadné systémy, dle Reného Descartese.
Nyni se budeme snazit zkonstruovat néjakou formuli za pomoci, které bychom mohli prejit
z jednoho souradného systému do druhého.

Méjme tedy proménné z prvniho soufadného a z druhého souradného systému. Tady se ale
zastavime, protoze toto jsme jiZ popisovali na zacatku této prace viz vzorec 1.9. Zde se nam
schazi dva rlizné pfistupy.

Nékteré vztahy ale musime prepsat do nasi notace. Nejdfrive ozna¢ime proménné jednotlivych
soufadnych systémd. Prvni proménné jako Z! a 7V pro proménné druhého soufadného
systému.

Jisté plati, Ze pokud do sebe dosadime dvakrat proménné rlznych souradnych systému
dostaneme tuto identitu:

Z(z'2))=7
z¥(z@zn) =z

2.14

A pfi parcialni derivaci podle proménné pro dany souradny systém dostavame:
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YAYARN VA 515

Y ARV

Kde jsme museli pouZit pravidlo pro derivovani vnitini funkce. Zcela analogicky bychom to
udélali pro druhou identitu. A objekt azi/azi’ je presné nami jiz dfive nadefinovana Jacobiho
matice neboli matice prfechodu, jak jsme ji nazyvali dfive. Nyni uz ale presné vidime davod,
proc ji tak nazyvame. Je totiz totozna s definici z matematické analyzy pro Jacobiho matici.

;_92'(2)
©ooaz 2.16
s 07V (2)
o=z

A opét bude platit vztah mezi témito Jakocobidny, tak jak se vystihuje rovnice 1.6. Pozorny
¢tenar si urdité viiml, Ze v rovnici 2.15 umime piepsat jesté jeden ¢len a to dZ/9Z’ nejedna
se o nic jiného neZz o Kronekerovo delta 6}. Pokud bychom byli v kartézském soufadném
systému s proménnymi x, y, lehce ovéfime, Ze jestlize proménou x derivujeme, tak obdrzime
bud'0 nebo 1 v zavislosti podle ¢eho derivujeme. V rovnici 2.15 dochazi ke kontrakci pfes index
i’, to je odividné. Zatim jsme tomu nevénovali moc velkou pozornost, proto nyni
prozkoumame, zda je tato kontrakce zavisla na poradi. Necht mame objekt Sji,’fl a u néjnejdrive
provedeme kontrakci pres i,j a pak ptes k, m. Nasledné postup prohodime. Je dosti trividlni
ukazat, Ze nezavisi na poradi, protoZe jde o soucet jednotlivych prvki a soucet je komutativni,
a tedy i kontrakce bude komutativni.

Pro jednoduchost uvedeme pfiklad pron = 2:
Si6ji = 516]'1 + 526]‘2 =

2.17

Kronekerovo delta ma tu vlastnost, Ze je rovno nule, pokud se indexy neshoduiji, odtud pro nas
priklad Ize jasné zachytit pro¢ ,prezili“ pouze dva vyrazy ze sumy.

2.6 Vektor jako funkce soufadnic

Jiz dfive jsme tuto problematiku ,natuknuli”. Ale tam jsme byli vazani na jeden konkrétni

soufadnicovy systém. Nyni ho tedy zobecnime a vektor R bude funkce soufadnic Zt.
R = ﬁ(Z) 2.18

Jesté, nez se posuneme dale, objasnime si jistou skuteénost, kterou jsme mozna méli zminit
drive. Necht mame kfivku, kterd je definovana parametrem t v kazdém bodé. A tedy pozi¢ni
vektor, ktery ma pocatek v bodé P, popisuje celou tuto kfivku za pomoci parametru t. Pak
délka krivky je dana timto vztahem:
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s(t) = f : /ﬁ(t) -R7(t)dt 2.19

Nyni si budeme muset opfit o znalosti z fyziky. Uvazujme castici, ktera se pohybuje po této
kfivce s néjakou rychlosti ﬁ’(t), pak draha, kterou urazi za ¢as t* je jisté rovna 2.19. Tento
vztah jisté nezdvisi na parametrizaci. Necht tedy napfiklad Castice leti stejnou drahu, ale
tentokrat dvakrat rychleji, pak vyraz pod odmocninou je Cctyrikrat vétSi nez pred
reparametrizaci. Po odmocnéni dostavame opét dvojnasobek. JenomzZze meze budou tentokrat
dvakrat mensi, jelikoz c¢astice stihne stejnou drahu uletét za polovi¢ni ¢as. Nyni budeme
uvazovat jako parametr délku oblouku s. Tedy znadime je od urcitého bodu na ktivce, jak
daleko jsou od nami zvoleného bodu. Jisté plati pro rychlost:

s'(H) = R -R® 2.20
1=5'(s) = |R'(s) " R'(s) 2.21

To nam tedy fika, Ze pokud jako parametr zvolim délku oblouku tak délka te¢ného vektoru je
rovna jedné.

Sy -

5
R(s))

Pro nasi reparametrizaci plati:

Obrazky 2-3 Parametrizace délkou obloukem

Na obrazku nam R’(s) odpovida zelenému teénému vektoru.

2.7 Kovariantni baze

Kovariantni bazi zavedeme pomoci vektoru ﬁ(Z) a jeho parcidlnimi derivacemi podle
jednotlivych proménnych Z-.

- _ IR(Z) 2.22
VA

Je zde velmi dllezité podotknout, Ze tyto kovariantni baze se lisi bod od bodu. Tato skutecnost
je zachycena na obrazku Obrdazky 2-4, pro rtzné volby soufadnych systém(l. Podrobné;si
definice a hodnoty jednotlivych bazi Ize nalézt v (4).
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Obrdzky 2-4: Kovariantni bdze v kartézském, affinim a poldrnim - 2D

Tedy pro kartézsky systém ve 2D mdame dvé kovariantni baze. Obé jsou navzajem kolmé a obé
maji délku rovné jedné. Pro polarni soufadny systém jsou opét kolmé, ale velikost druhého
kovariantni baze je rovna r, tedy vzdalenosti od pocatku.

Nyni se vratme k tecnému vektoru ﬁ(s) = f, ktery jsme pred chvili definovali. JelikoZz jsme
nyni nadefinovali kovariantni baze, je nasnadé uvaZovat, jak bude vypadat ,rozloZzeni” do
téchto bazi. Jinak feceno, jak vypada linearni kombinace toho te€ného vektoru. Chtéli bychom
dostat tento vyraz (pro 2D).

T =TZ, +T*Z, 2.23

Koeficienty T, ale vzhledem k Z! nezndme. Opét pouzijeme dosazeni za s a vyjadfime jej za
pomoci proménnych Z:

R(s) = R(2(s)) = R(2(s), 2%(s)) 2.24

Nyni abychom ziskali te¢ny vektor T sta&i dle definice derivovat podle s. Jedna se o vnofenou
funkci, derivujeme dle tohohle pravidla.

~ . _dR(s) 0R dz . OR dz? 5 95
~ ds 9z ds 0Z%2 ds

Nyni pfirozené mGzeme dosadit definované kovariantni baze.

L —.dz'  _.dz?
T=Zi——+Z;—— 2.26

To je ale odpovéd na nds problém, ktery jsme reSili v 2.23. Jednotlivé koeficienty se rovnaji
derivacim vzhledem k pivodnimu parametru s.

ri 9% 2.27
ds
Nyni vSe zobecnime. Pro vektor T plati:
T=TZ, 2.28



Lze si povSimnout, Ze tato definice odkazuje na fakt, Ze dva identické vektory L_f, V mazou mit

vrve

kovariantni bazi, kterd je bod od bodu jina.

2.8 Kovariantni metricky tenzor

Je definovan za pomoci skalarniho soucinu:

Z,=7,Z 2.29

Objekt, ktery jsme nyni nadefinovali je ob¢as nazyvan jako fundamentdlni tenzor. Tento objekt
jsme jiz popisovali dfive a vime, Ze ho nazyvdme Grammovou matici nebo taky jenom metricky
tenzor. Diky symetrii skalarniho soucinu i kovariantni metricky tenzor je symetricky ve svych
indexech. V tomto tenzoru se navic uchovava veskeré informace o skalarni soucinu. Bude

klicovy pro méreni délek, obsahl a objemu. Uvazujme nyni dva vektory U,V ve stejném bodé.

U-V=U7Z- vz =U0Vz; 2.30

Nyni mazeme konecné rozvést nasi myslenku s kovariantnim metrickym tenzorem Z;, jak jiz
bylo zminéno tento tenzor ma velice zajimavé vlastnosti.

Délka vektoru U lze vyjadfit z linearni algebry jako
|U| =vU-U 2.31

KdyzZ na to nasadime, ale tenzorovou algebru dostaneme

JelikoZz jsme metricky tenzor definovali pro libovolny soufadny systém neboli bazi tak jsme
zjistili, jak Ize vypocitat délku vektoru v jakémkoliv soufadném systému neboli bazi.

Dalsi vlastnost metrického tenzoru se nazyva objemovy element /det(Z..), ktery se vyuziva
pfi integracich, kovariantni derivaci atd.

Nejbéznéjsi vyuziti se ale nachazi v obycejné analyze, pfi zjistovani délky kfivky. Jiz zname, Ze
délka krivky L s parametrizaci v kartézském souradném systému (x(t), y(t)) se vypocita

bl idx\? /dy\?
. A \dt dt

Po pfevedeni do tenzorové algebry pro soufadnice (Z1(t), Z%(t)) mame

2.34
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Abychom mohli alespofl ovéfit tento zapis musime si spocitat Z;; pro kartézsky souradny
systém. Precizni odvozeni s pfikladem lze najit v (4).

2;=77=(; ?) 2.35

A tedy opravdu rovnice 2.35 a 2.34 jsou si rovny.

Objekt, ktery mGze byt zjistén mérenim vzdalenosti nebo derivacemi se nazyva vnitini. Do této
skupiny patfi rozhodné nas metricky tenzor a dale tfeba Christoffelovy symboly nebo
Riemann Christoffel tenzory, tyto pojmy zavedeme pozdéji. Tyto objekty budou velmi dlilezité
pfi konstrukci obecné relativity, ¢i pfi studii a popisu zahnutych ploch. Diky metrickému
tenzoru vlastné zavadime pojem skaldrniho soucinu v chdpani tenzorové algebry. Z linedrni
algebry vime, Ze existuje-li ortogonalni baze {?{, eT}, pak plati nasledujici:

(eu g i #j 2.36
Necht V; jsou komponenty V vzhledem ke zminéné bazi, pak:
V=Ve + .. +Ve, 2.37
Pokud tento vztah skaldrné vynasobime bazovym vektorem e;:
(V.e) =Vi@e)

(I—/” Ez) 2.38

e

Nasnadé je tedy definovat pojem ortonormality tj. kdyZ (e, e;) = 1 pak vyraz pfechazi do
tvaru:

V=v(Ve) 2.39

Pokud by, ale nebyli ortonormalni pak bychom ale museli kazdy komponent vyjadfovat
z matice n X n. Tento problém fesi zavedeni kontravariantni baze, tu si nadefinujeme zahy.

2.9 Kontravariantni metricky tenzor

Je definovan jako inverze k Zj;.. Tuto skuteCnost zachycujeme nasledovné:

Opét se prenddi symetrie, navic i z algebry vime, 7e plati AA™! = ] & A4 = I. Jeho vyuziti
si ukdzeme pozdéji, zatim nam bude stacit skutecnost, Ze vime, jak ho zkonstruovat.

2.10 Kontravariantni baze

Definujeme:

7= 77 2.41



| pozorny ¢tenadr asi ztratil vizualni (geometricky) pojem, co jsou nebo jak vlastné vypadaji
kontravariantni baze. Proto si za chvili uvedeme tuto problematiku na ptikladu. Nyni, ale jesté
z této definice plyne urcita vlastnost mezi kovariantnimi a kontravariantnimi bazemi.

7L, Z — ZikZ: ) Z — Zikaj — 5]? 2.42

Pokud vztah vyjadfime slovné. Kovariantni a kontravariantni slozky jsou na sebe kolmé, pokud
se indexy nerovnaji, pokud ano tak je jejich skalarni soucin roven jedné. Tuto skutecnost
zachycuje taktéz Obrazky 2-5, tedy pro 2D.

—_

Z

Obrdzky 2-5 Kovariantni a kontravariantni baze

Orientace kontravariantni baze je dana diky tomu, Ze Ghel musi byt v intervalu (0,27).

Nyni vyobrazime kontravariantni a kovariantni baze v polarni souradném systému.

Zo
— A —
I 2| 2
3>
Zr

Obrazky 2-6 Poldrni souradnice a bdze

Nyni se vratime k problému z linearni algebry. KdyZz zndme kontravariantni baze lze cely
problém s rozkladem zcela zjednodusit:

V-7t=viz .7t = yigi = pi 2.43
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Tedy komponent mUzZe byt vypocitan jedinou operaci a neni tfeba pocitat celou matici n X n.
Rozhodné tento pristup neni jednodusi pro vypocet kontravariantni baze je tfeba vynaloZit
velké usili, ndm jde ale o vyjadreni, a to je mnohem efektivnéjsi a kompaktnéjsi.

2.11Christoffelovy symboly

Tento koeficient se nam objevi poté, co se budeme snazit zachytit zménu kovariantnich nebo
kontravariantnich bazi vzhledem k proménnym. Tyto baze jsou rlizné bod od bodu. Nasledné
zachycenou zménu rozloZzime do kovariantnich nebo kontravariantnich bazi. Z této uvahy
plyne, Ze pokud mame N rozmérny Euklidovsky prostor, pak derivace ndm dava N2 vektort a
naslednd dekompozice do bazi ndm dd N3 koeficientll, které budeme znatit jako
Christoffelovy.

0Z, 57y 2.44

0Z)

Kde indexy se pfifazuji zcela intuitivné. Pojem Christoffelovych symbol( se poprvé objevila
v prdci (5) genidlniho matematika Elwina Bruna Christoffela. Jde tedy pouze o preznaceni

druhé derivace pozi¢niho vektoru R a nasledna dekompozice do kovariantni baze.

0’R__ 9z, 2.45
FYAGYVARR YA
Navic plati, ze
9z, _ 9z 2.46
VARG VA

vrve

jak tyto koeficienty vypadaji, ale zatim pro né nemame explicitni vyjadreni proto 2.44 skalarné
vynasobime obé strany kontravariantni bazi 7Zm,

_, 0Z = ==
7m B_Zfl — [‘iljzk LM = F}}&T = Fir]n

m-k 2.47
0z,

k _ 7. %%
L =Zz* 07)

Nyni udélejme mensi trik a ,vtdhnéme” Zk do parcidlni derivace, tak aby byla zachovana
rovnost:

a(z5-7) oa(z¥) _
rj = (azf L)_ (gzj')'zl e

Vyraz je totozny s rovnici 2.47, dale si Ize povSimnout, Ze tento tvar lze zjednodusit, kdyz vyraz

.
Zk - Z, pfevedeme na 5ik a nasledna derivace konstanty vymizi:

27



k_a(5ik)_a(ﬁ),7_ a(ﬁ)._, 2.49
U9z azi aZJ

Po prevodu do plvodni definice dostavame:

e _vk.7 2.50
o~ it

Nyni jsme dostali novy popis Christoffelovych symboll vzhledem krozkladu do
kontravariantni baze.

Co nam tedy tyto symboly tikaji? Popisuji ndm zménu aZ/azf kovariantnich bazi vzhledem
k proménnym Z/. Pro N = 3 mame tedy 27 slozek, které dostaneme, pokud kontravariantni
bézi Z¥ skalarné vynasobime se ,,zménou” kovariantni baze aZ/azf. Tyto symboly jsou tedy
néco tak fundamentalniho, jako je metricky tenzor, ktery nam zachycuje kovariantni baze, coz
je zména pozi¢niho vektoru ﬁ, a Christoffelovy symboly v podstaté zachycuji druhou derivaci
tohoto vektoru. Odtud je intuitivni tato dulezitost. Pokud bychom vyjadfrili Christoffelovy
symboly za pomoci metrickych tenzord obdrzeli bychom tvar:

1 (0Zm 0Zn; 0Zy
N e S 251
7 (621 "ozt Tazm

Tento tvar lze najit i s dikazem zde (6).Sice jsme jesté nezavedli pojem ,,spousténi”a,zvedani”
indexu v této kapitole, ale uz ho vlastné pouzivdme z definice metrického tenzoru Zi=7U.
Z . Pfevedli jsme tedy kovariantni bazi na kontravariantni bazi. Pokud bychom prohodili
v definici 2.47 kontravariantni za kovariantni bazi dostali bychom:

_. 0z,
Thij = 2k aZJl' 2:32

Tento typ Christoffelovych symboll se v jinych literaturach nazyva Christoffelovy symboly
prvniho druhu, kdeZto Fl-’j se nazyvaji druhého druhu. Toto oznaceni plyne, jak je Elwin Bruno
Christoffel postupné odvozoval.

Pojdme nyni vypocditat tyto symboly pro rlizné souradné systémy. Nejdfive uvazujme kartézsky
soufadny systém v dimenzi N = 2.

0z, = 2.53
oz~ [ Zi '

Viechny indexy se séitaji od 1 do 2. Musime tedy vypocitat 23 Christoffelovych symbol(. Staéi

nam zjistit derivace kovariantni baze a nasledné ji rozlozime do kovariantni baze Z, ta splyva
s ndmi dobfe zndmymi bazovymi vektory {7, 7}. A tedy derivace konstanty je vidy nula odtud
vidime, Ze kartézsky souradny systém je trividlni z pohledu Christoffelovych symbolu, jelikoz
plati [}; = 0.
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Pfejdéme na trochu lepsi priklad. Méjme polarni soufadny systém. V ném jsou kovariantni
vektory orientovany takto:

Obrazky 2-7 Kontravariantni baze — poldrni souradnice

’

Pro prvni sadu Christoffelovych symboll I}, a l“r(pr. Jakd je zména Z v zavislosti na r. Odpovéd
je jasné vidét z Obrazky 2-7 I}, = I,Y. = 0.

UvaZzujme druhou sadu I7, a Fr"fp. Zména Z v zavislosti na ¢. Jedna se pro nds uz znamy
problém 2.8. Tedy vysledek je kolmy k Zv kladném smyslu (proti sméru hodinovych rucicek).
A jeho délka je stejna jako Z a ta je rovna 1. Pokud tedy tento vektor rozloZime do
kovariantnich bazi ziskavame I7, = 0, Fr‘fp =1/r.

Daldi sada [y, a F(ZDT nam popisuje zménu Zv zavislosti na r. Z obrazku je vidét jasna linearita
v zavislosti na r. Vysledny vektor bude mit tedy délku jedna a smér bude mit stejny jako Z
viz definice derivace. Po rozloZeni obdrzime I'g,. = 0, F(Z)r =1/r.

A konecné posledni sada qu,(p a l"(fq, nam popisuje zménu Z v zavislosti na ¢. Znovu
zjistujeme, Ze se jednd o stejny problém, ktery jsme jiz fesili akorat orientace vektoru nyni
sméruje jinam. Stejnou konstrukci obdrzime vektor, ktery je kolmy k Z/; a orientovany
v kladném sméru. Pro jeho délku, ale neplati, Ze by byla porad jedna, ale odpovida délce Z,;

v daném bodé, cozZ je hodnota r. Pfi dekompozici dostavame Fgr = -, Ffr =0.

Vsechny tyto operace jsou zaznaceny v Obrazky 2-8.
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Obrdzky 2-8 Derivace kovariantni bdze

UZ jsme vykonstruovali dosti silnou algebru, pouZijme ji tedy na fyzikalni problém. Necht
mame c¢astici, ktera se pohybuje po kfivce a je parametrizovdna v zavislosti na case:

ZL =7 2.54

Tedy pozi¢ni vektor ﬁje funkci proménnych Z¢, t, co? zapiseme jako ﬁ(Z(t)). Rychlost ¢astice
obdrzime jako derivaci tohoto vektoru:
dR 9R dZ 5 55

g drR_OF
t JdZ' dt

Rozlo¥me tento vektor do kovariantni baze V = ViZ. Parcidlni derivace R podle Z! je pravé

definice kovariantni baze Z a tedy V! musi byt rovno vyrazu:

yid 2.56
dt
Pokracujme dal a ziskejme zrychleni A
jodviz) _avio. ) 0z,dz 2.57
dt dx ™' 0ZJ dt

Opét preznacime prvky, které jsme si jiz definovali Fil} aVl.

Lodvie

A=——Z,+V'TiZV 2.58
Pfejmenujeme indexy k = i,i = k,j = m a vytkneme Z

L dvis, . dvt : _
A=—-7+ VETL,Z V™ = <W + Vkr,gmvm) Z, 2.59

Opét se A da rozlozit do kovariantni baze, coz je do vztahu A= Aiz, z toho plyne:
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-4Vt .

Pokud bychom uvazovali dalsi derivaci, tak bychom obdrzeli tento tvar:

R dA  [(dAP . \_
0 (22 g 2.61
J(@®) I <dt + I A )zl

A takto by se dala pokracovat, ale vyssi derivace uz ve fyzice postradaji smysl.

2.12 Variant

Je definovany jako objekt, ktery je zavisly na souradném systému a pfi pfechodu se méni. Pro
nas nejznaméjsi priklad je kovariantni baze Z, ktery je ziskan jako parcialni derivace vzhledem
k proménnym urcitého souradného systému. Vlastné skoro vse, co jsme definovali je néjak
j»TH5,ZY atd. Pfechod mezi soufadnymi systémy jsme
zachycovali za pomoci Jacobiho matice ]ii’. Mezi varianty existuje urcita tfida, kterd se pfi
prechodu do jiného systému fidi pofad podle urcitého pravidla. Tuto tfidu nazyvdme Tenzory.
Je tedy dosti zfejma konstrukce, kterou tady vedeme, pokud lze néjaky objekt K, ktery je
vyjadreny ve dvou raznych soufadnych systémech, prevést za pomoci Jacobiho matice na ten
druhy, pak tento objekt nazveme tenzorem.

2.13 Tenzory a dodatecna definice

Variant T; nazveme kovariantnim tenzorem prvniho rfadu, pokud pro néj plati:

spjato se soufadnym systémem Z;

T, :]ii’Ti’ 2.62
Tento pojem se analogicky rozsiti pro kontravariantni tenzor:
Tl" — Tl]lll 2.63

Tohle je ale velmi zasadni zjisténi, protoze tento pojem ihned vede k dalSimu, a to je invariant.
O objektu fekneme, Ze je invariantni, pokud nezavisi na soufadném systému a je tim padem
stejny ve vSech soufadnych systémech. Tento fakt zobrazime na pfikladu. Necht mame
kovariantni tenzor T; a kontravariantni tenzor S*. VyuZijeme nyni zGzeni pies i. A méli bychom
dostat, dle zachovani kontrakce:

R =T;S* 2.64
Takze objekt R se zda jako invariantni. Pojdme to ovéfit. Pfejdéme do ¢arkovaného systému.
R' =TuS" = LT, Ji S¥ = T,s*6} = T;S' = R 2.65

Tedy jsme odvodili, Ze i po zméné souradného systému jsme dostali stejny objekt R = R'. Vice
o této problematice Ize najit v (4) strany 88 — 93. Nyni kdyZz jsme konecné nadefinovali
precizné pojem tenzor, tak dojde opét k propojeni s prvni kapitolou. Pfesnéji dojde k prenosu
vlastnosti pro scitani, nasobeni a zuZeni tenzord. Jediné, co bychom méli vyzdvihnout je zdzeni
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neboli kontrakce. Tento pojem nam hrdl velkou roli pfi tvoreni invariantl. Nyni budeme
uvazovat obecnéjsi vlastnosti. Kontrakce tenzoru je zase tenzor a o kontrakci Ize uvaZovat
pouze pokud tenzor ma alespon jeden kontravariantni a kovariantni index. Toto je tfeba
ukdzat, zda plati. Opét vyuZijeme inverzi Jacobiho matice a Jacobiho matici obecné. Necht Sjik
je tenzor fadu 3. NasSe snaha bude ukazat, Ze Siik je tenzor a Ze je fadu 1. Vyjadfime S]-ik
v ¢arkované soustavé a za pomoci matic pfechodu vytvofime rovnici:

i Dok
Sjl’ v =S Ji ]}.’,]k, 2.66
Nyni kontrakce pres i’,j’ vede k:
v . ik i ik . X
She = Sh VTG = Sk 811k = Sk I 2.67

Jelikoz s¢itam pres i’ a i dostavam tenzor, ktery je fadu 1, co? lze poznat i z toho, Ze ,prezil”
pouze jedna Jacobiho matice.

Takto jsme vybudovali velmi silny nastroj, ktery ndm jasné tika, co je invariant. Jedna se o
tenzor nultého radu. Jinymi slovy tato operace vlastné vystihuje vSe, o co se snazi tenzorova
algebra. Snazime se vytvofit takové objekty, které jsou invariantni, tedy nezavislé na
soufadnych systémech.

2.14 Gradient

Necht mame skalarni pole F (tfeba teplotu v mistnosti). Pak gradient VF je dobfe definovany
z matematické analyzy, jako smér nejvétSiho rlstu. Tento pojem rozhodné nezavisi na
soufadnicich, a presto jsme jej v matematické analyze zapisovali takto (pfevedeno do feci
tenzorové algebry):

oF _,
VF = Z ﬁZl 2.68
i

Ale my vime, Ze gradient by nemél byt zavisly na souradném systému. Jak je to tedy moiné?
Pozorny ctenar si vSimne, Ze abychom dostali invariant z tohoto vztahu museli bychom
kovariantni bazi nahradit kontravariantni bazi. Vztah 2.68 jisté plati, to vime z matematické
analyzy. Je to zplsobeno, diky tomu, Ze tento vzorec byl odvozen pro kartézsky souradny
systém a v ném plati Z =71 Spravné ma tedy vzorec pro obecny souradny systém vypadat
takto.

_OF = 2.69
9zt

VF

Dokonce zde nabéhla Einsteinova sumacni konvekce, vie zapada dohromady.

2.15 Smérova derivace

Poprvé jsme vidéli silu tenzorové algebry, kdyz jsme za pomoci znalosti invariantu dokazali
upravit vzorec z matematické analyzy do spravného tvaru. Pojdme proto ,zkontrolovat”
vzorec pro smérovou derivaci.
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dF

~_—VF-L 2.70
dl

Dluzime objasnéni nékterych pojmu. Necht [ je ,,pfima“ (tento pojem pozdéji zobecnime, ale
pro Euklidovsky prostor je zcela v poradku) ¢ara prochazejici bodem P ve sméru jednotkového
vektoru L a déle plati, Ze [ je parametrizovana za pomoci délky oblouku s.

Zt = ZY(s)
F(s) = F(Z(s)))

2.71

Objasnili jsme, Ze skalarni pole F je nyni funkci s. Zjistéme tedy zménu tohoto pole vzhledem
k tomuto parametru dF /ds:

dF _ oF dZ° 2.72
ds 0Z' ds

Po preznateni dF /ds = dF/dl,dF/dZ' = VF a dZ!/ds = L = jednotkovy te¢ny vektor
dostdvdme rovnici 2.70. Tato struktura je opravdu invariantni a neni ji tfeba vzhledem
k tenzorové algebre nijak upravovat.

2.16 Zvedani a spousténi indexu

Tento pojem jsme sice uz zavedli u kontravariantni baze, ale tuto vlastnost lze generalizovat
na celou strukturu tenzorové algebry. Obecné plati:

Ui = U.zY 2.73

Sice U7 a Ul jsou uplné rozdilné, ale i pfesto mezi nimi existuje vztah, ktery zachycuje bud
kovariantni nebo kontravariantni metricky tenzor. Z toho zavéru plyne, Ze kazdy kovariantni
index muze byt ,zvednut” a tak se stat kontravariantnim indexem. Pfi téchto operaci je
dllezité sledovat poradi téchto zmén index(. Toto sledovani odpada tfeba pti symetrickych
tenzorech, které jsme uvedeli v pfechozi kapitole nebo taky se lze o této tfidé docist v (6) na
stranach 42 — 45.

PFiklad:
Méjme souradny systém, ktery ma v bodé P metricky tenzor Z;; roven:
4 1
o= 2.74
25=(; 5)

A dale mame tenzor jlkm, ktera ma viechny komponenty rovny nule, kromé T;, = m. Urete
komponenty tenzoru Ty, jxm, ktery byl vytvoren zpusténim horniho indexu i.

Thjkm = jikain 2.75

Smysl ma uvazovat jenomindexyi = 1,j = 2,k = 1 am = 2 zbytek bude roven nule.

Thz12 = TTZ1p 2.76
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A z tohoto vztahu obdrzime T;51, = 4m, T34, = .

Efekt zvedani a sniZovani indextl demonstrujeme u skalarniho soucinu dvou vektor( UaV:
U-V=UZ- vz =U0Vz;=UY, 2.77

Tento zapis vypada dosti elegantné a krasné, a proto by se mohlo zdat, Ze je to jednodussi
zpUsob, jak vypocitat skaldrni soucin dvou vektor(. Opak je pravdou. Vypocitat kovariantni
slozky vektoru Vv je extrémné netrividlni, Tento zpUsob formulace se vyuZziva, jelikoz ma
jednoduchy zapis.

2.17 Kovariantni derivace

Jiz nékolikrat jsme se zminovali, Ze tenzorové vlastnosti objektl jsou klicem k vytvareni
invariant(. A pravé samotné derivace podle soufadnic 3/9Z ndm z tenzoru nevytvoii tenzor.
Tento problém by se objevil, kdybychom chtéli definovat Laplacian. Pojdme nyni ovéfit, Ze
opravdu derivace podle soufadnic z tenzoru neni tenzor. Necht tedy existuje tenzor S, ktery
vznikne ze vztahu dT;/0Z". Pokud by byl vysledek tenzor druhého fadu pak bychom zménou
souradnic a naslednou Upravou dostat vztah mezi nimi za pomoci matic prechodu.

aT; ) oT

— jogi jqi

Zkusme dle definic upravit v ¢arkovanou soustavu tak, aby vznikli matice transformace.

oTy _0(Ty) _a(Ti(Z@ )y (2) 2.79
0zi' = 9zl 0z/'

JelikoZz budu derivovat podle c¢arkované proménné vse musi byt vyjadieno jako funkce
¢arkovanych proménnych.

o(Ti(Z(Z')NJi(2Y)) T, 0z a; J i i 2.80
aZj, = aZJ aZ]’ il Tlm = Sij]j’]i’ + Ti]i'j'

Kde druhou derivaci souradného systému piSeme jako ]ii,j,. Objekt, ktery jsme ale dostali,

rozhodné neni tenzor, protoZe se nefidi pravidlem, ktery poZadujeme. Praveé ¢ast Ti]ii,j, tento
vztah ,pokazila®. Tento velmi nepfijemny problém dokazali vyresit az panové Gregori Ricci-
Curbasto a Tullio Levi-Civita. V praci, kterd je zndma pod jménem Methods of Absolute
Differential Calculus and Their Applications. TotiZz zavedli novy pojem a to V; kovariantni
derivaci. Tato , derivace” ma tizenou vlastnost, Ze pokud na vstupu byl tenzor tak na vystupu
se nachdzi opét tenzor, ktery je o rad vyssi. Pro zajimavost existuje i kontravariantni derivace
a tu ziskame za pomoci zvy3eni indexu, tedy kdy? vyuzijeme metricky tenzor Vi= ZijVj. Zatim
jsme ji, ale pofad nedefinovali. Ale jeji definice zcela intuitivné vyplyne z pfikladu, ktery uz
zname, proto pro lepsi demonstraci konstrukci ukdzeme pravé na tomto pfikladu.

Necht existuje vektorové pole V definované na v Euklidovském prostoru, ktery ma
soufadnice Z¢. Cht&jme zjistit zménu tohoto pole v zavislosti na soufadnicich:
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v _oa(viz) a(v)..  _.8(Z) 2.81
0zl 9zi  9Zi Z+ v 077

Nyni vyuZijeme definice Christoffelovych symboll a tvar upravime na:

v avio,
- = irk 2.82
377 = 377 Z, + VI Zy

Pfejmenujeme indexy v druhé Castii — k a k — i a dostavame po vytknuti:
v [fovi .\
- = — irk 2.83
o7] (azf iy ) %

CoZ nam Fika, Ze vyraz dV'/0Z/ + VT je kontravariantni tenzor, tento fakt jsme odvodili
v prikladu s ¢astici a intuitivné taktéz plyne ze zavedeni. Co tedy jednotlivé elementy
zachycuji? Prvni ¢len dV'/dZ’ zachycuje rychlost zmény v komponentu V,ale naprosto
ignoruje zménu v kovariantnich bazich Z,. Druhy &len VITY zachycuje jak oba komponenty V'

a Z, prispivaji na zméné V v soufadnicich. Nyni kone¢né zavedeme kovariantni derivaci:

oAVt .
i — myi 2.84
Vvt = 377 + V™,
Z této definice je velmi patrné, Ze vysledny tenzor bude tenzor, ktery je o rad vyssi. Silu tohoto
nového operatoru ocenime az za chvili. Vektor V se da rozloit i do kontravariantni béze.
Postup bude dosti podobny, akordt si musime uvédomit jistou skutec¢nost, kterou jsme si
odvodili jiz dfive 2.49. Pak se vse zjednodusi a dojdeme k vyrazu:

V _WL) oWz, 0E) (V. py Nz 285
0z~ 0z 07 Yozl \ez/ U™

A zcela analogicky odvodime definici kovariantni derivace pro kovariantni tenzor:

vt

Prozkoumejme jisté vlastnosti tohoto nového operdtoru, co se stane, kdyz jej aplikujeme na
Z,aZ.

ViZo=oor I Zm

Ale tento vyraz jde upravit dle definice Christoffelovych symbol( %zFi'jZ_k) a po

prejmenovani indexu zjistujeme:

3 2.88

VZ, = [;}(Zk - G;nzm
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Ze vysledek je nulovy vektor. Stejny vysledek obdriime, pokud dosadime kontravariantni
bézi Z°.

ViZ' = o+ ™ = ~GZE + [,Z7 = § 2.89

Tento postup jde zobecnit na tenzory, které maji vice jak jeden kovariantni a kontravariantni
index. Uvazujme pro jednoduchost Ti] a dale bychom rozsifovali analogicky.

9T/ . . 590
VieT} = 5 + T T = LTy -
Kolik je kovariantnich a kontravariantnich indexd v ,derivovaném®” tenzoru tolik
Christoffelovych symbold bude dodano.

Je tfeba mnoho operaci ovéfit, jestli funguji pro kovariantni derivace, naptiklad jestli je
komutativni, jak se chova pfi soucinu atd. Toto predkladdame k véfeni a odkdazeme se na knihu
od pana Grinfelda (4). Presto pojdme si ovéfit alespon jak se chova pfi nasobeni. Coz Ize zapsat
takto V. (T'S;):

Tis,) = o(r's;) [l Tms, — [MTis =
Vi(T'S;) = 57K + LTS — T TS5 =

oT" Do 08 2.91
=m5j+l—‘ka Sj+ﬁT —ijT Sm=

= (Vi THS; + (ViS;)T!

Tato vlastnost nam, ale ihned implikuje, jak se zachova metricky tenzor Z;; pfi ,derivaci”,
—_— —>

jelikoz vime, ze je ziskat jako skalarni soucin Z,-Z, a jelikoZz vime, jak se zachovaji pfi

kovariantni derivaci, lze tedy psat:

VZij = V(2. Z) = (VZ)Z, + (ViZ)Z, = 0 2.92

Zminme jesté jeden zajimavy fakt, ktery plati pro invariant (Zadny index — Zadny Christoffel) a
jeho derivaci:

ov L, — -
7% = Vil =V (V'Z) = (WZ, 2.93

2.18 Laplacelv operator

Méjme skaldrni pole F, pak pro néj plati, dle pravidel matematické analyzy, Ze:

2.94

g O%F O°F O°F
©9x?  0y?  0z2

36



Vysledek bude ale zase invariant, a to vtomhle pfipadé neni pravda, opét je ,hacek”
v metrickém tenzoru kartézského souradného systému. Nyni predloZime k véreni vzorec pro
Laplacian v obecném soufadném systému. Jeho dlkaz je velmi nad rdmec této prace.

AF = ZYV,V;F 2.95

Opravdu pro kartézsky sourfadny systém plati:

7Y = é (1) 8 =2t g 2L O°F
B 0 0 1 $HT T axd Ttaxd T axJoxt

2.96
0%F 0°F 0°F

AF =
0x? + dy? * 0z2

Opravdu vzorec, co jsme predlozili k véfeni, odvodil velmi zndmy vztah z matematické analyzy.

3. Plochy a jejich tenzorovy popis

Doposud jsme vytvareli nastroj, ktery jak brzy zjistime, je velice silny. Nebude tfeba jiz nic
definovat ba naopak noveé vzniklé véci budou tvorfeny tenzorovou algebrou. V této kapitole se
budeme zabyvat pojmem plocha. Zaméfime se na dvou dimenzionalni povrchy
v trojrozmérném Euklidovském prostoru. To Ze jsme se omezili na tuto dimenzi, neznamena,
Ze by tato konstrukce, nesla rozsitit do dimenzi vyssich fadd. Pak uz bychom ale mluvili o
hyperplose, tedy o diferencovatelném (n—1) dimenziondlnim podprostoru na n
dimenzionalnim prostoru. Tato hyperplocha muze byt taky zachycena za pomoci kodimenze,
ktera je rovna jedné. Pro doplnéni kfivky maji kodimenzi rovnu dvéma. S timto zavedenim se
pouziva oznaceni manifold. V dnesni dobé tento pojem je ale tento pojem spjat spise
s topologii. PGvodné, ale manifold je podprostor Euklidovského prostoru, ktery mlze byt
parametrizovan, za pomoci hladké funkce na oblasti R™. Pokud se vratime k nasi terminologii,
tak pokud m = 1 jedna se o kfivku a pro m = n — 1 dostavame hyperplochu. V této kapitole
budeme popisovat povrch za pomoci tecnych a normalovych prostort. Tyto plochy existuji
vzdy, kdyzZ je zaru€ena hladkost na ploSe (vrchol kuzelu nemam tecnou rovinu). Te€na rovina
bude popséana kovariantni bazi a abychom obséahli cely n rozmérny prostor zavedeme pojem
normaly IV, kterd bude jedno rozmérn3, a pravé obal kovariantni baze a te¢ného povrchu bude
tvofit cely n rozmérny prostor.

3.1 Parametrizace plochy

Je mnoho zplsobl, jak popsat plochu. My volime parametricky popis. Pro nasi dvou
rozmérnou plochu dostaneme dvé& proménné, které oznaime S' a S? neboli S*. Opét

vyuZijeme pozi¢niho vektoru ﬁ, ktery se nyni stane proménou téchto dvou parametru ﬁ(S).
V momentu kdy ziskdme toto vyjadreni dd se hned nasadit konstrukce, kterou jsme jiz
popisovali.
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3.2 Zakladni objekty plochy

Kovariantni baze se definuji zcela a analogicky, jako vétsina objekt(, které jsme jiZz popisovali:
_. OR
S, = 3.1
a5«
Obal téchto vektor( S_a) tvofi zcela intuitivni predstavu tecné roviny. Pro nas pfipad se tedy

jednad o aS; + bS,, a,b € R. Tato tecnd rovina nelezi v nami popisované plose, pokud se
nejedna o rovinu.

Obrazky 3-1 Zakriveny povrch a kovariantni bdze v jednom bodé

Dalsi objekt, ktery Ize sestrojit je jednotkova normala N, kterd je kolma k obéma vektorl. Tato
interpretace, ale dovoluje sestrojit dva tyto vektory, kazdy s jinou orientaci. Nékteré literatury
ihned ,Ipi“ k jedné z téchto normal. Pro nasi konstrukci je ale naprosto jedno, kterou zvolime.

vrve

NS, =0 3.2
N-N=1
Kovariantni metricky tenzor S, Ize ziskat z kovariantnich bazi:
Sap = g . § 3.3
Kontravariantni metricky tenzor S%F:
sab - Spy = 68 3.4

Opét budeme uvaZovat S jako determinant S,z a jeho odmocninu jako plosny element. Novy
pojem Levi-Civita symboly £, definujeme podle predpisu:

gaﬁ :\/Eevaﬁ 3.5
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e

e =~ __ 3.6
VS
Kde eqp je antisymetricky systém s nenulovymi prvky e;; = —ep; = 1.
Kontravariantni baze:
Sa — gap g 3.7

Opét lze ovérovat, jestli se jednd o tenzory, ale pti kratsi rozvaze je to zcela trivialni. Jelikoz
opét mlizeme definovat Jacobiho matice pro prechod mezi ¢arkovanym a necarkovanym
systémem:

A naopak zcela analogicky a pak ovéfovani, Ze kovariantni a kontravariantni baze jsou tenzory
atd. Jisté je to tfeba dokazat, ale je to Cisté stejnd aplikace Jacobiho matic jako v 2.66.

3.3 Christoffelovy symboly

Jak jsme jiz definovali tyto symboly zachycuji zménu kovariantni baze vzhledem k proménnym.
Toto nam fika rovnice, kterou jsme jiz zminovali:

0z, _ 3.8
97k = I Z;

Tato definice pro ndas systém, ale nebude mozna. To z jednoduchého divodu, pokud bychom
rozkladali do S, zachytavali bychom jenom zménu na te¢né roving, a nikoliv na ploSe samotné.
Jisté ve specialnich pripadech by se dal tento predpis pouzit, ale nelze jej vyuZit jako obecny.
Proto si budeme muset pomoct jinou interpretaci Christoffelovych symbolQ, jez jsme zavedli.
PrepiSme tedy vztah 2.47 do nasi notace.

7 _gv. 9% 3.9
ap 0SB
Zde uzZ se zadny problém nevyskytuje, jelikoz nerozkldadame. | dalsi definice Christoffelovych
symboll, za pomoci kovariantniho a kontravariantniho metrického tenzoru, lze prepsat do

nasi notace.

rr. = lgyw 9Swp + Swy _ 0Spa 3.10
ap = 2 asYy = 9sB  asw

3.4 Krivka na plose

JelikoZ uz mame na této ploSe opét vykonstruovano dost z tenzorové algebry, mizeme opét
zaradit vyuZiti. Méjme néjakou kfivku na plose, kterd je dana parametricky (Sl(t),SZ(t)) to
jisté existuje a v tenzorové algebre to zapiSeme jako S*(t) . Opét se opfeme o jiz uvedené
2.34 a prepiSeme jej do nasi notace.
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3.11

Tento vztah rozhodné neni dokazany z toho, co jsme uvedli. Je tfeba dokazat mnoho véci, nez
to prohlasime jako platny vztah. Nam ale postaci, Ze tento vztah plati a Ze byl odvozen. Pro
nas ma hodnotu v tom, Ze existuje jista symetrie mezi vztahem 2.34 a 3.11.

3.5 Kovariantni derivace

Vime, Ze pokud aplikujeme kovariantni derivaci V,na kovariantni bazi _S;, tak vymizi. Pojdme
tuto vlastnost ovéfit na plose.

_, S _
vasﬁ_ B Y 3.12

Y FaBSV

Kdyz jsme si tento vztah odvozovali a dokazali, Ze je roven nule. Tak jsme vyuZili faktu, Ze
0Sp/9S* = Fgﬁg a po dosazeni jsme obdrzeli kyZzenou nulu. My ale tuto moznost nemdame.
Musime si pomoci jinak. Skalarné vyndsobime rovnici prvkem Sw:

0S5 — ., —

. — P .Y 3.13
§®-V,S5p =85 35a Sw FaﬁSy

—

Dale upravime R S, = 6’ a po vyuZiti 3.9. Obdrzime:

S9-V,Sp = Top —TYs60 =6 3.14

Je-li skalarni sougin S® a Va§ roven nule pak jsou na sebe kolmé. Tedy vSechny 4 prvky VaS_ﬁ)

g
jsou kolmé na S¢. Pfipomindme, Ze jsme v trojrozmérném prostoru na dvourozmérném
manifoldu. Z toho ale mlze plynout jen jediné, a to Ze musi byt néjakym ndsobkem jednotkové

normaly N:
vag_ﬁ’ = ﬁBaﬁ 3.15

Koeficient B, zachycuje pravé pomér mezi kovariantni derivaci kovariantni baze a jednotkové
normaly. Jako celek ho nazveme tenzor kfivosti. Pro ziskani explicitniho vyjadfeni B,z obé

stany skalarné vynasobime jednotkovym vektorem N:

—

N-V,Sg=N-NBgg = Bag 3.16

Diky symetrii skalarniho soucinu opét B,g = Bg,. Dale po ,zvednuti“ jednoho indexu a
kontrakci tohoto vyrazu dostaneme stredni kiivost B§ jedna se o stopu ,,matice” Bf.

BY = SYfBg,
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V nasi predstavé dvou rozmérného manifoldu, tedy obdrzime dvé Cisla k; a k,, kterd nazveme
hlavnimi kfivostmi povrchu. Pokud bychom se zabyvali determinantem B a jeho vlastnimi
Cisly dostali bychom stejné hodnoty pro hlavni kfivosti. Definujeme:

Bg = K1 + Ky
det(B)) = kK,

3.17

Metricky tenzor S, byva Casto pojmenovan jako prvni zakladni forma. A tenzor kfivosti B,g
jako druha zakladni forma. Existuje i tfeti zakladni forma, ktera je definovana jako nasobek
»matice” Byp sama se sebou. To se hlavné vyuZiva v aplikacich v pojeti geometrickém to,
zadnou velkou hodnotu nema.

3.6 Kovariantni derivace normaly

Tento pojem odvodime ze vztahu 3.2 a naslednou aplikaci kovariantni derivace V,,:

Vo(N-N) =V,1 318

V,N-N=0

Kde opét nardiime na zvoleni orientaci normaly, opét si mlZeme, ale nemusime zvolit
normalu. Kazdopadné at uz udélame tak nebo tak jisté orientace normaly nam zaruci zménu
nejméné jednoho znaménka vtenzoru kfivosti. To jsme odvodili ze vztahu 3.15. Tuto
zkutecnost jeSté zminime.

Z 3.18 plyne jedna z nejfundametalnéjéich vlastnosti celého Zivota. Pokud mame jakykoliv
vektor jakkoliv parametrizovany a zachovavajici si svoji délku behém c¢asu, pak jeho mira
zmény (derivace) bude vidy kolma k ptivodnimu vektoru.

Dale jisté plati, ze vaﬁ lezi jisté vtecné roviné. Ztoho plyne, Ze musi byt vyjadritelnd
v kovariantnich bazi Q, jako jejich kombinace. Prozatim od této myslenky upustime a
podivdme se na druhy vztah z 3.2 a aplikujeme na néj kovariatni derivaci.

Vg(N -S,) = V30

3.19

Poté, co jsme tento vztah odvodili vratime se k nasi uvaze o V, N. Pokud jde rozlozit do
kovariantnich bazi pak koeficient u normaly N by mél byt nula. Ovérme:

Vaﬁzxaﬁ+yf§
Vaﬁ-ﬁ=xaﬁ-ﬁ+yf$-ﬁ 3.20
0

=x, (1) +y5 - (0)
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CozZ jsme méli ovéfit. Z tohoto vztahu jsme, ale nezjistili hodnotu yf. Proto jsme odvozovalli

3.19. Méjme opét vyraz V, IV, ale tentokrat jej ,vynasobime” kontravariati bazi SY:

Vaﬁ-ﬁzxaﬁ-ﬁ+yf$-ﬁ

Vo N-S¥ =2, (0) +yy5 -8} 3.21
Vaﬁ'g]_;:y;c/

NeZ udélame posledni krok je si tfeba néco uvédomit, coz by pro nékoho nemuselo byt zcela

ziéjmé. Nejdfive vztah vyndsobime kontravariantnim tenzorem SB, pak vyuzitim metrického
tenzoru Sy, upravime podledni Cast vztahu 3.19. Jak se ale zachova metricky tenzor, to bude
jesté treba priblizit. Ovérime jak interaguje metricky tenzor S, s kovariantni derivaci.

VySap =Vy(§-$) :VV§'$+VY$'§:

e 0w\ = (0 o) =
- W—FaySw 'Sﬁ+ m—FﬁySw 'Sa=

= 5ar S5 =S5 ST o Su |+ | 55y Sa = Sa SU5 S, | =

_(0S, — 05, -\ (0S5 — 8S5 .\ _
=\as7 % ~asr %8 ) t\asr S« " gsy e | =0

To Ze se nam podafilo zachytit, jak se zachova metricky tenzor a Ze je roven nule, je velmi
zajimava skutecnost. JelikoZz vime, Ze kovariantni derivace aplikovand na kovariantni bazi
nedava nulu tak jako v minulé kapitole, ale jejich skalarni soucin uz ano.

Zjisténi, ze metricky tenzor se ,vypafi“ pod kovariantni derivaci, nam dava moznost v 3.21
prejit na vztah.

VyN:-S¥ =—-B! 3.23
Po seskupeni 3.21 a 3.23 dostavame, Ze koeficient y;f prejde na —B(’x/ coz vyusti ve vztah:
-V, N-SY = B&/ 3.24

To je dalSi popis tenzoru ktivosti. Tento vztah je asi ze vSech, co jsme zminovali s touto
problematikou, diky tomu Ze normdla je invariant, tedy kovariantni derivace prejde na
parcidlni derivace.

Opét zaradime priklad:

Necht mame kouli o poloméru R v trojrozmérném prostoru, to bude nas manifold. Tedy
povrch dle jisté intuice budeme popisovat za pomoci systému sférickych souradnic, ktery ma
promeénné ¢ a 0, kde ¢ popisuje pfirozené pohyb po rovnobézkach a 8 pohyb po polednicich.

Z vypoctu parcialni derivace pozi¢niho vektoru ﬁ, ktery je ve stfedu této sféry, vzhledem
k proménnym dostavame, Ze velikost S_qo) je rovna R sin @ a velikost % je rovna R. S tim, ze
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orientace je jednoznacné dana dle zmény jednotlivych proménnych, z ¢ehoz plyne, Ze jsou
navzajem na sebe kolmé. Pro upfesnéni mame vizualizaci na obrazku.

RsinB

Obrazky 3-2 Kovariantni baze na kouli

Metricky tenzor Sqp |ze tedy z téchto udajd dopocitat:

R? 0
S »= 3.25
ap ( 0 R?sin? 6)
Ted u? je nasnadé dopotitat S*5:
! 0
gap — | R? 3.26
1
R?sin? 6

Pro ,objemovy” element ./S.. = R?sin@. Jeliko? se jednd o uzavieny povrch normalu
budeme volit, Zze jde ,,ven” z koule.

Abychom mohli dopocitat tenzor kfivosti musime si uvédomit, Ze kovariantni derivace
invariantu prejde pouze na parcialni derivaci:

B“B = VﬁN'Sa =Sa W

.
Kovariantni bdzi zname, nyni musime zjistit parcidlni derivaci jednotkové normaly N,
vzhledem k derivacim. Jeho délka bude jisté rovna zase jedné, ale orientace se bude ménit.
Pokud budeme uvaZovat zménu v soufadnici 8, pak tato zména ma stejnou orientaci jako

kovariantni baze Sg. Navic je kolmy s S, a ma stejnou orientaci jako ma baze Sy. Druha slozka

je trochu slozitéjsi, ale pokud vyuZijeme znalosti z fyziky, pak tuto normalu rozlozime a
budeme zjistovat zmény pro jednotlivé slozky. Po kratké Uvaze zjistime, Ze jeho délka bude

sin @ a orientace stejna jako S_(,,):
—R 0
B. o= 3.28
ap ( 0 —Rsin29)
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Pfevedeme na stfedni krivost Bg = S* B, 3 a po kontrakci obdriime By = —2/R.

Pokud bychom vzali objekt Bg a dale uvaZovali determinant z néj. Dostali bychom hlavni
krivosti a jako celek se tento objekt nazyvad Gaussova ktivost K:

1

Pro ilustraci opét predkladdme obrazek:

Obrdzky 3-3 Koule a parcidlni derivace normdly

Nyni uz mizeme dopocitat Christoffelovy symbolu dle definice 3.9. Potfebujeme dopocditat
zméné kovariantni baze S_a) v zévislosti na proménnych S?. A nasledné jej skalarné vynasobime

s kontravariantni bazi S¥. Zase nadm vzniknou sady ChristoffelQ:
Fﬁ =0
IZ =T% = coth
If, =T3 =0 3-30
I3, =0

I}, = —sinf cos @
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_|e8||
Rcosb6= ‘8<P

] >

p 8

Obrdzky 3-4 Christoffelovy symboly pomocny nacrt

Rsing=|32

Obrazky 3-5 Christoffelovy symboly pomocny ndcrt

3.7 Céstice pohybuijici se po zakFivené plose

Dosti podobny problém jsme uz fesili v 2.55, tam jsme se ale nachazeli v prostoru, ktery mél
globalni soufadny systém. Tento pfistup nyni selZe, jelikoz mame proménné S% pouze na
zakfivené plose. Necht je tedy trajektorie ¢astice zavisla na ¢ase t a takto definovana na plose:

S% = S%(t) 3.31
Pak za pomoci smérového vektoru ﬁ(t), Ize obdrzet vztah pro rychlost Vv

OR(S(®)) _ 0R ds® _,

@ 3.32
ot  4S* dt =SV

V=

R
Nabizi se uvaZzovat zrychleni A jako druhou derivaci pozi¢niho vektoru podle ¢asu.

. 2R(S(®) v a(ves,) o 3(S,) 3.33
A=—%r %~ "o o =tV 4
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Pro dalsi krok se budeme muset odvolat na vztahy 3.15 a 3.12.

LAY 0Sg dSP _a(v®) oS,
A= a — ay B —
ar et Vigsrar = ar etV s
oV =
B 14 _
5 Sa + VAV (VpS, + 10,5, ) =
_owe 3.34
(a )5 +VOVPVgS, + VOVPTYS, =

y—oa a—-y

a
(a(V ) + veyhry

o B) Sy +VAVENByp = A
Kde V“V/”IVBO[[; je z fyziky znamo jako dostfedivé zrychleni.

3.8 Riemann Christoffeltv tenzor

Tento pojem jsme mohli zavést uz dfive, ale az nyni ,ocenime” jeho krdsu. Jednd se o
implikovani sloZzené kovariantni derivace na kontravariantni tenzor.

_nY 8
Vo VpTY — VgV, TY = R&XYT 3.35
Tento vztah po vycisleni a sniZzeni indexu y dostavame:
ar- ar:
_9lyps Y.08 3.36
RY&X,B T asa - oS8 + Fw'YBF(;% - Fﬂ)'YO‘Fé%

Tento vztah, ale pro Euklidovsky prostor prejde na nulu tedy vSechny koeficienty Riemann
Christoffelova tenzoru R,sqp jsou rovny nule. Ztéto rovnice taktéz plyne antisymetrie a
symetrie v nékterych prvcich Rysqp-

Rysap = ~Ryspa

Rysap = —Rsyap 3.37
Rysap = Rapys

Pro nami uvazované dvojrozmérné manifoldy, diky témto vlastnostem, pfejde R,sqp na

jedinou rovnici:

RySoc[)’ = R12129y59aﬁ 3.38

S vyuzitim vztahu 3.5 a ndslednym ziskani invariantu obdrzime Gaussovu kfivost vyjadienou
v zavislosti na metrickém tenzoru a Riemann Christoffelové tenzoru:

R1212 3.39
S

K=

Gaussova kfivost je jedna z nejzakladnéjsSich vlastnosti povrch, ale tento vztah je jesté zndmy
trochu jinak, a to ve vyjadreni tenzor( kfivosti. Vztah, ktery nyni popiSeme byva oznacovan
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jako jeden z nejhezcich vztah( v celé diferencidlni geometrii a sam Gauss ho pojmenoval
Theorema Egregiuma (Pozoruhodny teorém):

Rysap = BayBps — BgyB(as) = Keys€ap 3.40

Tento vztah je naprosto fenomenalni. Existuje mnoho zavérd z této rovnice. My vybereme
jeden. Méjme valec, tfeba plechovku, pokud ji zmackame tak, Ze nedojde k deformaci délek
na povrchu Riemann Christoffel(v tenzor se nezméni. To se rozhodné neda fict o jednotlivych
tenzorech krivosti, které se budou dosti divoce ménit. Jednotlivé kfivosti se mezi sebou tedy
»prelévaji” tak Ze Riemann ChristoffelGv tenzor se neméni. Néco podobného se déje ve fyzice
pfi zméné potencidlni energie na kinetickou, ty predstavuji jednotlivé tenzory kfivosti, ale
soustava jako celek zachovava porad stejny soucet téchto energii, coz je v nasi impretaci
Rimann Christoffel(iv tenzor.

O plose fekneme, Ze je rozvinutelna, pokud ma stejnou Gaussovu kfivost jako rovina. Kfivost
roviny je K = 0. Pokud bychom dopocitali kfivosti pro dalsi plochy neboli manifoldy dostali
bychom, Ze kuzel a vadlec maji stejnou kfivost. Tyto manifoldy nazveme rozvinutelné.

3.9 Gauss Bonnet Theorem

Tento teorém je dUsledek diferencidlni geometrie a topologie. Pokud mame uzavieny povrch
S, pak celkova kfivost je definovand, jako integradl Gaussovy kfivosti K. Pak vysledek zavisi
pouze na poctu dér g, nikoliv na tvaru objektu:

f KdS = 4m(1 — g) 3.41

Velice pékny nahled a blizsi upresnéni tohoto vztahu Ize najit v knize (7) od profesora Normana
Wildberga. JelikoZ sféra nema diry, pak integral je roven 4. Pro torus je roven 0. Pro torus se
dvéma dirami je roven —4r atd.

4. Priklady

Pokud jsme si povsimli tak znacna c¢ast prikladd, jiz zaznéla béhem vykladu, jednotlivych
kapitol. V této kapitole budeme vyuzZivat tensory a jejich vlastnosti, které jsme si osvojili
v pfedchozich kapitolach. Vice prikladu lze najit v knize (8), kterd je plna prikladl, které
vyuzivaji jednak tenzorovou algebru anebo alespon podobny pfistup.

4.1 Vedeni tepla

V termodynamice je tfeba vyjadfit staciondrni vedeni tepla pres sténu. Tato sténa muize byt
valcova, sféricka nebo rovinna. Z obecné diferencialni rovnice vedeni tepla mame (prvni zakon
termodynamiky):

4.1

dT _ (9°T N 92T N 92T N Q*
dr ~ *\oxz dy?  0z2 cp
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Tento vztah jsme odvodili pro kartézsky soutadny systém. Kde a je teplotni vodivost, Q* vnitini
zdroje, p hustota kapaliny, 7 jednotka ¢asu a ¢ je mérna objemova tepelna kapacita. Vidime,
Ze tento vztah neni invariantni, jelikoz je zavisly na jednom sourfadném systému. Tuto
problematiku jsme v této praci uz fesili. Vztah napravime, kdyZz dosadime spravnou definici
laplacianu.

2—: = a(ZYV,V,T) + " 4.2

Tento vztah uZ je invariantni. Z néj dokdZzeme vypocitat vztah pro jednotlivé soufadné systémy.

Pro uplnost Ize tento vztah jesté upravit:

dT [ 9*T aT\ 0*
a7l —Tk = 4.3
az <6ZiaZf Ly aZk) * cp

Z tohoto vztahu nam plyne, Ze pro dany soufadny systém je tfeba znat jeho Christoffelovy
symboly a kontravariantni metricky tenzor.

Pro sféricky soufadny systém s proménnymi r, 8, ¢ vzorec 4.3 prejde na:

dT %T 20T 1 0%T cot@adT 1 9%T\ Q¢
—=al=—S+-—+>5=—=+ —+ = — 4.4
dt or? radr 1?2002 r? 00 1r?sinfdp? cp
Pro valcovy soufadny systém s proménnymi r, 8, z vzorec pirejde na:
A 4.5

ar 9%T 16T+ 10%T 09%T\ Q*
— =ql|— —_ —_— R
dt or? ror r2060?% 0z2 cp
Od kartézského souradného systému jsme se odrazeli, ale Ize vidét, Ze diky tomu, Ze vSechny

Christoffelovy symbolu jsou pro tento souradny systém rovny nule, tak by rovnice 4.2 velice
snadno presla do 4.1.

4.2 Hydrostatika nestlacitelné kapaliny

V této Casti se budeme muset opftit o jisté znalosti z Hydromechaniky. Popis nestlacitelné
kapaliny vychazi z rovnice pro napéti ¢ = —PI, kde P je hydrostaticky tlak. Pokud zavedeme
tento predpoklad pak pohybova rovnice:

o L 46
V-o+pf=p E+V-VV :

Prejde do velmi jednoduchého vztahu:

-

av 4.7
—grad(P) + pf =p—- '

JelikoZ se pohybujeme v hydrostatice ¢len pdl7/dt bude vidy nulovy. Clen f popisuje vné&jsi
sily na kapalinu. Pokud kapalina setrvava v klidu pak na ni plsobi jenom gravitace f =
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(0,0,—g). Orientaci soufadného systému intuitivné volime stejné jako jsme zavadéli
v hydromechanice. Dalsi ptiklad je, kdyZ se nadoba s vodou pohybuje konstantnim zrychlenim
d, pak ¢len f ptejde na f = (dq,d,, —g), kde jsme zrychleni d rozloZili do dvou smérd,
vzhledem k souradnému systému. Necht mame tekutinu v obecné nadobé, ta se pohybuje
konstantnim zrychlenim ve sméru z jedné z proménnych, pak rovnici 4.7 upravime na:

apP
S 4.8

Po integraci téchto tfi rovnic, je zde jeden , Zivi“ index, dostaneme feSeni pro tlak v jakémkoliv
bodé tekutiny. Demonstrujme si to na prikladu. Méjme obdélnikovou nddobu a zvolme, Ze
zrychleni a pusobi ve sméru proménné x. Pak dostaneme rovnice:

P oP_ 9P _ 4
ax = PP Ty T oz P9 '

Po vyfeSeni této soustavy zjistime, Ze tlak P je zavisli pouze na slozkdch x,z, kdyZ navic
prohldsime tlak na hladiné jako referencni Py, dostaneme vztah pro vypocet tlaku v jakémkoliv
bodé kapaliny.

P(x,z) = Py — p(ld|x + 1§|2) 4.10
Navic z této rovnice lze zjistit rovnici hladiny. Je to takové misto, kde P(x,z) = P, odtud:
|al
——= X
1]
Jedna se o pfimku s Ghlem klesani a = tan~1(|d|/|g|).

4.3 Mechanika kontinua

PFi snaze popsat pohybu pevné latky, u nichz se méni vzdalenosti mezi jednotlivymi body, se
zavadi predstava kontinua. Toto lze chapat, Ze jednotlivym geometrickym bodUim pfifazujeme
charakteristické veliciny prostfedi. Pro popis kontinua jsou zavedeny dva pfistupy.

4.11

Pristup podle Lagrange popisuje polohu y; kazdé Castice v Case t vzhledem k proménnym x;:
yj =y t) 4.12

Pokud se souradnice méni v zavislosti na ¢ase nazveme tuto kfivku trajektorii.

Druhy pfistup podle Eulera je, Ze kazdé ¢astici je predepsana jeji rychlost v;:
v; = vi(yj' t) 4.13

V tomto pfistupu je tfeba predpokladat, Ze rychlost ¢astic v sousednich mistech kontinua neni
pfilis rozdilna. Déle je tfeba uvaZovat jednoznacnost kontinua a Ze tyto zmény jsou spojité i se
svymi parcialnimi derivacemi. Pokud je to splnéno, tak v kazdém okamziku t, Ize kontinuum
prolozit kfivkou, kterd ma tecny v kazdém bodé souhlasné s rychlostmi jednotlivych boda.
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Tyto kfivky nazveme proudnicemi. Tyto proudnice lze pro pevny c¢as t vyjadrit
v parametrickém tvaru jako:

yi = yi(s) 4.14
Kde parametr s plyne z diferencialnich rovnic, jelikoZ vime, Ze te¢ny v jednotlivych bodech

proudnice odpovidaji rychlosti v jednotlivych bodech:

dy;
d_sl = kv, 4.15

Pro trojrozmérny ptipad dostaneme soustavu tfi diferencidlnich rovnic. Navic jsou-li splnény
predpoklady, které jsme uvadéli, plati, Zze kazdym bodem v okamziku t prochazi pouze jedna
proudnice. Uvazujme specidlni pfipady pohybu kontinua.

Translacni pohyb je takovy pohyb tuhého télesa, v némz se vSechny body kontinua pohybuji
po stejnych, pouze posunutych, trajektorii. To znamena, Ze nezalezi na plvodni poloze ¢astice:

yj = yj(t) + X; 4.16

Pokud vykonava kontinuum transla¢ni pohyb pak je rychlost konstantni, pro vSechny body
kontinua.

Rotaci kolem soufradni osy rozumime v kartézském souradném vztahu, takovy pohyb, Ze kazdy
bod kond kruhovy pohyb kolem této osy o poloméru R, coz je vzdalenost od osy rotace. Pokud

bychom volili kartézsky souradny systém pak tato vzdalenost je rovna R; = /xfj + xgj. Pokud

bychom volili valcovy souradny systém, pak bychom volili osu rotace pro proménou z
avzdalenost R by se dala jednoduse vyjadfit jako R; =r1;. Drime se nyni pfedstavy
kartézského souradného systému, pro tento systém bude tedy platit:

Yy = /xlz + xZ cos @
4.17
Y, = /xlz + x5 sing

V3 = X3

Rychlost ¢astice lze obdrzet derivaci vztaht 4.17 podle ¢asu t:

/ . do
v, =— |[x2 +x3sing = —Eyz
d 4,18
v, = /xlz + xZcosp = d—(':yl

173:0

Pokud provedeme jesté jednu parcialni derivaci, tentokrat podle soufadnic obdrzime tenzor:
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avi

90 4.19
VAl
Tento tenzor je skoro vidy nulovy kromé pfipad(:
ov, _dp Ov, _ dg 4.20

ay, dt’ dy, adt’

Jednd se tedy o antisymetricky tenzor. Z toho plyne vlastnost, Ze vyraz 4.21 je vzdy roven nule:

v, 9Y; _ 421
ayj ay;
A pro rozdil tohoto vztahu plyne, Ze je vidy roven nule kromé vyrazu:
o _0v, __,d¢ __, 4.22
dy, 0y dt

Kde jsme derivaci uhlu podle ¢asu pfeznacili na Ghlovou rychlost.

Mechanika kontinua se taktéz snazi zachytit zménu vzdalenosti jednotlivych bod( kontinua.
Ku prikladu tento jev se snazime popsat pfi tahové zkousce. Abychom zachytili tento jev
uvazujme okoli bodu y; a dale uvazujme rychlostni pole tohohle okoli. Pak dostavame, Ze pro
malou zménu vzdalenosti dy; obdrZime rychlost vtomto bodé vztahem:

av;
]

Jisté vime, z predchazejicich kapitol, Ze pokud bereme parcidlni derivaci z rychlosti podle
proménnych obdrzime tenzor druhého fadu. Tento vektor samoziejmé muze byt rozlozen na
symetricky a antisymetricky tenzor druhého radu. Je tfeba podotknout, Ze této vlastnosti, Ize
vyuZit pouze u tenzorl druhého fadu, vice se lze docist v knize (6). Po prevedeni tedy obdrzime
vztah, ktery byva oznacovan jako prvni Helmholtzova véta:

vi(y; + dy;, t) = vi(y;,0) + %(Z—:}; - Z—;}) dy; + % <Z—;}l + Z—;Z) dy; 4.24
Popiseme si jednotlivé €leny, co v geometrii kontinua popisuji. Clen v;(y),t) je nami znama
translace kontinua, druhy ¢len 1/2(6vi/6yj - avj/ayl-)dyj popisuje rychlost rotace kontinua
jako celku a posledni ¢len 1/2(0vi/0yj + avj/ayi)dyj je pfi pohledu na kontinuum jako
celek roven nule, ale pro malé okoli y; popisuje pravé zménu vzdalenosti na tomto okoli.
Posledni déj nam tedy popisuje deformacni déj, ktery se déje na okoli jednotlivych bodu
kontinua.

Vektor posunuti budeme definovat jako rozdil polohy bodu y; v ¢ase At a hodnoty x;, coz je
poloha bodu na zacatku v ¢ase t = 0:
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Pak Ize zménu bodu x; za ¢as At v prostoru kontinua zachytit za pomoci:
Vi = Xj + uj(_xi) 4.26

Diky jednoznacnosti, existuje pravé jeden bod, ktery se takto pretransformuje lze psat
vztah 4.26 i jako:

xi = yi — wi(y)) 4.27

Tento zpUsob vyjadreni je opravdu Sikovny, jelikoZ v sobé zahrnuje veskery pohyb, ktery musi
Castice vykonat, aby se dostala do koncoveho bodu y;.

Pro malé okoli bodu x;, Ize psat podle vztahu 4.26, Ze plati:

Uj
dy] = de + a—xidxi 4.28

Pro vypocet velikosti vektoru dx; nami dobfe znami vztah:

Na zac¢atku jsme uvazovali kartézsky souradny systém a pro né&j ZY znadme a vztah miizeme

pfepsat na:

V momentu kdy vime, jak zjistit velikosti je nasnadé zjistit teda deformaci jako rozdil téchto
délek, pro jednodusi pocitani budeme brat kvadraty téchto velikosti dy;dy; — dx;dx;. Tento
vztah bychom chtéli vyjadfit vzhledem k bodu x;, musime tedy druhou ¢ast upravit. Pro prepis
vyuZijeme vztah 4.28.

e+ 2% g Ve + 29 ax ) =
Xj an xk Xj axm Xm =

Naslednda uprava je dosti jednoducha diky tomu, Ze jiz umime dobre pracovat s indexy a
parcidlnimi derivacemi.

ou, 0w, 0y Juy

dx.d 4.32
0x,, 0xg axkaxm> i GXm

Zavorku, ktera se vyskytuje vtomto vztahu 4.32, prfeznacime na 2¢&g,,, toto preznaceni jisté
bude tenzor druhého fadu, to vime diky dvéma zivim indexdm, vime Ze se jedna o tenzor
druhého fadu. To, Ze parcidlni derivace z vektoru podle jeho proménnych je vektor jsme
ovérovali v druhé kapitole. Z pofadi derivace proménnych je ihned viditelnd symetrie &xp,.
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Déle je jisté, Ze tento tenzor je funkci proménnych Z¢, co? jsou v nasem ptipadé kartézské
proménné X;.

Pokud bychom chtéli vyjadFit tento kvadrat rozdilu velikosti délek vektord v zavislosti na y;
obdrzeli bychom analogickym postupem, jiny tenzor, ktery oznacime &y,:

Flem = 5 0x, | 0x;  0x) 0xp

Tyto tenzory, které jsme pravé odvodili oznacujeme v mechanice jako tenzory velkych
deformacich. Pokud bychom uvaZovali malé deformace tyto dva tenzory prijdou o svoji
rozdilnost a budou si rovny. Je to mozné diky tomu, Ze pokud uvazujeme malé deformace pak
nasobek parcidlnich derivaci poloZime rovny nule a tenzory velkych kfivosti pfejdou na tenzory
malych krivosti:

1 aui Ouj
S L L A 4.34
eU 2 <0x] + Oxi> eU

JelikoZ se jednd o jiné tenzory zaslouZi si preznaceni. Tedy takto jsme odvodili tenzory malych
a velkych deformacich.
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit se s tenzorovym poctem a zjistit dlileZitost metrického tenzoru
v této strukture. V prvni kapitole jsem rozvedl myslenku, kterd dosti striktné definovala
jednotlivé pojmy, které vedli k precizni definici tensord a nasledné celé tensorové algebry.
V druhé &asti jsem se pokousel sezndmit s geometrickou pfedstavou této struktury a jak se
jednotlivé objekty chovaji pravé v geometrické interpretaci.

V nasledujici kapitole jsem pak uZz jenom vyuZival téchto pojmuU a ziskdval jsem velmi
zajimavé vztahy a z nich jsem odvozoval vlastnosti rlznych objektl a jejich geometricky
vyznam v trojrozmérném Euklidovském prostoru. Sice se tato kapitola zajimala jenom timto
prostorem, ale analogicky by se dala prevést vétsina pojm0 i na vice rozmérné prostory. To by
ale zapficinilo ztratu intuitivnosti, a tedy i geometrického nadhledu, coz by bylo v rozporu se
zadanim prace. V zavéru kapitoly, ktera se zaobirala plochami, poté co se mi podafilo zachytit
Gauss Bonnetlv teorém, jsem byl z néj dosti nadSeny a dale jsem tento teorém studoval a

pfipojil jsem i v textu knihu, ze které jsem se dozvédél mnohem vice.

Kazdou geometrickou predstavu jsem se pokusil vyobrazit na obldzcich, které jsem za
timto ucelem vytvofil, abych dopomohl kilustraci daného problému. Doufam, Ze vdécny
Ctenar tuto skutecnost oceni. Taktéz jsem se pokousel nékteré vztahy prokdazat, abych ukazal,
Ze této struktufe opravdu rozumim. Doufdm, Ze ovéreni, kterd jsem poskytnul, pfijdou
pripadnému ¢tenafi vhod.
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