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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ

MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. V článku sú riešené tri vybrané pŕıklady súvisiace s Internetovou ma-

tematickou olympiádou pre študentov stredných škôl. V prvej časti je rozobratý
geometrický pŕıklad o tetivových štvoruholńıkoch. Druhá čast’ sa zaoberá dvoma

verziami pŕıkladu na výpočet pravdepodobnosti a v postupe ich riešenia sa poč́ıtajú

limity. V tretej časti sú uvedené rôzne verzie geometrického pŕıkladu na výpočet

d́lžok, je rozobratá verzia s nepresnými vstupnými údajmi.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje Internetovú ma-
tematickú olympiádu pre študentov stredných škôl ČR a SR. V roku 2018 prebehol
už jej jedenásty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vyhodnoteńı sa nemalou mierou
podiel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı a oboru Aplikovaná matema-
tika. Na stránkach http://matholymp.fme.vutbr.cz je možné nájst’ zadania aj
riešenia pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok je druhý v porad́ı na túto tému. V minulom roku som sa mala
možnost’ podiel’at’ na organizácii tejto sút’aže a videla som, ako postupne vznikajú
niektoré pŕıklady od prvého nápadu až po finálnu verziu. Často je nutné pôvodné
verzie zadania zjednodušit’, prispôsobit’ úrovni stredoškolákov a tiež zohl’adnit’

časový priestor, ktoré majú riešitelia na vypracovanie riešeńı, aj čas, ktorý za-
berie opravovanie týchto riešeńı.

V tomto pŕıspevku som sa rozhodla ukázat’ niektoré z tých pŕıkladov, ktoré
neboli na olympiáde použité, alebo boli použité v inej verzii. Rovnako ako v pred-
chádzajúcom pŕıspevku, aj teraz budem riešenia pŕıkladov popisovat’ z môjho
pohl’adu, občas aj s odbočkami, ktoré súvisia s tým, ako som na riešenie postupne
prichádzala a aj s rôznymi úvahami, čo ma k tomu ešte napadli.

1. Pŕıklad s dúhou

Pŕıklad s dúhou, ktorý bol nachystaný na použitie minulý rok, zatial’ nebudem
zverejňovat’. Je pekný a môže sa ešte v nejakej forme objavit’ v niektorom z d’aľśıch
ročńıkov. Zatial’ k tomu nedošlo, lebo sa ukázalo, že v zadańı je navyše schovaná
ešte jedna dôkazová úloha, ktorej riešenie už by vydalo na samostatný pŕıklad.
A práve týmto pŕıkladom sa teraz budeme zaoberat’. Zadanie by mohlo vyzerat’

napŕıklad nasledovne.

2010 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 00A35.
Kĺıčová slova. Matematická olympiáda.



66 V. Š. RŮŽIČKOVÁ

Pŕıklad 1. Dokážte, že pokial’ existuje štvoruholńık s dĺ̌zkami strán a, b, c, d,

tak je možné zostrojit’ aj tetivový štvoruholńık s dĺ̌zkami strán a, b, c, d.

Začnem tým, že zhrniem, čo viem o tetivových štvoruholńıkov: podl’a defińıcie
ich vrcholy ležia na kružnici. Ďalej sa vie, že štvruholńık je tetivový práve vtedy,
ked’ súčet jeho protil’ahlých uhlov je rovný 180◦.

Ukázat’, že štvoruholńık s danými vlastnost’ami existuje, je možné tak, že ho
nejako zostroj́ım - teda vymysĺım nejaký postup a ukážem, že bude fungovat’. To
ale len tak nevymysĺım. Pôjdem na to odzadu. Nakresĺım si nejaký, pokial’ možno

čo najobyčajneǰśı tetivový štvoruholńık (to znamená nie obd́lžnik, kosoštvorec,

lichobežńık, . . . ) a označ́ım d́lžky jeho strán a uhly. Napŕıklad ako na obrázku 1.
Potom skúšam prikresl’ovat’ do obrázku rôzne pomocné čiary, tým vznikajú nové
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Obrázok 1

úsečky a uhly. Zist’ujem, či sa dajú odvodit’ vzt’ahy pre ich d́lžky a vel’kosti uhlov,
ktoré zvierajú so štvoruholńıkom a či by to mohlo nejako pomôct’. Ako najužitoč-

neǰsie mi pripadá pred́lženie dvoch strán až do spoločného bodu, č́ım vzniknú dva
podobné trojuholńıky, ako na obrázku 2. Podobnost’ trojuholńıkov ABE a CDE
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Obrázok 2

vyplýva z tetivovosti štvoruholńıka ABCD, lebo pre jeho uhly plat́ı α+γ = β+δ =

180◦. Uhly teda poznám, a nie je problém dopoč́ıtat’ neznáme d́lžky úsečiek CE



VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY 67

a DE, ktoré som na obrázku označila x a y. Z podobnosti trojuholńıkov ABE a
CDE dostávam

d+ y

x
=
a

c
=
b+ x

y
. (1)

Z toho vyjadŕım x a y ako

x = c · bc+ ad

a2 − c2
, y = c · ab+ cd

a2 − c2
. (2)

Teraz už mi je jasný postup konštrukcie: Máme dané a, b, c, d, kde a > c. (Táto
podmienka nie je problém, stač́ı zvolit’ značenie a, b, c, d tak, že a > c a v pŕıpade,
že to nejde, znamená to, že a = b = c = d, ide teda o štvorec, ktorý je tetivový

vždy.) Najskôr zostroj́ıme trojuholńıkDCE so stranami d́lžky |DC| = c, |CE| = x,

|ED| = y, kde x, y spoč́ıtame zo vzt’ahov (2), a potom pred́lžeńım jeho strany EC

o d́lžku b do bodu B a pred́lžeńım strany ED o d́lžku d do bodu A dostaneme
pod ńım štvoruholńık ABCD. Ešte treba overit’, že tento štvoruholńık bude mat’

d́lžku strany |AB| = a a bude tetivový. To je jednoduché, stač́ı si uvedomit’, že
vzt’ahy (1) a (2) sú za podmienky a > c ekvivalentné, teda nielen, že z rovnost́ı
(1) vyplývajú rovnosti (2), ale aj naopak. Potom z (1) už vyplýva, že trojuholńıky
ABE a CDE sú podobné a teda súčet protil’ahlých uhlov štvoruholńıka ABCD
je rovný 180◦ a je tetivový. A d’alej z podobnosti trojuholńıkov ABE a CDE a z
(1) vyplýva, že |AB| = a.

Tým je zdanlivo úloha vyriešená. V skutočnosti ešte zostáva urobit’ kus práce.

Muśım ukázat’, že trojuholńık s d́lžkami strán c, x, y existuje pre každú zadanú

štvoricu č́ısel a, b, c, d takú, že existuje štvoruholńık s d́lžkami strán a, b, c, d. To
v prvom rade znamená, že hodnoty x a y musia byt’ kladné, teda

c · bc+ ad

a2 − c2
> 0, c · ab+ cd

a2 − c2
> 0.

Tieto nerovnosti splnené sú, lebo sme predpokladali, že a > c. Ďalej musia platit’

trojuholńıkové nerovnosti

x+ y > c, c+ x > y, c+ y > x,

teda
bc+ ad

a2 − c2
+
ab+ cd

a2 − c2
> 1, 1 +

bc+ ad

a2 − c2
>
ab+ cd

a2 − c2
, 1 +

ab+ cd

a2 − c2
>
bc+ ad

a2 − c2
.

Tieto nerovnosti môžeme upravit’ ako

bc+ ad+ ab+ cd

a2 − c2
> 1, 1 >

ab+ cd− bc− ad
a2 − c2

, 1 >
bc+ ad− ab− cd

a2 − c2
,

b+ d

a− c
> 1, 1 >

b− d
a+ c

, 1 >
d− b
a+ c

,

b+ d+ c > a, a+ c+ d > b, a+ b+ c > d,

čo nie je nič iné ako štvoruholńıkové nerovnosti – pokial’ by niektorá z nich nepla-

tila, žiaden štvoruholńık s d́lžkami strán a, b, c, d by sa nedal zostrojit’. Všetky tri
teda sú splnené.
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Tým je už úloha konečne vyriešená. Ešte sa vrátim pre poriadok k tomu prezna-
čovaniu strán. V zadańı nebolo jednoznačne naṕısané, že výsledný štvoruholńık má

mat’ d́lžky strán a, b, c, d v tomto porad́ı. Môžeme ale prehlásit’, že pokial’ vieme

zostrojit’ tetivový štvoruholńık so stranami s d́lžkami zaradom a, b, c, d, vieme

zostrojit’ aj tetivové štvoruholńıky so stranami s týmito d́lžkami v l’ubovol’nom po-
rad́ı. Dá sa ukázat’, že prehodeńım dvoch susedných strán a ponechańım zvyšných
dvoch na mieste, ako je to ukázané na obrázku 3, dostávame vždy znova tetivový
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Obrázok 3

štvoruholńık a postupným prehadzovańım dvoch susedných strán tak vieme dostat’

l’ubovol’nú kombináciu ich poradia.

2. Pŕıklad s kovbojmi

Tento pŕıklad je podarený, má naṕınavý dej, ale medzi sút’ažnými pŕıkladmi sa
neobjavil a už ani neobjav́ı. Bol vyhodnotený ako nie celkom vhodný pre stre-
doškolákov. O to vhodneǰśı je pre vysokoškolákov, ktoŕı už vedia dobre pracovat’

s limitami. Preto som ho vybrala do tohto článku.

Pŕıklad 2 (autor Zdeněk Hrazd́ıra). Uvažujme, že jsme jeden z nekonečně
(ale spočetně) mnoha kovboj̊u v přestřelce. Tato přestřelka prob́ıhá tak, že si na
začátku každý kovboj náhodně vybere jednoho z ostatńıch kovboj̊u jako ćıl a poté
všichni kovbojové vystřeĺı ve stejný okamžik. Každý z kovboj̊u vystřeĺı a každý se
vždy tref́ı. Jaká je šance pro nás, jako jednoho z těchto kovboj̊u, že přežijeme?

Ako prvé uvediem autorské riešenie: Nejprve si spočteme pravděpodobnost,
s jakou nás netref́ı jeden z ostatńıch kovboj̊u. Pokud je v přestřelce N kovboj̊u,
může si jeden kovboj obecně vybrat N−1 možných ćıl̊u (nestřeĺı sám sebe). Pokud
však chceme přež́ıt, nesmı́ si vybrat ani nás. Pravděpodobnost (označ́ıme ji P1),
že si nás jeden z kovboj̊u nevybere jako ćıl je tedy

P1 =
N − 2

N − 1
.

Abychom přežili, nesmı́ nás trefit ani jeden ze všech N − 1 ostatńıch kovboj̊u.
Jev s pravděpodobnost́ı P1 tedy muśı nastat pro všech N − 1 kovboj̊u. Tento jev
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označ́ıme jako PN−1 a spoč́ıtáme jeho pravděpodobnost

PN−1 =

(
N − 2

N − 1

)N−1

. (3)

Pokud tedy uvažujeme hypotetickou přestřelku mezi nekonečným počtem kov-
boj̊u, označ́ıme naši pravděpodobnost na přežit́ı P∞ a spočteme ji jako limitu
výrazu (3), kde N →∞, tedy

P∞ = lim
N→∞

(
N − 2

N − 1

)N−1

.

Pro vypoč́ıtáńı této limity si nejprve zavedeme substituci n = N − 2, která limitu
v ∞ nijak nezměńı. Výraz tedy přejde na tvar

P∞ = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n+1

.

Můžeme si všimnout, že naše limita je velmi podobná známému limitńımu vyjád-
řeńı č́ısla e. Za předpokladu P∞ 6= 0 převrát́ıme tedy obě strany

1

P∞
= lim

n→∞

(
n

n+ 1

)−(n+1)

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

((
1 +

1

n

)n

·
(
n+ 1

n

))
.

(4)

Vzhledem k tomu, že

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e a lim
n→∞

n+ 1

n
= 1,

existuje také limita součinu odpov́ıdaj́ıćıch posloupnost́ı a plat́ı

lim
n→∞

((
1 +

1

n

)n

·
(
n+ 1

n

))
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→∞

(
n+ 1

n

)
= e . (5)

Spojeńım (4) a (5) dostáváme výsledek

P∞ =
1

limn→∞
((

1 + 1
n

)n · (n+1
n

)) =
1

e
,

což odpov́ıdá pravděpodobnosti na přežit́ı přibližně 0,36788.

Teraz pripoj́ım môj komentár. Postup riešenia je nasledovný – v prvej časti je
odvodený vzt’ah pre pravdepodobnost’ prežitia v pŕıpade konečného počtu N kov-
bojov, v druhej časti je za N

”
dosadené“ nekonečno, t.j. vypoč́ıtaná limita výrazu

pre túto pravdepodobnost’ v nekonečne. Pričom výpočet tejto limity tvoŕı dost’

vel’kú čast’ riešenia. Nešiel by nejako skrátit’, zjednodušit’? Keby sme hned’ na
začiatku zvolili substitúciu n = 1−N namiesto n = N + 2, dostali by sme hned’

P∞ = lim
N→∞

(
N − 2

N − 1

)N−1

= lim
n→−∞

(
1 +

1

n

)−n
=

(
lim

n→−∞

(
1 +

1

n

)n)−1
= e−1,
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kde sme využili vetu o limite zloženej funkcie a to, že

lim
n→−∞

(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e . (6)

Tak čo, zdá sa vám to jednoduchšie? Nie je. Len tá zložitost’ je schovaná inde. A to
v tvrdeńı (6), ktoré sme nedokazovali, len použili. Jeho dôkaz totiž vyzerá nejak
takto:

Po substitúcii m = −n z výrazu lim
n→−∞

(
1 + 1

n

)n
d’alej úpravami dostávame

lim
m→∞

(
1− 1

m

)−m
= lim

m→∞

(
1

1− 1
m

)m

= lim
m→∞

(
1 +

1

m− 1

)m

= lim
m→∞

((
1 +

1

m− 1

)m−1

·
(

1 +
1

m− 1

))

= lim
(m−1)→∞

(
1 +

1

m− 1

)m−1

= e,

v poslednom kroku sme tiež využili vetu o limite súčinu.
Navyše si môžete všimnút’, že ak by sme všetky substitúcie urobili naraz, do-

staneme n = 1 − N , m = −n a k = m − 1, z toho k = N − 2, čo je presne tá
substitúcia, ktorá bola zvolená v predchádzajúcom postupe riešenia.

A teraz sa pozrime na pôvodnú verziu tohto pŕıkladu. Táto verzia bola zavrh-
nutá hned’ na začiatku ako pŕılǐs zložitá.

Pŕıklad 3 (autor Zdeněk Hrazd́ıra). Uvažujme, že jsme jeden z nekonečně (ale
spočetně) mnoha kovboj̊u v přestřelce. Tato přestřelka prob́ıhá tak, že si na začátku
každý kovboj náhodně vybere jednoho z ostatńıch kovboj̊u jako ćıl, poté se náhodně
vybere pořad́ı a kovbojové začnou stř́ılet popořadě. Každý z kovboj̊u, pokud už neńı
mrtvý, vystřeĺı a každý se vždy tref́ı. Jaká je šance pro nás, jako jednoho z těchto
kovboj̊u, že přežijeme?

Znova najskôr uvažujme, že kovbojov je spolu N . Počet všetkých možnost́ı,
ktoré mohli nastat’, je v tomto pŕıpade rovnaký ako v predchádzajúcom pŕıpade.
Každý kovboj si náhodne vyberá jedného zo zvyšných N − 1, t.j. spolu je to

(N − 1)
N

možnost́ı, všetky môžu nastat’ s rovnakou pravdepodobnost’ou.
Avšak vyjadrenie vzt’ahu pre hodnotu pravdepodobnosti prežitia i-teho kov-

boja v porad́ı pri celkovom počte N kovbojov je v tomto pŕıpade vel’mi náročné.
Označ́ım ju ako PN (i). Skúšala som tento vzt’ah odvodit’ a vel’mi sa mi nedarilo
– vychádzalo to tak zložito, že som zvažovala, či to vôbec má zmysel dokončit’.
Pretože by som aj tak nedokázala potom vypoč́ıtat’ limitu toho vzt’ahu pre N
idúce do nekonečna.

Potom ma napadlo, že ked’ sa to nedaŕı všeobecne, skúsim trochu ubrat’, a vypo-
č́ıtat’ aspoň pravdepodobnost’ prežitia jednotlivých kovbojov pre konkrétne počty.
Pre malé N sa dajú vyṕısat’ a postupne vyhodnotit’ všetky možnosti, pre trochu
väčšie N pomôže poč́ıtač. Počet možnost́ı ale so zväčšujúcim sa počtom kovbojov
rýchle narastá, pre N = 11 už ich máme 1011, a to už aj poč́ıtač má čo robit’.
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Skúsila som to postupne pre N = 3, 4, 5, 6 a zistila som zauj́ımavú vec – pre
každé z týchto N tvoria hodnoty pravdepodobnosti prežitia jednotlivých kovbojov
lineárnu postupnost’, ich priemer vychádza vždy presne 0,5 a rozdiel prvej a po-
slednej hodnoty sa pre N > 3 s narastajúcim N zmenšuje. Konkrétne hodnoty
pravdepodobnosti pre prvého a posledného, PN (1) a PN (N), mi pre N = 3, 4, 5, 6
vyšli nasledovne

N = 3 : P3(1) =
1

2
, P3(3) =

1

2
,

N = 4 : P4(1) =
15

27
, P4(4) =

12

27
,

N = 5 : P5(1) =
34

64
, P5(5) =

30

64
,

N = 6 : P6(1) =
329

625
, P6(6) =

296

625
.

Môžem z toho teda odhadnút’, že to takto bude pokračovat’ aj pre d’aľsie N a že
pravdepodobnost’ prežitia l’ubovol’ného kovboja pri nekonečnom počte je jedna
polovica. Taký pekný odhad výsledku ma povzbudil, povedala som si, že ked’ tá
limita vyjde takto jednoducho, muśı existovat’ aj dostatočne jednoduchý postup na
jej vypoč́ıtanie, publikovatel’ný v tomto článku. A tak som sa rozhodla to skúsit’.
Ako som si vypisovala všetky možnosti pre malé N , našla som pri tom jednoduchý
postup, ako to vyhodnotit’, o ktorom sa ukázalo, že je preṕısatel’ný aj pre všeobecné
N > 2. Vedie to na rekurentný vzt’ah.

Teraz už nasleduje postup riešenia. Vopred upozorňujem, že úroveň jeho zloži-
tosti je o niečo vyššia, než u ostatných pŕıkladov.

Najskôr ukážem, ako odvodit’ vzt’ah pre pravdepodobnost’ prežitia prvého kov-
boja, PN (1). Začnem s tým, že rozoberiem situáciu, ked’ už je nažive len k kovbojov
z pôvodných N , ktoŕı ešte môžu vystrelit’ a prvý kovboj ešte žije a už striel’al. Ten
z kovbojov, ktorý je práve na rade, má tri možnosti – bud’ si vybral prvého, táto
možnost’ nastane s pravdepodobnost’ou 1

N−1 , alebo si vybral jedného z tých, ktoŕı

už bud’ striel’ali (okrem prvého) alebo už nie sú nažive, tých je N − k − 1, takže
s pravdepodobnost’ou N−k−1

N−1 po jeho výstrele zostane k − 1 kovbojov, ktoŕı ešte

môžu vystrelit’, a posledná možnost’ je, že si vybral jedného z týchto k−1 kovbojov,
a teda s pravdepodobnost’ou k−1

N−1 po jeho výstrele zostane už len k − 2 kovbojov,

ktoŕı ešte môžu vystrelit’.
Teraz označ́ım pravdepodobnost’ toho, že situácia rozobratá vyššie, t.j. už je

nažive len k kovbojov, ktoŕı ešte môžu vystrelit’ a prvý kovboj ešte žije, do-
padne nakoniec zastreleńım prvého kovboja, ako VN (k). Pravdepodobnost’, že
prvý prežije, je potom PN (1) = 1 − VN (N − 2). Pre VN (k) dostávam na základe
predchádzajúcich úvah rekurentný vzt’ah

VN (k) =
1

N − 1
+
N − k − 1

N − 1
· VN (k − 1) +

k − 1

N − 1
· VN (k − 2), (7)
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kde k = 2, 3, . . . , N − 2. Pre k = 0 a k = 1 je to jednoduché,

VN (0) = 0, VN (1) =
1

N − 1
.

Vzt’ah (7) sa mi ešte zdá zložitý, a tak skúšam ho upravovat’. Zist’ujem, že sa to

dá poskladat’ tak, že člen VN (k− 2) vypadne. Je to ale trochu zd́lhavé a nebudem
to sem celé ṕısat’. Môžete si to skúsit’ sami. Tu ukážem iný, kratš́ı postup (ktorý
funguje dobre vtedy, ked’ dopredu viem, čo má vyjst’). Označ́ım

AN (k) := (N − 1) · VN (k) + k · VN (k − 1)− k.

Zo vzt’ahu (7) postupne dostávam

(N − 1) · VN (k) = 1 + (N − k − 1) · VN (k − 1)

+ (k − 1) · VN (k − 2),

(N − 1) · VN (k) + k · VN (k − 1) = 1 + (N − 1) · VN (k − 1) + (k − 1) · VN (k − 2),

AN (k) = AN (k − 1)

pre k = 3, . . . , N − 2. Ked’že AN (2) = (N − 1) · VN (1) + 1 · VN (0)− 1 = 0, potom
AN (k) = 0 pre všetky k > 2, a z toho dostávam nový rekurentný vzt’ah

VN (k) =
k

N − 1
· (1− VN (k − 1)), k = 1, 2, 3, . . . , N − 2,

ktorý už vyzerá pomerne jednoducho. Teraz z neho vyjadŕım (N − 2). člen, ktorý
vyjadruje pravdepodobnost’, že prvý kovboj neprežije prestrelku, pokial’ kovbojov
je N . Rozṕı̌sem si to postupne a dostávam

1− PN (1) = VN (N − 2) =
N − 2

N − 1
· (1− VN (N − 3))

=
N − 2

N − 1
·
(

1−
(
N − 3

N − 1
· (1− VN (N − 4))

))
= · · ·

Ked’ to roznásob́ım, dostanem súčet

1− PN (1) =
N − 2

N − 1
− N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
+
N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
· N − 4

N − 1
− · · ·

+ (−1)N−1
(N − 2)!

(N − 1)N−2
=

N−2∑
i=1

(−1)i+1 (N − 2) · · · (N − i− 1)

(N − 1)i
.

Tým je prvá čast’ hotová. Nás ale zauj́ıma, ako to je pre nekonečne vel’a kovbojov,
a teda hodnota

lim
N→∞

(1− PN (1)) = lim
N→∞

N−2∑
i=1

(−1)i+1 (N − 2) · · · (N − i− 1)

(N − 1)i
.

Vyzerá to zložito, ale môžem použit’ nápovedu. Viem, že výsledok by mal vyjst’ 1
2 .

Mohlo by pomôct’ rozdelit’ tento súčet na súčet výrazu, ktorého limita je 1
2 a výrazu,
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ktorého limita je nula. Také limity sa poč́ıtajú obvykle jednoduchšie. Napadá ma
jeden možný postup, ako to urobit’. Taký, že výraz 1− PN (1) rozṕı̌sem ako

1− PN (1) =
1

2
· N − 2

N − 1
+

1

2
·
(
N − 2

N − 1
− N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1

)
− 1

2
·
(
N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
− N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
· N − 4

N − 1

)
+ · · ·

+
(−1)N−2

2
·
(

(N − 2)!

(N − 1)N−3
− (N − 2)!

(N − 1)N−2

)
+

(−1)N−1

2
· (N − 2)!

(N − 1)N−2
,

čo môžem po odč́ıtańı zlomkov v zátvorkách úpravou na spoločného menovatel’a
zaṕısat’ aj ako

1− PN (1) =
1

2
· N − 2

N − 1
+

(−1)N−1

2
· (N − 2)!

(N − 1)N−2

+

N−3∑
i=1

(−1)i+1

2
· (N − 2) · · · (N − i− 1) · (i+ 1)

(N − 1)i+1
.

Tak, tieto úpravy by už mali stačit’ a môžem poč́ıtat’ limitu tohto súčtu. Spoč́ıtam
si limity jednotlivých výrazov, ktoré označ́ım

A(N) =
1

2
· N − 2

N − 1
,

B(N) =
(−1)N−1

2
· (N − 2)!

(N − 1)N−2
,

C(N) =

N−3∑
i=1

(−1)i+1

2
· (N − 2) · · · (N − i− 1) · (i+ 1)

(N − 1)i+1
.

Prvá limita je l’ahká, hned’ vid́ım, že limN→∞A(N) = 1
2 . V druhej limite urob́ım

kvôli prehl’adnosti substitúciu N − 1 = M a dostávam

lim
N→∞

B(N) = lim
M→∞

(−1)M

2
· (M − 1)!

MM−1 = lim
M→∞

(−1)M

2
· M !

MM
= 0.

Tretia limita je najt’ažšia. Viem, že by to mala vyjst’ nula, takže by sa mohol dat’

ten súčet odhadnút’ zhora výrazom, ktorého limita je nula. Rozṕı̌sem si súčet C(N)
po členoch, nech do toho lepšie vid́ım a za N dosad́ım napŕıklad 11. Dostávam

C(N) =
(N − 2) · 2
2(N − 1)2

− (N − 2)(N − 3) · 3
2(N − 1)3

+
(N − 2)(N − 3)(N − 4) · 4

2(N − 1)4
− · · · ,

C(11) =
18

200
− 216

2000
+

2016

2 · 104
− 15120

2 · 105
+

90720

2 · 106
− 423360

2 · 107

+
1451520

2 · 108
− 3265920

2 · 109

= 0,09− 0,108 + 0,1008− 0, 0756 + 0,04536− 0,0211168
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+ 0,0072576− 0,00163296,

z čoho vid́ım, že zo začiatku sa absolútne hodnoty členov zväčšujú a potom
zmenšujú až na vel’mi malé hodnoty. Odhadujem, že to bude platit’ aj všeobecne.
Oveŕım to výpočtom. Urč́ım hodnotu rozdielu

(N − 2) · · · (N − i− 1) · (i+ 1)

(N − 1)i+1
− (N − 2) · · · (N − i) · i

(N − 1)i

=
(N − 2) · · · (N − i)

(N − 1)i+1
· ((N − i− 1) · (i+ 1)− (N − 1) · i)

=
(N − 2) · · · (N − i)

(N − 1)i+1
· (N − i2 − i− 1).

Takže pokial’ i2 + i + 1 < N , i-ty člen je v absolútnej hodnote väčš́ı ako ten
predchádzajúci, potom už sa zmenšujú. A najväčšiu absolútnu hodnotu má ten člen

súčtu, ktorý je v porad́ı m-tý, kde m je dolná celá čast’ z
√
4N−3−1

2 . Súčasne viem,
že členy súčtu striedajú znamienka. Z týchto dvoch poznatkov spolu dostávam,
že absolútnu hodnotu súčtu všetkých členov môžem zhora odhadnút’ absolútnou
hodnotou najväčšieho, m-tého člena. (Nie je to hned’ zrejmé, odporúčam si to
rozṕısat’.) Mám teda nerovnost’

|C(N)| =

∣∣∣∣∣
N−3∑
i=1

(−1)i+1

2
· (N − 2) · · · (N − i− 1) · (i+ 1)

(N − 1)i+1

∣∣∣∣∣
≤ 1

2
· (N − 2) · · · (N −m− 1) · (m+ 1)

(N − 1)m+1
≤ 1

2
· m+ 1

N − 1

≤ 1

4
·
√

4N − 3 + 1

N − 1
.

A limita tohto posledného výrazu je už jednoducho spoč́ıtatel’ná. Dostávam teda,
že

lim
N→∞

|C(N)| ≤ lim
N→∞

1

4
·
√

4N − 3 + 1

N − 1
= 0,

a teda

lim
N→∞

(1− PN (1)) = lim
N→∞

A(N) + lim
N→∞

B(N) + lim
N→∞

C(N) =
1

2
+ 0 + 0 =

1

2
.

Tým sa mi podarilo ukázat’, že pravdepodobnost’ (ne)prežitia prvého kovboja je
jedna polovica v pŕıpade, že kovbojov je nekonečne vel’a.

Teraz sa pozriem, ako je to u N -tého kovboja pri celkovom počte N kovbojov.
Podobnou úvahou, ako u prvého, môžem rozĺı̌sit’ tri možnosti v situácii, ked’ je N -
tý kovboj nažive a ešte môže vystrelit’ k kovbojov (vrátane neho). Podrobnosti už
vynechám. Dostanem, že pre pravdepodobnost’ WN (k), že táto situácia dopadne
zastreleńım N -tého kovboja, plat́ı

WN (k) =
1

N − 1
+
N − k
N − 1

·WN (k − 1) +
k − 2

N − 1
·WN (k − 2),
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kde k = 2, 3, . . . , N a WN (1) = 0, WN (2) = 1
N−1 . Podobne ako v predchádzajúcom

pŕıpade môžem tento rekurentný vzt’ah zjednodušit’ na

WN (k) =
k − 1

N − 1
· (1−WN (k − 1)), k = 2, 3, . . . , N.

Rozṕısańım tohto vzt’ahu pre k = N dostanem, že pravdepodobnost’ neprežitia
N -tého kovboja je

1− PN (N) = WN (N) =
N − 1

N − 1
− N − 1

N − 1
· N − 2

N − 1
+
N − 1

N − 1
· N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
− · · ·

= 1− VN (N − 2) = PN (1).

Ked’ teraz spoč́ıtam limitu

lim
N→∞

PN (N) = 1− lim
N→∞

PN (1) =
1

2
,

dostanem, že v pŕıpade nekonečne vel’a kovbojov by mala byt’ pravdepodobnost’

(ne)prežitia posledného v porad́ı jedna polovica, ale v pŕıpade nekonečne vel’a kov-
bojov nemá zmysel hovorit’ o poslednom v porad́ı - teda

”
nekonečnetom“. Tento

výpočet je však možné využit’ na zistenie, ako je to u tých zvyšných. Stač́ı ukázat’,
že pravdepodobnost’ prežitia i-teho kovboja pri celkovom počte N kovbojov, PN (i),
lež́ı pre každé N > 3 v intervale [PN (N), PN (1)] a na výpočet limity limN→∞ PN (i)
použit’ takzvanú vetu o dvoch policajtoch. Tento posledný dôkaz som sa už roz-
hodla sem nedávat’, už som toho k tomuto pŕıkladu naṕısala vel’mi vel’a, môžete sa
nad tým skúsit’ zamysliet’ sami.

3. Pŕıklad so slonom

Tento pŕıklad sa objavil na minulom ročńıku v nasledovnom zneńı.

Pŕıklad 4 (autori Tereza Krouĺıková a Ondřej Resl). Uvažujme Zemi jako kouli
s pr̊uměrem 12 756 km a budovu A1 Fakulty strojńıho inženýrstv́ı Vysokého učeńı
technického v Brně (dále jen FSI) jako úsečku délky 74 m, stoj́ıćı kolmo k povrchu
Země. Spočtěte o kolik centimetr̊u v́ıce by bylo potřeba lana, kdybychom j́ım obtočili
právě jednou Zemi v rovině obsahuj́ıćı jej́ı střed oproti př́ıpadu, kdy obtoč́ıme lanem
Zemi

”
přes budovu“ v rovině obsahuj́ıćı střed i úsečku reprezentuj́ıćı budovu, viz

schématický obrázek. Fyzikálńı vlastnosti lana neuvažujeme. Výsledek zaokrouhlete
na jedno desetinné mı́sto.

Obrázok k zadaniu a postup riešenia tohto pŕıkladu je možné nájst’ na stránkach

olympiády, preto ho tu nebudem uvádzat’. Výsledná d́lžka vyšla po zaokrúhleńı
47,5 cm.

Aj tento pŕıklad má niekol’ko verzíı, ktoré sa nepoužili, namiesto budovy A1 FSI
v nich vystupuje slon. Pôvodné zadanie bolo celkom vtipne formulované približne
takto.

Pŕıklad 5. Když kolem koule o velikosti Země obtoč́ıme provázek v rovině ob-
sahuj́ıćı jej́ı střed, přidáme jeden metr nav́ıc a zvedneme provázek v jednom mı́stě,
projde touto

”
bránou“ slon? Viz obrázek 4.
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Obrázok 4

Na základe výsledku predchádzajúceho pŕıkladu môžeme hned’ odpovedat’, že
slon by s obrovskou rezervou prešiel. (Ale pokial’ nič dopredu nevieme, výsledok
môže byt’ dost’ prekvapivý.)

Z tohto pôvodného zadania bola vytvorená druhá verzia, kde máme znova slona

a hl’adáme minimálnu možnú d́lžku, o ktorú muśıme povraz pred́lžit’. Znenie tejto
pracovnej verzie je nasledovné.

Pŕıklad 6 (autori Tereza Krouĺıková a Ondřej Resl). Když obtoč́ıme prová-
zek kolem koule o velikosti Země v rovině obsahuj́ıćı jej́ı střed, o kolik ho muśıme
minimálně prodloužit, aby pod ńım prošel slon?

V tomto tvare je pŕıklad ešte neúplný, je treba najskôr matematicky zadefinovat’

slona, a to vôbec nie je jednoduché. (Autori v tretej, finálnej verzii zmenili slona
na budovu v tvare úsečky.) Rozhodla som sa, že sa o to pokúsim. Zlákala ma
predstava, že budem môct’ do tohto článku okrem pomerne nezáživných úsečiek
a kružńıc kreslit’ aj ovel’a zauj́ımaveǰsie krivky.

Budem predpokladat’, že slon pôjde popod povraz hlavou napred, podobne, ako
na obrázku 4. Je teda dôležitá jeho výška a rozpätie uš́ı, ale nie je podstatná jeho

d́lžka. Výška dospelého slona afrického sa uvádza 3−4 metre, indický je o trochu
menš́ı. Rozhodla som sa vychádzat’ z predpokladu, že slon meria na výšku 3,5 metra
a že jeho rozpätie uš́ı môže byt’ až 3 metre, a že tieto hodnoty viem len s presnost’ou
0,5 metra. Je to znázornené na obrázku 5. Ďaľsie parametre, ako je tvar uš́ı a hlavy,
doplńım podl’a potreby neskôr.

Ďaľsia nejasne zadaná vec je vel’kost’ Zeme. Priemer Zeme s presnost’ou na kilo-
metre je na rovńıku 12 756 km, cez póly je to 12 714 km. Budem predpokladat’, že
polomer danej gule o vel’kosti Zeme v kilometroch je č́ıslo z intervalu [6 357; 6 378].

Ešte je vhodné si určit’, s akou presnost’ou budem potrebovat’ výsledok. Rozumné

mi pŕıde určovat’ d́lžku povrazu s milimetrovou presnost’ou, väčšiu presnost’ už
t’ažko dosiahnem, pokial’ predpokladám, že ide o reálny povraz, súčasne vzhl’adom
na výsledok pŕıkladu s budovou očakávam, že výsledok vyjde rádovo v jednotkách
alebo desiatkach milimetrov.

Po doplneńı dostávam takéto zadanie.

Pŕıklad 7. Když obtoč́ıme provázek kolem koule s poloměrem 6 367,5±10,5 km
(tj. o velikosti Země), v rovině obsahuj́ıćı jej́ı střed, o kolik ho muśıme minimálně
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3
−

4
m

2, 5 − 3, 5 m

Obrázok 5

prodloužit, aby pod ńım prošel slon vysoký 3,5 ± 0,5 m s rozpět́ım uš́ı 3 ± 0,5 m,
pokud slon má tvar jako na obrázku 5? Výsledek zaokrouhlete na celé milimetry.

Výsledkom pŕıkladu s takto doplneným zadańım teda môže byt’ aj interval.
Záviśı to od toho, či nepresnost’ pri merańı slona a polomeru gule sa prejav́ı aj
po zaokrúhleńı výsledku na celé milimetre. Uvid́ıme . . .

Začnem jednoduchým modelom, ked’ namiesto slona budem tiež uvažovat’ úseč-

ku o d́lžke d = 3 500± 500 mm (podobne ako v zadańı použitom na olympiáde),
značenie vid’ obrázok 6. Všetky hodnoty budem ṕısat’ od začiatku v milimetroch.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝑙2

𝑙1

𝑑

𝑟
𝑟

Obrázok 6

Vel’kost’ polomeru gule v milimetroch označ́ım r, kde r je č́ıslo z intervalu [6,357·
109; 6,378 ·109]. Dĺžka povrazu, ktorý lež́ı na povrchu gule medzi bodom A, kde sa

po pred́lžeńı prestne dotýkat’ povrchu gule, po bod C, kde je dolný koniec úsečky,
je rovná vel’kosti uhla ASC v radiánoch, násobenej polomerom r. Označ́ım ju ako

l1. Dĺžku kusu pred́lženého povrazu natiahnutého od bodu A po bod B, kde je
horný koniec úsečky, označ́ım l2. Vzdialenost’ od stredu gule S po bod B je d+ r.
Z pravouhlého trojuholńıka ASB dostávam, že

l2 =
√

(d+ r)2 − r2 =
√
d2 + 2 · d · r ,
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l1 = r · arctg
l2
r

= r · arctg

√(
d

r

)2

+ 2 · d
r
.

Rozdiel l2 − l1 násobený dvoma je hl’adaná hodnota, o kol’ko treba lano pred́lžit’.
Dostávam, že je to

2 · (l2 − l1) = 2 ·
√
d2 + 2 · d · r − 2 · r · arctg

√(
d

r

)2

+ 2 · d
r
.

Mohla by som dosadit’ za d a r konkrétne hodnoty a vyč́ıslit’ tento výraz, ale
mám práve po ruke len starú kalkulačku a zadávanie tak zložitých výrazov je na
nej náročné. Preto rozmýšl’am, ako si prácu zjednodušit’. Hned’ si všimnem, že po
úprave

2 · (l2 − l1) = 2 · r ·

√(d
r

)2

+ 2 · d
r
− arctg

√(
d

r

)2

+ 2 · d
r


= 2 · r · f

√(d
r

)2

+ 2 · d
r

 = 2 · r · f(x0),

kde f(x) = x − arctg x a x0 =

√(
d
r

)2
+ 2 · dr je vel’mi malé č́ıslo. Predpokladala

som, že 3 · 103 ≤ d ≤ 4 · 103 a 6,357 · 109 ≤ r ≤ 6,378 · 109, z toho dostávam, že
9,699 · 10−4 < x0 < 1,122 · 10−3.

Namiesto funkcie f(x) môžem teda použit’ jej rozvoj do Taylorovho radu so
stredom v nule, to je

f(x) = x− arctg x = x−
(
x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·

)
=
x3

3
− x5

5
+
x7

7
− · · · .

Ak funkciu f(x) nahrad́ım prvým členom tohto jej rozvoja, dostanem výsledok
s chybou ch, kde

|ch| ≤ 2 · r · x
5
0

5
= 2 · r ·

(√(
d
r

)2
+ 2 · dr

)5

5
< 2 · 6,4 · 109 · 1,1225 · 10−15

5
� 10−4.

Pretože ma zauj́ıma výsledok zaokrúhlený na celé milimetre, takáto malá chyba

ho vôbec neovplyvńı. Môžem teda skutočne poč́ıtat’ výsledný rozdiel d́lžok ako

2 · (l2 − l1) ≈ 2 · r · x
3
0

3
= 2 · r ·

(√(
d
r

)2
+ 2 · dr

)3

3
= 2 ·

(√
d2

r + 2 · d
)3

3
√
r

,

kde z posledného tvaru vid́ım, že najväčšiu hodnotu tento výraz nadobudne pre
najväčšie možné d a najmenšie možné r a naopak. Po dosadeńı týchto krajných
hodnôt pre d a r dostávam, že

3,89 mm ≤ 2 · (l2 − l1) ≤ 5,98 mm,
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tieto hodnoty zaokrúhlim na celé milimetre a dostávam, že pokial’ ide o úsečku

dlhú 3−4 metre, stač́ı povraz pred́lžit’ o 4−6 milimetrov.
Teraz sa vrátim od úsečky ku slonovi. Pokial’ napnem povraz na úsečku BC

d́lžky 3 m, aký vel’ký slon by pod ňou prešiel? Mám podozrenie, že skoro rovnako
vysoký, lebo uhol, ktorý zviera povraz s úsečkou BC, je vel’mi bĺızky pravému
uhlu. Oveŕım si toto podozrenie aj výpočtom. Plat́ı

sin(^ABS) =
r

|BC|+ r
≈ 6,4 · 109

3 · 102 + 6,4 · 109
> 1− 3

6,4
· 10−7.

Nad slonom je teda povraz skoro vodorovný. Spoč́ıtam, v akej výške sa nachádza
na povraze bod E, ktorý je od úsečky BC vzdialený o 1 750 mm, čo je podl’a pred-
pokladu maximálna vzdialenost’ konca ucha slona od stredu hlavy. Vid’ obrázok 7.
Z podobnosti trojuholńıkov ASB a DEB dostávam, že je to

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝑟

𝑟

Obrázok 7

|BD| = |AB| · |DE|
r

=

√
|BC|2 + 2 · r · |BC| · |DE|

r
≈ |DE| · 10−3 = 1,75,

čiže necelé dva milimetre, zanedbatel’ná hodnota v porovnańı s tým, ako presne
určujem výšku slona. Takže malé sklamanie – nebudem teraz kreslit’ žiadne elipsy
a d’aľsie podobné krivky, ktorými by som popisovala tvar uš́ı slona, stač́ı slona
poṕısat’ ako kváder vysoký 3−4 metre a široký 2,5−3,5 metra, výsledok to aj tak
neovplyvńı.



80 V. Š. RŮŽIČKOVÁ

Záver teda je, že aby pod povrazom prešiel slon vysoký 3−4 metre a široký

2,5−3,5 metra, stač́ı ho pred́lžit’ o 6 milimetrov.

Pričom, pre zauj́ımavost’, povraz mal pôvodne d́lžku medzi 2π · 6,357 · 109 =

3,994 · 1010 a 2π · 6,378 · 109 = 4,007 · 1010 milimetrami, je teda treba ho pred́lžit’

zhruba o jednu desat’ miliardtinu pôvodnej d́lžky.
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