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Abstrakt

Tento projekt se zabyva fesenim diferencialnich rovnic. Cilem je nalézt vhodny algoritmus
transformujici diferencialni rovnice vyssich fadu s ¢asové proménnymi koeficienty na ekviva-
lentni soustavy diferencialnich rovnic 1. fadu, ndsledné pak ovérit jeho funkénost pro rovnice
obsahujici umocnéné goniometrické funkce a nakonec tento algoritmus naimplementovat.
Duvodem pro tuto transformaci je pozadavek, fesit tyto diferencidlni rovnice programem
TKSL (Taylor Kunovsky simulation language).

Klicova slova

Diferencialni rovnice, Taylorova fada, nestacionarni systémy, adjungované koeficienty, Casové
proménné Kkoeficienty, operatorovy pocet, binomickd véta, invertor, sumaé¢ni invertor, inver-
tujici sumacni integrator, délicka, nasobicka, TKSL.

Abstract

This project deals with solving of differential equations. The aim is find the correct algo-
rithm transforming differential equations of higher order with time variable coefficients to
equivalent systems of differential equations of first order. Subsequently verify its function-
ality for equations containing the involution goniometrical functions and finally implement
this algorithm. The reason for this transformation is requirement to solve these differential
equations by programme TKSL (Taylor Kunovsky simulation language).

Keywords

Differential equations, Taylor series, nonstationary systems, adjoint coefficients, time vari-
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Kapitola 1

Uvod

Tato prace Ctendfe na uvod informuje o pii¢indch vzniku pozadavku pro prevod difer-
encidlnich rovnic vyssich fada s ¢asové proménnymi koeficienty na ekvivalentni soustavy
diferencidlnich rovnic 1. fadu. Daéle je shrnut soucasny stav vykonanych praci. Naslednujici
kapitola uvadi ¢tenaie do problematiky, kde se dozvi zdkladni informace o diferencialnich
rovnicich. Konkrétnéji, jednotlivé podkapitoly hovori o tom, jaky tvar ma obecnd difer-
encidlnt rovnice n-tého rddu a jak ji lze pfevést na tvar operdtorovy, dale je uvedeno
nékolik slov o Taylorové Tadé, nestaciondrnich systémech, adjungovanich koeficientech a
v neposledni fadé uvadi operace a schématické znacky zdkladnich prvku linearnich systému
(invertor, sumaé¢ni invertor, invertujici sumaé¢ni integrator, délicka a ndsobicka konstant
¢i ¢asove zavislych funkcei), jez jsou v dalsi kapitole vyuzity pro vypocet diferencidlnich
rovnic. Kapitola Metody teseni diferencidlnich rovnic obsahuje nékolik ruznych metod
fesicich diferencidlni rovnice, z nichz byly nasledné vabriany metody (4.10.1) a (4.10.2)
pro navrzeni vysledného algoritmu. V podkapitole Aplikace Fourierovy fady je ovéfena ko-
rektnost vypoétu (pro metodu vyuzivajici schéma) diferencidlnich rovnic obsahujicich gonio-
metrickou funkei s mocninou vyssi nez 2. Kapitola Simulaéni jazyk TKSL podava zékladni
informace o tom, co vlastné je program TKSL, jak zapsat diferencidlni rovnici, aby byla po-
moci néj fesitelnd a nakonec je zminéno par slov k vyvijenému TKSL/C. V néasledna kapitole
se hovori o postupu, jez vedl k nalezeni vhodné metodiky prevodu, dale odhaluje samotny
algoritmus, uvadi zdkladni informace tykajici se prostiedi, v némz byl vysledny algorit-
mus naprogramovan, a na zaver je vysledny program predveden. Pro ukazku je nésledné
uvedeno nékolik piikladu s vystupy feSsenych diferencidlnich rovnic. V zévérecné kapitole
jsou shrnuty tkony, jez vedly k dosazeni daného cile, zhodnoceni ziskanych vysledkii, navrh
dalsiho mozného vyvoje projektu a piinos prace pro fesitele.

Tato diplomova prace navazuje na semestralni projekt, jehoz soucasti bylo seznameni se
s metodami feSeni diferencialnich rovnic a nalezeni vhodné metodiky pfevodu diferencialnich
rovnic vyssich fddu s ¢asové proménnymi koeficienty na ekvivalentni soustavy diferencidlnich
rovnic 1. fadu, ¢ehoz bylo vyuzito pro néslednou implementaci této metodiky.



Kapitola 2

Zakladni informace

2.1 Shrnuti pozadavku

Diferencidlni rovnice s kosntantnimi koeficienty lze fesit pomoci programu TKSL (Tay-
lor Kunovsky simulation language). Aby bylo mozné timto programem fesit i diferencidlni
rovnice s ¢asové proménnymi koeficienty, bylo nutné vypracovat metodiku pfevodu difer-
encialnich rovnic vyssich fada s ¢asové proménnymi koeficienty na ekvivalentni soustavy
diferencidlnich rovnic 1. fddu a tuto transformaci naimplementovat. Cilem préace tak bylo
ziskat program, jez po zadani diferencidlni rovnice vyssich fadia s ¢asové proménnymi koefi-
cienty vygeneruje odpovidajici vystupni soubor pro nasledné zpracovani programem TKSL.

2.2 Soucasny stav

Jsou provedeny experimentalni vypocty diferencidlnich rovnic vyssich #4d s ¢asové proménnymi
koeficienty dvémi ruznymi metodami (viz. kapitola 4.10.1 a 4.10.2), pomoci nichZ je navrzena
metodika pfevodu téchto diferencidlnich rovnic na ekvivalentni soustavy diferencialnich
rovnic 1. fadu. Pro tento prevod je vytvofen program, jehoz vystup lze pouzit pro vy-
hodnoceni dané diferencidlni rovnice programem TKSL.



Kapitola 3

Uvod do problematiky

Diferencialn{ rovnici rozumime kazdou rovnici, v niz se nezndm4 funkce vyskytuje v derivaci.
Jeli nezndma funkce funkci jedné proménné, jde o obycejnou diferencidlni rovnici. Jinak
hovoifme o parcidlni diferencidlni rovnici. Rad nejvyssi derivace pak udévé radtéto difer-
encialni rovnice.

Resenim diferencidlni rovnice rozumime funkei, kterd dané rovnici vyhovuje. Reseni ob-
sahujici konstanty se nazyva obecné reseni, volbou konstanty dostaneme z obecného reSeni
partikuldrni feSeni. V nékterych specidlnich pfipadech existuji feSeni, kterd nedostaneme
volbou konstanty z Feseni obecného (takova feseni se nazyvaji singularni). Graf feseni difer-
enciadlni rovnice se nazyva integralni kiivka.

Oby¢ejnou diferencidlni rovnici prvnfho fddu nazyvame rovnici ve tvaru F(x,y,y’) = 0,
resp. v explicitnim vyjadfeni:

y=flzy), [:Q-R Qe® (3.1)
Uloha najit feseni y(x) této diferencidlni rovnice, kterd je definovand na néjakém I, zg € I
a které spliiuje tzv. poc¢atecni podminku y(z) = yo se nazyva Cauchyova (pocdtecéni) tloha.

Je-li funkce f spojitd na oteviené mnoziné €2, pak pro kazdé (zg,y0) € € méa tloha
v = f(z,y), y(xo) = yo alespon jedno Feseni (existencni podminka).

O funkci f Fekneme, Ze spliuje v bodé (xg,yo) Lipschitzovu podminku, existuje-li kon-
stanta L a okoli U(xo,yo) € €2 tak, ze pro kazdé dva body (x,y1), (x,y2) € U(zo, y0) je

’f(xayl) - f(w7y2>‘ < L(ylayQ)
Diferencidln{ rovnice y' = f(z,y) mé pro kazdy bod (zg,y0) € Q jediné Feseni prochdzejici
bodem (zg,yo) (jednoznacnost feseni), pokud jsou splnény nésledujici podminky:

1. funkce f je spojita na

2. funkce f je ohranic¢enda na €2



3. spliiuje Lipschitzovu podminku na 2

Pozn.: Obecné muzeme (3.1) poklddat za soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho fadu,
kde y, yo jsou vektory o n slozkdch. (Samoziejmeé se téz piislusnym zpusobem zméni rozméry
prostoru definiéniho oboru a oboru hodnot dané funkce.)

3.1 Obecna diferencialni rovnice n-tého radu

Diferencialni rovnici rozumime kazdou rovnici, ve které se vyskytuji derivace hledané funkce.
Jeji tvar zapiSeme nésledovné:

d(n)y d(n_l)y d(m)z d(m_l)z
W+an_1w+---+aoy—bm7+b

an dgm UM gt

4o+ boz

kde:

y je hledané feseni

z je vstupni (nebo také vynucujici) funkce

n je fad diferencidlni rovnice
e m je Tad vstupni funkce

e a, b jsou nelinedrni koeficienty
Analogicky tedy muzeme psat:

any™ + an_19™ D 4+ agy = bpz™ 4 byo12™ D 4 oz (3.2)

Pouzivame-li pro systémy diferencidlnich rovnic zdpis rovnice (3.2) , pak pfi nulovych
pocatecénich podminkach

muzeme zavést
p— i
P=u
_d 5 Az
bz = dt’ pz= a2’

Nyni lze diferencidlni rovnici (3.2) zapsat operatorovym zépisem



anp™y + an1p"Vy 4+ agy = bpp ™z + b _1p™ V2 4+ b2

s nulovymi poc¢ateénimi podminkami

P Vy(0) = - = py(0) = y(0) =0

3.2 Taylorova rada

Predpokladejme, ze mame funkci f(x), kterd mé v bodé x = a derivace az do n-tého fadu.
Hledejme nyni polynom p(z) stupné n ve tvaru

p(z)=co+ci(z—a)+ ez —a)’+cs(x—a)+ - +cp(z—a)” (3.3)
se stfedem v bodé a takovy, aby byly splnény néasledujici podminky:

f(a) = p(a), f'(a) = p'(a), f"(a) =p"(a), ...

Za pouziti rovnice (3.3) dostavame:

fla) = pla) = [co+e(z—a)+c(z—a)’+ o= = ¢
flla) = pla) = [aa+2-ca(r—a)+3-c3(x—a)+ - Joma = c
fa) = p'(a) = [2-c2+3-2-c3(z—a)+-]|p=a = 2.

Po vyjadieni koeficientu cg, c1, ¢ ...

co = fla)
a = [f(a)
o = 1 2(!(1)
Obecné tedy plati:
f*a
Ck kZ(' ) (3.4)
7 to plyne znamy zapis Taylorovy fady:
/ 1" n
p(z) = f(a) + f1(|a) (x —a)+ / 2('a) (x—a)? +--+ fn('a) (x —a)” (3.5)



3.3 Nestacionarni systémy

Nestacionarni systémy jsou popsany diferencidlnimi rovnicemi s ¢asové proménnymi koefi-
cienty. Pokud rovnice neobsahuje derivaci vstupni veli¢iny 1ze pouzit metodu sniZovani radu
derivace. Pokud je v8ak systém popsan rovnici s derivaci vstupni veli¢iny nelze tuto metodu
vyuzit. Duvodem je zavislost pofadi operaci ndsobeni a integrace ¢i derivace. Obecné plati:

0, 4

P 2 S ()

V takovych piipadech se pouzivaji specidlni metody, které lze povazovat za zobecnéné
metody postupné integrace a sniZovdni 7ddu derivace. My se budeme déle zabyvat modifiko-
vanou metodou Taylorovy fady, pii které se vyuziva prevodu diferencialni rovnice na rovnici
s adjungovanymi koeficienty.

3.4 Adjungované koeficienty

P1i feSeni diferencidlnich rovnic, ve kterych se na pravé strané vyskytuje derivace vstupni
veli¢iny nelze pouzit metod sniZovdni rddu derivace ¢i postupnou integraci. Autori modi-
fikované Taylorovy metody vytvorili postup, kdy jsou ¢asové proménné koeficienty v difer-
encialni rovnici nahrazeny jinymi, které budeme nazyvat adjungovanymi. Tyto koeficienty
jsou vypocteny tak, aby bylo mozno pouzit nékterou z metod sniZovdni Tddu derivace ¢i
postupné integrace.

3.5 Zakladni prvky linearnich systému

3.5.1 Invertor

Invertor méni znaménko vstupniho signélu. Schématicka znacka je na obrézku (3.1) a funkci
lze zapsat ve tvaru:

Up = —u1

Obrézek 3.1: Schematické znacka invertoru



3.5.2 Sumacni invertor

Sumagcni invertor provadi inverzni soucet vstupnich signélia. Na obrézku (3.2) je jeho schématicka
znacka. Funkci sumaéniho invertoru lze zapsat ve tvaru:

up = —(ur +uz + -+ up)

LE R

Obrazek 3.2: Schematicka znacka sumacniho invertoru

3.5.3 Invertujici sumacni integrator

Invertujici sumacni integrator realizuje inverzi integrace souc¢tu vstupnich signalta. Schématicka
znacka je uvedena na obrazku (3.3) . Jeho funkci lze zapsat ve tvaru:

uOZ—/(ul+U2+-~~+un)dt

anebo také:

1
UOZ—E(U1+U2+“'+%)

Obrézek 3.3: Schematicka znacka invertujictho sumaéniho integratoru

3.5.4 Deélicka

Délicka provede podil hodnot vstupnich signali. Na obrazku (3.4) je uvedena schématicka
znacka. Funkci délicky lze zapsat ve tvaru:

uyg = —
U2



|1 | —

| G p—

Obrézek 3.4: Schematicks znacka délicky

3.5.5 Nasobicka

Nésobicka provede vynédsobeni vstupniho signalu zadanou konstantou nebo funkci. V liter-
atufe se pro ndsobeni ¢asové zavislou funkci pouzivéa znacka pro nasobeni konstantou se zd-
vojenou kruznici. Schématickd znacka pro ndsobicku konstant je uvedena na obréazku (3.5) a
schématicka znacka pro ndsobicku ¢asové zavislych funkei na obrazku (3.6) . Funkci ndsobicek

lze zapsat ve tvaru:

e pro nasobeni konstantou:

Uug = a-ujy

Obrazek 3.5: Schematicka znacka nasobicky konstant

e pro nasobeni ¢asové zavislou funkei:

uo(t) = a(t) - uq(t)

w(t) u(t)

Obrézek 3.6: Schematické znacka nasobicky casové zdvislych funkei

10



Kapitola 4

Metody resSeni diferencialnich
rovnic

4.1 Analytické reseni

Reseni je funkce éasu. Konkrétni hodnotu v urcitém case ziskdme dosazenim tohoto Gasu
do vysledné funkce. Lze ur¢it hodnotu v libovolném bodé, v némz je funkce definovéana. An-
alytické metody jsou obvykle slozité a ¢asové narocéné, ale velmi piesné. Teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic tedy vybira urcité modely jistych skupin diferencialnich rovnic, pro které
je nalezeno obecné schéma feSeni.

Podstatnou ¢ast této teorie tvoii linedrni rovnice, jejichz zdkladni charakteristickou vlast-
nosti je platnost principu superpozice. Druhou skupinu tvoii rovnice nelinearni. Zde je
obecnd teorie mnohem chudsi a jsou studovany pouze specidlni typy diferencialnich rovnic
popisujicich urcité fyzikalni nebo technické problémy. U téchto nelinearnich rovnic lze po-
moci specidlnich uprav ziskat feSeni v uzavieném tvaru (tj. vyjadieni pomoci elementarnich
funkci, resp. jejich integralu).

Metody feSeni diferencidlnich rovnic lze rozdélit do nékolika skupin:
e u linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty uréujeme bazové funkce a nasadu pro par-
tikuldrni feseni nehomogenni rovnice volime pomoci téchto bazovych funkei (metoda

variace konstant), nebo ve tvaru pravé strany diferencidlni rovnice (metoda neurcitych
koeficientt1); ovSem kazdé feSeni hleddme ve tvaru, ktery jiz pfedem zndme

e nékteré linearni rovnice s nekonstantnimi koeficienty transformujeme vhodnou sub-
stituci na linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty

e nékteré nelinedrni rovnice vhodnou substituci transformujeme na rovnice linearni
e nékteré nelinedrni rovnice formélné upravime (pfip. transformujeme vhodnou substi-

tuci) a Fesime pfimou integraci

Je ztejmé, ze tyto metody nejsou postacujici pro feseni vSech tloh z technické nebo fyzikalni
praxe. Navic problémy z praxe jsou ¢asto popsdny soustavami diferencialnich rovnic, jejichz
feSeni je jeSté slozitéjsi.
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Proto s nastupem vypocetni techniky doslo k velkému rozsifeni pouziti numerickych metod
feseni (soustav) diferencidlnich rovnic. Rozsah 1loh, které 1ze numerickymi metodami fesit je
mnohem vétsi (v porovnani s moznostmi analytickych metod). Problémem je vSak rychlost
a presnost, dale pak nutnost provedeni celého vypoctu znovu v piipadé zmény parametru
(u analytického vypoctu stacéi dosadit jiné konstanty).

4.2 Numerické reSeni

Resenim je posloupnost hodnot v uréitych predem zvolenych ¢asovych bodech. Hodnoty
funkce mezi zvolenymi body lze uré¢it bud interpolaci z okolnich vypoétenych bodii nebo
opétovnou aplikaci metody s mensim rozestupem (krokem) ¢asovych bodu. Numerické
metody jsou obvykle jednodussi a rychlejsi nez analytické. Pti §patné volbé kroku vsak
muze dojit k velké chybé vypoctu.

Numerické feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic mé smysl hledat pouze tehdy,
jestlize feSeni existuje a je jednoznacné (viz. 3).

Soustavu m obycejnych diferencidlnich rovnic

vi(t) = filt,yi, - ym)
yé(t) = f2(tayla"'ym)
y;n(t) = fm(t7y17"‘ym)
s pocatecnimi podminkami
yi(to) = y10
y2(to) = Y20
Ym (tO) = Ym0

muzeme pro vétsi prehlednost zapsat téz pomoci vektort ve tvaru

y = f(ty)
y(to) = yo (4.1)

Zakladem, z néhoz vychézi vétsina numerickych metod pro feSeni pocatec¢nich iloh na
intervalu < a,b >, je diskretizace proménné. Mnozinu bodu t;, i €< 0,k > z intervalu
< a,b>, kde

a=ty<ti <tag< - <th_1<tp=0b
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nazyvame sit, jeji prvky pak uzly sité.

Vyraz tiy1 — t; = h nazyvame krokem sité v uzlu x; (resp. integratnim krokem). Je-li
navic h; = h = konst., mluvime o pravidelné siti.

Numerickym fesenim soustavy (4.1) rozumime posloupnost y; hodnot y(to), y(t1), ... y(tk),
které odpovidaji piislusnym hodnotdm uzla sité.

Hodnoty y(t;) numerického feseni budeme znacit y;, hodnoty exaktniho feseni (ziskané
dosazenim do analytického feseni rovnice) pak oznacime jako Y; = Y (¢;).

Ma34-li byt numerickd metoda feSeni pouzitelnd, je nutné, aby posloupnost y; konvergovala
pro h — 0 k exaktnimu feseni Y (¢). Konvergenci zde rozumime existenci limity posloupnosti
y; pro h — 0, i — 00, kde ovSem hi = t zustdva pevné. Koverguje-li pfiblizné feseni ziskané
ur¢itou metodou pro vsechny pocdteéni tilohy (4.1), fekneme, ze metoda je konvergentni.

Rozlisujeme dva zdkladni typy metod numerického feseni soustavy diferencidlnich rovnic
(4.1):

1. metody, které hodnoty funkce f(t,y) pocitaji jen v bodech (t;,y;), kde y; je hodnota
numerického feseni v bodé ¢t = ¢;. Jedna se o tzv. vicekrokové metody.

2. metody, které zjistuji hodnoty funkce f(¢,y) i mezi jednotlivymi uzly sité (¢;,y;). Jsou
zastoupeny jednokrokovymi metodami (metody typu Runge-Kutty)

Oba zminéné typy metod pouzivaji k feSeni pouze prvni derivace y (existuji samoziejmeé i
metody vyuzivajicich k vypoctu i derivaci vyssich fadu). Hodnotu prvni derivace jednoduse
ziskdme dosazenim bodu (¢;,y;) do (4.1). Vyssi derivace je vSak obecné obt{zné ziskat, nebot
predpoklddame, ze funkce f(¢,y) neni vyjadiena analyticky.

4.3 Chyby metod

Pii pouziti obou typu metod vypoc¢tu numerického feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
(str. 13) je ziskand sloupnost hodnot y; vysledkem postupné extrapolace z vychoziho bodu,
pricemz jiz samotné vychozi body jsou zatizené tzv. lokdlni chybou F. Tato chyba se sklada
ze dvou casti:

1. zanedbavaci chyba (chyba metody) je zpusobena zanedbénim ¢lent Taylorovy fady
pocinaje n + 1 ¢lenem.

2. zaokrouhlovaci chyba vznikd z duvodu omezené velikosti slova, ve kterém je uloZena
hodnota é&isla, v pocitaci

Chyba jednoho kroku (lokélni chyba) ovSem rovnéz ovlivni vysledky kroku nésledujicich.
V této souvislosti mluvime o stabilité metody. Metoda se nazyvé absolutné stabilni, pokud
pro dany integracni krok h a danou diferencialni rovnici chyba vznikla pii vypoctu y,, se
nezvétsi v nasledujicich hodnotéch feseni yi, k > n.

Skutecnost, ze se v kazdém kroku vypoc¢tu dopoustime lokalni chyby, vede ke vzniku chyby
kumulované, jeji velikost pak je e, = Y, — yn.-
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4.4 Jednokrokové metody

Jednokrokové metody ziskaly sviij ndzev podle toho, ze pro vypocet hodnoty y,1 staci znat
pouze hodnotu y,. Toto je vyhodné v piipadech, kdyz potifebujeme ¢asto ménit integracni
krok.

Zakladem pro tyto metody je Tayloruv rozvoj (viz 3.2)
2

h h3
Yn+1 = Yn + hyl, + gy,’i + gyi + e (4.2)

4.5 Metoda Eulerova

Tato metoda je nejjednodussi: pro urceni nésledujici hodnoty y,+1 bere v tivahu pouze
prvni dva ¢leny Taylorovy fady, tedy

Ynt1 = Yn + hy, (4.3)

Geometrickd interpretace této metody neni obtizna: protoze h; = w1 — x;, je vztah (4.3)
rovnici piimky se smérnici f(x;,y;) jdouci bodem (x;,y;), tj. na intervalu < z;, x;11 > se
vzdy pohybujeme po te¢né k presnému teseni tlohy v’ = f(z,y), y(z;) = y; v bodé (z;,y;).

Pti zkracovéni kroku lze zpfesiovat feSeni, ovSem od jisté hranice zacne pfevlddat vliv
zaokrouhlovaci chyby a celkova chyba vypoctu pii dalsim zmenSovani kroku poroste.

4.6 Metody Runge-Kutta

Dalsi jednokrokové metody, které pouzivaji pouze prvni derivace feseni y - vypocet f(¢,y)
vSak provadéji i mezi jednotlivymi uzly (¢;,y;) - jsou zastoupeny metodami typu Runge-
Kutta. Zakladem téchto metod je vyjadieni rozdili mezi hodnotami feseni y v bodech t,,4+1
a t, ve tvaru

p
Ynt1 = Un = Y _ wiK;
i=1

kde w; jsou konstanty a

i—1
Ki = hf(tn + aihyyn + Y _bijk;), i=1,...p
j=1

kde h = t, 1 — t, a a;,b;; jsou konstanty, pficemz a; = 0.

Metoda se nazyvé p-hodnotova (pouziva p hodnot funkce f(t,y)). Konstanty w;, a;, b; jsou
vypocteny tak, aby ziskand feseni souhlasila s Taylorovou fadou v bodé (t,,y,) az do p-té
mocniny kroku h véetné. Metodu pak nazyvame metodou Runge-Kutta fadu P. Metod je
celd fada modifikaci, 1isi se v8ak pfedevsim v koeficientech, v principu jsou ovSem stejné.

Vsechny metody Runge-Kutta maji ohrani¢eny obor absolutni stability, definovany nerovnosti
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I hP
Lt ht oot = <1
2! p!

kde h = h, ) je komplexn{ &islo.

Nejcastéji se pouziva metody ¢tvrtého fadu: ma dobrou stabilitu i presnost.

4.7 Metoda Taylorovy rady

Ackoliv by se zdélo, ze moznosti vyuziti Taylorovy fady pro feSeni diferencidlnich rovnic
jsou jiz zcela vycerpané (vSechny vyse uvedené metody z této metody vychéazeji), nachédzi
v soucasnosti opét tato metoda své uplatnéni (rychly vyvoj vypocetni techniky).

P1i vyuziti této metody se predpokladd, ze pro vypocet feSeni se bere v ivahu vétsi pocet
¢lentu rozvoje (4.2), fadové alespon desitky ¢lent.

Tato metoda umozinuje vypocet mnohem presnéjsi hodnoty feseni (bréno vzhledem k délce
integra¢niho kroku h) nez bézné pouzivané metody (Eulerova ¢i nékterd varianta metody
Runge-Kutta). Problematikou vyuziti metody Taylorovy fady se zabyvé tato préce.

Princip metody

Taylorova fada je definovana jako nekoneénd mocninnd rada

(z - 2)

TR )=+ (4.4)

fl@)=f(2) + f'(2)

Pokud polozime pocatecni podminku z = 0 a polozime h = x1 — 21, pak rovnice piejde do
tvaru:

h? h3
Fla) = F0) + R £(0) + S 1"(0) + 5 1(0) + - (4.5)

Nyni polozme 22 = x1 za predpokladu h = 22 — 22 = z1 — z1.

h2 h3
f(@2) = flar) +h- f'(21) + gf"(xl) + gf’”(m) +e (4.6)

Hodnoty funkce f(z) v bodech x1, 22, lze vypocist postupné za vyuziti Taylorovy fady.
Vysledek jednoho kroku je nutny pro vypocet dalsich diléich vysledku. Parametr b je inte-
gracni krok. Integracni krok nemusi byt konstantni. Pro jednotlivé kroky vypocétu se mize
ménit. Na velikosti integraéniho kroku je z4visla rychlost vypoctu a také jeho presnost. Cim
je integracni krok veétsi, tim se také zvysuje rychlost vypoctu. Naopak muze klesat presnost
vypoctu. Pred zacatkem vypocétu musime urcit, s jakou presnosti vysledek pozadujeme.
Pii vypoctu pak secitame diléi vysledky a pokud je rozdil dvou po sobé jdoucich vysledku
mensi nez pozadovand piesnost, vypocet ukoncéime.
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K diléim vypoétum potiebujeme znat vyssi derivace funkce. Vypocet vyssich derivaci je
¢asoveé naroc¢ny a prakticky zbytecny. Vyssi derivace lze totiz odvodit z predchozich vypoctu.
Toto ukazeme na nasledujici soustavé diferencialnich rovnic.

Yy =A-y+B-z Z=C-y+D-z (4.7)

Pocatecni podminky y(0) = yo, 2(0) = 2.

Resen{ klasickym zptisobem :

/ h2 " h3 n
yo= y0+h-y(0)+§-y(0)+§-y 0)+--- (4.8)
h? h3
21 = zo—i—h‘z’(O)+§~z”(0)+§-z'"(0)+--' (4.9)

VylepSenym zpusobem lze vypocet soustavy zjednodusit nasledovneé:

y1 = yo+DY10+ DY20+ DY30+--- (4.10)
20+ DZ10+ DZ20 + DZ30 + - - - (4.11)

<1

Vypocet jednotlivych ¢lenu :

DY10 = h-y(0)=h(A-y+ B-2)

DY20 = g(A-DYlO—i—B-DZlO)
DY30 = g(A-DY20+B-DZZO)
DZ10 = h-2'(0)=h(C-y+D-2)
DZ20 = g(C-DYIOJrD-DZlO)
DZ30 = g(C-DY20+D-DZ20)

Vyhody a nevyhody pouziti Taylorovy rady
Nespornou vyhodou této metody je jeji rychlost a s tim spojend vypocetni nendrocnost.
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Velkou vyhodou je také moznost paralelniho zpracovani diléich vypoctu, které se uplatnuje
pii vypoctech soustav diferencidlnich rovnic. Pokud ov8em zvolime $patnou velikost in-
tegraéniho kroku, muze se metoda stat nestabilni. Je to zptusobeno tim, ze pfi chybném
urceni jednoho kroku, se tato chyba prenasi i do dalsich vypoctl a celkova chyba tim miuze
narustat.

4.8 Vicekrokové metody

Vicekrokové metody vyuzivaji pii vypoc¢tu hodnoty ;1 k hodnot vypoctenych v predchozich
krocich (mluvime pak o k-krokovych metodach). Je mozné je definovat takto:

T T
Uni1 =D QiYn—i+h Y bt
i=0

i=—1
kde a;, b; jsou konstanty.

P1i vyuziti vicekrokovych metod je problematicky postup v prvnich krocich vypoctu, kdy
jesté nemame k dispozici dostateény pocet piredchézejicich hodnot. Pro zahajeni vypoctu
tedy pouzivame nékterou z jednokrokovych metod, nejcastéji Runge-Kutta.

Velkym problémem téchto metod je rovnéz obtiznost dynamické zmény velikosti kroku
béhem vypoctu (pro zdvojndsobeni délky kroku si metoda musi pamatovat dvojndsobny
pocet minulych feSeni, pii puleni délky integra¢niho kroku je nutné vétsinu vicekrokovych
metod znovu odstartovat). Piikladnym typem vicekrokovych metod mohou byt metody
zalozené na principu prediktor—korektor nebo prediktor-modifikdtor—korektor.

Metodami pro numerické feseni (soustav) diferencidlnich rovnic se zabyvé celd fada pub-
likaci, kde lze ziskat téz podrobny popis mnozstvi nejruznéjsich specidlnich numerickych
metod; ty jsou pak uréeny k jistému okruhu rovnic (podobné jako tomu je v piipadé an-

alytického feseni). Specidlné upravend metoda muze totiz poskytnou pro danou skupinu
problému rychlejsi nebo piesnéjsi feseni, pro jiné ilohy vSak jiz nemusi byt optimalni.

4.9 Metody reSeni diferenciadlnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty

4.9.1 Metoda snizovani radu derivace

Touto metodou muzeme fFesit diferencidlni rovnice, které neobsahuji derivaci vynucujici
funkce. Méjme rovnici ¢tvrtého radu:

v & a3y® 4 asy® + agy® + agy = boz

Ptevedeme ji na operdtorovy tvar, ktery jiz zname z piedchézejici kapitoly:

Pty + asp®y + asp®y + a1py + agy = boz

Nejprve osamostatnime p*y na levé strané rovnice:
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Pty = —(asp®y + asp®y + a1py + aoy — bo2)

Nisledné si vyjaditme piy, p?y, py a v:

1
P’y =-p'y (4.12)
p
2 1 3
Py =-p’y (4.13)
p
1 2
py = —py (4.14)
1
y=—py (4.15)
p

Aby bylo mozné vyuzit invertujiciho sumacniho integratoru, je tieba provést drobné upravy:

e pro rovnici (4.12)
1
—p’y=——p'y
p

e pro rovnici (4.13)
1
2
Py =—=(=p"y)
p

e pro rovnici (4.14)
1
—py = ——p’y
p

e pro rovnici (4.15)

y = —;(—py)

Vysledné schéma nam ukazuje obrazek (4.1).
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Obrézek 4.1: Vysledné schéma pro rovnici 4. fddu - metoda snizovani fadu derivace

4.9.2 Metoda postupné integrace

Metodou postupné integrace lze Fesit i diferencidlni rovnice obsahujici derivaci vynucujici
funkce. Méjme rovnici ¢tvrtého radu:

y(4) + agy(B) + agy@) + aly(l) + apy = byz® 4+ 1323 4+ 192 4 b2 4 bz (4.16)

Prevedeme ji na operdtorovy tvar:

Pty + aspy + asp®y + a1py + apy = bap*z + b3p®z + bap®z + bipz + boz

Nejprve si na levé strané rovnice osamostatnime p*y. Nésledné rovnici postupné integrujeme
(ndsobime vyrazem 1/p):

Py = bap*z + p*(b3z — azy) + p*(baz — azy) + p(b1z — ary) + (boz — ao) / 5
P’y = bap®z + p?(bsz — agy) + p(baz — azy) + (brz — ary) + Ax / b
Py = bap*z + p(bsz — azy) + (baz — azy) + Ay / '3

py = bapz + (b3z — azy) + A3 /}3
— 1
y=byz+ Ay /-p

Kde:
Al = z a
1 0 0

1
Ay = 5(512 — a1y + Ap)
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Az = —(bez — agy + Ag)

Ay = —(b3z — azy + Az3)

W= Q=

Vysledné schéma fesici rovnici (4.16) je na obrazku (4.2).

Obréazek 4.2: Vysledné schéma pro rovnici 4. fadu - metoda postupné integrace

4.10 Metody reSeni diferencialnich rovnic s ¢asové proménnymi
koeficienty

Aby jsme mohli fesit v TKSL i rovnice s ¢asové proménnymi koeficienty, je zapotiebi
tyto koeficienty nejprve prevést do adjungovaného tvaru. Adjungované koeficienty maji tu
vlastnost, ze kdyz jsou opét adjungovany, dostaneme koeficienty puvodni rovnice. Mame
tak zajisténu zpétnou vazbu o spravnosti naseho vypoctu.

4.10.1 Prievod na adjungované koeficienty pomoci schématu

Aby jsme ziskali ndmi pozadované adjungované koeficienty, je nutné dosadit ¢asové proménné
koeficienty do schématu —které je dano fadem a pravou stranou feSené diferencialni rovnice—
a symbolicky toto schéma vyjadiit. Dostaneme diferencidlni rovnici stejného Fadu, jako
byla puvodni, avSak s odlisnymi ¢asové proménnymi koeficienty. Nyni tak muzeme k feseni
vyuzit metody sniZovdni rddu ¢i postupné integrace. Vysledek, ktery nam vyjde, je zdroven
vysledkem puvodn{ rovnice.

Megjme rovnici 3. fadu:

ety +sin(t)y” + 2y +y = cos>()2" + (t + 1)2" + 3t2' + cos(t)z (4.17)

Maéame tedy koeficienty:

az = et ag =sin(t), a; =2, ag = 1,

by = cos(t), by =t + 1, by = 3t, by = cos(t)
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Obrazek 4.3: Obecné schéma pro diferencidlni rovnice 3. fadu

Nyni dosadime koeficienty do schématu odpovidajici diferencidlni rovnici 3. fadu se stejnymi
fady derivace na levé i pravé strané (viz. obr. (4.3)).

Ze schématu si vyjadiime:

— Al = apy + boz (4.18)
— Ay =a1y+ bz + A (4.19)
— Ag = agy + boz + Asy (4.20)
A4 = —b3Z — Ag (4.21)
Ay = azy (4.22)
Porovnanim rovnic (4.21) a (4.22) dostaneme:
— Az = asy + b3z (4.23)
Dosazenim koeficientu do (4.23) ziskdme:
—Ag =e 'y +cos’(t)z
Derivujeme a ziskdvame:
—Ay=—ely+e 'ty + (-3 cos?(t) sin(t)) z + cos3(t)2' (4.24)
Dosazenim do (4.20) ziskdame:
— A =sin(t)y + (t+ 1)z + Ay (4.25)
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Porovnanim rovnic (4.24) a (4.25) ziskdme:

—Ay = —e "y + (e +sin(t)) y — cos®(t)2" + (3cos®(¢)sin(t) +t+1) 2
Derivujeme a ziskdvame:

—AL = ety —e Tty + ( “ttcos(t)) y+ (e +sin(t)) y' + 3cos?(t) sin(t)z’

—cos? (1) 2" + (3cos®(t) — 6sin®(£) cos(t) + 1) z + (3cos?(t) sin(t) + £+ 1) 2/ (420

Dosazenim do (4.19) ziskdvame:

— Ay =ty + 3tz + Ay (4.27)
Porovnanim rovnic (4.26) a (4.27) ziskdme:

—A; = e*ty” (2e7t +sin(t)) y' + (2 + e — cos(t)) y + cos®(t) 2" —
— (6 cos®(t)sin(t) +t + 1) 2’ + (6sin?(¢) cos(t) — 3cos®(t) + 3t — 1) z

Derivaci ziskame:

—Al = —ely + ety — (=27t + cos(t)) y — (2¢7" +sin(t)) y'+
+ (2t —et+sin(t)) y+ (£ +e —cos(t)) y — 3c032(t) sin(t)z"—
—cos3(t)2" — (6 cos®(t) — 12sin?(¢ )cos(t) +1) 2" — (6cos?(t)sin(t) + ¢+ 1) 2"+
+ (12 cos?(t) sin(t) — 6sin®(¢) + 9 cos®(t) sin(t) + 3) 2+
+ (6sin®(t) cos(t) — 3cos®(t) + 3t — 1) 2/
(4.28)

Dosazenim do (4.18) ziskavame:
— A} =y +cos(t)z (4.29)

Porovnanim rovnic (4.28) a (4.29) ziskdme novou diferenciélni rovnici s jiz adjungovanymi
koeficienty:

ety — (3e ! +sin(t)) vy’ + (37t + 12 — 2cos(t)) ¥ +
= —cos?(t )z’” + (9 cos?(t) sin(t ) +t+1)2"+(9
+3t + 2)2' + (6sin®(t) — 21 cos?(t) sin(t) + cos(t

(sm(t) et +2t—1)y=
cos®(t) — 18sin?(t) cos(t)+
)—3)z

(4.30)

Nyni provedeme kontrolu a ovéiime tak spravnost naseho vypoctu. Budeme postupovat
naprosto stejnym zpusobem jako doposud. Dosadime nové ziskané adjungované koeficienty
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do schématu (viz. obr. (4.3)) a symbolicky toto schéma vyjadiime.

Adjungované koeficienty z nové ziskané rovnice (4.30) jsou tedy:

az=e ' ag = —3et — sin(t), a1 = 3e~t + 12 —2cos(t), ag = sin(t) —e ' + 2t — 1,
by = — cosS(t) = 9cos?(t)sin(t) + ¢t + 1, by = 9cos3(t) — 18sin?(¢) cos(t) + 3t + 2,
bo = 6sin3(t) — 1 cos?(t) sin(t) + cos(t) — 3

Dosazenim koeficienttu do (4.23) ziskdvame:

—Az =e "ty — cos3(t)z

Derivujeme a ziskdvame:

— Ay = —e 'y + ey + (3cos?(t)sin(t)) z — cos®(t)2’ (4.31)

Dosazenim do rovnice (4.20) ziskdvame:

— Ay = (=3¢ —sin(t)) y + (9cos?(t)sin(t) +t + 1) z + Ay (4.32)

Porovnénim rovnic (4.31) a (4.32) ziskdme:
—Ay = —ety — (27 +sin(t)) y + cos3 ()2 + (6 cos®(t) sin(t) + t + 1)z
Derivaci ziskame:

—AL =ty —ely’ — (—Ze*t + cos(t)) Y — (26*’5 + sin(t)) y' — 3cos?(t) sin(t)z'+
+ cos3(t)2” + (6 cos?(t) — 12sin?(t) cos(t) + 1) z + (6 cos?(t) sin(t) + t + 1) 2/
(4.33)

Dosazenim do (4.19) ziskdvame:

— Ay = (3e7"+t* —2cos(t)) y + (9cos’(¢) — 18sin’(t) cos(t) + 3t +2) 2 + A1 (4.34)

Porovnanim rovnic (4.33) a (4.34) ziskame:

— Ay =e 'ty + (et +sin(t)) v + (t2 + et —cos(t)) y — cos®(t)2" — (3cos?(t) sin(t)+
+t +1)2" + (3cos?(t) — 6sin?(¢) cos(t ) -3t+1)z

Derivujeme a ziskavame:
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—Al =—e Y +e Yy + (—e 4 cos(t)) Y + (et +sin(t)) ¥’ + (2t — et +sin(t)) y+
+ (2 4+ et —cos(t)) y' + 3cos?(t)sin(t)2” — cos®(t)2" — (3 cos®(t) — 6sin?(t) cos(t)+
+1)2" — (3cos®(t)sin(t) + t + 1) 2 + (=9 cos®(¢) sin(t) + 6sin’(¢) — 12 cos?(¢t) sin(t)—
—3)z + (3cos3(t) — 6sin?(t) cos(t) — 3t + 1) 2/

(4.35)

Dosazenim do rovnice (4.18) ziskdvame:

— Al = (sin(t) —e "+ 2t — 1) y + (6sin’(t) — 21 cos®(t) sin(¢) +cos(t) —3) = (4.36)
Porovnanim (4.35) a (4.36) ziskdme puvodni diferencidlni rovnici (4.17).

4.10.2 Prevod na adjungované koeficienty pomoci binomické véty

U této metody se feSi levd a prava strana zadané diferencidlni rovnice oddélené. Nejprve
se dle pravidel (4.37) a (4.38) méni znaménka jednotlivych ¢lenu rovnice. Poté se ¢cleny
derivuji pomoci pravidla derivace soucinu s pouzitim binomické véty (4.39) . Nésledné se
tyto jednotlivé mezivysledky sectou (opét pro kazdou stranu rovnice zvl4st). Nakonec je levd
i pravé strana vynasobena minus jedni¢kou, ¢imz ziskame vysledné adjungované koeficienty.
Pro ovéfeni spravnosti vypoctu lze samoziejmé cely postup s nové ziskanymi koeficienty
opakovat, ¢imz docilime puvodnich koeficientu.

Pravidlo pro levou stranu diferencialni rovnice:

L=—-1"App"y + -+ — Aipy + Aoy (4.37)

Pravidlo pro pravou stranu diferencialni rovnice:

P=—1""'B,p"2 4 --- + Bipz — Byz (4.38)

Binomicka véta:

()™ = almy + <m> om0 4 <m> am=Dy@ 4y ( m )amy(m—l) ™
m 1/ ™ 2/ ™ m—1/™
(4.39)

Méjme rovnici 3. fadu:

cos®(t)y" + 5t3y" — 3cos(2t)y + ty = 32" —sin(t)2" + (t +2)2 + 2 (4.40)
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Mame tedy koeficienty:

ag = cos?(t), ag = 5t3, a3 = —3cos(2t), ag = t,
by = €3t, by = —sin(t), by=t+2, bg=1

Dle pravidla (4.37) upravime koeficienty na levé strané:

L = — cos®(t)p*y + 5t3p*y 4 3cos(2t)py + ty

Dle pravidla (4.38) upravime koeficienty na pravé strané:

P =e3pPz £ sin(t)p’z + (t + 2)pz — 2

Nyni si z binomické véty (4.39) vyjadiime vzorce pro tfeti, druhy, prvni a nulty fad derivace.

Vzorec pro 3. fad derivace:

(azy)® = ag?))y n G’) a§3—1)y(3—2) n (2) a§3_2)y(3_1) +agy®

Tedy:

(agy)(3) = a§3)y + 3a§2)y(1) + 3a§1)y(2) + azy® (4.41)

Vzorec pro 2. tad derivace:

2 _
(agy)® = ag)y + < >a§2 1)9(2_1) + azy®

1
Tedy:
(agy)@) = agz)y + 2agl)y(1) + agy(2) (4.42)
Vzorec pro 1. 7ad derivace:
(1) = afy + ary™ (4.43)
Vzorec pro 0. fad derivace:
(aoy)”) = aoy (4.44)

Nyni tyto vzorce vyuzijeme. Nejprve pro levou stranu rovnice:

25



Dle vzorce pro 3. fad (4.41):

(— cos? (t)y) ® _ g sin(t) cos(t)y+6(cos?(t) —sin?(t))y’ + 6 sin(t) cos(t)y” —cos?(t)y"

Dle vzorce pro 2. ¥ad (4.42):
(5t%) ) = 30ty + 30¢2y + 5t3y"
e Dle vzorce pro 1. tad (4.43):

(3 cos(2t)y)H = —6sin(2t)y + 3 cos(2t)y/

Dle vzorce pro 0. fad (4.44):
(t9) =ty

Jednotlivé ¢leny secteme a vynasobime minus jednickou.

L= (=cos?(t)y)® + (56%)®) + (3 cos(20)y)) + (ty)(0) /- (~1)

Tedy:

L = —8sin(t) cos(t)y + 6(cos?(t) — sin®(t))y’ + 6sin(t) cos(t)y” — cos?(t)y""+
+30ty + 30t2y + 5t3y" — 6sin(2t)y + 3cos(2t)y +ty /- (1)

Po sec¢teni ma leva strana nasledujici tvar:

L = cos?(t)y" — (6sin(t) cos(t) + 5t3)y" — (6 cos?(t) — 6sin®(t) + 3012+

+3cos(2t))y’ + (8sin(t) cos(t) + 6sin(2t) — 31t)y (4.45)

Vzorce ziskané z binomické véty nyni pouzijeme pro pravou stranu rovnice:
e Dle vzorce pro 3. fad (4.41):
(egtz) ®) — 9768t 427312 +9e3t" 4 32"
e Dle vzorce pro 2. ¥ad (4.42):
(sin(t)z)(2) = —sin(t)z + 2 cos(t)z’ + sin(t)z"”
e Dle vzorce pro 1. fad (4.43):
((t+2)2)Y =2+ (t+2)2

e Dle vzorce pro 0. fad (4.44):
() =
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Jednotlivé ¢leny secteme a vynasobime minus jednickou.

P=(*2)? + (sin(0)2)? + ((t+2))D + (=)@ /- (-1)

Tedy:

P =27e3 2 + 27e3 2 + 9e312" + 312" — sin(t)z + 2 cos(t)2’ + sin(t) 2"+
+z+(t+2) -2 /(1)

Po sec¢teni mé prava strana nasledujici tvar:

P =—e¥2" — (9e3 +sin(t)) 2" — (27 + 2cos(2t) + ¢ + 2) 2/ — (27 — sin(?t)) 2
(4.46)

Z levé (4.45) a pravé (4.46) strany lze sestavit diferencidlni rovnici s adjungovanymi koefi-
cienty:

cos?(t)y" — (6sin(t) cos(t) + 5t3) y” — (6 cos?(t) — 6sin?(¢) + 30t% + 3cos(2t)) y/+
+ (8sin(t) cos(t) + 6sin(2t) — 31t)y = —e32"” — (9 + sin(¢t)) 2" —
— (273 + 2cos(2t) + ¢ + 2) 2/ — (27€3 —sin(?)) 2

Pro ovéfeni spravnosti vypoctu provedeme kontrolu. Opét rovnici rozdélime na levou a
pravou stranu a fesime kazdou ¢ast jednotlive.

Vypiseme si nové koeficienty:

az = cos?(t), ag = —6sin(t) cos(t) — 5t3, a3 = —6cos?(t) + 6sin?(t) — 30t% — 3 cos(2t),
ap = 8sin(t) cos(t) + 6sin(2t) — 31t, by = —e3, by = —9e3! — sin(t),
by = —27e3t — 2cos(2t) — t — 2, by = sin(t) — 273

Dle pravidla (4.37) upravime koeficienty na levé straneé:

L = —cos?(t)pPy + (—6sin(t) cos(t) — 5t3)p?y + (6 cos?(t) — 6sin?(t)+
+30t2 + 3 cos(2t))py + (8sin(t) cos(t) + 6sin(2t) — 31t)y

Dle pravidla (4.38) upravime koeficienty na pravé strané:

P = —e*p3z + (9e3 + sin(t)) p?z + (—27€% — 2cos(2t) —t — 2) pz + (27¢* —sin(t)) z
Nyni provedeme upravy za pomoci vzorcu ziskanych z binomické véty pro levou stranu:
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Dle vzorce pro 3. fad (4.41):

(- cos? (t)y) B _ g sin(t) cos(t)y +6(cos®(t) —sin?(t))y' +6 sin(t) cos(t)y” —cos?(t)y"

Dle vzorce pro 2. ¥ad (4.42):

((—6sin(t) cos(t) — 5t%)y) @ (24sin(t) cos(t) — 30t)y + (12sin?(t) — 12 cos?(t) — 30t2)y'—
—(6sin(t) cos(t) + 5t3)y”

Dle vzorce pro 1. fad (4.43):

((6 cos() — 6:sin2(t) + 30£2 + 3 cos(2t))y) ") = (=24 sin(t) cos(t) + 60t — 6sin(2t))y+
+(6 cos?(t) — 6sin?(t) + 30t + 3 cos(2t))y’

Dle vzorce pro 0. fad (4.44):

((6 sin?(t) — 6 cos®(t) — 30t* — 3 cos(2t))) ©_ (6sin(t) — 6 cos®(t) — 30t* — 3 cos(2t) )y
Jednotlivé ¢leny secteme a vynasobime minus jednickou.

L= (— cos2(t)y) ®) + ((—6 sin(t) cos(t) — 5t3)y) @ + ((6 cos(t) — 6Sin2(t) +30t2 + 3COS(2t))y>(1) +
+ ((6sin2(t) — 6cos?(t) — 30t2 — Beos(2t))) ) /- (~1)

Tedy:

L = —8sin(t) cos(t)y + 6(cos?(t) — sin®(t))y’ + 6sin(t) cos(t)y” — cos?(t)y""+
+(24sin(t) cos(t) — 30t)y + (12sin?(t) — 12 cos?(t) — 30t2)y’ — (6sin(t) cos(t) + 5t3)y""+
+(—24 sm(t) cos(t) + 60t — 6sin(2t))y + (6 cos?(t) — 6sin®(t) + 30t2 + 3 cos(2t))y'+
+(6sin?(t) — 6 cos?(t) — 30t2 — 3cos(2t))y /- (—1)

Po secteni m4 leva strana tvar puvodni diferencidlni rovnice (4.40).

Jesté dokonéime kontrolu pro pravou stranu:

e Dle vzorce pro 3. tad (4.41):
(—egtz) ®3) _ 9763ty _ 9763t _ 9Bt _ G3t
e Dle vzorce pro 2. 7ad (4.42):
((9€* + sin(t))z) @ (81e® —sin(t)) z + (543 + 2cos(t)) 2 + (9e3 + sin(t)) 2
e Dle vzorce pro 1. fad (4.43):

((—27€3 — 2cos(2t) — t — 2)2)) = (=813 4 2sin(t) — 1) 2+ (—27¢3 — 2cos(2t) — t — 2) 2/
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e Dle vzorce pro 0. fad (4.44):

((27e3t — sin(t))z) ©_ (2763t — sin(t)) 2
Jednotlivé ¢leny secteme a vynasobime minus jednickou.

P = (—e3tz)(3) + ((9€3 + sin(t))z) @ 4 ((—27e3 — 2cos(2t) — ¢ — 2)2)(1) +
+ (@273 —sin(1)2) /- (-1)

Tedy:

P = —27e3tz — 27e3t2 — 9e3t2" — 312" + (81e3t sin(t)) z + (54€3 + 2cos(t)) 2'+
+ (9€% +sin(t)) 2" + (—81e® + 2sin(t) — 1) z + (—27€3 — 2cos(2t) —t — 2) 2'+
+ (27€% —sin(t)) z /- (—1)

Po se¢teni md prava strana tvar puvodni diferencidlni rovnice (4.40).

4.11 Aplikace Fourierovy rady

Vzhledem k tomu, Ze jiz zndme zpusob, jak Fesit diferencidlni rovnici vyssiho fadu s ¢asové
proménnymi koeficienty, muzeme se ptat, zda se bude vypocet chovat korektné i pro go-
niometrické funkce s mocninou 2 a vyse. V pidpadé, ze by vypocet selhal, lze umocnénou
goniometrickou funkci nahradit substituci dle matematickych vzorecku, z nichz je nékolik
uvedeno v (4.47).

sin?t = 2(1 — cos(2 t))

cos?t = (14 cos(2 ¥ t))

sin®t = 5(3 « sin(t) — sin(3 x t))

cos3t = (3 x cos(t) + cos(3 * t)) 447
sin4t:%(3*cos(4>kt) 4% cos(2xt)+3) (4.47)
cost = (3% cos(4xt) + 4% cos(2%t) + 3)

sin®t = 7= (10  sin(t) — 5 * sin(3 « ¢) + sin(5  t))

cos® t = %(10 % cos(t) + 5 cos(3 xt) + cos(b xt))

Nasledné priklady ukazuji, jak se chovd metoda vyuzivajici schéma, popfip. binomickou
vétu, v piipadé, ze diferencidlni rovnice obsahuje umocnéné goniometrické funkce.

Zadani diferencidlni rovnice:

sin?(t)y” + 2ty’ + cos(t)y = €22 + 322/ + (t — 1)z (4.48)
Mame tedy koeficienty:
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as = sin?(t), a; = 2t, ag = cos(t),
b2:€2t, b1:3t2, b(]:t—l

Resime motodou vyuzivajici schéma:

Koeficienty tedy dosadime do schématu odpovidajici diferencidlni rovnici 2. fadu se stejnymi
fady derivace na levé i pravé strané (viz. obr. (4.4)).

Obrazek 4.4: Obecné schéma pro diferencidlni rovnice 2. fadu

Ze schématu si vyjadiime:

— Al = apy + boz (4.49)

— Ay, =a1y+bz+ A (4.50)
As = —byz — Ay (4.51)
Az = agy (4.52)

Porovnanim rovnic (4.51) a (4.52) dostaneme:

— As = asy + baz (4.53)

Dosazenim koeficientu do (4.53) ziskdme:

—Ay = sin®(t)y + 2

Derivujeme a ziskavame:
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— Al = (2sin(t) cos(t))y + sin?(t)y’ + 2%z 4 2/ (4.54)

Dosazenim do (4.50) ziskdme:

— Ay =2ty + 3t22 + Ay (4.55)

Porovnanim rovnic (4.54) a (4.55) ziskdme:

—Ay = —sin®(t)y’ + (2t — 2sin(t) cos(t)) y — e*'2' — (2% — 3t?) 2

Derivujeme a ziskdvame:

— A} = (—2sin(t) cos(t))y’ — sin(t)y" + (2 — 2cos(t) + 281n2(t)) Y+ (2t—

—92sin(t) cos(t))y' — 2622 — e22" — (42 — 6t) z — (262 — 3t2) 2! (4.56)

Dosazenim do (4.49) ziskdvame:

— A =cos(t)y + (t— 1)z (4.57)

Porovnanim rovnic (4.56) a (4.57) ziskdme novou diferencidlni rovnici s jiz adjungovanymi
koeficienty:

sin?(t)y” + (4sin(t) cos(t) — 2t)y' + (2cos?(t) — 2sin?(t) + cos(t) — 2) y =
= —e2ty 4 (3752 — 462t) 2 — (4e?* — 5t — 1)z

Nyni provedeme kontrolu a ovéiime tak spravnost naseho vypoc¢tu. Budeme postupovat
naprosto stejnym zptsobem jako doposud. Dosadime nové ziskané adjungované koeficienty
do schématu (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto schéma vyjadiime.

Adjungované koeficienty z nové ziskané rovnice (4.58) jsou tedy:

as = sin?(t), ay = 4sin(t) cos(t) — 2t, ag = 2cos?(t) — 2sin?(t) + cos(t) — 2,
by = —€2t, by = 3t? — 4€2t, by = —4e? + 5t + 1

Dosazenim koeficientu do (4.53) ziskdme:

—Ay = sin?(t)y — ez

Derivujeme a ziskdvame:
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— Al = (2sin(t) cos(t))y + sin?(t)y — 2e*z — 2/ (4.58)

Dosazenim do (4.50) ziskame:

— Al = (4sin(t) cos(t) — 2t)y + (3t — 4e*" )z + A4 (4.59)

Porovnanim rovnic (4.58) a (4.59) ziskdme:

—Ay = —sin®(t)y + (=2t + 2sin(t) cos(t)) y + 22’ + (—2¢* + 3t%) 2

Derivujeme a ziskdvame:

— Al = (—2sin(t) cos(t))y’ — sin?(t)y” + (2 cos?(t) — 2sin?(t) — 2) y+ (—2t+

+2sin(t) cos(t))y’ + 2e*2' + €22 + (—4e* + 6t) z + (—2e* + 3t2) 2/ (4.60)
Dosazenim do (4.49) ziskdvame:
— A} = (2cos®(t) — 2sin?(t) + cos(t) — 2) y — (4e* — 5t — 1)z (4.61)

Porovnanim rovnic (4.60) a (4.61) ziskdme puvodni diferencidlni rovnici (4.48), ¢imz jsme
overili funkénost této metody i pro diferencidlni rovnice, v nichz se nachazeji goniometrické
funkce s mocninou 2 a vyse. Jako dikaz ndam slouzi provedena zkouska.

Nyni ovéiime, zda vypocet funguje i pokud goniometrické funkce nahradime adekvatni
substituci. Zadani diferencidlni rovnice bude jako v pfedchozim pifkladé (4.48), jen sin?(t)
nahradime (1 — cos(2t)):

Zadani diferencialni rovnice tedy vypada nédsledovné:

1
5(1 —cos(2t))y” + 2ty + cos(t)y = ¥ 2" +3t22 + (t — 1)z (4.62)

Méame tedy koeficienty:

ag = 3(1 —cos(2t)), a1 = 2t, ag = cos(t),
b2262t> b1 :3t2, bp=t—1

Resime motodou vyuzivajici schéma:

Koeficienty tedy dosadime do schématu odpovidajici diferencidlni rovnici 2. fadu se stejnymi
fady derivace na levé i pravé strané (viz. obr. (4.4)).

Ze schématu si vyjadiime:
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— Al = apy + boz (4.63)

— A, =a1y+bz+ A (4.64)
Ag = —boz — As (4.65)
Az = agy (4.66)

Porovnanim rovnic (4.65) a (4.66) dostaneme:

— As = asy + boz (4.67)

Dosazenim koeficientu do (4.67) ziskdme:

1
—Ay = 5(1 —cos(2xt))y + ¥z

Derivujeme a ziskavame:

1
— Al = sin(2t)y + 5(1 — cos(2t))y + 2e*'z + e (4.68)

Dosazenim do (4.64) ziskame:

— Ay =2ty + 3t22 + Ay (4.69)

Porovnanim rovnic (4.68) a (4.69) ziskame:

1
—A = —5(1 — cos(2t))y’ + (2t — sin(2t))y — e*2' + (—262t + 3t2) z

Derivujeme a ziskavame:

—Al = —sin(2t)y’ — %(1 —cos(2t))y" + (2 — 2cos(2t)) y + (2t — sin(2t)) y'—

_2€2tzl . thZ// _ (4€2t - 6t) ”— (26215 _ 3t2) P (4'70)

Dosazenim do (4.63) ziskdvame:
— Al =cos(t)y + (t — 1)z (4.71)

Porovnanim rovnic (4.70) a (4.71) ziskdme novou diferencidlni rovnici s jiz adjungovanymi
koeficienty:

(1 — cos(2t))y” + (2sin(2t) — 2t) y' + (cos(t) + 2cos(2t) — 2) y =
= —e2 + (3t? — 4e?) 2/ — (4e*' — 5t — 1)z
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Nyni provedeme kontrolu a ovéiime tak spravnost naseho vypoctu. Budeme postupovat
naprosto stejnym zpusobem jako doposud. Dosadime nové ziskané adjungované koeficienty
do schématu (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto schéma vyjadiime.

Adjungované koeficienty z nové ziskané rovnice (4.72) jsou tedy:

az = (1 — cos(2t)), ar = 2sin(2t) — 2t, ag = cos(t) + 2cos(2t) — 2,
b2 = —€2t, b1 = 3t2 — 4€2t, bo = —462t +5t+1

Dosazenim koeficientu do (4.67) ziskdme:

1
—Ay = 5(1 — cos(2t))y — e*z

Derivujeme a ziskdvame:

1
— Al = sin(2t)y + 51— cos(2t))y’ — 2e%tz — et/ (4.72)

Dosazenim do (4.64) ziskame:

— Al = (2sin(2t) — 2t) y + (3t* — 4e*)z + Ay (4.73)

Porovnanim rovnic (4.72) a (4.73) ziskdme:

1
—A) = —5(1 — cos(2t))y’ + (sin(2t) — 2t) y + e*2' + (—262t + 3t2) z

Derivujeme a ziskavame:

— Al = —sin(2t)y — %(1 —cos(2t))y” + (2cos(2t) — 2) y + (sin(2t) — 2t)y'+

4+2e%ty 4 2t 4 (—4e2t + 6t) z+ (_2€2t + 3t2) z (4.74)
Dosazenim do (4.63) ziskdvame:
— Al = (cos(t) + 2cos(2t) — 2) y — (4€®* — 5t — 1)z (4.75)

Porovnanim rovnic (4.74) a (4.75) ziskdme puvodni diferencidlni rovnici (4.62), ¢imz jsme
ovérili funkénost této metody i pro diferencidlni rovnice, v nichz se nachdazeji substituce
goniometrickych funkei s mocninou 2 a vyse. Jako dukaz nam slouzi provedend zkouska.
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Kapitola 5

Simulacni jazyk TKSL

5.1 Obecné informace o TKSL

Simulac¢ni jazyk TKSL byl vytvofen k testovani vlastnosti technickych poc¢atecnich tloh a
testovani algoritmu metody Taylorovy fady. TKSL nabizi mnoho praktickych rysu a také
predstavuje zcela novy piistup k feSeni spojitych systému:

e pii analyze po ¢astech spojitych systému je pozadovana pouze definice presnosti feSeni

e implicitné vestavéna integraéni metoda s 64 fadem (s integra¢nim krokem h defino-
vanym automaticky) pocita zietelné lépe nez dosud pouzivané jiné integracni algo-
ritmy

e iad implicitné vestavéné metody muze byt interaktivné zvysen
Systém TKSL je simula¢ni jazyk pro vypocty soustav diferencidlnich rovnic. Veskeré vypocty
jsou zalozeny na diferencialnich rovnicich a jsou feseny za pomoci Taylorova rozvoje. Systém

umoziiuje numerické feSeni. Vstupem je soustava diferencidlnich rovnic. Program je urcen
pro prostiedi MSDOS a je nendro¢ny na hardware.

5.2 Zapis diferencialnich rovnic pro TKSL
Ptredpoklddejme, ze méme Tesit rovnici:

"

y" + asy’ + a1y’ + agy = b3 4+ bo2" + b1 + byz

Resenim této rovnice metodou postupné integrace vznikla soustava rovnic pro systém

TKSL:

1

A = E(boz —apy) (5.1)
1

Ay = E(blz — a1y + Al) (5.2)
1

A3 = ];(bQZ — a2y + Ag) (5.3)

y = bzt A (5.4)
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Aby bylo mozné danou rovnici vyfesit, je nutné vzniklou soustavu rovnic zapsat do souboru
dle syntaxe TKSL:

var
y,z,A_1,A_2,A_3; { deklarace prom&nnych }
const
b0=2, bi=1, b2=1, b3=2, { definice konstant }

a0=1, al=1, a2=2,
tmax = 10, DT=0.1, EPS = 1e-20;

system
A_1’= bOxz - alxy &0; { zapis jednotlivych rovnic }
A_2’= bl*z - alxy + A_1 &0;
A_3’= b2*z - a2y + A_2 &0;
y = b3*z + A_3;
z =1; { vynucujici funkce - odezva na jednotkovy skok }
sysend.

Jak je vidét na piikladu je soubor sestaven z nékolika sekci:

1. Definice konstant
const al=1, a2=2, ... ;
Sekce je uvozena klicovym slovem const a za nim néasleduje vycet definic ve tvaru
id:=¢islo. Jednotlivé definice jsou od sebe oddéleny ¢arkami, za posledni je stfednik.

2. Deklarace proménnijch
var id, id, ... ;
Sekce je uvozena klicovym slovem var a za nim nésleduje vycet identifikdtori proménnych
oddélenych ¢arkou. Za poslednim identifikdatorem musi byt stfednik.

3. Télo programu
system

sysend;

Télo programu je umisténo v bloku mezi klicovymi slovy system a sysend. Lze zde
pouzivat piitazovaci ptikazy a nékolik klicovych slov.

Za povsimnuti stoji zapis pocatectnich podminek za diferencidlni rovnici ve tvaru
&vyraz. Ve vyrazu lze vyuzit ¢isel, proménnych, konstant a hodnot funkei.

4. Konec programu — posledni piikaz
Pro preklada¢ je indikace konce souboru (tedy konce piekladu) stejnd jako v pro-
gramovacim jazyce Pascal, tedy teckou za poslednim prikazem.
Pokud je tedy poslednim pfikazem napf. sysend., pak za nim nasleduje tecka.

Prekladac je typu case-insensitive, to znamend, ze nerozliSuje malé a velkd pismena.
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5.3 Systém TKSL/C

Systém TKSL je predchudcem systému TKSL/C. Je psan v programovacim jazyce Pascal a
jeho vyvoj byl jiz ukoncéen. Oproti tomu systém TKSL/C je psdn v programovacim jazyce
C. Duvodem je pfedevsim prenositelnost mezi opera¢nimi systémy. Systém TKSL/C je viak
stale ve fazi vyvoje.
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Kapitola 6

Implementace

6.1 Nalezeni spravné metodiky pirevodu

7 kapitoly Metody teseni diferencidlnich rovnic jsme se dozvédéli, jak lze Tesit diferencidlni
rovnice vyssich fadu s ¢asové proménnymi koeficienty. Pro nalezeni vhodné metodiky pirevodu
diferencidlnich rovnic vyssich fadu s ¢asové proménnymi koeficienty na ekvivalentni sous-
tavy diferencialnich rovnic 1. fadu byly vyuzity poznatky z obou metod prevodu na adjun-
gované koeficienty.

Pro samotnou implementaci metodiky pievodu se jevila jako vyhodnéjsi metoda vyuzivajici
pro prevod na adjungované koeficienty schéma. A to zejména pro svou prihlednost pres ses-
tavené schéma ze zdkladnich prvku linedarnich systému. Provadéné experimentakni vypocty
pro ruzna zadani diferencidlnich rovnic vSak odhalila, Ze tato metoda dosahuje spravnych
vysledki pouze v piipadech, kdy byl v zadani diferencidlnich rovnic fad derivace levé i
pravé strany roven. Proto, aby byla zachovana citelnost dosazend pomoci schématu, bylo
zapotiebi najit zpusob feseni, jak dosdhnout spolehlivosti vypoctu i u zadani diferencidlnich
rovnic s ruznymi rfady derivace. K tomuto cili pomohli experimentédlni vypocty provadéné
pomoci binomické véty. U této metody bylo dosazeno vzdy spravného vysledku, coz bylo
prokazano provedenymi zkouskami. Odlisny fad derivace v zadanich diferencidlnich rovnic
zde pii feseni nemohl délat problém, protoze, jak jiz bylo feceno v kapitole (4.2.2), levd a
prava strana zadané rovnice se fesi oddélené.

Na zékladé téchto poznatku bylo zapotiebi porovnédvat spravné vysledky vyprodukované
metodou pomoci binomické véty se Spatnymi vysledky dosazenymi metodou pomoci schématu,
coz nakonec vedlo ke kyzenému cili. Uprava, zajistujici spolehlivost pii feSeni diferencidlnich
rovnic s ruznymi fddy derivace metodou vyuzdvajici schéma, spocivd v nahrazeni obycejné
delicky délickou invertujici.

6.2 Algoritmus prevodu

Vysledny algoritmus pro pievod diferncidlnich rovnic vyssich fadu s ¢asové proménnymi
koeficienty na ekvivalentni soustavy diferencialnich rovnic 1. fadu je, jak napovida predchozi
podkapitola, slozen ze dvou ¢asti. V zdvislosti na vztahu fadu derivace levé a pravé strany
zadané doferencialni rovnice je pak pouzita vzdy jen odpovidajici ¢ast tohoto algoritmu.
Pro piipad, kdy jsou si fady derivace obou stran rovny, je vyuzita ¢ast algoritmu (6.1).
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V piipadé, ze jsou fady derivace levé a pravé strany odlisné (pficemz musi platit, ze fad
derivace levé strany je vzdy vétsi nez fad derivace pravé strany), vyuziva se druhd Cast
algoritmu (6.2). Jednotlivé ¢asti algoritmu jsou popsany poloformélné.

n = 7ad derivace

Y= Cn/an
Cn :-—bn*z—cn,l (6.1)
for i =n —1downto 1 do
C=—bjxz—a;xy—ci1
endfor
ch=—byxz—apx*y
n = fad derivace levé strany rovnice
m = Fad derivace pravé strany rovnice
Yy = Cn—l/an
for i =n —1downto 1 do
if (i <m) then
<m) (62)
cg=—bijxz—a;*xy—ci1
else
¢=—a;*xy—ci—1
endif
endfor
ch=—-boxz—apxy

Ukazme si nyni na dvou odlisnych piikladech, jak se bude dany algoritmus chovat. Nejprve
méjme diferencidlni rovnici, u niz jsou si fady derivace obou stran rovny (viz. rovnice
(4.17), kde schéma fesici tuto rovnici je uvedeno na obr. (4.3)). Pro rovnost fadu derivace
je pouzita ¢ast algoritmu (6.1), jehoz rozpis, pro tuto rovnici s fddem derivace rovnou 3,

vypadé nasledovné:

y=cs/a3

c3 = —bg*xz—co
ch=—baxz—agxy—c
d=-bixz—a1xy—co
ch=—boxz—apx*y

Nyni méjme rovnici (6.3) (schéma fesici tuto rovnici je uvedeno na obr. (6.1)), jejiz Fad
derivace levé strany je roven 3 a fad derivace pravé strany je 1.

cos*(t)y" + 5 xt%y" —3ely +y = (t —3)2' + 22 (6.3)

Pro odlisnost fadu derivace je pouzita ¢ast algoritmu (6.2), jehoz rozpis je uveden nize:
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*4

Obrazek 6.1: Schéma fesici diferencialni rovnici (6.3)

y=—c2/a3
ch=—ag*xy—cy
dh==bi*xz—a1xy—co
ch=—-byxz—apx*y

6.3 Prostredi implementace

Pro vyslednou implementaci byl vyuzit multiplatformni framework Qt, jez umoznuje zkom-
pilavetelnost zdrojovych kédu bez tpravy pod operaénimi systémy Windows, Linux i Mac-
intosh. Ke kompilaci bylo pouzito MinGW.

6.4 Kompilace
Kompilace zdrojovych souboru méa 2 kroky:

e nejprve spustime soubor gmake.exe, jenz vytvori debug a release makefile pro kom-
pilator a soucasné piretransformuje formulaie z ui soubori do h souboru

e nasledné spustime soubor mingw32-make.exe, kdy dochazi ke kompilaci vlastnich
zdrojovych kédu pro debug i release verzi (debug i release verzi lze kompilovat i
oddeélené: mingw32-make.exe debug, popiip. mingw32-make.exe release)

6.5 Vysledny program

Aby bylo mozné vyhodnotit jakoukoliv diferencidlni rovnici programem TKSL, je zapotiebi
feSenou rovnici prepsat, dle pfesné dané syntaxe jazyka TKSL, do souboru s koncov-
kou inp. Vysledny program tedy, po zadani diferencidlni rovnice vys§tho fadu s casové
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proménnymi koeficienty, vygeneruje nami pozadovany vystupni inp soubor. Vysledny pro-
gram ma po spusténi podobu uvedenou na obr. (6.2).

Rad: 1 2| Tmaxi (30,0 % | dt dheak): 0,10 3| 2 [1 1
al Al
Lewa strana:
| bl bl
Prava strana;

Obrazek 6.2: Vysledny program po spusténi

Jednotlivé polozky programu maji nasledujici vyznam:

e pole Rdd nastavuje fad zadané diferencidlni rovnice (v pifpadé, ze jsou fady derivace
levé a pravé strany rovnice odlisné, zadava se ten vysSsi fad derivace, tedy tad levé
strany, viz. podkapitola Algoritmus prevodu)

e pole Tmax zadava Cas, po ktery se bude dana diferencidlni rovnice vyhodnocovat
(implicitné nastaveno na 30)

e pole dt (krok) urcuje presnost provadéného vypoctu (implicitné nastaveno na 0.1 = velmi
presné)

e pole z obsahuje vstupni funkeci (implicitné nastaveno na 1)

e bunky tabulky Levd strana obsahuji jednotlivé ¢leny levé strany diferencidlni rovnice
(¢leny jsou zaddvany dle syntaxe TKSL)

e bunky tabulky Pravd strana obsahuji jednotlivé Cleny pravé strany diferencialni
rovnice (¢leny jsou zadavény dle syntaxe TKSL)

e tlacitko Generovat vyvola dotazovaci formulaf pro ulozeni souboru, s jiz pfednastavenou
koncovkou inp, do néhoz se pretransformuje dana diferencidlni rovnice pro nésledné
vyhodnoceni programem TKSL (viz. obr. (6.3))

e tlacitko Konec ukonéi program

Pro diferencidlni rovnici (6.4) bude zapis do programu pro jednotlivé ¢leny rovnice a
pozadované parametry (viz. nize) mit podobu, jez ndm ukazuje obr. (6.5).
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=
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Mista v siti [ azey soubon; || j Ulezit I

Starno

Ulozit jako typ: — [*.inp

!

Obrazek 6.3: Dotazovaci formulai pro ulozeni souboru

4yV) 4 yUV) 34 4y UID 4sin (8)y D) + 59 4 sin(t)y = sin(t) 20 4 320D ¢

+(t+ 1)z 22 (6:4)

Koeficienty zadané diferencidlni rocnice jsou tedy:
as =4,a4 = 1,a3 =3 xt, ag =sin(t), a1 =5, ap = sin(t),
b3 :sin(t), bo=3,b1=t+1, bg=2

Parametry pro rovnici (6.4):

Tmax = 80
dt =0.1
z = sin?(t)

Vyslednou podobu vygenerovaného souboru znazorniuje obrazek (6.5).

Program TKSL tento vygenerovany soubor dale vyhodnot{ (viz. obr. (6.6)).
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. pp [=(3)
Rad: 5_(‘,_| Trna; W_{i dr Ckrok): EE{! 3 !sin(t)*sin(t) |
a5 a4 a3 az al | al
Leva strana: 1 % sinfk) 5 singk)
bs b4 b3 bz b1 | ba
Prava strana; sinik) <] t+1 2

Generovat ][

Konec

Obrézek 6.4: Zépis diferenciélni rovnice (6.4) do programu

var y. =z, cB, cl, c2,. c3,. c4. aB. al. a2, a3, ad. a5, bA, hi, hZ,. hi;
ga,. dt = A.1;

const tmax =

system

a@

:15] 2;bl = t+1;b2

y =-—cd4 / ab;

cd’ = - ad=y - c3 &B;

c3’ = — h3=z - al=y — c2 &B;
c2’ = — h2%z — al2@*y — cl &@;
cl’ = — bhi®z - al=y — cB &8;
cl’ = — hA=z - af@=y &A;

2 = sin{ti=sindt);

sysend.

gsintt>;al = 5;a2

= zintt>;ald =
35h3 = sindtl>;

Obrazek 6.5: Vygenerovany soubor pro diferencialni rovnici (6.4)

43




= File Edit Search Run Compile View Windows Drauw Help
[ SREZB8 .GRP
2.5

Help F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-FI9 Run F18 Menu

Obrézek 6.6: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (6.4)
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Kapitola 7

Ukazkové priklady

7.1 Priklad 1

Zadani diferencialni rovnice:

y(v) -+ Cos(t)y(IV) + %y(lll) -+ Sin2(t)y(11) -+ %y(l) + Sln(i)y — t32(111)+

- 94 I ’ (7.1)
+sin(3 )20 + (t +1)2() 492

Parametry pro rovnici (7.1):
Tmax = 35
dt =0.1
z = sin(t)

7.2 Priklad 2

Zadani diferencidlni rovnice:

7yV) + cos(t)yTV) + ty D 4 sin? (£)yTD + 5y + sin(fract2)y = 8 * (t + 1)2(V)+
+sin(2# )20V 4+ LD 4 (3 4 4)20D 455D 4 (1 - 1)z
(7.2)

Parametry pro rovnici (7.1):
Tmax = 30
dt =0.1
z=1/e!

7.3 Priklad 3

Zadani diferencialni rovnice:

yV) + cos(t)yV) + %y(HI) + sin? )y + 2 % 2y + sm(%)y =3 4

+sin(3* 1)z 4+ (t + 1)z + 92 (7.3)
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= File Edit Search BRun Compile View Windouwus Draw Help
—— DRAM.GRF ———I[ 1]
................. o . eT 35
: : : : : : = ¥ 850 .996674524833

F1 Help FZ Save F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run F1B8 Menu

Obrazek 7.1: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (7.1)

Parametry pro rovnici (7.3):

Tmax = 35
dt =0.1
z = sin(t)

7.4 Priklad 4

Zadani diferencidlni rovnice:

Ty + cos(t)y V) + tyU D) 4 sin® (£)y "D + L (3 )y + sin(§)y = 8+ (t+ 1)z +
+sin(2 % )2V 4+ L2000 4 (¢ 4 4)20D 4 5520 + (1 — 1)z
(7.4)

Parametry pro rovnici (7.4):
T'max = 30
dt =0.1
z=1/e!

7.5 Priklad 5

Zadani diferencialni rovnice:

y V) 4 cos?(t)yUV) 4ty 4 sin(2 « £)yUTD + 2y 4 sin(L)y = (t + 7))+

; 2 7.5
sin(t2)zIV) 4 L0 4 (¢ 4 9)200 1 £, 4 (1 — )2 (7.5)
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Obrazek 7.2: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (7.2)

Parametry pro rovnici (7.5):

Tmax = 30
dt =0.1
z=1/€
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File Edit Search Run Compile View Windows Draw Help

F1 Help F3 Open nAlt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run F18 Menu

Obrazek 7.3: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (7.3)

= File Edit Search FRun Compile UView Windows Draw Help

F1 Help F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run F18 Menu

Obréazek 7.4: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (7.4)
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Obrézek 7.5: Vyhodnoceny soubor pro diferencidlni rovnici (7.5)
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Kapitola 8
Zaveér

V prvni fazi projektu, bylo cilem seznamit se s metodami TeSeni diferencidlnich rovnic.
Vzhledem ke slozitosti analytického feSeni se diferencidlni rovnice s ¢asové proménnymi
koeficienty v povinnych matematickych predmétech nevyucuji, proto jsem musel danou
problematiku nastudovat a osvézit predevs§im derivaéni pocty. Ukolem pak bylo nalézt vhod-
nou metodiku ptrevodu diferencidlnich rovnic vyssich fadu s ¢asové proménnymi koeficienty
na ekvivalentni soustavy diferencidlnich rovnic 1. fadu. Pfi realizaci tohoto pozadavku
bylo, z duvodu polofunkénosti vybrané metody pro vysledny algoritmus, zapotiebi fesit
stejnd zadéani diferencidlnich rovnic metodami pfevodu pomoci schématu i binomické véty.
Nésledné porovnavat dosazené vysledky a zkoumat tak odliSnosti jednotlivych metod.
Na zékladé téchto poznatku pak navrhnout vysledny algoritmus pfevodu.

Ve druhé fazi projektu bylo nutné provérit, zda se navrzeny algoritmus chova korektné i
pro diferencidlni rovnice vyssich fadu s ¢asové proménnymi koeficienty obsahujici umocnéné
goniometrické funkce. Po ovéfeni spravnosti vypoctu i u tohoto typu rovnic nasledovala im-
plementace navrzeného algoritmu.

Vysledkem této préce je tedy program, ktery, po zadéni ¢lent diferencidlni rovnice vyssich
fadu s casové proménnymi koeficienty a patfi¢nych parametru pro feSeni dané rovnice,
vygeneruje soubor (s ekvivalentni soustavou diferencidlnich rovnic 1. faddu k zadavané difer-
encialni rovnici), jez je dale zpracovatelny pro program TKSL.

Casova naro¢nost pti generovani souboru je prakticky zanedbatelné. Pii testovani pro razna
zadani diferencidlnich rovnic nebylo znét, zda se transformuje diferencidlni rovnice 2. ¢i
20. tadu. Vyssi 7ad derivace zadavané rovnice tedy generovani souboru nijak nezpomaluje.

Jakmile bude dokonc¢ena inovace programu TKSL/C, je mozné projekt déle rozsifit o moznost,
kdy se nebude jen generovat patfi¢ny soubor, ale soucasné se tento soubor programem
TKSL/C i vyhodnoti.

Pro samotného fesitele bylo pfinosem prohloubeni znalosti v matematické oblasti (predevsim
okruh diferencidlnich rovnic) a zejména pak sezndmeni se s programem TKSL. Ten pusobi
na prvni pohled velmi skromnym dojmem, avSak ve skutec¢nosti se jednd o velmi silny
matematicky nastroj.
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