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ABSTRAKT

Tato bakalatska prace se zabyva analyzou vybranych metod pro feSeni krutu
ty¢i s nekruhovym pticnym prafezem. Prace je rozdélena na dvé ¢asti - ¢ast
reSerSni a ¢ast vypocCtova. V prvni ¢asti byly zavedeny vsechny potiebné
pojmy a vztahy, které jsou dale aplikovany v analyzovanych metodach. Ve
druhé casti jsou vysledky analytickych metod konfrontovany s vysledky
obdrzenymi numerickou metodou kone¢nych prvka (MKP) v softwaru
ANSYS.

KLICOVA SLOVA

nekruhovy pticny prifez, krut, Airyho funkce napéti, MAPLE, ANSYS

ABSTRACT

This Bachelor thesis deals with analysis of chosen methods for solution of
torsion of non-circular bars. The thesis is divided into two sections —
theoretical section and reserch section. There have been introduced all needed
terms and formulas used in analysed methods in the first part. In the second
part, solutions of analytical methods have been compared with solutions
obtained by numerical method FEM (Finite Element Method) modeled in
ANSYS software.
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Uvob

V praxi se Casto setkavame s problémem krouceni ty¢i ruznych profilt. Torzni tyce
(torzni stabilizatory) s kruhovym pificnym prafezem se pouzivaji k odpruzeni naprav
automobilt, aby se zajistila dobra piilnavost kol k vozovce. Zkroucenim dratu
obdélnikového (Ctvercového) prifezu vznikne obdélnikova (Ctvercova) pruzina, kterd
slouzi k pohonu bubinkt gramofont, hodin nebo rucickovych méficich pfistroju.
Imbusovy kli¢, tedy symetricky 6-ti thelnik je zase nedilnou soucasti kazdého kutila,
ale napt. i cyklisty.

Pomoci prosté pruznosti a pevnosti je vSak mozné feSit jen krut ty¢i s kruhovym
nebo mezikruhovym piiénym prifezem. Pfi krouceni prutu nekruhového pii¢ného
prifezu se profil krouceného télesa deformuje a piestava byt planarnim, kiivi se. Tento
fakt vyzaduje pouziti jinych postupi (metod) pro nalezeni platného feSeni. Téchto
metod, ale i samotnych prufezi existuje pomérné velké mnozstvi. Jen par z nich je vsak
V dnesni dob¢ prakticky pouzitelnych.

Tato bakalatska prace analyzuje vybrané metody, které vedou k feSeni téchto uloh. Prace
se také omezuje na feseni profild, které se ve vetsi mife vyskytuji v praxi. Predevs§im se
zabyva popisem plnych pficnych prifezti tvaru kruhu, elipsy, rovnoramenného
trojuhelniku, ¢tverce a obdélniku. Tyto pfi¢né prufezy jsou feseny analyticky pomoci
funkce napéti v softwaru MAPLE a srovnany s numerickym feSenim pomoci metody
koneénych prvkia (MKP) v softwaru ANSYS. Uzky obdélnik je fesen také pomoci
hydrodynamické analogie.

Ondiej Mach UM FSI VUT



14 Analyza vybranych metod pro feSeni krutu ty¢i s nekruhovym pfi¢nym prifezem

Obrizek 2 Imbusovy Kkli¢

. | Sestitthelnikového profilu
Obrizek 1 H¥idel obdélnikového piicného [23]

prifezu pienasi kroutici moment na zemni vrtak

(9]

Obrazek 3 Klika Slapatka, ktera se nasadi na osu s kruhovym pri¢nym prifezem. Samotna klika
(s pribliZné obdélnikovym pri¢nym priiezem) je pak namahana cyklicky ohybem a krutem [22].

Ondiej Mach UM FSI VUT
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1 MOTIVACE A CILE PRACE

Motivaci pro sepsani této prace byl fakt, Ze se ve svétové, ale i Ceské literatuie vyskytuje
nejen mnozstvi riznych tvari piicnych prirezi, ale také velké mnozstvi riznych metod,
kterymi lze krut ty¢i s nekruhovym prifezem vyfesit. VEétSinou vSak chybi kritické
zhodnoceni metod a razné slozitych tvart piicnych prufezi. Prakticky je obtizné
predstavit Si napt. krut prutu s pficnym prifezem ve tvaru kardioidy (je dale zminéno
V textu prace).

Tato prace si tak klade za cil podat uceleny prehled vice ¢i mén¢ pouzivanych metod
pro feSeni krutu ty¢i s nekruhovym pii¢nym prifezem a je psana zpusobem, aby byla
dale vyuzitelna naptiklad studenty v kurzu Pruznost a Pevnost II.

Konkrétni cile prace byly stanoveny vedoucim prace takto:

1.

w

Provést reSersi literatury se zaméfenim na plné uzaviené pti¢né prufezy a rizné
metody feseni.

Ziskanou vhodnou metodou analyzovat krut ty¢i se ¢tvercovym/obdélnikovym,
kruhovym /eliptickym a trojihelnikovym pfi¢nym prifezem.

Popsat metody analogické (hydrodynamicka a membranova).

Diskutovat vyhody/nevyhody zvolenych metod.

Ondftej Mach

UM FSI VUT
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2 RESERSE METOD

2.1 Historicky prehled do roku 1900

Charles-Augustin de Coulomb je autorem nejstarSi zname prace, ktera pojednava
o teorii krouceni. Tato prace byla publikovana roku 1787 v Histoire de
l'"Académieroyale des sciences V Pafizi a autor v ni poprvé spravné vypocitava vztah
mezi krouticim momentem a pomérnym uhlem zkrouceni pro kruhovy prifez jako
My = G9],. Pomoci experimentl tento vztah potvrzuje.

I pfes Cetné experimenty (napi. 1820 Duleau a pozdéji Savart), které dokazovaly,
ze zelezna kruhova ty¢ neklade stejny odpor témuz krouticimu momentu jako ty¢
¢tvercova, Claude-Louis Navier ve své praci Résumé des leconsdonnées a I'Ecole des ponts
et chausséessurl'application de la mécanique Z roku 1826 neumyslné rozsifuje Coulombovu
teorii na libovolny prufez. Navier se opira o chybny ptredpoklad, ze pii krouceni
obecného prutu zistavaji jeho prufezy planarni (rovinné) a kolmé na stfednici a vaci
sob¢ se pouze nato¢i o pomérny thel 9. Dale svou teorii zaklada na tom, ze smykové
(te€né, tangencialni) napéti T v obecném bodé pusobi kolmo k piislusnému pravodici
(polohovy vektor), ktery je rovnobézny se stfednici prutu. Tangencialni napéti pak podle
n¢j nabyva maximalnich hodnot v bod¢, ktery je od osy toceni nejdale a zpravidla ma
nejveétsi a  zaroven konecnou hodnotu také v ostrych vrcholech prifezu.
K experimentim se Navier stavél kriticky a vysledky, které by odporovaly jeho teorii,
ptisuzoval na vrub kvalité oceli, ze které byly vyrobeny zkuSebni vzorky.

Poprvé na nespravnost Navierova piedpokladu poukazal Augustin Louis Cauchy Vv praci
Exercices de mathématique, ktery jako prvni odvodil platné feSeni pro velmi tenky
obdélnik (a/b>10) za pomoci zakladnich rovnic pruznosti a dokazal, Ze maximalni
prafezu. U¢inil také velmi duleZity zavér o tom, ze se pticny prifez (jiny nez kruhovy)
kiivi (borti, deplanuje). Zminéné zavéry jsou alesponl ilustrativné zobrazeny
na obrazcich pod textem.

Ondiej Mach UM FSI VUT
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Obrazek 4 Nedeformovany prut [9] Obrazek 5 Deformovany prut krouticim momentem

(9]

Obrizek 6 Deplanace priéného priifezu [9] Obrazek 7 Smykové napéti je v ostrych bodech
prifezu nulové [9]

Ondiej Mach UM FSI VUT
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V roce 1847 az 1855 se Barré de Saint-Venant ve své studii Bulletin de la Société
Philomatique dikladné&ji vénoval problému krouceni. Ve své nejslavnéjsi praci De la
torsion des prismes dal vznik teorii, ktera je bez dalSich uprav platna az dosud. Roku
1864 Saint-Venant zrealizoval posmrtné vydani Navieory knihy Résumé des lecons
a upravil Navierv puvodni text. Dodnes je udavano, ze Navierovy 2 strany knihy
vénované krouceni byly uctyhodné rozsifeny na 260 stran rigordzniho textu. Saint-
Venant zde podrobné rozviji svou teorii a podava ptresné feSeni pro krut riznych
prafezovych tvart. Vedle Coulombovy teorie otoCeni pticnych priifez kolem stfednice
prutu pocita Saint-Venant také se zkfivenim prifezu, zpisobeném nerovnomérnymi
posuvy jednotlivych bodl v podélném sméru. Velmi dikladné také dokazuje, ze misto
nejvetsiho smykového napéti (az na nékolik malo vyjimek) je v misté nejblize stiedu
pricného priufezu.

Saint-Venant dokazal vyfeSit problém krutu tyée obdélnikového prufezu pomoci
rozvoje do nekonecné fady obsahujici hyperbolické funkce a protoze byl nejen teoretik,
ale 1 praktik, uvetejnil pro ptipady praxe tabulku, ze které je mozné stanovit hodnotu
maximalniho smykového napéti. Tato tabulka je uvetejnéna pod textem. Samotny Saint-
Venant provedl taktéz feSeni pro vSechny tvary plnych pfi¢nych prifezt, které jsou
tématem této prace. Od roku cca 1900 pak zacinaji vznikat pouze jiné pocetni metody
nebo se analyzuji spiSe teoretické prutezy, o kterych bude dale pojednano.

Tabulka 1 Koeficienty pro vypo¢et maximalniho smykového napéti a pomérného tihlu zkrouceni

a/lb

a B Y a/b o B Y a/b v} B Y

11
1,2
1,25

13
1,4

0,67531 0,14058 0,20817 15 0,84756 0,19576 0,23097 3 0,98548 0,26332 0,26720

0,71977 0,15398 0,21393 1,6 0,86946 0,20374 0,23433 35 0,99335 0,27331 0,27514
0,75785 0,16612 0,21920 1,75 0,89672 0,21428 0,23896 4 0,99698 0,28081 0,28166
0,77632 0,17173 0,22121 1,8 0,90438 0,21743 0,24042 5 0,99949 0,29135 0,29150

0,79350 0,17707 0,22315 2  0,93005 0,22868 0,24588 10 =1 0,31232 0,31232
0,82215 0,18690 0,22733 2,5 0,96805 0,24936 0,25759 1 0,33333 0,33333

kde a, B,y jsou koeficienty, a, b jsou strany obdélnika a platia > b .

—abGo, 9 =Tk _ Mk
maxtT =« , _,Bab , maxr—yab2

V dal$im textu analyzuji jednotlivé metody.

Ondiej Mach UM FSI VUT



Analyza vybranych metod pro feSeni krutu ty¢i s nekruhovym pficnym priafezem 19

2.2 Analytické metody

2.2.1 Teorie prosté pruznosti pruti [4]

Prosty krut je definovan jako oznaceni pro namahani piimého, prizmatického prutu
s kruhovym nebo mezikruhovym pfi¢nym prafezem za predpokladu, ze

v' jsou splnény prutové predpoklady
v’ pfiéné prufezy se pouze vzajemné nataceji kolem stfednice prutu bez nasledné
deformace (deplanace)

v' kroutici moment je jedinou nenulovou slozkou vnitinich vyslednych u¢inkt
(VVU)

2.2.1.1 Délkova a uhlova pretvoieni

Pro vyjadreni délkovych a thlovych pretvotreni v zavislosti na pohybu pti¢nych prifezi
pii deformaci uvolnime z prutu zdkladni prvek ; a v ném trojnadsobné elementarni
prvek Q, viz obrazek 8.

Obrazek 8 Elementarni prvek

Vzdélenost dx dvou pii¢nych prifezi 1, a ¥, je konstantni. Z toho plyne, Ze délkové
ptetvoieni stfednice &, je rovno nule. Pii¢né priufezy se rozmérové nemeéni, a proto
délkova pietvofeni &, vradidlnim a obvodovém g, sméru jsou nulova. Protoze jsou
uhlova pietvoreni y,, nulovd, pfi€né prifezy zistavaji planarni. Disledkem rotacné
symetrickeého charakteru deformace jsou nulova thlova pfetvofeni y,,.. Cela prvku Qs

lezici v fezech 4, ¥, se navzajem natoc¢i o elementarni thel dg a tak vznikaji nenulova
Uhlova pietvoienti yy,,.

Vztah pro uwhloveé pretvoteni y,, obdrzime vyjadienim obvodoveho posuvu 6&y.
Pro velmi malé Gihly pretvofeni y,, je z obr. 9 ziejmé, Ze

8a = dX Yy - @

Ondiej Mach UM FSI VUT
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Pro posuv 6, vyjadieny parametry v pii¢ném fezu plati

Sa=pde. (2)
Porovnanim (1) a (2) dostavame
de
Yag = P 3)

Pomérny uhel zkrouceni je relativni thel natoCeni pficnych prufezi, které od sebe lezi

ve vzdalenosti dx. Pomérny thel zkrouceni definujeme jako 9 = Z—f.

Obrazek 9 Pretvoreni elementarniho prvku

Dosadime-li do rovnice (9), dostavame vysledny vztah pro thlové pietvoreni

Yxo =P 9. (4)

2.2.1.2 Napjatost

Predpokladame homogenni, linearné pruzny material. Rozlozeni napéti na pii¢ném
prufezu ziskdme pomoci konstitutivniho vztahu

oc=Eg, t=Gy=Gpd. 5)

Lze tedy konstatovat

v u prostého krutu vznikaji v pfi¢ném prifezu smykova napéti, kterd jsou
po priifezu rozlozena linedrn€é a jsou nulova na stiednici prutu (fidi se
soufadnici p Vv rovnici (5))

v jediné nenulové smykové napéti je 7,,= T

v v8echna délkova pietvoreni £ jsou nulova = vSechna normalna napéti o jsou
nulova

Ondiej Mach UM FSI VUT
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Vztah mezi krouticim momentem a smykovym napétim t Vv pfi¢ném prafezu uréime
Z podminky statické ekvivalence (SE). Pokud na priifezu zvolime infinitezimalni plochu
ds, viz obrazek 10, miZeme jedinou pouzitelnou podminku statické ekvivalence psat
ve tvaru

jrdS p=Mk. (6)
v

Obrazek 10 Zobrazeni linearniho rozloZeni napéti, které plati i u mezikruhového priifezu [9].

Dosadime-li do této podminky vztah (5) dostavame
do )
\ '

Po upravach a pouziti defini¢niho vztahu pro polarni kvadraticky moment [ p? dS = Jp
ziskavame vztah pro pomérné zkrouceni

§=—C. ®)

Pouzijeme-li tuto rovnici v (4), dostaneme
Y—Yx¢—G]pp- (9)

Uplatnénim této rovnice v konstitutivnim vztahu t = G y dostavame vztah pro smykové
napéti

(o) = ? 0. (10)
p
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Podle (10) jde vidét, ze extrémni hodnotu smykového napéti dosahneme pro
nejvzdalenéjsi bod obrysu p = R = g. Je tedy mozné zavést tzv. modul prifezu v Krutu

Wy = (11)

NIU|~cT'

Kombinaci rovnic (10) a (11) dostdvame vztah pro vypocet extrémniho smykového
napéti v piicném prifezu

Tex = 0 12)

2.2.1.3 Energie napjatosti

Energii napjatosti, akumulovanou v objemu zakladniho prvku Qi, uréime z podminky
dW = dA. Na trojndsobné¢ elementarni prvek (obrazek 9) plsobi vnitini elementarni
smykova (tahova) sila 7 dS. Pfi natoCeni prvku Qs o uhel dg bude posuv obecného bodu
A na poloméru p roven §, = p do.

Tento posuv lze také vyjadiit jako 64 = y dx. Elementarni smykova sila vykona
na posuvu &, praci

1
dA = Y dxt dS. (13)

Pouzitim vztahu t = G y a skuteCnosti, Ze dW = dA dostavame

2

T
- 14
dw e dSdx . (14)

Vyuzitim vztahu (10) a skuteCnosti, Ze [p?dS =], dostaneme vyslednou rovnici
pro vypocet energie napjatosti

W—lkazd
=5 G]p X . (15)
L

Vzajemny uhel natoCeni piiénych prifezti mizeme uzitim rovnice (10) a vztahem
dp .. -

9 = Z2urdit jako
dx

¢ = LfG—]de- (16)

Oblast, pies kterou v (15) a (16) provadime integraci je délka stiednice prutu L.
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2.2.2 Funkce napéti

Tato metoda vyuziva zakladnich rovnic prosté pevnosti a pruznosti. Sily, které ptisobi
na elementarni krychli, se daji vyjadfit jako sou¢in napéti a velikosti plochy, na kterou
pusobi. Potom lze psat rovnice rovnovahy, které musi spliiovat podminku
YFE =XYF,=YF, =0. Tedy to, ze vyslednice sil plsobicich v jednotlivych smérech

elementarni krychle musi byt nulova.
al

A

Ox

b 4
Obrazek 11 Elementarni krychle

Zakladni rovnice rovnovahy byly odvozeny v knize (1) a jsou ve tvaru
% N 0T, N 0Tyy o, 6& N 0Tyy 0Ty o, % N 0Ty, 07y,
0x 0z dy dy 0x 0z 0z dx dy

Spole¢né s predpokladem o, = 0, = 0, =7, =0 A 7;; = 7;,Vi,j € {x,y,z} miZeme
psat rovnice rovnovahy elementarni krychle ve slozkach napéti v tomto tvaru

=0.

E @z %zo 0Txz

=0. 17
0z dy ’ ox ’ 0x 0 (a7

Podle Hookova zdkona miizeme popsat tecna napéti 7., a 7,, rovnici (18). Kde u znaci
posuv pii deformaci.

du ou
Ty =G (— - 192), Ty, =G (E + 19_‘)7) . (18)

Je vidét, Ze rovnici rovnovahy (17) lze vyhovét volbou

0P _ 09
Tyxz = i@. Txy = +g, (19)
kde @ = @(y, z) znaci Airyho funkci napéti. Eliminaci slozky posuvu u Vv rovnicich (18)
dostavame
0Tyy 0Ty, 0%u 0%u
— = -9 |- = — . 20
0z dy G dydz 0 G dydz +0 269 (20)
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Rovnici (20) mizeme zapsat uzitim Airyho funkce napéti jako

’e 9%
L 21
L T (21)
Tato rovnice plati v jednoduse spojité plose Q. Na jeji hranici I' ma vSak Airyho funkce

hodnotu @ = 0.
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2.3 Analogické metody

Z prostudované literatury [12, 17] o analogickych (analogovych — Jani¢ek [5])
metodach byla sestavena nasledujici tabulka

Tabulka 2 Historicky piehled pouzitych analogii

Rok

Pouzita analogie

Vyzkumnici

1860/1870

1890

1900

1930

1925/1940

Hydrodynamicka analogie studujici
krut ty¢e konstantniho prirezu.

Hydrodynamicka analogie studujici
krut osové axisymetrickych tyci.

Membranova analogie (napéti
mydlové vrstvy) pouzita pro krut tyce
S konstantnim profilem.

Elektricka analogie (vodiva folie)
zkoumajici podobenstvi krouceni tyce
s konstantnim priifezem.

Elektricka analogie studujici krut
axisymetrickych prafezu.

William Thompson (lord
Kelvin z Largsu) a Tait
(1867). Boussinesq (1871),
Greenhill, Den Hartog a
Mc Givern (1935)

Hele Shaw (1898),
Wyszomirski (1914)

Prandtl, Anthes, Griffith a
Taylor

Biezeno a Koch, Cranz,
Manzella

Jacobsen, Thum a Bautz,
Salet, Giordano, Manzella

Z tabulky je patrno, Ze existuje velké mnozstvi analogickych metod. Zakladni podstata
vSech analogii bude uvedena Vv nésledujicim textu. Bude také poukazano na fakt,
ze metody elektrické a membranové vyzaduji provedeni experimentu. Pomoci
hydrodynamické analogie bude v kapitole 5.3 vypoc¢teno napéti u tenkého obdélniku.
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2.3.1 Membranova analogie

Kolem roku 1903 objevil Ludvig Prandtl [14] membranovou analogii (t¢Z oznaovano
jako Prandtliv vrchlik napéti). Podstatou je, ze grafické zobrazeni funkce napéti @(y, z)
dava tzv. plochu napéti. Prandtl dokazal, Zze tvar takovéto plochy ma infinitezimalné
tenkd blana, napjata ptes otvor stejného tvaru, ktery ma zkrucovany prirez prutu, a ktera
je mirn¢ vypoukla slabym pretlakem p ve sméru normaly ke kazdému prvku normaly.

A
N /\?/
- N «—
LK

>
e

Obriazek 12 Napinana membrana v roviné yz

Obrazek 13 Vyska v napinané membrany

Podstatou je, zZe tzv. povrchové napéti ma stalou velikost a vnitini sila K v libovolném
fezu membrany je vzdy vzhledem Kk fezu normalna.
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" ) y
kir

)

92 k2" da
v o2 4Zay
Ka—zzdydz dy?

Obrazek 14 Obecny Fez membrany

Velikost vnitini sily K (vnitini sila na jednotku délky fezu) zavisi jen na délce fezu.
Podminku rovnovahy membrany v rozmérech dy, dz ve sméru soutradnice v I1ze tedy psat
ve tvaru [3]

dydz + KV dydz + kY
p y Z ayz y Z ayz

Rovnice je odvozena za predpokladu malé tloustky membrany, tedy t — 0. Vypuklost

dydz = 0. (22)

. - . e (1 1 .
membrany uvazujeme v limit¢ nulovou mala lim (E) = 0, kde zlomek . predstavuje
kfivost membrany. Vlastni vdha membrany je uvazovana jako zanedbatelna.
V odvozeni je taktéZ uvazovano, ze pro malé uhly sin(p) = tg(p) = ¢.

Po upravé této rovnice lze ziskat

0%v N v p

dy2  dy?2 K’
Tato rovnice je jiz analogicka K rovnici, ktera udava plochu napéti. Lisi se pouze
vyrazem % na pravé strané, kterou je nutné nahradit vyrazem 2kGd9, kde k znadi jistou

(23)

pfevodni (korek¢ni) konstantu.

ey e

zabyvat. Sumarizuji jen obecna pravidla, kterd z této metody plynou:

v' vrstevnice na vrchliku napéti pfedstavuji smykové ¢ary u zkrucovaného praiezu

v’ sklon teéné roviny k povrchu vrchliku udava velikost smykového napéti
Vv pfisluseném misté zkrucovaného pritezu

v dvojnasobny objem V vrchliku mezi povrchem napjaté membrany a jeji
okrajovou rovinou je roven krouticimu momentu zkrucovaného priiezu
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Nejlepsi ptehled rozdilnych analogii pro krut prutt lze najit v sumarizované studii [17].
Podstata méfeni mydlové membrany je strucné uvedena jak v Ceské starsi literatufe
véetné praktického ptikladu [1], tak v anglické literatufe [18] s dal$imi odkazy
na relevantni literaturu.

V soucasné dobé se vSak timto zpisobem smykové napéti u zkrucovanych tyci
nekruhového prufezu nevyhodnocuje.

2.3.2 Hydrodynamicka analogie

Tato metoda spociva v tom, ze nechame proudit médium v nadobé¢, jejiz hranice je
totozna s obrysem zkrucované¢ho télesa. Proudénim kapaliny vznikaji proudnice
piipominajici smykové Cary, které vznikaji v télese namahaném na krut. Vysledné
smykové napéti deformovaného télesa odpovida rychlosti proudéni kapaliny. Tato
podobenstvi plynou z podobnosti rovnic, které tyto jevy za idedlnich podminek popisuji.

Podivejme se na podobnost rovnice rovnovahy a rovnice kontinuity
01y, 0Ty _ ow, Owy

i = — = 24
pe 3y 0, div(w) e + 3y 0 (24)

Dale si vS§imnéme analogie rovnic (25)

Hydrodynamické analogii se tato prace vénuje podrobnéji v kapitole 5.

2.3.3 Elektricka analogie

Princip této metody spociva v rozlozeni napéti, které prochdzi vodivym papirkem
nazyvanym V anglické literatuie Teledeltos paper (2). Jedna se o ¢erny vodivy papirek,
ktery je potazen vrstvou uhliku. RozloZeni napéti na zdznamovém papirku pfipomina
rozlozeni smykového napéti v oblasti namahané na prosty krut.

Zjistujeme, ze rovnice pro rozlozeni elektrického napéti V v tenkém Teledeltosu
0 konstantni tloust'’ce a odporu se tidi Laplaceovou rovnici

02V 9PV

oy P =0 9

kde y a z jsou soufadnice obecného bodu na Teledeltosu.
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w , . v od oD
Pfedpokladejme, ze 7., = — -

5 Ty =t pak krouceni prizmatického prutu mizeme

popsat pomoci Airyho funkce napéti takto

0?d  9%d

~ = -2G9. 27
57 T 37 = 200 27)

Pravé strany rovnic (26) (27) obsahuji jenom konstanty. Pokud tedy definujeme funkci

Y=0 —%Gz?(xz + y?), dostaneme rovnici (28), u které je podobnost s rovnici (26)
zfejma

L Y (28)
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2.4 Metody numerické

2.4.1 Metoda kone¢nych diferenci

Od roku 1908 se postupné¢ zacinaji rozvijet nékteré jednoduché ulohy, vyuzivajici
numerickych metod [16]. Jedna se nejprve zpravidla o rovinné tlohy, piipadné o tlohy
axisymetrické (rotacné symetrické). Diivodem k tomuto kroku byl fakt, ze n€¢které ulohy
vedou Vv obecném piipadé k sestaveni parcialnich diferencialnich rovnic ¢tvrtého fadu
(Casto nehomogennich), jejichz exaktni feseni je zna¢né komplikované;jsi.

Jednou z nejznaméjSich numerickych metod je Rungeova metoda siti [16] (metoda
kone¢nych diferenci). Tato metoda vyzaduje pokryti feSené oblasti ¢tvercovou siti, jejiz
jemnost je charakterizovana délkou strany jednotlivych ¢tverci § (tzv. krokem sité).
Poté diferencialy nahradime kone¢nymi diferencemi (s vyhodou centralnimi
diferencemi, které obsahuji nulové funkéni hodnoty po obou stranach pocateéniho

bodu).

z A Ao,

b [ ()]
5=-
4
@
0{9 S
B ey
19 o “b\\o
& O O -
0 1 ]2 y ]
z=0 S
¢ 1 2 © |4
b 5 3
268
38
46

Obrazek 15 Podstata metody siti

Pozadovana ptesnost feSeni zavisi na zvolené hustoté sit€. Hustota sit€ ma ovSem vliv
na objem pocetnich tkoni, které je potieba pro vyfeseni tlohy udélat.

Tato metoda byla vyuzita pfi feseni krutu ¢tvercového prutezu [3], [6]. Tvar prifezu je
takovy, Ze umoZiiuje vyuziti symetrie tlohy, takZe postac¢i urcit funkéni hodnoty pouze
ve tiech bodech, viz obrazek 15.
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Diferencidlni rovnice (21) se dé po prepisu do tvaru diferencni rovnice vyjadrit vztahem

(Azq))y (AZCD)Z
stz = 269, (29)

kde (A, @), a (A,®), znaci druhé centralni diference funkce napéti @ ve smérech y a
z. Pro bod 1 Ize za druhé centralni diference dosadit vyrazy

(82D)1y = Py — 201 + Dpa (8;D)1, = 2(P3 — Dy) .
Takze vysledna diferen¢ni rovnice dostava tvar
by — 4D, + D, + 205 — 26952 . (30)

Po dosazeni okrajovych podminek (na okraji priifezu plati @, = 0 pro bod 1, podobné
pro body 2 a 3) a celkovém vyfeSeni vzniklé soustavy 3 linearnich rovnic se daji urcit
hodnoty funkce @(y, z) ve vSech uzlovych bodech jako

&, = L Gos? ®, = 2 GO5? s = = G962
1 4 ’ 2 4 , 3 3 '
Protoze hodnoty smykovych napéti jsou urceny derivacemi funkce napéti, lze
maximalni smykové napéti urcit z maximalniho sklonu te¢ny k plose napéti (de facto
Prandtlovu vrchliku). Aby toto bylo mozné, je nutné v uzlovych bodech 0, 1, 2, 3...
lezicich na ose y, vypocitat interpola¢ni funkci @*. Pro ekvidistantni déleni uzlovych

bodu se nejlépe hodi prvni Newtontv interpolac¢ni polynom, jehoz tvar je [3],[6]

Yy —8) (829)0 , Yy = 6)(y — 26) (A5P)o + ¥y — 8y —28)(y — 368) (A49)o .

oy
P = o +5(8P) + 5 52 3! 53 41 5

Po aplikaci nékolika pravidel z oblasti numerické matematiky 1ze nakonec po zna¢ném
usili dojit ke vztahu

31
Tmax = 75 G9b = 0,6458G9b .

Pomoci nekoneénych tad lze dojit k vyrazu 7, = 0,675G9b. Tedy realna chyba
pti takto zvoleném kroku sité¢ je necelych 5%. Cely postup metody siti je popsan
v knihach [3] a [6]. Reseni problému krutu pruti je viak touto metodou znaéné obtizné
a spada spiSe do oblasti praktické ukédzky numerické matematiky.

V soucasné dobé tato metoda nachazi spiSe uplatnéni v pribliZném stanoveni
prihybu a napéti u pravouhlych desek, pripadné pravouhlych stén [25]. Tato
bakalarska prace se touto metodou primarné nezabyva.
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2.4.2 Southwellova relaxa¢ni metoda

Ptiblizn¢ vroce 1940 byla Southwelem publikovana nova iteracni
metoda - Southwellova relaxaéni metoda [13]. Jeji princip vysvétlil poprvé na feSeni
ulohy o krouceni prizmatickych prutl uzitim Prandtlovy membranové analogie, pficemz
napjatou, dokonale tenkou membranu nahradil ¢tvercovou siti stejnomérné napjatych
pruznych strun, pfenasSejici zatizeni mérnym tlakem p, stejné jak jej prenasi napjata
tenkosténnd membrana.

Pro sit” strun je nutné opét prepsat parcidlni diferencidlni rovnici do tvaru diferencni
rovnice, pfiCemz se uvazuje, ze v kazdém uzlovém bodé je koncentrovana sila
zplsobena pietlakem p, jejiz velikost je ps?. Dale se uvazuje, Ze ve vSech Ctyfech
strunach protinajicich se v uvazovaném uzlovém bod¢ existuji sily K6, které ptisobi ve
smérech urcenych rozdily posuvi ptislusnych uzlovych bodi v.

Lze dokazat [3], Ze podminka rovnovahy uzlového bodu je ve tvaru

K(4v, — v, —vy—v3— 1) —p82 = 0.

Tuto podminku lze piepsat do tvaru

1 p
g(vl+vz+v3+v4—4vo)=—ﬁ. (31)
Coz je diferen¢ni tvar diferencialni rovnice popisujici napinani Prandltovy membrany

(23).

K vyfeseni uvedeného problému je nutno nalézt takovy soubor hodnot prihybu sité v,
ktery zajisti platnost rovnice (31) ve vSech uzlovych bodech.

zA

-
5 ¥
o o
o y
- A D l,i)'—-‘— o
BRI i

(0]

v

v "

Obrazek 16 Princip Southwellovy relaxa¢ni metody
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Literatura [1] uvadi, Ze k vyfeSeni problému lze pouzit metodu postupnych aproximaci
a to tak, ze se jako prvy krok postupu provede odhad hodnot prihybt sité. Hodnoty
posuvil nulté aproximace oznaéime v,° v,% v,°, ... Dosazenim téchto odhadnutych
hodnot prithybu sité do rovnice (31) dostaneme vyraz (32)

K(Vlo + VZO + V30 + V4_0 - 4VOO) + p82 = RO . (32)

R, znaci rezidualni silu v uzlovém bodé¢ 0. V ostatnich uzlovych bodech sit¢ obdobné
pasobi rezidualni sily Ry, R,,... Princip relaxa¢ni metody spociva pak v tom, ze se
anuluje ta rezidualni sila, ktera je v absolutni hodnoté nejvétsi. Cely princip metody si
podle Southwella 1ze ptedstavit takto. M&jme Vv kazdém uzlovém bod¢ ptipevnén Sroub,
jehoz osa vede kolmo k plose sité. Dotahovanim nebo uvoliiovanim (relaxaci) Sroubu
Ize libovoln¢ nastavovat prihyb kazdého uzlového bodu sité. Podaii-li se s danou
pfesnosti provést spravné korekce pruhybl vSech uzlovych boda sité (toto je
ekvivalentni tomu, Ze jsou vSechny rezidualni sily nulové) lze konstatovat, ze bylo
nalezeno feSeni ulohy.

Jak je vidét z predchoziho vykladu, jedna se o metodu, ktera, vyZaduje zna¢nou
znalost programovani itera¢nich algoritmi. Ja se ji v této praci dale nezabyvam.
Namisto toho popisuji v kapitole 2.4.3 metodu MKP, ktera v soucasné dobé
nahrazuje v§echny zminéné aproximacéni metody.
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2.4.3 Metoda konec¢nych prvki (MKP) [24]

Metoda kone¢nych prvkll je numerickd metoda, ktera slouzi k pfibliznému feSeni
okrajovych podminek parcidlnich diferencidlnich rovnic. Metoda kone¢nych prvki je
nejpouzivanéjsi metodou K feSeni mechanickych uloh v inzenyrské praxi. Tato metoda
se zacala rozvijet uz ve 40. letech minulého stoleti. Svou formu pro kazdodenni
pouzivani ziskala az v 50. letech 20. stoleti diky americkému matematikovi
M. J. Turnera, ktery v té dobé pracoval jako letecky inzenyr ve firmé Boeing. Za
nejvetsiho odbornika v této oblasti je u nds povazovan nyné€jsi emeritni profesor VUT
v Brn¢ prof. RNDr. Alexander Zenisek, DrSc.

Tato metoda vychazi z Langrageova variac¢niho principu, ktery definujeme takto:

»Mezi vSemi funkcemi posuvi, které zachovavaji spojitost télesa a splnuji okrajové
podminky, se realizuji ty, které udé€luji celkové potenciondlni energii Il staciondrni
hodnotu.*

Lze dokazat, ze tato stacionarni hodnota existuje, je jednoznacnd a ptedstavuje
minimum funkcionalu IT.

Funkcional IT definujeme jako I[1 = W — P, kde W je energie napjatosti télesa Q.

1 T
W=§fa edv (33)
Q

P piedstavuje potencial vnéjSiho zatizeni

pP= fuTodV+ fqudS. (34)
Q Q

Ve vztazich (33) a (34) vystupuji sloupcové matice

e posuvil u’ = [u,v,w]

e pretvoreni el = [&x» €y &€z, Vxy » Vyz» Yax]
e napéti 0" = [0y ,0y,0%, Txy » Tyz » Tzx]
e objemového zatiZeni 0" = [0y,0,,0,]

e plosného zatiZeni p" = [px, Py . D]

Pouzitim metody MKP se tato prace zabyva v kapitole 6.
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2.4.4 Ostatni metody

Vyse zminény vycet metod je pouze zakladni. Existuje fada dalSich metod, které se vSak
nikdy nedostaly do vétsiho povédomi. Mezi tyto metody mizeme napiiklad zahrnout:

a) Duncanova metoda parametru tloustky [15]
b) Grafické metody [19].

Specifickou skupinu tvofi také metody varia¢niho poctu:

a) Ritzova metoda [10]
b) Trefftzova metoda [20]
c) Galerkinova metoda [21].

Ani jednou z vyse uvedenych ostatnich metod se tato studie jiz vice nezabyva.
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3 VYBER VHODNE METODY PRO PRAKTICKOU
CAST

Jak je vidét z pfedchozi sumarizace, existuje znacné mnozstvi riiznych nekruhovych
prafezl (plné, duté Ci oteviené) a metod, kterymi 1ze jednotlivé ptipady fesSit. Vzhledem
K rozsahu této prace byly vybrany pouze plné priiezy téch nejzakladnéjSich tvard,
tj. kruh a elipsa, ¢tverec a obdélnik, rovnoramenny trojuhelnik. K praktickému feSeni
problému krutu prut s témito pfi¢nymi priufezy byly dale vybrany nejpouzivanéjsi
metody, tj. teoric prosté pruznosti (prosta PP), (Airyho) funkce napéti a metoda
koneénych prvkti (MKP). Pro kompletnost byla pouzita také hydrodynamicka analogie.
Naésledujici tabulka uvadi vycet ptiénych prifezi a metod, kterymi lze tyto prufezy fesit.

Tabulka 3 Metody FeSeni vybranych priifezi

Obdélnikov

Prirez Kruhovy Elipticky Ctvercovy p Trojuhelnik
Obrazek > i
// \\ o
sV /AR \ NV
i K / a
4 !
Autor / rok Navier St. Venant St. Venant  St. Venant St. Venant
FeSeni
1826 1864 1864 1864 1864
Zvolena Prosta PP, Airyho funkce Pfesné jen Pfesné jen Airyho  Airyho funkce
metod Airyho funkce napéti, MKP Airyho funkce funkce napéti napéti, MKP
. evo ’a napéti, MKP napéti rozvinuta do
reseni rozvinuta do nekone¢né fady a
nekone¢né MKP,
fady, MKP hydrodynamicka
podobnost

V nasledujicim textu uvedu podstatu zminénych metod a na konci tyto metody aplikuji.
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4 PRAKTICKY ANALYTICKY VYPOCET

Podle tabulky 3 je vidét, Ze univerzalni analytickou metodou je feSeni pomoci funkce
napéti — Airyho funkce napéti. V nasledujicim textu budou touto metodou analyzovany
vSechny pfiéné prifezy z tabulky. Pro uplnost je pod timto odstavcem uveden obecny
postup feseni. Bylo ¢erpano pievazné z ¢lanku [8]. Postup je nasledujici:

1. Pro konkrétni pri¢ny prurez najdeme Airyho funkci napéti.

Airyho funkci napéti @(y, z) hledame ve tvaru @(y, z) = k g(y, z), kde k je konstanta a
g(v,z) je funkce charakterizujici tvar krouceného profilu. Pfipomenime, ze tato funkce
musi v oblasti Q spliiovat rovnici (21) a na hranici byt nulova.

2. Vypocet polarniho momentu

Polarni moment spoc¢itame z Airyho funkce napéti @ (y, z) jako

2
I = @.U ®(y, z)dydz . (35)
Q
3. Vypocet smykovych napéti z,,, 7,, a vysledného tangencialniho napéti T

Tangencialni napéti vypocitame z Airyho funkce napéti podle rovnice (23)

_ 0P(y,7) _09(y,2)
BT T, 0 e T Ty

Vysledné tecné napéti vypocitdme uzitim euklidovské metriky

|T| = /‘r)z(y +1zZ,. (37)

4. Vypoc¢itani krouticiho momentu M,

(36)

Kroutici moment vypoc¢itame pomoci smykovych napéti z rovnice (36) takto

My = ff(_TXyZ + Tyzy)dydz . (38)
Q

5. Vypocet deformacni funkce

Deformacni funkci vypocitame z Airyho funkce napéti jako

do 09 doe (1o
L= L=__y 39
dy 0z Tz 0z dy (39)
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4.1 Krut prutii s kruhovym pri¢énym priifezem

Necht I je hranice oblasti Q. I" je tedy kruznice o poloméru R spliujici obecnou rovnici

y? + 2% = R% (40)
Odpovidajici Airyho funkce ma tvar

®(y,2) = k(y* +z° — R?). (41)
Funkce zfejmé spliiuje @ = 0 na hranici I'. Podminka 4¢ = —2G9 dava
hodnotu konstanty k = — % GY . Odtud dostavame Airyho funkci v kone¢ném tvaru

&(y,z) = %Gﬁ(R2 —y%—z%). (42)

Graf Airyho funkce je vykreslen na obr. 17 a 18.

N

Obrazek 17 Airyho funkce napéti pro kruhovy Obriazek 18 Airyho funkce napéti pro kruhovy
priifez 2D priiez 3D

Polarni moment z Airyho funkce napéti poc¢itame jako

Ip = %ﬂ @(y,z)dydz .
Q

KruZnice zapsana do polarnich soufadnic ma tvar
y = p cosp
Z = psing.

Transformované polarni soutfadnice spolu s jejich jakobidnem J(p, ¢) = p dosadime do

(35)

1
Jp =2 ﬂ 5 (R* = p?cos®e — p*sin®p)p dpde (43)
Q
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odtud po upravach dostavame nasledujici vztahy.

Jp = ff(RZ — p*)p dpdg
Q

2w 1

J» =f f(R2 —p*)p dpde
0

0

TR*
Jp = — (44)
Jedina nenulova te¢nd napéti 7, a 7., vypoCteme z nasledujicich rovnic
0P(y,z) 0P(y,z)
Txy = az ’ Txz = — 9 y
Tedy pro kruhovy profil dostdvame rovnice (45)
Txy (y,2) = —GYz, (3, 2) = Gy, (45)

kde 9 oznacuje pomérny tthel zkrouceni a G zna¢i modul pruznosti ve smyku.

Vysledné smykové napéti vypocitame ze vztahu (37) nasledovné

IT| = |14, + 12, = {/(=G92)? + (GIy )2 (46)

Po Upravé dostavame

T = G9z%2 +y2 = GOR. (47)
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Pribéh funkce vysledného tangencialniho napéti ukazuje obr 19 a 20. Lze vidét,
ze tangencidlni napéti se zvetSuje umérné s polomérem Kkruznice, ktera vytycuje
kruhovy profil a je maximalni na obvodu profilu zkrucované tyce.

Z

Obrazek 19 Vysledné tangencialni napéti Obrazek 20 Vysledné tangencialni napéti kruhového
kruhového priiezu 2D prifezu 3D

Kroutici moment M, vypocitame ze smykovych napéti vztahem (38)

My = 2GY ff ®(y,z)dydz = GYJ, . (48)
Q

Ze vztahu (48) lze snadno vidét, ze k vypoctu pomérného uhlu zkrouceni 9 sta¢i znat
kroutici moment M, a ptedpis Airyho funkce @(y,z). Vysledek dostaneme néaslednym
dosazenim 9 do rovnic (45).

Modul prifezu v krutu vypocitame jako W = TM"

ze vztaht (39).

. Deformac¢ni funkci dostavame

Vypoctem lze snadno ovéfit platnost tvrzeni, ze deformacni funkce ¢ je v ptipade
krouceni ty¢e kruhového prifezu nulova.
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\§

|
S

%

«

4.2 Krut prutu elipsovitého priifezu

Uvazujme oblast Q, jejiz hranici I je elipsa s poloosami a = b > 0. Rovnice takovéto
elipsy je
2 2
y VA
—a2 + F =1. (49)

Odpovidajici Airyho funkce ma tvar

2 2
®(y,7) = k(z—2+%— 1>. (50)

Funkce zfejm¢ spliiuje @ =0 na hranici I. Podminka 4® = —2G9 dava hodnotu
2p2
konstanty k = —G9 22

Pt Odtud dostavame Airyho funkci v kone¢ném tvaru

a2b2 yZ Z2
®(y,2) = aa—(1 _E_b_2>' (51)

a? + b2

-3

e

/
%%;

1
3

——

Obrazek 21 Prubéh Airyho funkce 2D Obrazek 22 Prubéh Airyho funkce 3D

Polarni moment z Airyho funkce napéti pocitame ze vztahu (35).

Nabizi se transformace ptedpisu elipsy do polarnich soutadnic

y=apcosp
z=>bpsing.
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Transformované soufadnice s jakobianem J(p, ¢) = abp dosadime do (35)

a
Jp =2 ff m(l — p%cos?@ — p?sin®@)abp dpde (52)
o

odtud po tpravach dostadvame nasledujici vztahy.

I = me (1 - p*)p dpde
3 3 2 1
a
Jp = mf f(l— p*)p dpde
0
a’b?
=T (53)

Coz je vysledny vztah pro vypodet polarniho momentu pro elipticky profil®.
Pro te¢na napéti 7,,, a T,, V naSem piipad¢ podle (36) plati

2 2

a“z b y
Ty, 2) = —2 Gﬁm, T,,(y,2) = 2619 el (54)

Vysledné smykové napéti dostaneme z (37) jako

[ azz |\ b2y \°
— 2 2
|T| = [Txy + T, = (—2 au m) + (2 au m) . (55)

Po Uprave dostavame vysledné smykové napéti ve tvaru

4,2 1 phiy2
Jatz +by. (56)

a? + b2

T=2GY9

Maximalni tangencidlni napé€ti se nachdzi ve vrcholech vedlejsi poloosy elipsy viz
obrazek 23 a 24.

. W r ~ I4 o v r R4
! je snadno ovéfitelné, Ze pro kruhovy priifez (teda pro a = b) plati Ip = n—
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Obrazek 23 Priibéh vysledného smykového napéti Obrazek 24 Pribéh vysledného smykového
2D napéti 3D

Kroutici moment M, dostaneme ze vztahu (38) jako

a3bh3
Mk=GI9T[m . (57)

Funkci popisujici deformaci namahaného télesa dostavame uzitim rovnice

aZ _b2
o,z) = Y

-0.3

1

Obrazek 25 Pribéh deformaéni funkce 2D Obrazek 26 Prubéh deformacéni funkce 3D
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4.3 Krut prutu trojuhelnikového prifezu

Uvazujme oblast Q, jejiz hranici I' je obecny trojuhelnik, jehoz jedna strana je
rovnob&zna s 050U y. Tato strana tedy leZi na pfimce z = —c A ¢ > 0. Reknéme, Ze dalsi
strany trojuhelnika lezi na piimkich z=a;y+bjaz =a,y+b,, kde vSechny
koeficienty z rovnic jsou realna Cisla.

[7@\"‘.‘5:;:] \ [eVii—c]

Piedpis Airyho funkce napéti @(y, z) musi spliiovat rovnici (21), potom dostavame

AD = —2k(a; + ay)y + 2k(a,a, + 3)z + 2k(a;a, — by — by, +¢), (58)

tato rovnice bude konstantni pravé tehdy kdyz (a; + a,) =0 A (a;a, + 3) = 0. Splnéni
této podminky je mozné jen pokud trojuhelnik bude rovnostranny. Pro obecny

vvvvvv

by = b, = b = 2c, potom dostdvame Airyho funkci ve tvaru

d(y,2z) =%(\/§y+20—z)(—\/§y+ Zc—z)(z+c). (59)

) 8
Obrazek 27 Piedpis Airyho funkce 2D Obrazek 28 Piedpis Airyho funkce 3D
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Polarni moment pro rovnostranny trojuhelnik dostavame ze vztahu (22)

1 2¢ [ c-2)/V3
I = Za f (V3y+2c—z)(—V3y+2c—2)(z+c)dy |dz (60)
—¢ \(z-20)/"3
9
=22, (61)

Jediné nenulové slozky tenzoru napéti vypocitame pomoci (36)

2—z+2 +
yzz—cz T, (V,2) = GY y(ZC ) . (62)

Pro vysledné smykové napéti plati

Txy(yvz) = —G9

(9}

1
7| = 1’79%3/ +15, = Gﬁ%\/(}’z —z2+42cz)2 +4y%2(z+c)2.  (63)

Vysledné smykové napéti |T| nabyva svého maxima ve stiedech stran trojuhelnika.

/ \/ \ _
e
) ”/,////w////}";q]//l‘

U

_

w

Obrazek 29 Prubéh vysledného smykového napéti Obrazek 30 Pribéh vysledného smykového napéti 3D
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Kroutici moment vypocitdme pomoci (38)

9V3
Mk = GﬁTCA .

Deformacni funkce je dana rovnici

1
o,2) = 53/822 -y%). (64)

=

7

&
&
&
ks
=
w0

Es

9)

Obrazek 31 Piredpis deformaéni funkce 2D Obrazek 32 Piedpis deformacni funkce 3D
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4.4 Krut prutu obdélnikového priirezu

Mgjme oblast 0 = (—%,) x (=2, 2), jejiz hranici I je obdélnik o stranach a a b. Strany

obdélnika lezi na ptimkach g +y=0, % +z=0.

Airyho funkci napéti tedy budeme hledat ve tvaru

d(y,z) = k<aI2—zz> (bzz—y2>. (65)

Airyho funkce nabyva na hranici I' nulovych hodnot. Pokusme se konstantu k vyjadrit
podle podminky (21)

AP = —+—=2k(22+y? ————

0’®  9%d a’ b?
> > . (66)
y 0z 4 4

Rovnice (66) opét nemlze spliiovat rovnici rovnovahy nebot’

a’? b?
Ak(a,b): 2k<22+y2—7—z> =-2GY ,Vy,z€N

Toto ztejmé plati také pro piipad, kdy a = b, tedy pro Ctverec.
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4.5 Krut prutu obdélnikového priifezu (pomoci nekone¢nych
iad) [8]

Vyraz (66) nesplituje rovnici (21) a timto také nespliiuje rovnici rovnovahy (17), proto

musime Airyho funkci napéti pro obdélnikovy profil hledat ve tvaru nekone¢nych tad.

Airyho funkci tedy rozvineme do dvojnasobné nekone¢né kosinové fady. Airyho funkce
musi byt na hranici I' nulova, a proto Airyho funkci rozvineme pomoci goniometrickych

funkci cos(%) a cos (%),kde k,l € N2,

O(y,z) = Z Z Ck1 COS (%) cos (17th> , (67)

kENl lENl

kde ci; jsou obecné koeficienty. Vyraz (67) musi spliiovat rovnici (21), tedy

B k?n? 1?m? kmy Inz
AP = Z Z —Cpy P + b7 cos( o ) cos (T) =—2G9. (68)
keN; leN;
Abychom nasli koeficienty ¢, , rozvineme —2 do tfady stejného typu.

Nejdiive rozepiSeme funkci f(y) =1 na intervalu (—E,E) do kosinové ftady

272
kmy
YkeN, Ck COS — )

3 _4ra kmy k-1 4
_%bf (y)cos dy [ sm( )]0

o M=V

Stejnym zpusobem rozepiSeme funkci g(z) = 1na (— g,g). Timto dostavame
rozepsané funkce f(y) = 1, g(z) = 1 pomoci fad ve tvaru

Z( 1)k211cos( )—1 Z( 1)lzlicos(l72y) 1.

keN; leN;

Soucinem obou sum a vynasobenim —2 dostavdme rovnici

ﬂ_ 42 kmy 94
> S e () () 2.

keN; leN;

Vsimnéme si, ze rovnice (68) a (69) jsou stejného typu. Jejich porovnanim Ziskavame
ptedpis pro koeficienty ¢y, a timto mizeme nésledné zapsat Airyho funkci ve tvaru

5 2b2

20,2) = G0~ Z Z kl(gmg i 1_2 2y <kﬂ) cos (mTZ> (70)

keN; leN;

2 Znakem N; rozumime mnoZinu pfirozenych lichych &isel
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Airyho funkci dostavdme ve formé nekonecné tady. Podivejme se tedy na jeji

konvergenci.
o cos () os ()
Cky COS a cos A

Tento vyraz konverguje stejnomérné, diky tomuto faktu mizeme napsat nasledujici

rovnost
1 1«1
ZZkZZfZEETZ' (71)

kENl lENl kENl lENl

1
S|Ckl|SW

Ob¢ sumy na pravé stran¢ maji kone¢ny soucet. Pocitejme tedy dale polarni moment J.

a/2 b/2
(kn)z)d 2a 1 k-1 (lTL’Z)d 2b L 1
_— = —— 2 B — = —(— 2
fcosa ykn() , fcosb z I )
—a/2 -b/2
pak mizeme podle rovnice (35) psat
/= 2%a3b’ Z 1 72
P 6 212,222 | 1295
T keN; [EN, k“1°(k°D" + "a?)
Bud' r = % pom¢ér stran obdélnika. Mé&jme funkei K; ()3, pak I1ze poldrni moment zapsat
jako
a
h=&@ﬁm.
Tabulka 4 Ciselné hodnoty funkei K1 (r) a K2 (r)
r 1 1,5 2 3 4 5 6 8 10 o0

K,(r) 0141 0,196 0,229 0,263 0,281 0,291 0,298 0,307 0,312 1/3
K,(r) 0,208 0,231 0,246 0,267 0,282 0,292 0,299 0,307 0,313 1/3

% Hodnoty funkci K,(r) a K,(r) Saint-Venant vypocital s pfesnosti na pé&t desetinnych mist, coz je
pro praktické pocitani dostacujici piesnost. Pokud bychom ovSem pro vypocet polarniho momentu pozadovali

Meiws v v

presnéjsi feseni, budeme nuceni pouZit na prvni pohled slozit&jsi vztah (72).
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Stejnymi postupy dostavame ze vztahti (36) a (37) maximalni vysledné smykové napéti*

Tl = 3b Z Z k(lEZ?z; 2y’

keN; leN;

Pomoci funkce K, (r) ptejde tento vztah na

IT,0x] = GIab?K, (%) .

Deformacni funkci dostavame jako

k+l

o'y (-D: _ kmyy lnz
(p(ylz) = Z Z kZ(kZbZ + lzaz) Sln( a )SIH(T> tyz.

keN; leN;

4V praxi se Cast&ji pouziva vztah |T,,..| = %, kde W je kroutici moment a plati, e W = ab?K,(a/b)
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Pojd’me se podivat na grafické feSeni vySe vypocitanych funkei.

Obriazek 34 Predpis déf(;rmaéni funkce 3D

2D

\\_*.%i

Obrazek 37 Deformac¢ni funkce obdélnikového Obrazek 38 Deformacéni funkce ol;délm'kového
profilu 2D profilu 3D
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Specialnim pfipadem obdélnika, pro jehoz strany plati a = b = 4, je Ctverec.
Airyho funkce pro Ctverec je ve tvaru

k+l1

*0.2) = Gﬁ% Z Z kl(l(czjgj 1_21,42) €08 (kzy) €08 (lnTZ) (73)

keN; leEN;

—=—
N\

g

Obrazek 39 Airyho funkce napéti pro ¢tvercovy Obrazek 40 Airyho funkce népéti pro ctvercovy
prufez 2D pruiez 3D

V

Polarni moment miiZeme napsat ve tvaru

3 2846 Z Z 1
]p - 6 k212(k2A2 + leZ) :

keEN; lEN;

Vysledné maximalni smykové napéti vypocitame z nasledujici rovnice takto

2°4 (-1)?
Tinax| = 69 =5 Z Z K2+ 12)

keEN; lEN;

Pomoci koeficientu K, (r) z tabulky 4 miizeme maximélni vysledné tangencialni napéti®
aproximovat jako

I Tnax] = 0,208 GIA3 .

5V praxi se ¢ast&ji pouziva vztah |T,,..| = %, kde W je kroutici moment a plati, ze W = A3K,(a/b)
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Grafy smykového napéti jsou vykresleny na obrazcich 41 a42.

Obrazek 41 Vysledné tangencidlni napéti
¢tvercového pruiezu 2D

Deformacni funkei dostavame jako

Obrazek 42 Vysledné tangencialni napéti
¢tvercového priiezu 3D

k+l

2544
00,2) = w4 Z Zkz

k€EN; lEN;

S
7z

prifezu 2D

GHE - (kmy\ | (lnz
202+ 1) sm( )sm (—) +yz.

A A

Obrazek 44 Deformaéni funkce ¢tvercového
prufezu 3D
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5 HYDRODYNAMICKA ANALOGIE — PRAKTICKY
VYPOCET

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali feSenim eliptické parcidlni diferencialni
rovnice (7). Jak uz jsme se vySe presvédcili, najit piedpis hledané funkce muze byt
nekdy velice obtizné. Proto byly hledany moznosti feSeni obecné tlohy pro krouceni
prizmatickych pruti uzitim analogie S jinym fyzikalnim jevem, u néhoz Ize vyhodné
pouzit experimentalnich metod k urceni hledanych veli¢in. V této kapitole je prevazné
¢erpano z knih [1] a [2].

Hydrodynamicka analogie je =zaloZzena na podobnosti matematickych rovnic
popisujicich krouceni prizmatického prutu a rovinného potencialniho proudéni® idealni
kapaliny’.

5.1 Rovnice rovnovahy a rovnice kontinuity

Z nasledujicich rovnic je analogie rovnice rovnovahy (74) a rovnice kontinuity
rovinného potencialniho proudéni idedlni kapaliny (75) zfejma.

0Ty,  O0Tyy
—— 4 = 74
0z dy 0 (74)
d ow.
divw=0 neboli —Z4+2% _ (75)
d0z dy

5.2 Rovnice funkce napéti a rovnice virivého proudéni idealni
kapaliny

Podivejme se nyni na podobenstvi mezi rovnici funkce napéti® (76) a rovnici popisujici
vifivé proudéni ideélni kapaliny (77).

0Ty, 0Ty
- =2 76
dy 0z G (76)
ow, Jw,
-—= 77
e =C  cER\D) @

V analogii téchto rovnic si vzajemné odpovidaji tyto fyzikalni veliciny:

e slozce smykového napéti t,, odpovida slozka rychlosti w,
e slozce smykoveho napéti 7,,, odpovida slozka rychlosti w,,

6 potencialni proudéni neboli proudéni neviiivé je takové proudéni, pii kterém se ¢astice pohybuji piimocaie
nebo kiivocate po svych trajektoriich tak, Ze se vii¢i pozorovateli neotaceji kolem vlastni osy

" nestla¢itelna neviskozni kapalina

8 V tomto piipadé pouzijeme druhou dvojici rovnic Viz rovnice (19), ktera splituje rovnici rovnovahy
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Neboli

W, = M Tyy, Wy, =M Ty, (78)
kde m je pfevodni konstanta (omezme se jen na ptipady, kdy m # 0). Pro nazornost
dosadime vyraz (78) postupné do rovnic (75) a (77).

Dosazenim do rovnice (75) dostavame nasledujici rovnici

o(mty,)  ImTy) _
0z dy

m je nenulova konstanta, a tak po Gpravé dostdvame rovnici rovnovahy (74).

(79)

Dosazenim vyrazu (78) do rovnice (77) dostavame

omry) _dmry)
dy 0z
c je libovolnd, nenulova konstanta. Polozme tedy ¢ = 2mGv . Po drobnych upravach
dostavame rovnici funkce napéti (76).

(80)

Z

o .0
Z rovnice vifivého proudéni %
k obrysu, viz obrazek 45.

* % plyne, Ze vektor rychlosti nesmi byt kolmy

Obrazek 45 Proudnice obtékajici pirekazku
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5.3 Aplikace na uzkém obdélniku

Vv ey

systému.
Z N
/ AN
R N
/ / \ A
‘.‘f
| .| Obrizek 46
il m, ; b Hydroanalogie na izkém
| ¢ [y obdélniku
‘.\‘ \ /ﬂ
\ \ i / ‘;‘
N
s~ |~

v ~r 4 w7 4 ~ a . O W
Pro vSechny body lezici na pfimce z = 0 plati, Ze % = 0. Podle analogie mtizeme tedy

psat a;% = 0. Po dosazeni do rovnice (77) pro vifivé proudéni idealni kapaliny
dostavame
aw,
= 2mG9 . 81
5, = 2m (81)

Smykové napéti po dosazeni do (76) dostaneme feSenim neurcitého integralu

9
f iz =f26ﬁdy
dy (82)

Tyz = 2G0y .

Nasledujici vyrok je ziejmé pravdivy (viz obrazek 47)

b

yZE = Txz = Tmax -

% uzky obdélnik je takovy obdélnik, pro jehoZ stany a a b plati, Ze a/ p > 10.
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S7

TXZ Tmax

b/2

Obrazek 47 Smykova napéti

Z podobnosti trojuhelnikil plyne 7,4, = % Ty, - P1O tecné napéti 7., tedy dostavame

y
Txz = ZTmaxE-

(83)

Obrazek 48 Porovnani
analogickych sloZek
tecnych napéti a
rychlosti proudéni
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Uvazujeme, ze pomérna sila, ktera ptisobi na jednotku délky ds ve sméru proudnice, je
pro vSechny body vlakna stejné velika.

Podle statické ekvivalence dostavame vztah (84)
y
tyy = Ty, dS =2 rmaxgdyds (84)

Y
txz P = 2P Tmax b dyds . (85)

Podle statické rovnovahy dostavame rovnici (86)
Yy
dM, =2 Tmaxzd}’fP ds. (86)
Obsah vyznaceného trojuhelnika S mizeme pro dostate¢né malé ds aproximovat jako
S = ! d
=5pds.

Soucet vSech trojuhelnikii pies cely obvod vlakna mizeme vyjadiit jako

(87)
Obrazek 49 Geometricky vyznam poc¢itaného integralu
Dosadime-li do (86), dostavame
4y
My = 75 () dy
. b/2 (88)
M, = ETmax f ySQ)dy.
-b/2
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Ziejmé plati, ze S(y) = ay . Cili

b/2
4a
Mk:?Tmax f yz dy . (89)
-b/2
Po tpravé dostavame vyraz pro kroutici moment
ab?
Mk = Tfmax (90)
z toho vyjadiime 7,,,, jako
3M,
Tmax = W (91)
Porovnani vyrazu (82) a (91) vede k nalezeni vztahu pro vypocet zkrutu
3M,
= —, 92
ab3G (92)
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6 PouziTi MKP A SROVNANI S ANALYTICKYM
PRISTUPEM

Reseni pomoci metody koneénych prvki spo¢iva v nahrazeni infinitezimalniho prvku
deformovaného télesa elementem kone¢nych rozmért. Rozméry elementarniho prvku
musime tedy peclivé promyslet, abychom dosahli pozadované ptesnosti feSeni. Dale je
také dulezité vybrat vhodny tvar elementarniho prvku, ktery bude tvofit sit’ modelu.

Obriazek 50 Solid186

Pfi modelovani v softwaru ANSYS jsem pouzil elementarni prvek solid186 (obrazek
50). Velikost elementarniho prvku jsem postupné zmenSoval, az bylo dosazeno zmény
vysledkit mensi nez 5%. Toto kritérium s ptehledem spliiovala krychle o délce hrany
2 mm. Pro vSechny modely ty¢i byly pouzity stejné velikosti krouticich momentt
M, = 1000 Nm. Odecitané maximalni smykové napéti 7,,,, je méfeno uprostied tyce
(¢ili v rovin€é kolmé na stfednici prutu v mist€¢ 50 cm od kazdého konce). Déle je
odecitano celkové zkrouceni tyce po deformaci 9.
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6.1 Model tyCe s kruhovym pri¢nym priifezem
Ty¢ kruhového prifezu o poloméru r = 30 mm zatézujeme momentem M; = 1000 Nm .

A: kruh

Total Deformation
Type: Total Deformation
Unit: mm

Time: 1

A: kruh

Maxirnurm Shear Stress
Type: Maxirnum Shear Stress
Unit: bPa
Time: 1

0,14597 Max
013554
012512
= 0,11469
0,10426
= 0,003838
B 0,083412
I 0072085
0,062559
= 0,052132
i oo
0,031279
0,020853
0,010426
0 Min

23,587 Max
21,004

1542

15,837
13,253

10,67

5,0862
5,5028
2,5193
0,33587 Min

Obrazek 51 Celkova deformace kruhového profilu Obrazek 52 Maximalni smykové napéti kruhového profilu

. iz Xz ; M . iz T cr1 s

Analyticky vypocitame pomérné zkrouceni 9 = ﬁ a dale vypocitdme maximalni tangencialni
p

napéti prostou pruznosti a pevnosti podle rovnice (12) a pomoci Airyho funkce napéti podle

(47). Vysledné hodnoty maximalniho tangencialniho napéti jsou u vedeny v tabulce 5.

Tabulka 5 Hodnoty maximalniho tangencialniho napéti kruhového prifezu

Prosta pevnost a
pruznost
Tmax [MPa] 23,587 23,574 23,578

MKP (ANSYYS) Airyho funkce napéti

Obrazek 52 potvrzuje teorii prosté pruznosti a pevnosti, a také vysledky z kapitoly 4.1. Tedy,

wevr

ze maximalni tangencialni napéti se nachazi v misté, které je nejvzdalenéjsi od stfednice prutu.

Hodnoty z tabulky 5 se 1isi jen zanedbatelnymi rozdily, a tim se potvrdila spravnost vypoétu
metodou prosté pruznosti a pevnosti, a také metodou Airyho funkce napéti.
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6.2 Model tyce eliptického pri¢ného prirezu
Kroutime ty¢i elipsovitého profilu, jejiz poloosy jsou a = 30 mm ,b = 15 mm.
F: elipsa

Total Deformation
Type: Total Deformation

F: elipsa
Maximurn Shear Stress
Type: Maximurn Shear Stress

Jnit Lnit: MPa
Tirme: 1
0,7315 Max
0,85022 94,312 Max
056505 83,976
048767 73,64
040639 63,304
b
0:15256 42,632
003278 e
0 Min 21,961
11,625
1,2891 Min
Obrazek 53 Celkovi deformace eliptického profilu Obrazek 54 Maximalni smykové napéti eliptického

profilu

. wrir My (a?+b?
Analyticky vypocitame zkrut ¥ = %
smykové napéti. Vysledek vypoctu pomoci Airyho funkce napéti se oproti numerickému
vysledku li§i az v tisicinach, proto mlzeme fici, Ze analyticky vypocet se zde shoduje
S numerickym.

a poté ze vztahu (56) vypocitdme maximalni

Maximalni smykové napéti je, stejné jako podle vypocti z kapitoly 4.2, ve vrcholech vedlejsi
poloosy elipsy.

Tabulka 6 Hodnoty maximalniho tangencialniho napéti elipsovitého prifezu

MKP (ANSYS) Airyho funkce napéti

Tomax [MPal 94,312 94,314
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6.3 Model tycCe trojuhelnikového profilu

Prut, jehoz pti¢ny priifez tvofi rovnostranny trojihelnik o vysce 90 mm je namahan krouticim
momentem M, = 1000 Nm.

C: trojuhelnik
Tatal Defarrmation
Type: Total Deformation

C: trojuhelnik
Pdaxirmumm Shear Stress

Type: Maximurm Shear Stress

it e Unit: 1P
Time: 1
0,15094 Max
01317 17,819 Max
011739 15,84
0,10082 13,80
0,083854 11,88
0067083 0,0003
0050312 7.0206
0,033541 5,0408
0,01.6??1 3,061
0Min 1,9812
0,0014602 Min

Obrizek 55 Celkova deformace trojuihelnikového profilu ~ Obrazek 56 Maximalni smykové napéti trojihelnikového
profilu

5Mj,
Ge*9v3'’
tangencialni napéti. Stejné jako v kapitole 4.3 lze vidét, ze maximalni smykové napéti je
ve stfedu stran rovnostranného trojuhelnika. Hodnoty maximalniho smykového napéti
Z tabulky jsou pro obé metody stejné, a tak miiZeme fict, Ze vypocet pomoci Airyho funkce
napéti je dostate¢né piesny.

Zkrut trojihelnikového prifezu spocitame z 9 = Dale vypocitame z (63) maximalni

Tabulka 7 Hodnoty maximalniho smykového napéti trojuhelnikového profilu

MKP (ANSYS) Airyho funkce napéti
Tiax [MPa] 17,819 17,819
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6.4 Model ty¢e obdélnikového pri¢ného prarezu

Obdélnik o stranach a = 100 mm, b = 50 mm je namahdn krouticim
momenteka = 1000 Nm.

E: obdelnik E: obdelnik
Total Deformation Maxirnurn Shear Stress
Type: Total Defarmation Type: Mazirnurm Shear Stress

Unit: mm Unit: kMPa

Time: 1 Tirne: 1
0,12082 Max 16,268 Max
01074 14,461
0093971 12,693
oeros e
0:053698 2,0383
0040273 72307
0026240 2,4232
0013424 1,6157
0 Min 1,8082

0,00064103 Min

Obrazek 57 Celkova deformace obdélnikového profilu Obrazek 58 Celkova deformace obdélnikového profilu

Maximalni smykové napéti vypocitame podle vztahu z kapitoly 4.5 |Tpax| = % = b2+m.

a 2\p
Maximalni smykové napéti je podle MKP ve stfedu delsi strany obdélnika, ¢ili ve stejném
misté, které ndm vyslo analyticky pomoci Airyho funkce napéti.

Tabulka 8 Hodnoty maximalniho smykového napéti obdélnikového prifezu

MKP (ANSYYS) Airyho funkce napéti
Timax [MPa] 16,268 16,26
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6.5 Model tyce ¢tvercového pri¢ného prirezu

%

Ty€ s €tvercovym piicnym prifezem je zkrucovana krouticim momentem M, = 1000 Nm .

D: ctverec

Total Deformation
Type: Total Deformation
Uit mm

Tirne: 1

21.05.20016 16:20

D: ctverec
haximurm Shear Stress
Type: Maxirmurm Shear Stress
Unit: MPa
Tirne: 1
21052016 16:41

0,25111 Max 38,393 Max
022321 34127
019531 29,861

016741 23,393

01395 21,33

011186 17,064
0053703 1325;192
0055202 o

0’02.? - 1,0311e-7 Min
0 Min

Obrazek 59 Celkova deformace ¢tvercového profilu Obrazek 60 Maximalni smykové napéti ¢tvercového profilu

$ z kapitoly 4.5. Opét se
potvrzuje spravnost analytického feSeni. Maximalni smykové napéti je ve stiedu stran Ctverce
a jeho hodnota je podle metody Airyho funkce napéti priblizné stejna jako vysledek numerické
metody MKP, viz tabulka 9.

Vysledné smykové napéti vypocitime pomoci vztahu |T,,q, | =

Tabulka 9 Hodnoty maximalniho smykového napéti ¢tvercového priiezu

MKP (ANSYS) Airyho funkce napéti
Timax [MPa] 38,393 38,4
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6.6 Srovnani MKP s analytickym pristupem

V minulosti bylo k feSeni Gloh z mechaniky pouzivano pfedevsim analytické feSeni, dnes je
postupné nahrazovano feSenim numerickym, obzvlast¢ feSenim pomoci MKP. Numerické
metody nam nabizeji feSeni pro jakoukoli navrhnutou geometrii, material a zatizeni. Pokud
vypocet velmi slozity, zvlasté komplikovany by byl v mistech koncentratoru napéti a v mistech
neplynulych ptechodi. MKP nam také poskytuje grafické feSeni ve form¢ modelu, ze kterého
1ze ve vSech bodech odecitat pocitané veliciny.

Muze se zdat, Ze jsou analytické metody fesSeni jiz nepotiebné a plné zastupitelné numerickymi
metodami. To ale zdaleka neni pravda. Pomoci numerickych metod jsme sice schopni spocitat
hodnotu smykového napéti pti dané geometrii, materidlu a zatizeni, ale vysledek ndm neuda
vztahy, které panuji mezi danymi veli¢inami. Kvili tomu nejsme schopni predvidat chovani
pocitané soustavy pii zmeéné vstupnich dat. Dale si myslim, ze by kazdy inzenyr m¢l znat
analytické postupy feSeni, coz mu mize slouzit alespon jako kontrola vysledku ziskanych
numerickym vypoctem.
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{1 ZAVER

V praci jsem analyzoval vybrané metody feSeni krutu ty¢i s nekruhovym pficnym prifezem.
Zejména jsem se zaméfil na tyCe splnym a uzavienym profilem tvaru zakladnich
geometrickych Gtvart jako napft. kruh, elipsa, trojuhelnik, ¢tverec a obdélnik. Prace je rozdélena
na reSersni a vypoctovou Cast.

V reSerSni Casti jsem zavedl potiebné pojmy a vztahy, které jsem déale pouzival k popsani
ruznych metod. Provedl jsem vycet metod, kterymi se dany problém da efektivné feSit
a u nekterych metod uvedl jejich podstatu. Konkrétné jsem popsal zdkladni princip feSeni
krouceni ty¢i s nekruhovym pficnym prifezem pomoci prosté PP, Airyho funkce napéti,
numerickych metod (metoda kone¢nych diferenci, Southwellova relaxa¢ni metoda, MKP) a
analogickych metod (membranova analogie, hydrodynamicka analogie, elektricka analogie).

Ve vypoctové ¢asti jsem se zabyval konfrontaci vysledka analytickych metod feSeni pomoci
Airyho funkce napéti a pomoci prosté pruznosti a pevnosti S vysledky obdrzené numerickou
metodou kone¢nych prvki (MKP) v softwaru ANSYS. Nakonec jsem v kapitole 6.6
porovnaval uziti numerickych a analytickych metod.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

Veli¢ina/Symbol Jednotka Popis
MKP Metoda kone¢nych prvki
VuT Vysoké uceni technické
4741} Vnitini vysledné Géinky
PP PruZnost a Pevnost
N, Mnoi'ina’ pfirv(’)zenych
lichych ¢isel
R MnoZina redlnych cisel
A [J1/[m] Prace/ Strana Ctverce
ab [m] Stran};) grotic)fé;;liglzilé\sf ;dlej St
D [m] Pramér
E [Pa] Youngtiv modul
F [N] Sila
G [Pa] Modul pruznosti ve smyku
Jp [m*] Polarni moment setrvac¢nosti
K [N] Vnitini sila
M, [Nm] Kroutici moment
p [Pa] Tlak
S [m?] Plocha prifezu
T [Pa] Vysledné smykové napéti
u/ o, [m] Posuv pfi deformaci
v ] clekisckeho napéti
w [m-s™1] Rychlost proudéni
w [/] Energie napjatosti
Wi [m3] Modul priifezu v krutu
é [m] Krok sité
€ Délkové pretvoreni
9 [rad - m™1] Pomérny uhel zkrouceni
y Uhlové pietvoteni
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