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ABSTRAKT
Rozbor moZnosti pouZiti stavajicich matematickych softwarct pro zjistovani
frekvencnich charakteristik nelinearnich mechanickych systéma.

ABSTRACT
Discussion of the application of mathematical softwares for the determination of
frequency characteristics of mechanical systems.
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1. UvOD

Ulohy dynamiky patti z pohledu mechaniky téles k nejzajimavéjsim dloham. Je to
proto, 7e se tyto Ulohy velmi ¢asto vyskytuji v praxi. ReZeni uloh dynamiky vede
z matematického pohledu na feeni diferencidlnich rovnic, mnohdy navic nelinedrnich. ReSeni
takovychto rovnic je velmi obtizné.

Pri souc¢asném stavu vypocetni techniky se jevi jako nejjednodusSi numerické feSeni
takovychto Uloh. Existuje rada matematickych softwari, které nabizi celou Skalu moznosti
feSeni diferencidnich rovnic veéetné rovnic nelinearnich.

Cilem této préce je aplikace stavajicich matematickych softwart MATLAB aMAPLE,
které patfi bezesporu k nejpouzivangjSim, na feSeni uloh dynamiky tak, aby bylo moZné
pomoci téchto softwart demonstrovat chovani nelinearnich kmitavych dynamickych systémi.
ReSenou problematiku |ze rozdglit natyto dilgi easti:

- Analyzu problematiky kmitani

- Vyber vhodné metody pro feSeni dané problematiky

- Implementaci vybrané metody do prostiedi MATLAB aMAPLE

- Testovani metody ajeji implementace na piikladech
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2. KMITANI
Mechanické kmitani je periodicky se opakujici pohyb vyvolany interakci setrvacné
sily télesa a odporové deformaeni sily pruziny sprazené stimto télesem. Z pohledu dynamiky
patti kmitani k nejzajimavejSim druham pohybu. Kmitavy pohyb byva vétdinou symetricky
podle rovnovazné polohy. Vyjimku tvoii nelinearity zavislé na sméru pohybu. Podle riznych
hledisek rozlisujeme n¢kolik druhti mechanického kmitani:
- podle tlumeni
o0 netlumené - kmitgjici téleso neni v prabehu kmitani brzdéno
o tlumené - kmitgjici téleso je v prabéhu kmitani brzdéno specidlnim
brzdicim prvkem (tlumi¢) nebo odporem prostiedi, v némz kmita
- podle charakteru vn¢jsi sily pasobici na dynamickou soustavu
o0 volné - na kmitgjici téleso nepasobi v prabéhu kmitani Zadnd vngjsi
harmonické sila
0 nucené - na kmitgjici téleso pasobi v prabéhu kmitani vnéjSi harmonicka
sila s télesem vhodné spiazena
- podle charakteru prvkt dynamické soustavy
o linearni - chovéani vSech prvka dynamické soustavy Ize popsat linearnimi
rovnicemi
o nelinedrni - v dynamické soustavé se vyskytuje alespon jeden prvek, jehoz
chovani nelze popsat linearni rovnici

2.1 Volnélinearni kmitani mechanického oscilatoru
Schematické zobrazeni netlumeného mechanického oscilatoru s1° volnosti je
znazornéno na obrazku 1a, tlumeného na obréazku 1b.

AN
%v

|

a) b)
Obr. 1.: Mechanicky oscilator

P sestavovani pohybové rovnice vyjdeme z vyjadieni setrvacné sily télesa dle 1.
Newtonova pohybového zédkona
a) F,.+F, =0, b) F.+F +F =0 «y

kde Fs je setrvatna sila, Fy je vratna sila pruziny a Fp je brzdna sila tlumeni. Pasobeni
valivého odporu neuvazujeme, prip. je zohlednén v brzdné sile tlumeni. Po dosazeni potom
dostaneme pohybové rovnice ve tvaru

a) mxa(t) +kxx(t) =0, b) mxa(t) +bxv(t) +kxx(t) =0 (2
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kde m je hmotnost télesa, k je tuhost pruziny, b je koeficient tlumeni, x(t) je okamzit4 hodnota
vychylky, v(t) je okamZita hodnota rychlosti a a(t) je okamZzita hodnota zrychleni v ¢ase t. Po
Upravé a dosazeni obecnych pohybovych rovnic

dx dv _ d*x
v(it) =— = &(t), a(t)=—=—>=&(t 3
(t) ot (1), a() e, (t) ©)
dostaneme pohybovou rovnici mechanického oscilatoru s 1° volnosti v zékladnim tvaru
a) mx(t) +kxx(t) =0, b) mx&(t)+bxk(t) +kxx(t) =0 (4

ReSeni linedrni diferencidni rovnice 4a (oscilator bez tlumeni) pro vychylku x
z rovnovéazné polohy v libovolném ¢aset matvar

X(t) = A>sin(W>t) + B>cos(W>t) ()
kde A aB jsou integracni konstanty ve tvaru
.2
A=XO  B_y0, c=VAT+B? =\/8d‘ﬂ9 +x(0)2 (6)
W eWg

Q je vlastni frekvence mechanického oscilatoru ve tvaru

=X w=ﬁ ™
m m

vyjadiujici uhlovou frekvenci volnych netlumenych kmiti a C pak jejich amplitudu. [2]
V piipadé oscildtoru stlumenim dostaneme feSeni linedrni diferenciani rovnice 4b pro
vychylku x z rovnovézné polohy v libovolném ¢aset ve tvaru

X(t) =C, €™ +C, ' 8
kde C; a C; jsou integracni konstanty, které se ur¢i z poc¢aecnich podminek x(0), %(0) ali, 12
jsou tzv. vlastni ¢isla soustavy, coZ jsou koreny charakteristické rovnice

m>42+b>4 +k=0 (9)
jejichz reSeni je dano vztahem
_ - bx+/b?- 4km
l12= om (10)

Z rovnice 10 je zigimé, Ze vlastni ¢isla soustavy 41 a4, mohou byt bud’to redlna (shodna nebo
razna), vysledny pohyb po dosazeni vlastnich ¢isel do rovnice 8 bude exponenciélni, nebo
komplexné sdruzend, vysledny pohyb bude kmitavy. O charakteru vlastnich ¢isel rozhoduje
znaménko vyrazu pod odmocninou, tedy vyraz b*- 4km. Podle charakteru vlastnich &isel
délime tlumeni na podkritické b* - 4km< 0, kritické b? - 4km= 0 a nadkritické b - 4km> 0.
Jak jiz bylo zminéno, v pripadé kritického a nadkritického tlumeni se nejednd o kmitavy
pohyb, z pohledu vySetiovani kmitavého pohybu je tedy zajimavy pouze piipad podkritického
tlumeni. Pro piipad podkritického tlumeni |ze vztah (rovnice 10) pro vypocet vlastnich ¢isel
soustavy upravit do nasledujici podoby

,.2
|12=-£ii K _zb ¢ (12)
' 2m m é2mg

Vzhledem k tomu, Ze redna ¢ast vztahu je ziporna, ma charakter tlumeni a byva proto
oznatovana jako koeficient doznivani ¢.

d=—o (12)
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Imaginarni ¢ést vztahu (rovnice 11) ma charakter kmitani, 1ze z ni vyjadtit vztah pro vlastni
frekvenci tlumeného mechanického oscilétoru ve tvaru

w, = X 8P O g (13)

kde @ je vlastni frekvence netlumeného mechanického oscilatoru. Vlastni frekvence
mechanického oscilatoru je jeho nejdalezitéjSim parametrem a v piipadé nuceného kmitani
buzeného harmonickou silou ma vyznamny vliv na jeho amplitudo-frekvencni charakteristiku.

[3]

Pohybovou rovnici 4b tlumeného mechanického oscildtoru s1° volnosti Ize po
dosazeni vztahu pro koeficient doznivani o (rovnice 12) a vlastni frekvenci tlumeného
mechanického oscilatoru Qy (rovnice 13) pirepsat do tvaru

&(t) +2d >K(t) + (W, +d?) (t) =0 (14)
ReSeni této rovnice pak bude vypadat
X(t) = Coe " ssin(W, X +j ) (15)

kde C a ¢ jsou integracni konstanty vyplyvajici z po¢atecnich podminek x(0) a %(0). [2]

2.2 Nucené linearni kmitani mechanického oscilatoru

V piipadé nuceného kmitani je mechanicky oscilator na rozdil od volného kmitani
buzen vnéjSi harmonickou silou pasobici na kmitgjici téleso. Schematické znézornéni tohoto
piipadu je na obrazku 2.

X,V,a
F=b.v
/_E_ F.sin(w.t)
F=k.x m e
VNNV
() () ()
Y. %

Obr. 2.: Harmonicky buzeny mechanicky oscilator

Vzhledem k tomu, Ze netlumeny mechanicky oscilétor je pouze teoreticky pripad,
v praxi je kmitgjici téleso tlumeno vzdy alesporn odporem prostiedi, budeme nadéle uvazovat
pouze tlumeny oscilétor.

V piipadé buzeni harmonickou silou v pohybové rovnici pribude vztah pro tuto vnéjsi
silu. Pohybova rovnice nuceného kmitani bude tedy vypadat

m>&(t) +b>&(t) + k> x(t) = F >sin(w t) (16)

Pohybovou rovnici 16 harmonicky buzeného mechanického oscildtoru lze upravit do
podobného tvaru jako pohybovou rovnici 14 oscilatoru bez buzeni

R(t) +2d XK (t) + (W, +d %) xx(t) = % >sin(w %) (17)

ReZeni pohybové rovnice 17 je dano souctem feSeni homogenni ¢asti, stejné jako u
oscilatoru bez buzeni, vyjadiujici tlumené odeznivagjici kmitani oscilatoru bez buzeni -
piechodovy d&j pii zméné buzeni, a partikularniho integrélu budici sloZzky pohybové rovnice
17, ktery bude mit tvar ustdlenych kmitt s frekvenci budici sily w. ReSeni tedy bude mit tvar

X(t) = Coe “*sin(W, t +] ) + A sin(wt +) (18)
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kde A« je amplituda ustalenych kmita a y je fazovy posun ustdlenych kmitda viaci kmitam
budici sily F. Hodnota doZky netlumenych kmita vieSeni pohybové rovnice je
exponencidlné klesgjici, po odeznéni prechodového déje tedy klesne k nule a feSeni pohyboveé
rovnice bude mit tvar
X(t) = Ay 8in(w X +g) (19)

Dosazenim ieSeni ustaleného kmitani (rovnice 19) do pohybové rovnice 17 ziskame vztah

- MxA W sin(w X +g) +2d XxmxA , v xcos(w X +g) +

+mAW,* +d?) A sinw ot +g) = Fsin(w )
Pohybovéa rovnice 20 musi byt spinéna pro libovolny ¢as t. V eSeni rovnice 20 lze tedy

pokratovat vhodnou volbou ¢asu t a jeho dosazenim do rovnice 20. Pro zjednoduSeni vypocéti
zvolimet takové, Ze wx +g =0 awx +g =p /2. Dosazenim takto zvolenych hodnot ¢asu t

do pohybové rovnice 20 dostaneme nasledujici soustavu rovnic
2d xmxA, *wv = - F>sin(g)

- MxA W +mxA, (W, +d?) = F >cos(g)
Vyjédienim y z prvni rovnice a nédslednym dosazenim do druhé rovnice ziskame vztah pro
vypocet ustdené vychylky nuceného kmitani Ay ve tvaru
F F

A = mx\/(Vvt,2+d2- w?)? + 4d ? 2 ) V(K- mw?)? +b? xw?

(20)

(21)

(19)

[4]

Tento vztah je analytickym vyjadienim amplitudo-frekvenéni charakteristiky
linearniho tlumeného mechanického oscildtoru s1° volnosti buzeného harmonickou silou F
s thlovou frekvenci .

2.2.1 Amplitudo-frekvenéni charakteristika linearniho systému

Tvar amplitudo-frekvenéni charakteristiky linedrniho tlumeného mechanického
oscilatoru s 1° volnosti je zndzornén na obréazku 3.

[rn]

0 o [radfs)
Obr. 3.: Amplitudo-frekvencni charakteristika linearniho systému

Z vyjédieni amplitudo-frekvenéni charakteristiky (rovnice 19) Ize vyjadiit hodnotu
amplitudy pro nulovou budici frekvenci, coz je hodnota vychylky za predpokladu pasobeni
konstantni sily o velikosti F jako

-18-



A« = (20)

a hodnotu amplitudy pro budici frekvenci jdouci k nekone¢nu, tj. hodnotu, k niz se amplitudo-
frekveneni charakteristika blizi se vzrustajici frekvenci jako
. F
¥)=Ilim =0
Ajst( ) we ¥ \/(k- mwz)z +b2 >W2 (21)
Hodnotu budici frekvence, pii niz je amplituda kmiti nejvétsi, 1ze nalézt jako extrém
funkce, tedy jako hodnotu, pii niz je prvni derivace vyjadieni amplitudo-frekvencni
charakteristiky (rovnice 19) podle budici frekvence w rovna nule

1 F - 4kxmxw +4m® s’ + 2b% wv)

.= =0 22
2 (k- 2k>¢n>w2+m2>w“+b2>w2)% (22)
Rovnice 22 matii reSeni ve tvaru
k b?
+ |2 23
: o (23)

z nichZ pouze jedno vyhovuje oblasti, v niz se hledany extrém nachézi. Hledan& hodnota je
tedy

k b?
m 2m?
coz je hodnota blizk& viastni frekvenci tlumeného mechanického oscildtoru s 1° volnosti. Pri
hodnoté budici frekvence shodné svlastni frekvenci jsou vlastni kmity mechanického
oscilatoru bez buzeni shodné skmity vngjsi budici frekvence a jegjich slozenim dojde

k rezonanci, coZ ma za néasledek znacny nérast amplitudy vyslednych ustdlenych kmit.

(24)

2.3 Nelinearni kmitani

Nelinedrni kmitani nastane v pripadé, Ze alespon jeden z parametri pohybové rovnice
mechanického oscildtoru mé nelinearni prabeh, tj. je vyjadien nelinearni rovnici. Tim padem
se cela pohybova rovnice stane nelinearni. U takovéto nelinearni diferencidlni rovnice nelze
nalézt analytické vyjédieni amplitudo-frekvencni charakteristiky tak jako v pripadé linearni
rovnice, protoze v nelinearnich systémech neplati princip superpozice - jednotlivé slozky
vinéni tedy nelze vzajemné stitat. Nelinedrni diferencidlni pohybovou rovnici Ize reSit pouze
pribliznymi metodami, ptislusnymi k danému typu Ulohy. Neexistuje zde obecné feeni, které
|ze pouZit na vSechny typy uloh.

Zpravidla se mohou vyskytnout nasledujici druhy nelinearit:

- nelinearita vratné sily pruziny (odliSnost od Hookova zékona)

- nelinearita tlumeni

- kombinace obou

2.3.1 Nélinearita vratné sily pruZziny
Rozlidujeme vice druht nelinearit vratné sily pruZiny. Podle zavislosti vratné sily na
stlaceni pruziny muze mit pruzina charakteristiku:

- méknouci (degresivni) - tuhost pruziny kse pii vzrastgjicim stlaceni zmen3uje
(napt. F =k xx- k;x P k =k, - k,xx*, obrézek 4a

- tuhnouci (progresivni) - tuhost pruziny k se pri vzristajicim stlaceni zvétSuje (napr.
F =k xx+k, %P k=k +k,xx*, obrézek 4b

- obecné nelineérni - kombinace obou, tuhogt pruziny k se pii vzrastgjicim stlaceni
zmenduje aZ do urcité hodnoty, od niz se pii nadédle vzrastajicim stlaceni zatne
zvétSovat (napt. F =k xX- k3¢ + ks 3x° Pk =k, - k, xx* + Kk, xx*, obrézek 4c

-19-



0 ty wy )

a) b) c)
Obr. 4.: Amplitudo-frekvencni charakteristiky systémi s nelinearni pruzinou [2]

Jak je patrné z obrézku 4, nelinearni charakteristika pruziny zpasobuje naklonéni
rezonan¢niho vrcholu amplitudo-frekvencni charakteristiky, ¢imz vzniké oblast viceznacné
hodnoty amplitudy ustélenych kmita. [2]

V pripadé meknouci (degresivni) charakteristiky pruziny dochézi k naklonéni
rezonanc¢niho vrcholu smérem k niz§im frekvencim, coz ukazuje obrazek 4a, v pripadé
tuhnouci charakteristiky pak k naklonéni smérem k vySSim frekvencim, obrézek 4b.
Naklonéni rezonancniho vrcholu kopiruje skeletovou kiivku vyjadiujici zavislost vlastni
Uhlové frekvence netlumeného systému na amplitudé kmitta. Pro uvedené priklady tuhnouci a
meéknouci charakteristiky Ize skeletovou kiivku vyjadiit ve tvaru

w=w= K4 3.8 o (25)

m 4 m
Znaménko ve vztahu uréuje charakteristika pruziny. Pripad znaménka ,+" je pro tuhnouci
charakteristiku, znaménka ,—* potom pro charakteristiku meéknouci. Z amplitudo-

frekvencnich charakteristik je ziejmeé, Ze reSeni nelineédrni diferencialni pohybové rovnice
bude vzhledem k vicezna¢nosti zavislé nejen na parametrech soustavy, ale i na poc¢étecnich
podminkach. [2]

2.3.2 Ndlinearita tlumeni

Nelinedrni tlumeni ovliviiuje tvar rezonanéniho vrcholu i u jinak linearniho systému
[2]. Jak jiZ bylo zmingno, je to zpasobeno tim, Ze vlivem nelinearniho ¢lenu vyjadiujici
buzeni se cela pohybova rovnice soustavy stdva nelinearni.

Obdobné jako u nelinearity vratné sily pruziny rozlisujeme nelinearitu odporove sily

tlumeni podle charakteristiky velikosti odporoveé sily narychlosti pohybu na:

- tuhnouci (progresivni) - velikost odporove sily tlumeni se pii vzrastajici rychlosti
zvétduje (napf. F =bx%*, uvedeny vztah vzhledem k sudé mocning nerespektuje
znaménko, ve vypoctech asimulacich je proto nutno pouZit vyraz F =bxkx¥ )

- méknouci (degresivni) - velikost odporové sily tlumeni se pii vzristajici rychlosti
zmenduje (napt. F =l xk- b, xk*)

- obecné nelinearni - kombinace obou, velikost odporové sily tlumeni se pri
vzrastajici rychlosti zvétsuje az do urcité hodnoty, od niZ se pri nadéle vzrastagjici

: < xK
rychlosti zasne zmenSovat (napr. F = b
Y ( 1+b, Xk )
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Obr. 5.: Amplitudo-frekvencni charakteristiky — nelineéarni tlumeni [2]

Obrézek 5 zobrazuje prubehy rezonanc¢nich vrchola pro tii velikosti budici sily Fo.
Obrézek 5a znazornuje linedrni systém, obrazek 5b a 5¢ pak systém nelinearni. V piipadé
linedrniho systému je vy3ka rezonancnich vrcholi pfimo Umérna amplitudé budici sily Fo,
v piipadé nelinearniho nikoli. Pokud jde o progresivni tlumeni, vySka rezonancnich vrcholi
roste s amplitudou budici sily Fo pomal€ji, v pripadé degresivniho tlumeni potom rychleji. [2]

Z vySe uvedeného je zigimé, Ze konstrukce amplitudo-frekveneni charakteristiky
nelineérnino systému je vzhledem k nemoznosti jejiho analytického vyjédieni znaéné
problematicka Nabizi se tedy moZnost jeji konstrukce pomoci vhodné metody simulace, coz
je jednim z cili této préce.
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3. KONSTRUK CE AMPLITUDO-FREKVENCNI CHARAKTERISTIKY

Pro konstrukci amplitudo-frekven¢ni charakteristiky pomoci simulace chovani
systému je nutné nejprve vytvorit matematicky model soustavy pomoci pohybové rovnice.
Tuto rovnici je nasledné nutno vyiesit pomoci vhodné metody numerické integrace za pomoci
vhodného matematického softwaru pro paticny pocet Uhlovych frekvenci budici sily F tak,
abychom sdostatecnou hustotou pokryli  zgmovou oblast amplitudo-frekveneni
charakteristiky, kterou chceme zkonstruovat.

VétSina pouzivanych matematickych softwarti obsahuje numerickou metodu ieSeni
diferencianich rovnic Runge-Kutta 4. ¥&du s odhadem chyby 5. fadu.

3.1 Metody Runge-K utta

Metody Runge-Kutta patii mezi nejpouzivangjsi numerické metody, protoZe vynikaji
svou jednoduchosti a v pripadé vySSich radu (nejpouzivanéjsi 4. rad) i relativné vysokou
presnosti. Jednd se o jednokrokové metody vychézejici z Taylorova rozvoje. VyuZivaji
aproximace derivace funkce f(x,y) hodnotou funkce f(x,y). Rad piesnosti metody je

uréen poctem bodu, ve kterych je nutné hodnotu funkce vygislit.

Nejjednodussi Runge-Kuttovou metodou je metoda Eulerova. Jedna se o metodu
Runge-Kutta prvniho fadu presnosti. ReZeni yn.1 je hledano pouze za pomoci predchozi
hodnoty funkce y,, vzdalené od ieSeni o prirastek h, podle explicitniho vztahu

yn+1 = h Xf (Xn ! yn) (26)
jehoz geometrickou interpretaci je bod (Xn+1, Yn+1) |€Zici na ptimce prochézejici bodem (., yn)
se smernici f(X,, yn). Eulerova metoda je tedy lineérni extrapolaci. [6]

Z vySe uvedeného je zigmé, Ze chyba metody ma& kumulativni charakter, tedy Ze
spoctem uZiti metody neustdle vzrastd ZmenSeni prirastku h bohuzel na kumulativnost
chyby nema zadny vliv.

Pro odstranéni kumulativnosti chyby se vyuZivaji metody vySSich fadt. Tyto metody
krome piredchozi hodnoty vyuzivaji navic hodnotu funkce v nékolika dalSich blizkych bodech,
které obecné nemusi byt piredchozimi body FeSeni. Nejpouzivangjsi Runge-Kuttova metoda
¢tvrtého fadu vyuziva pro vyjadieni nasledujiciho stavu hodnoty na za¢étku, uprostied a na
konci intervalu <x,, X,+1> aje dana pomoci vztaht

k= (%, )
h ho
k, = F&% +=,y, +k x 2
2 gn 2 yn 1 2@
% h ho
kszf(} n-'-_’yn-'-kzx_+ (27)
e 2 29

k, = f(x, +hy, +k;*)
yn+1 = yn +g>(kl+2k2 +2k3 +k4)

Je vidét, Ze s rostoucim fadem Runge-Kuttovy metody se zvy3uje pocet vypocti nutnych pro
vyjédieni nésledujiciho stavu. Vzhledem k tomu, Ze v3ak neni nutné vycislovat hodnotu
derivace funkce, jsou vypocty jednoduché a v pripadé zpracovani pomoci vypocetni techniky
se Runge-Kuttovy metody vyznaéuji relativné vysokou rychlosti.

3.2 Nalezeni ustalené vychylky kmita

Pro nalezeni ustédlené vychylky kmita je nutné nejprve numericky vyiesit pohybovou
rovnici soustavy, tj. ziskat hodnoty vychylky a rychlosti pro diskrétni ¢asové hodnoty
v ur¢itém ¢asovém Useku. V naSem piipadé od nuly do doby simulace ozna¢ené jako t_sim.
Tyto hodnoty spolecné sprisluSnymi diskrétnimi hodnotami ¢asu je nutno vhodnym
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zpusobem reprezentovat, pro naslednou praci s nimi. Vypoctené hodnoty Ize reprezentovat
napriklad jako prvky vektora, snimiz umi vSechny matematické softwary bez problému
pracovat, navic je ve vétSing piipadt dovedou mezi sebou sdilet.

Ziskané hodnoty je nutné vysettit scilem zjistit, zda se jiz vychylka kmitia za dobu
simulace ustdlila, a v piipadé, Ze ano, na jaké hodnoté. V piipadé, Ze se hodnota vychylky za
dobu simulace neustdlila, tj. jesté neodeznél piechodovy dégj, je nutné zvétsit dobu simulace.
Zda je vychylka ustdlena zjistime tak, Ze vzgemné porovndme deset poslednich hodnot
maximalni vychylky a ovérime, zda se vSechny vyskytuji v predem definované toleranci, jak
znézoriuje obrézek 6.

X
[m] ﬂ

ustalenav chylka

M\F?\Fﬁ%ﬁﬁﬁ/wﬁm\
° VAYAVAVAVAVAVA

tolerance

Obr. 6.: Hledani ustélené vychylky kmitz

Maximéni hodnoty vychylky nalezneme jako mista lokalnich extréma tak, Ze
nalezneme mista, kde hodnota derivace funkce kterou reprezentuji, je rovna nule, tj. kde je
nulova hodnota rychlosti. Vzhledem k tomu, Ze mame k dispozici hodnoty rychlosti pouze
v diskrétnich ¢asovych okamZicich, nalezneme dvé hodnoty takové, aby hodnota piedchozi
méla opatné znaménko neZz hodnota nésledujici. ProtoZze kmitani nemusi byt z pravidla
symetrickeé, je lepsi vzgemné porovnavat pouze prislusné pulviny. Zamétime se tedy pouze
na analyzu kladnych pualvin. Jak je patrné z obrézku 7, kladné pualvina vychylky nastava
v momenté prachodu hodnoty rychlosti nulou ve sméru od kladnych hodnot k zapornym.
Budeme tedy hledat takové dvé sousedni hodnoty rychlosti, aby predchazejici hodnota me¢la
kladné znaménko a nasledujici hodnota méla znaménko zdporné. Kdyz tyto hodnoty
nalezneme, piitadime k nim patii¢né hodnoty vychylky, tj. hodnoty vychylky ve stejnych
diskrétnich ¢asovych okamZicich, jako jsou nalezené hodnoty rychlosti. Nasledné pomoci
vhodné metody interpolace nalezneme hodnotu maximalni vychylky, tedy hodnotu vychylky
pro piipad, kdy je hodnota rychlosti nulova. Abychom zvysili ptesnost interpolace, je vhodné
pro interpolaci vyuZit SirSi okoli zamove oblasti, neZz pouhé dvé hodnoty.
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X, v
[m, m/s]

vychylka (x)
= — rychlost (v)

t [s]

Obr. 7.: Nalezeni maximalni vychylky

Porovnani, zda lezi takto ziskané hodnoty maximalni vychylky v dané toleranci,
provedeme tak, Ze z hodnot udéldme aritmeticky pramér a od hodnoty tohoto prameéru
odecteme a pri¢teme polovinu tolerance. Tak ziskame minimani a maximani hodnotu
vymezujici toleranci a pro vSechny hodnoty maximalni vychylky ovéiime, zda lezi mezi
témito hodnotami. V pripadé, Ze ano, ozna¢ime aritmeticky pramér hodnot jako hodnotu
ustalené vychylky pro danou uhlovou frekvenci w budici sily F a poéatecni podminky
%(0), x(0) .

ProtoZe v3ak, jak jiZz bylo zminéno, ustdlena vychylka nelinearnich kmitavych systémi
nezavisi pouze na budici frekvenci, nybrZ i na pocaecnich podminkach, je nutné kromg
hodnoty ustalené vychylky pro kaZzdou Uhlovou frekvenci w zjistit i ony poc¢atecni podminky.
ProtoZe chceme zachovat kontinuitu pii prichodu daného frekven¢niho pasma, budeme
zéroven se zjistovanim vychylky ustdlenych kmita pro kaZdou vySetiovanou uhlovou
frekvenci budici sily zjistovat i hodnotu vychylky a rychlosti v ur¢itém ¢ase. Tyto hodnoty
jsou prave totiz hodnotami pocatecnich podminek pro nasledujici vySetfovanou Uhlovou
frekvenci budici sily. Vzhledem k tomu, Ze feSeni pohybové rovnice za¢indme vzdy v ¢ase
t =0, kde je amplituda budici sily F.sin(w>t) =0 snéaslednou kladnou palvinou, musime pro
zachovani kontinuity nalézt hodnoty vychylky a rychlosti v takovém case, aby se v ném
budici sila chovala shodné. Pro nalezeni téchto hodnot pouZijeme obdobny zptasob jako pro
nalezeni hodnoty maximélni vychylky.
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4. IMPLEMENTACE METODY DO MATEMATICKYCH SOFTWARU
Ze zminéného postupu konstrukce amplitudo-frekvencni charakteristiky 1ze sestavit
z&kladni vyvojovy diagram implementace metody do matematickych softwart. Tento diagram

je znédzornén na obréazku 8.

ZADAN| PARAMETRU SOUSTAVY
A SIMULACE

\f
NASTAVEN{ UHLOVE FREKVENCE
BUDICI SiLY A POC. PODMINEK

»
v
NASTAVENI DOBY SIMULACE

v

SIMULACE
(RESENi POHYBOVE ROVNICE)

v

VYSETRENI KMITU

NE
PREKROCENA NE JSou
MAXIMALNI DOBA KMITY
SIMULACE? USTALENE?
ANO ANO

A

ULOZENIi AMPLITUDY A FREKVENCE
KMITU A POCATECNICH PODMINEK

SIMULOVANY
VSECHNY
FREKVENCE?

TISK AMPLITUDO-FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKY

Obr. 8.: Zakladni vyvojovy diagram
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4.1 Implementace v programu MATLAB

41.1MATLAB

MATLAB je asi nejrozsirengjsi softwarove prostiedi pro numerické vypocty, analyzu
a vizualizaci dat, vyvijeny a distribuovany spol. The Mathworks. Nazev je odvozen ze slov
Matrix Laboratory — laborator smaticemi. Jak jizZ sam nézev napovida, celé prostiedi je
piizpiasobeno praci s maticemi.

Programoveé prostiedi MATLAB vyuZiva vlastni programovaci jazyk. Jedna se o jazyk
interpretovany. Prikazy jazyka se zapisuji ptimo do prikazové radky interpretru, jejich
vykonavani se spusti po gisknuti klavesy Enter. V piipadé potieby psat vétSi mnoZstvi
piikazu, které je potieba spustit souc¢asné, je mozné tyto prikazy napsat do souboru s priponou
*.m, tzv. mfile. Pfikazy z tohoto souboru se pak spusti zapsdnim jména tohoto souboru do
piikazové tadky interpretru a stiskem klévesy Enter. Programové prostiedi MATLAB
obsahuje editor jazyka MATLAB, v némzZ |ze jednotlivé m-file vytvaret a zvyraziuje prikazy
jazyka MATLAB. Novéjsi verze obsahuji i jednoduchy debugger s jehoz pomoci Ize program
snadngji ladit. Funkce se zapisuji do zvladtnich samostatnych m-file ve formétu , nazev
funkce" .m a musi byt uloZeny ve stejném adreséri, jako je hlavni m-file, z n&jz jsou volany,
piip. vtzv. MATLAB path, coZ je vychozi sloZzka pro umisténi funkci MATLABU. V té&o
sloZce jsou umistény vechny preddefinované funkce dodavané spolecné s programem. Jazyk
MATLAB obsahuje vétSinu béznych datovych typu arozhodovacich struktur, svou syntaxi se
nejvice podoba jazyku C. Podrobné informace o datovych typech a piikazech programovaciho
progtiedi MAPLE |ze nalézt v ndpovéde, piipadné v nékteré z mnoha ucebnic, které byly o
tomto prostiedi publikovany. Podrobny rozbor jednotlivych piikazt by byl tedy pouhym
opakovanim a neni ani cilem této préce.

4.1.2 Program pro MATLAB

Dle vyvojového diagramu program zacina zadanim parametri soustavy. V této ¢adti je
soucasné zajisténo vymazani predchozich hodnot z paméti, vycisténi obrazovky a nastaveni
simulovanych hodnot (amplituda, rozsah a krok frekvenci budici sily, po¢atecni podminky) a
parametri simulace (z&kladni doba simulace, maximalni doba simulace, a tolerance hodnoty
ustalenych kmiti). Uvedena tolerance odpovida rozkmitu o £0,5%, tedy 1% toleranci.

Y%razani

clc

cl ear

% ast aveni paranetrua soustavy
m = 5;

k = 300;

k3 = 25;

b = 6;

% ast aveni si mul ovanych hodnot
F = 100;
onega_mn
omega_nax
krok_omega = 0. 1;
poc_vychyl ka 0;
poc_rychl ost 0;

Y%mast aveni paranetra sinul ace
doba_si m = 500;

max_t _sim = 2000;

tol erance = 0. 005;

0.1;
1

I
oo

Nasleduje cyklus opakovani simulace a vysetrovani prabéhi hodnot vysledki pro
vSechny uhlové frekvence budici sily F. Jedna se o nepodminény cyklus s poétem operaci
takovym, aby odpovidal poétu vysetrovanych Uhlovych frekvenci budici sily F.
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for i4 = 1:1: (omega_max- onega_ni n)/ kr ok_onega+l

end

Uvnitt tohoto cyklu se nachazi ¢asti pro nastaveni Uhlové frekvence budici sily F,
poc¢aecnich podminek a doby simulace. Pro nastaveni Uhlové frekvence budici sily jsou
uvedeny dvé moznosti, z nichZ jedna je pro prachod simulace frekven¢nim pasmem ve smeéru

v s

od vysSich frekvenci k niz8im a druhé& naopak. Z téchto moznosti je nutné si vybrat jen jednu.

%vypocet omega pro pripad prachodu od ni ZSich frekvenci smErem k vySSim
onega = onega_m n- krok_omega+i 4*kr ok_onega

%oro pripad pruachodu smérem od vySSich k ni Z8im

Y%onmega = onega_nax+kr ok _onega-i 4*kr ok_onega

%mast aveni pocatecni ch podni nek

y0 = [poc_vychyl ka; poc_rychl ost];

% ast aveni doby simnul ace

tspan = [0, doba_siny;

Y%mast aveni paranetra nunerické met ody

options = ;

Nasleduje nejdulezitejsi cast, ktera zajistuje beéh simulace a nasledné vysetiovani
kmita. Jedné se o vnoreny cyklus s nékolika dalSimi dil¢imi ¢astmi uvnitt. Kostra cyklu pouze
kontroluje, zda jsou kmity jiZz ustalené a zda nebyla prekrocena maximéni doba simulace.
Zaroven v pripade, Ze kmity nakonci simulace nejsou ustdlené, zdvojnasobuje dobu simulace.

while mino_toleranci == 1 & tspan(2) <= max_t_sim

fspan(Z): tspan(2)*2
end

Uvniti cyklu zgjistujiciho simulaci a vySetirovani kmita se dale nachézi dvé ¢asti pro
vlastni simulaci a pro nasledné vySetieni vyslednych kmita. Simulaci zajist'uje funkce ode4b,
coz je implementace Runge-Kuttovy metody 4. iadu s odhadem chyby pro 5. réd, ktera je
soucésti MATLABU. Funkci oded5 se pri volani predava nékolik parametri. Negjprve nazev
souboru, vnémz je definovana diferencidni rovnice n-tého radu pievedena na n rovnic
prvniho #&du ve forme funkce. V naSem pripadé se jednéd o definici dvou rovnic prvniho téadu.
Tento soubor musi leZet ve stejném adresari jako soubor, z néhoZ jej volame, pripadné
v adreséri, kde lezi funkce oded5. Dée se funkci oded5 piredavaji dva vektory. Vektor ¢asu,
obsahujici ¢as po¢atku konce intervalu, pro néjz chceme rovnici eSit a vektor poc¢étecnich
podminek. Zatémito vektory nasleduji parametry feSeni a za nimi vstupni proménné figurujici
v diferencialnich rovnicich.

%ol &ni funkce
[T,Y] = oded5('dif _rce_oscil',tspan,y0, options,k, k3, mb, F, onmega) ;

Vyjédieni pohybové diferencidlni rovnice v souboru dif_rce_oscil.m:

function dy = dif_rce_oscil(t,y, options,k, k3, mb, F, onmega)

dy(1,1) =y(2,1); _
dy(2,1) = -1/ nr(b*y(2,1)+k*y(1, 1) +k3*y(1, 1)"3-F*si n(onega*t));
end
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ZACATEK

NAPLNENi VYSETROVANYCH
VEKTORU VYSLEDKY SIMULACE

v

VYTVORENI| VEKTORU EXTREMU

v

NASTAVENI INDEXOVANI NA KONEC
VYSETROVANYCH VEKTORU

v

NASTAVEN| INDEXOVANI VE
VEKTORU EXTREMU NA POCATEK

>
«

PROHLEDANO
VSE NEBO NALEZ.
VSE?

Y ANO

VYPOCET PRUMERNE HODNOTY
VYCHYLKY

v

ZJISTENI ZDA JSOU KMITY V
TOLERANCI, NASTAVENI PRiZNAKU

NALEZENA
SPRAVNA HODNOTA
RYCHLOSTI?

VYTVORENI| A NAPLNENi VSTUPNICH
VEKTORU PRO INTERPOLACI

v

NALEZENi EXTREMU VYCHYLKY
POMOCI INTERPOLACE

v

POSUN INDEXOVANI VEKTORU
EXTREMU NA DALSI EXTREM

b
POSUN INDEXOVANI VE
VYSETROVANYCH VEKTORECH

Obr. 9.: Vyvojovy diagram casti pro vySeteni kmitii v prost/edi MATLAB

Cast kédu zajigtujici vysetieni kmitt zachycuje vyvojovy diagram na obrézku 9.
Nejprve se naplni patiicné vySetiovaci vektory vyslednymi hodnotami simulace. Mohli
bychom pracovat piimo smatici vysledku Y, prace svektory je v3ak pohodingjsi a
piehledngjsi. Pokratuje se vytvoienim vektoru extrémd, tento vektor se vytvari naplnény
nulami pro pripad, Zze bychom nenalezli dostatecny pocet extrémi. Nuly by nam pro tento
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piipad zgjistily, Zze kmity budou vyhodnoceny jako doposud neustalené. Vektor by mohl byt
vytvoren pomoci cyklu, vzhledem k jeho délce je vSak kratSi a jednoduSSi jef nadefinovat
piimo. Po nastaveni pocéecniho indexovani ve vektorech nasleduje cyklus, vnémz se
opakované hledaji poZzadované hodnoty rychlosti, resp. jejich indexy ve vektoru takové, aby
bylo nalezeno misto, kde rychlost piechézi z kladnych hodnot do z&pornych, tedy misto
kladného extrému vychylky. Pokud jsou tyto indexy nalezeny, vytvoii se vektory pro
naslednou interpolaci. Pro zvySeni piesnosti interpolace tyto vektory naplnime deseti
hodnotami na kaZdou stranu od hledaného mista pro kaZzdou hodnotu a interpolujeme je
pomoci metody Hermitova interpolacniho polynomu (parametr 'pchip' ve voléni interpolace).
Po provedeni interpolace jeji vysledek ulozime na patiicné misto ve vektoru extrémi a
posuneme jeho indexovani. V piipadé, Ze jiz bylo nalezeno vSech deset extrémd, vypocteme
z téchto hodnot aritmeticky pramer tak, Zze pomoci cyklu provedeme jejich soucet a podélime
je] deseti. Nakonec pomoci cyklu porovname vSechny extrémy, zda se nachazeji uvniti
toleran¢niho pasma, a nastavime patti¢ny priznak pro rozhodovani nadiazeného cyklu.

%vyprazdnéni vektorua proto aby nové nebyly kratS8i neZ pro predchozi onegu

vychyl ka = 0;
rychl ost = 0;
%apl neni vektort k vySet reni vysl edky simul ace
for i = 1:1:1ength(Y)
vychyl ka(i) = Y(i,1);
rychlost(i) = Y(i, 2);
end

Y%vytvoreni vektoru extreém
extrem=[000000O0O0O0O0];
% ast aveni indexovani na pocatek, -10 z davodu interpolace, tou 10 pti bude
i = length(vychyl ka)-10;
i2 =1;
while i >= 10 & i2 <= 10
if rychlost(i) < abs(rychlost(i)) &&
rychlost(i-1) == abs(rychlost(i-1))
%apl neni vySet frovanych prom 10 hodnotan okolo extrénu
for i3 =1:1:20
x_interp(i3
v_interp(i3

) = vychyl ka(i-11+i 3);
) = rychlost(i-11+i3);
end
% al ezeni extrénmu ponoci interpol ace
extrem(i2) = interpl(v_interp,x_interp,0,' pchip');
%osun indexovani vektoru extrém:
i 2 = i2+1;
end
%osun indexovani vySet fovanych vektoru
i =1i-1;
end
Y%vypocet pramgrné hodnoty vychyl ky
prunerna_vychyl ka = 0;
for i = 1:1:10
prunerna_vychyl ka = prunerna_vychyl ka+textren{i)
end
prunerna_vychyl ka = prunerna_vychyl ka/ 10;
%ontrola, zda jsou kmity v tol eranc
m no_tol eranci = O;
for i = 1:1:10
if extren(i) > prumerna_vychyl ka+prunerna_vychyl ka*t ol erance |
extren(i) < prunerna_vychyl ka- prunerna_vychyl ka*t ol erance
m no_tol eranci = 1;
end
end
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Po vySetieni kmita nasleduje ¢ast zgjist'ujici uloZeni amplitudy a dhlové frekvence
ustdlenych kmita a poc¢éatecnich podminek. Amplituda a Uhlova frekvence se ukladaji, jak jiz
bylo zminéno, do prislusnych vektord.

AVPLI TUDA(i 4) = prumerna_vychyl ka;
OVEGA(i 4) = onmega;

ZACATEK

NASTAVENI INDEXOVANI NA KONEC
ANALYZOVANYCH VEKTORU

v

NASTAVENI PRIZNAKU NALEZENi
POZADOVANYCH HODNOT

>
«

PROHLEDAN ™
CELY VEKTOR A JIZ
NALEZENO?

NALEZENA
SPRAVNA HODNOTA
BUDICI SiLY?

VYTVOREN{ VSTUPNICH VEKTORU
PRO INTERPOLACI

!

NALEZENi HODNOT POCATECNICH
PODMINEK POMOCI INTERPOLACE

v

. NASTAVENI PRIZNAKU,
ZE HODNOTY JIZ NALEZENY

~
POSUN INDEXOVANI NA
PREDCHOZi HODNOTU

Obr. 10.: Vyvojovy diagram ¢asti pro nalezeni pocatecnich podminek v prostiedi MATLAB

Nalezeni pocatecnich podminek znézoriiuje vyvojovy diagram na obrézku 10. Z
vyvojového diagramu je zieimé, jak bude kéd této casti programu v jazyce MATLAB
vypadat. Po provedeni pocatecniho nastaveni se postupné prochézeji vektory vysledki
simulace a hled4 se takova hodnota indexa, aby budici sila v ¢ase daném prvkem vektoru
diskrétniho ¢asu T na pozici i byla kladna av ¢ase predchozim, tj. na pozici i+ 1 byla zaporna
Nasledné si tyto hodnoty, resp. hodnoty budici sily pro tyto hodnoty ¢asu spolecné
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spiislusSnymi hodnotami vychylky a rychlosti uloZzime do vektoru, které pouZijeme jako
vstupy pro funkci interpolace. Pomoci interpolace ziskame hodnoty vychylky a rychlosti
v misté, kde budici sila prochazi nulou ve sméru od zapornych hodnot do kladnych.

% ast aveni indexovani na pocatek
i = length(vychyl ka);
Y%mastaveni na 1 proto, aby cyklus while prob&hl mnimlné 1x
opak = 1;
while i > 1 && opak ==
if sin(omega*T(i)) == abs(sin(onega*T(i))) &&
sin(omega*T(i-1)) < abs(sin(onega*T(i-1)))
% ri prava vektort pro interpolac
sin_interp = [sin(onega*T(i-1)),sin(onega*T(i))];
x_interp = [vychyl ka(i-1),vychylka(i)];
v_interp [rychlost(i-1),rychlost(i)];
% al ezeni hodnot ponoci interpol ace
poc_vychyl ka = interpl(sin_interp,x_interp,0);
poc_rychlost = interpl(sin_interp,v_interp,0);

% iz nal ezeno, dal e neopakuj
opak = 0;

end

%osun i ndexovani

i=i-1;
end

Pokud jsou zjisteény hodnoty vychylek pro vSechny poZadované Uhlové frekvence
budici sily, nasleduje tisk grafu amplitudo-frekvenéni charakteristiky, véetné popisu.

% i sk anplitudofrekveneni charakteristiky

p! ot (OVEGA, AMPLI TUDA) ;

title(' Anmplitudo-frekveneni charakteristika');
x|l abel ('\onega [rad/s]');

ylabel (" A [nl");

V piipadé pouZiti pro reSeni systémi s nelinearnim tlumenim a linearni vratnou silou
pruziny je mozné z kddu vypustit ¢ast pro nalezeni pocétecnich podminek, protoze jak jiz
bylo zminéno, nelinearita tlumeni nema vliv na naklanéni rezonanéniho vrcholu. Redeni
pohybové rovnice tedy neni zavislé na pocatecnich podminkéch, mohou tedy zastat stée
nulove.

4.2 Implementace v programu MAPLE

42.1MAPLE

MAPLE je softwarové progiedi vyvinuté na univerzit¢ Waterloo v Kanade,
v souc¢asné dobeé distribuované spolec¢nosti Waterloo Maple Inc. Jeho nazev zigjmé vyplyva
ze spojeni slov Mathematics pleasure — matematika potéSenim. MAPLE naleZi do systému
pocitacoveé algebry, oznagovanych zkratkou CAS (Computer Algebra Systems). Tyto systémy
se vyznaiuji tim, Ze na rozdil od standardnich programt pro matematické vypocty modeluji
matematické operace se symbolickymi vyrazy. Proménné tedy predstavuji neznamé bez
piitazeni numerické hodnoty. MAPLE tak uchovéava cisla v piesném tvaru (napi. 1/3 misto
0.3333, © misto 3.1415, atd.). Tim padem dava MAPLE odpovédi s podstatné vy3Si presnosti,
nez bézné numerické softwary pracujici pouze s ¢isly v pohyblivé fadové ¢arce. [8]

MAPLE vyuZiva pro své programovani speciani programovaci jazyk MPJ. Tento
jazyk se nijak vyznamné nelisi od jinych programovacich jazyka. Stegin¢ jako jazyk MATLAB
i jazyk MPJ obsahuje vétSinu béZznych datovych typt a rozhodovacich struktur. Nejvice se
jazyk MPJ podoba jazyku Pascal. Na rozdil od bé&Zznych programovacich jazykt pouZiva
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MAPLE automatické datové typy, tj. automaticky pridéli proménné datovy typ na zakladé
pritazované hodnoty. Podrobné informace o datovych typech a piikazech programu MAPLE
lze nalézt v ndpovedé programu vyvolané po stisku kldvesy F1 v programovém okng,
piipadné zadanim help(pr/edmét dotazu); do piikazoveé radky. Zaroven stejné jako v pripadé
MATLABuU existuje znatné mnozstvi ucebnic, kde jsou jednotlivé piikazy dopodrobna
rozebréany. Podrobny rozbor jednotlivych piikaza by byl opét pouhym opakovanim.

4.1.2 Program pro MAPLE

Dle z&ladniho vyvojového diagramu program za&tina steiné jako v pripadé
MATLABU zadanim parametri soustavy. V této casti je taktéz zgjisténo vymazani
piedchozich hodnot z paméti a nastaveni simulovanych hodnot (amplituda, rozsah a krok
frekvenci budici sily, poc¢atecni podminky) a parametrti simulace (maximalni doba simulace,
tolerance hodnoty ustalenych kmita, tolerance nulové hodnoty). Zaroven je zde definovana
pohybova rovnice systému a jsou zde inicializovany vektory pro uloZeni hodnot ustédlenych
vychylek a prislusnych uhlovych frekvenci w budici sily F. Prikazu trunc je u vypoctu délky
vektora pouzito z divodu typové kompatibility. MAPLE pouZiva automatické datoveé typy a
v pripadé déleni ve vypoctu je vysledek automaticky typu real, ktery nelze pouzit pro
indexovani ve vektorech. Vysledek operace trunc je automaticky typu integer a ten pro
indexovani ve vektorech pouZzit Ize, pritom vysledek neni operaci trunc ovlivnén, protoZe se
steiné jedna o celé ¢islo.

#vymazani predchozi ch hodnot

restart;

#nastaveni paranetrt soustavy

m:=5;

k := 300;

k3 := 200

b := 6;

#nast aveni si nul ovanych hodnot

F := 100;

onega_mn

onega_nex :

krok_onega : =

X_poc := 0;

v_poc := 0;

#defini ce pohybové rovni ce systénu

rce_syst :=diff(diff(x(t),t),t)
-F*sin(onmega*t));

#nast aveni paranetra sinmul ace

tol erance_x := 0.005:

tol erance_v := 0.00001

max_t _sim:= 2000:

#inicializace vektoru ustal ené vychylky a frekvence budici sily

pocet := trunc((omega_max-omega_m n)/krok _onega+l):

AVPLI TUDA : = Vector(1..pocet):

OVEGA : = Vector(1l..pocet):

-~/ (b*di FF(x(t), t)+k*x(t) +k3*x(t) "3

Nasleduje cyklus opakovani simulace a vysetrovani prabéhi hodnot vysledki pro
vSechny uhlové frekvence budici sily F. Jedna se o nepodminény cyklus s poétem operaci
takovym, aby odpovidal poétu vysetrovanych Uhlovych frekvenci budici sily F.

for i4 from1l to pocet do

end doz



Uvnitt tohoto cyklu se nachazi ¢asti pro nastaveni Uhlové frekvence budici sily F,
pocatecnich podminek a doby simulace. Pro nastaveni Uhloveé frekvence budici sily jsou opét
uvedeny dvé moznosti, z nichZ jedna je pro priachod simulace frekven¢nim pasmem ve sméru
od vysSich frekvenci k niz8im a druhé& naopak. Z téchto moznosti je nutné si opét vybrat pouze
jednu, stejné jako v pripadé MATLABuU. MAPLE na rozdil od MATLABU umoZziuije iesit
diferencidni rovnici pro predem nedefinovany ¢asovy rozsah. Toto je zgjisténo parametrem
maxfun=0. Pri zadani piikazu dsolve se provede pouze obecné ,piedieSeni“ diferencidlni
rovnice a ieSeni v konkrétnim ¢ase je vypocitano az v momenté, kdy se na ného dotazuije.
Z toho divodu neni nutné nastavovat dobu simulace. Stejné tak neni nutné vytvéret vektor
po¢aecnich podminek, protoze se do funkce dsolve dosazuji jednotlive.

#vypocet onega pro pripad prachodu od ni ZSich frekvenci smérem k vySSim

onega : = onega_ni n- krok_onega+i 4*kr ok_onega

#vypocet onega pro pripad pruachodu smerem od vysSich k ni ZSim

#omega : = onega_nax+kr ok _onega-i 4*kr ok_onega

#reSeni diferencialni rovnice pro predem neur ceny casovy usek (naxfun=0)
reseni := dsolve([rce_syst,x(0) = x_poc,D(x)(0) = v_poc], nuneri c, naxf un=0):

Po zminéném , piedieSeni“ pohybové rovnice nasleduje vysetteni kmiti. Toto je
zgji&eéno nekolika vnorenymi cykly, jak je patrné z vyvojového diagramu na obrézku 11.
Nejprve se vytvori vektor extrémi a nastavi se jeho indexovani na pocétek. Nasleduje cyklus,
ktery se opakuje do doby, nez je nalezena ustalend vychylka nebo je prekro¢ena maximalni
doba simulace. Uvniti cyklu se nejprve nastavi z&kladni krok jako priblizné jedna desetina
periody kmitu. Touto hodnotou je zajisténo dostatecné rychlé vysetrovani kmita a zaroven je
zgji&eno, aby nebyly preskakovany celé pilperiody. Po definovani zékladniho kroku se tento
krok pri¢te k ¢asu simulace a zjisti se hodnota rychlosti v tomto ¢ase. Nésleduje cyklus, ktery
neustéle zvysuje ¢as simulace do doby, nez je nalezena kladna palvina kmitu rychlosti. Poté,
co je kladna pulvina nalezena, nasleduje hledani jejiho konce, pomoci postupného déleni
kroku. Hledani kon¢i v momenté, kdy je hodnota rychlosti v toleranci pro nulovou hodnotu
definované na poc¢atku programu. KdyZ je extrém nalezen, pokratuje se jeho uloZzenim do
vektoru extrémi s naslednym zvySenim indexovani ve vektoru. Déle se provede kontrola, zda
nebyla prekrocena délka vektoru. Pokud ano, nastavi se indexovéni na pocatek. Na pocétek se
nastavi pro pripad, Ze hodnoty ve vektoru nejsou v toleranci, tj. vychylka jesté neni ustdlena,
potom je potieba hledat dalSi extrém a timto piepsat nejstarSi nalezeny extrém, tj. prvni. Za
piedpokladu, Ze vychylka opét nebude ustalend, pirepiSe se opét nejstarsi extrém, tj. druhy atd.
Nasleduje vypocet pramérné hodnoty vychylky a porovnani, zda jsou kmity v toleranci. Tyto
Césti jsou reSeny pomoci cykla obdobné jako v piipadé MATLABuU. Na konci cyklu se
provede kontrola, zda nebyla piekrocena maximalni doba simulace a piipadné se nastavi
patticny priznak.
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ZACATEK

VYTVORENI VEKTROU EXTREMU
A NASTAVENT INDEXOVANI
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ANO

NE

NASTAVENI KROKU A ZVETSENI
DOBY SIMULACE O 1 KROK

»

Ll

ZVETSENI DOBY
SIMULACE O 1 KROK

JE RYCHLOST
ZAPORNA?

ANO

ANO

NE

ZVETSENI DOBY
SIMULACE O 1 KROK

JE RYCHLOST
KLADNA?

ANO

ZMENSENi DOBY
SIMULACE O 1 KROK

JE RYCHLOST V
TOLERANCI PRO 07?

NE

NASTAVENI PRIZNAKU
NALEZENI EXTREMU

J
v

ULOZENI HODNOTY DO VEKTORU
EXTREMU A POSUN INDEXU

PREKROCENA
DELKA VEKTORU?

NASTAVENI INDEXU NA POCATEK
VEKTORU

VYPOCET PRUMERNE
HODNOTY VYCHYLKY
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TOLERANCI?
ANO

PREKROCENA NE

MAXIMALNI DOBA
SIMULACE?

ANO

A

ZMENSENI KROKU NA
JEDNU DESETINU

NASTAVENI PRIZNAKU
KONCE HLEDANI

Obr. 11.: VWvojovy diagram ¢asti pro vySetreni kmitii v prostedi MAPLE

#cykl us pro vySet feni
#nast aveni
t_ sim:= 0:
#vytvoreni

vektoru extrémi a nastaveni

km ta

¢asu sinmul ace na pocat ek

EXTREM : = Vector(1..10):
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i o= 1
#nast aveni priznaku opakovani
mno_toleranci :=1
while mno toleranci = 1 do
#def i novani zé&kl adni ho kroku jako cca 0.1 nasobek periody kmitu
krok := 0.6/ onega:
#defi novani pzi znaku nal ezeni
nal ezeno : =0:
#hl edani kl adné pul vl ny
t_sim:= t_simkrok
rychlost := op(2,reseni(t_sim[3]):
while rychlost < 0 do
t_sim:= t_simkrok
rychlost := op(2,reseni(t_sim[3])
end do:
#hl edani konce kl adné pul vl ny ponoci postupného d&l eni kroku
whil e nal ezeno < 1 do
while rychlost > 0 do
t_sim:= t_simkrok
rychlost := op(2,reseni(t_sim[3]):
end do:
#konec preskocen, navrat o krok zpét
t_sim:= t_simkrok:
rychlost := op(2,reseni(t_sim[3]):
#kontrola zda je jiz rychlost v toleranci, nastaveni ptiznaku
if rychlost < tolerance_v then
nal ezeno := 1:
end if:
krok := krok/ 10:
end do:
#ul oZzeni nal ezeného extrénu
EXTREMi] := op(2,reseni(t_sim[2]):
o= 0+l
#kontrol a prekroceni délky vektoru
if i > 10 then

i :=1i-10:
end if:
#vypocet pruanmerné hodnoty vychyl ky
prumer := O:

for i2 from1l to 10 do
prumer := pruner+EXTREM i 2]:

end do:

pruner := prumner/10:

#kontrola zda jsou kmty v tol eranc
m no_tol eranci :=0:

for i3 froml to 10 do
if abs(EXTREM i 3]-prumner) > pruner*tol erance_x then

mno toleranci :=1

end if:
end do:
#kontrol a zda byl prekrocen maxi méal ni cas
nc = max_t_simtrunc(t_sim:
if nt <1 then

m no_tol eranci := 0:
end if:

end do:

Po vy&etieni kmiti nésleduje uloZeni nalezenych hodnot ustdené vychylky vcetng
prislusné uhloveé frekvence budici sily F do prislusnych vektor.
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#ul oZzeni nal ezenych hodnot do prislusSnych vektort
AVPLI TUDA[ i 4] : = pruner:
OVEGA[i 4] : = onega:

Podedni ¢ast uvniti hlavniho cyklu programu teSi nalezeni pocétecnich podminek.

Vyvojovy diagram této ¢asti je na obrazku 12.

NASTAVEN{ ZAKLADNIHO KROKU
PRO PROCHAZEN| KMITU

P
«

JE BUDICI SILA
V CASE T_SIM
ROVNA NULE?

ULOZENi HODNOT VYCHYLKY A
RYCHLOSTI V CASE T_SIM

JE BUDICI SILA
V CASE T_SIM
KLADNA?

NE

A

ZMENSENI T_SIM O JEDEN KROK ZMENSENI T_SIM O JEDEN KROK

JE BUDICI SILA
V CASE T_SIM
ZAPORNA?

ZVETSENI T_SIM O JEDEN KROK

!

ZMENSENIi KROKU NA POLOVINU

Obr. 12.: Vyvojovy diagram ¢asti pro nalezeni pocatecnich podminek v prostiedi MAPLE

Hledani pocéecnich podminek je feSeno podobné jako hledani extrému postupnym
snizovanim kroku a priblizovanim k hodnoté¢, kde hodnota budici sily prochézi nulou smérem
ze zapornych hodnot ke kladnym v ¢ase, kde je jiz vychylka kmitia soustavy ustédlena. Pro
tento ¢as se hodnoty vychylky arychlosti ulozi do patti¢nych proménnych.
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#nal ezeni pocat ecni ch podni nek
krok := 0.6/ onega:
whi | e abs(eval f(sin(onega*t_sin)) > tolerance_v do
if evalf(sin(onmega*t_sin)) > 0 then
t_sim:= t_simkrok:
if evalf(sin(onmega*t_sinm) < O then
t_sim:= t_simkrok:
krok := krok/2:

end if:
el se
t_sim:= t_simkrok:
end if:
end do:
Xx_poc := op(2,reseni(t_sim[2

~— —

]
v_poc = op(2,reseni(t_sim[3]

Na konci celého programu nasleduje stejné jako v MATLABU tisk grafu, vcetné
popisu.

pl ot (OVEGA, AMPLI TUDA, titl e=" Anplitudo-frekvencni charakteristika'
| abel s=["onega [rad/s]',"A[nmM']);
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5. RESENE PRIKLADY

5.1 Piiklad €.1 - lineérni systém

Uvedené programy byly nejprve otestovany na linedrnim systému z divodu moznosti
porovnani vysledka sanalytickym vyjadienim. Vzgemnym porovnanim je mozné ziskat
piedstavu o presnosti popisované metody.

Predpokladejme priklad z obrézku 2 s nésledujicimi parametry:

m=>5kg, k=300Nxn?*, b=6Nxsxn?' F =100N

V piipadé linearniho systému mizeme ponechat pohybovou rovnici stejnou, jako pro systém
smeéknouci, piip. tuhnouci charakteristikou vratné sily pruziny, pouze parametr k3 poloZit
roven nule. Nebo mazeme definici pohybové rovnice upravit. V prostiedi MATLAB ji
upravime v souboru dif rce oscil.m podle skutecné pohybové rovnice systému do
nésledujiciho tvaru:

function dy = dif _rce_oscil (t,y,options, k, mb, F, onmega)
dy(1,1) =y(2,1); _

dy(2,1) = -1/ nr(b*y(2,1)+k*y(1,1)-F*sin(onmega*t));

end

Zaroven je nutné vypustit parametr k3 z volani funkce oded5, které bude potom vypadat:
[T,Y] = oded5('dif _rce_oscil',tspan, y0, options, k, mb, F, onmega) ;

Vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku v systému MATLAB zobrazuje obrazek 13.

Amplitudo-frekvenéni charakteristika
25 T T T T T T T

A [m]

D | | 1 | | | |

o [radis]

Obr. 13.: Amplitudo-frekvencni charakteristika linearniho systému v prostedi MATLAB
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Upravena pohybova rovnice v systému MAPLE bude vypadat nésledovné:

rce_syst := diff(diff(x(t),t),t) = -1/ m(b*diff(x(t),t)+k*x(t)-
F*si n(omega*t));

Obréazek 14 potom zobrazuje vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku zkonstruovanou
pomoci programu MAPLE.

Amplifude — frekvenchi charakierisika
E,IZI—-
1,8—-
1,6—-
1,4—-
1,2—-
Alm] )
1,0
III,E—-
I],ﬁ—-
III,4—-

0,2-]

[ -
T
—
D,
[
=
—
b
—_
o
—_
[ 3%

Obr. 14.: Amplitudo-frekvencni charakteristika linearniho systému v prostredi MAPLE
Analytické vyjédieni v programu MATLAB vypada nasledovné:

A AN=O
O AN=0
O_max=16
for i=1:1:100*0O max
O AN(i)=0.01*i;
A AN(i)=F/sqgrt ((k-mrO AN(i)"2)"2+b"2*O AN(i)"2);
end

Srovnani vysledki obou prostiedi MATLAB i MAPLE spolecné s analytickym vyjadienim a
vyznatenim vlastni frekvence soustavy zachycuje obrézek 15. Z tohoto obrazku je patrny
minimalni rozdil mezi pouZitymi prostredimi a relativné vysoké piresnost smulaéni metody.
Absolutni chyba ¢ini v pripadé prostiedi MATLAB 0,002m a v pripadé prostiedi MAPLE
0,003m, coz v pripadé vychylky 2,158m vede k relativni chyb¢ 0.09% a 0.14%. Z obrézku je
zéroven patrné, ze k maximani vychylce skutecné nedochézi piesné pii hodnoté shodné
svlastni frekvenci soustavy, nybrz pii hodnoté blizké, o néco niZsi, jak je zminéno v kapitole
2.
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5.2 Priklad €.2 - systém s méknouci charakteristikou vratné sily pruziny
Predpokladejme priklad z obrézku 2 s nésledujicimi parametry:

m=5kg, k=300Nxm?* k,=25Nxn3 b=6Nxsxm? F =100N
g 3

avratnou silou pruziny definovanou jako:
F=kxx- k, »xx®
Pohybova rovnice v souboru dif_rce_oscil.m bude pro tento pripad vypadat

function dy = dif _rce_oscil(t,y, options,k, k3, mb, F, onmega)

dy(1,1) =y(2,1);
dy(2,1) = -1/ nmr(b*y(2,1)+k*y(1,1)- k*y(1,1) ~3-F*sin(onega*t));
end

Vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku v systému MATLAB zobrazuje obrazek 16.

Amplitudo-frekvenéni charakteristika
35 T T T T T T T

A [m]

o [radis]

Obr. 16.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s meknouci pruzinou v prostredi MATLAB

Upravena pohybova rovnice v systému MAPLE bude vypadat nasledovné:

rce syst = diff(diff(x(t),t),t) = -1/ mr(b*diff(x(t),t)+k*x(t)-k3*x(t)"3
-F*sin(onmega*t));

Obrézek 17 potom zobrazuje vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku zkonstruovanou
pomoci programu MAPLE.



Amplifude — frekvendni charakierisfika
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Obr. 17.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s meknouci pruzinou v prostiedi MAPLE

Srovnani vysledka obou prosttedi MATLAB i MAPLE spoleéné se skeletovou
kiivkou zachycuje obrazek 18. Vypocet skeletové kiivky v programu MATLAB vypada
nésledovng:

A SK=0
O _SK=0
A max=3. 4
for i=0:1:100*A max
A SK(i+1)=0.01*i;
O SK(i+1)=sqgrt(k/m(3/4)*(k3/ m*A_SK(i+1)"2);
end

Z obrézku 18 je patrny opét minimalni rozdil mezi pouzitymi prostredimi, aviak znatna
odchylka od skeletové krivky. V pripadé prostiedi MATLAB se jedna o absolutni chybu
0,07m av pripadé¢ MAPLE 0,05m, coZ v piipadé vychylky 3,33m vede k relativni chybé 2.1%
a 1.5%. Presnost feSeni tohoto typu nelinedrniho systému je tedy priblizné o ¥ad mensi. Chyba
zigime vyplyva z toho, Ze se jedna o témer krajni pripad nelinearity, jelikoz pii vratné sile
pruziny definované jako F =300xx- 25xx*® se pro hodnotu maximdalni vychylky tato sila
blizi nule.
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5.3 Priklad €.3 - systém stuhnouci charakteristikou vratné sily pruziny

Predpokladejme priklad z obrézku 2 s nésledujicimi parametry:

m=5kg, k=300Nxm*, k,=200Nxm> b=6Nxsxn' F =100N
avratnou silou pruziny definovanou jako:

F = kxx+k, x*

Na tomto prikladu byla popisovana implementace metody v obou softwarovych prostiedich.
Na pohybovych rovnicich se tedy pro tento piipad nic neméni. Vyslednou amplitudo-
frekveneni charakteristiku v systému MATLAB zobrazuje obrazek 19.

Amplitudo-frekvenéni charakteristika
15 T T T T

D | | 1 | | | |

o [radis]

Obr. 19.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s tuhnouci pruzinou v prostiedi MATLAB

Obrézek 20 potom zobrazuje vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku zkonstruovanou
pomoci programu MAPLE.
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Obr. 20.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s tuhnouci pruzinou v prostiedi MAPLE

Srovnani vysledka obou prosttedi MATLAB i MAPLE spoleéné se skeletovou
kiivkou zachycuje obrazek 21. Vypocet skeletové kiivky v programu MATLAB vypada
nasledovng:

A SK=0
O _SK=0
A max=3. 4
for i=0:1:100*A max
A SK(i+1)=0.01*i;
O SK(i+1)=sqgrt(k/ m(3/4)*(k3/ m*A_SK(i+1)"2);
end

Na obrézku 21 je vidét, Ze v pripadé tuhnouci charakteristiky systém MAPLE dokéze déle
sledovat horni ¢ast amplitudo-frekvencéni charakteristiky. V tomto piipadé je dokonce patrna
velmi presna konvergence obou vysledkt ke skeletové kiivce, systém MAPLE dokonce
doved!| nasimulovat ,,prohnuti“ na samotném vrcholu amplitudo-frekvenéni charakteristiky.

Srovnani vlivu nelinearit pro oba druhy nelinearity vratné sily pruziny znazornuje
obrazek 22, ktery porovnava shodné systémy sriznymi charakteristikami a velikostmi vratné
sily pruziny.
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5.4 Priklad €.4 - systém snelinearnim tlumenim
Predpokladejme priklad z obrézku 2 s nésledujicimi parametry:

m=>5kg, k=300Nxn?*, b=6Nxsxn?' F =100N

a hodnotou tlumeni definovanou jako:
F =bx?
Pohybova rovnice v souboru dif_rce_oscil.m bude pro tento pripad vypadat

function dy = dif _rce_oscil (t,y, options, k, mb, F, onega)

dy(1,1) =y(2,1); _
dy(2,1) = -1/ m(b*y(2,1)*abs(y(2,1))+k*y(1,1)-F*sin(onega*t));
end

Stegjné jako v pripadé linearniho systému neni nutné v tomto piipadé predévat funkci ode45
hodnotu k3. Tato proménna muze byt tedy z programu vypu&téna. Vyslednou amplitudo-
frekveneni charakteristiku v systému MATLAB zobrazuje obrazek 23.

Amplitudo-frekvenéni charakteristika
I:IB T T T T T T T

0.6 .

0.5 .

A [m]

0.4

0.3 .

D'] | | 1 | | | |
a

o [radis]

Obr. 23.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s nelinearnim tlumenim v prostedi MATLAB

Upravena pohybova rovnice v systému MAPLE bude vypadat nésledovné:

rce_syst := diff(diff(x(t),t),t) = -1/nF(b*diff(x(t),t)*abs(diff(x(t),t))
+k*x(t) - F*si n(onega*t));

Obrézek 24 potom zobrazuje vyslednou amplitudo-frekveneni charakteristiku zkonstruovanou
pomoci programu MAPLE.
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Obr. 24.: Amplitudo-frekvencni charakteristika systému s nelinearnim tlumenim v prost/edi MAPLE

Srovnani vysledki obou prostiedi MATLAB i MAPLE zachycuje obrazek 25. Ze
srovnani je v tomto pripadé patrny opét minimalni rozdil mezi pouzitymi prostiedimi.

Na obrazku 26 je potom mozné pozorovat vliv nelinearity tlumeni na vrchol
amplitudo-frekvencni charakteristiky. Na tomto obrézku je porovnano nekolik charakteristik
pro rizné velikosti parametru kvadratického tlumeni b.
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6. ZAVER

Z uvedenych vysledku je zigjmé, Ze zminéna metoda implementovana ve vhodném
matematickém softwaru je schopna nelinearni systémy reSit bez vyraznych problému. Ur¢ité
ji tedy |ze pouzit pro demonstracni a vyukoveé Ucely.

Pro tyto Gcely povazuji za vhodngjsi vyuziti prostiedi MATLAB. Poskytuje totiz
piijemnéjSi uZivatelské rozhrani a diky jeho orientaci na maticovy pocet i snazSi praci
svysledky. Naproti tomu v prostiedi MAPLE byla simulace piiblizné dvojnasobné rychlejsi.
To v&ak mize byt zpisobeno trochu odlisnou konstrukci programu. Jak je patrné z programd,
MATLAB vyuZiva pevnou dobu simulace, kdezto MAPLE proménlivou. Délku behu
programu Vv progtiedi MATLAB lze znatné ovlivnit vhodnym vybérem zékladni doby
simulace. Pokud se doba simulace zvoli piilis dlouhd, resSi se pohybova rovnice ,, zbytecng*
pro piilis dlouhy Usek. Naopak, zvoli - li se piilis kratka a kmity nebudou po této dob¢ jeste
ustdlené, program bude muset dobu zdvojnésobit a fesit pohybovou rovnici opét od pocétku.
Tim padem se tedy bude pohybova rovnice v urcitém ¢asovém Useku reSit dvakrat, v piipadé
nékolikandsobného prodiuZovani doby simulace i vicekrét.

V piipadé implementace do néjaké grafické nadstavby matematického softwaru, napr.
Simulink v prostiedi MATLAB, bychom obdrzeli obdobné vysledky, protoze tyto nadstavby
vyuzivaji pro sveé reSeni preddefinované funkce ze svého materského prostiedi.
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9. SEZNAM PRILOH
Nasledujici prilohy jsou pouze na CD, jedné se o soubory:
- Pucegl_DP_2010.pdf (vlastni text prace)
- program_matlab.m (program v prosttedi MATLAB)
- dif_rce_oscil.m (definice pohybové rovnice soustavy v prostiedi MATLAB)
- program_maple.mpl (program v prostiedi MAPLE)
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