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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva matematickym modelovanim soustav s proménnou hmot-
nosti a to predevsim popsanim letu rakety pti ruznych typech hladkého pristani. Vysledkem
prace je vedle teoretické stranky daného problému i jeho numerické feseni.

Summary

This bachelor thesis deals with a mathematical modelling of systems with a variable mass,
mainly with flight description of several different types of smooth landing. The result of
the thesis besides theoretic aspect of the problem is also a numerical solution.
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1. Uvod

Obycejné diferencidlni rovnice maji zadsadni vyznam pii feSeni mnoha technickych
a prirodovédnych problémi. Mezi zkoumané problémy mimo jiné patii také dynamika
letu rakety, ktera mize byt popsana soustavou obycejnych diferencialnich rovnic, jejichz
FeSenim (pii spravné volbé pocatecnich parametrti) ziskdme dulezité tdaje, které nam
pomohou tento let charakterizovat.

Jednou z hlavnich charakteristik pohybové rovnice letu rakety je nezanedbatelna zména
hmotnosti, k niz dochazi béhem letu vlivem ubytku zasob paliva. Pohybové rovnice letu
rakety proto patii mezi typické piiklady tzv. soustav s proménnou hmotnosti.

Tato bakalarska prace je rozdélena na c¢tyfi hlavni kapitoly. V druhé kapitole nej-
prve ukdzeme, jak se raketa bude chovat pfi spalovani paliva raketovym motorem (tedy
se zménou hmotnosti). Vyjdeme ze zdkona o zachovani hybnosti, poté si zavedeme rela-
tivni rychlost k, a nakonec dostaneme fyzikalni zaklad této bakalaiské prace a to rovnici
Mescerskeho. Z ni pak budou vychézet veskeré néasledujici vypocty.

V treti kapitole se zamérime na odvozeni pohybovych rovnic pro jednorozmeérny, dvoj-
rozmérny a trojrozmérny piipad pohybu rakety. Zde se naopak vyjde z druhého Newtonova
pohybového zakona, kdy na raketu budou ptisobit tii typy sil - gravitacni, tah motoru a
sila charakterizujici odpor prostredi.

Ve c¢tvrté kapitole se pak budou jiz ziskané vztahy aplikovat na problém hladkého
pristani rakety, a to ve tfech riiznych variantach. V prvnim piipadé bude raketa pristavat
na povrch planety bez atmosféry. Ve druhém piipadé zanedbame zménu hmotnosti rakety
(stéle pFitom neuvaZzujeme vliv atmosféry), a nakonec Fesime variantu, kdy raketa hladce
pristane na povrchu planety s atmosférou.

vvvvvv

letadlo.
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2. Zakladni fyzikalni principy
2.1. Rovnice Méscerského

Chceme-li popsat pohyb rakety s proménnou hmotnosti, musime vyuzit zdkona o zacho-
vani hybnosti. Tento zakon vSak nelze uplatnit na izolovanou raketu, ale bereme-li v ivahu
soustavu raketa + zplodiny (zde se hmotnost neméni, jen ,pfesouva®), pak mizeme tuto
soustavu vyuzit k vypoctu zrychleni, tahu motoru atd.

Zéakladni rovnici pro popis pohybu rakety popiseme v inercialni vztazné soustave s osou y,
ktera bude orientovana ve sméru letu rakety, a musime jesté uvazovat prostor, ve kterém
raketa poleti - bude bez odporu prostiedi a bez ptisobeni gravitacnich sil - meziplanetarni
prostor.

Oznadcime:

m = m(t) ... hmotnost rakety v ¢ase t,
v =o(t) ...rychlost rakety v case t.

V ¢asovém okamziku ¢ + dt méa raketa rychlost v + dv a hmotnost m + dm (dm < 0).
Zplodiny vzniklé spalenim paliva v ¢asovém intervalu dt maji hmotnost dm a opoustéji
raketu rychlosti .

y ) y N
VVymezeni soustavy Vymezeni soustavy
v +dv
Cas =t m+dm| o =t + dt
- dm

Obrazek 2.1: Grafické znazornéni zkoumaného problému [2].
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Soustava tvorena raketou a zplodinami, které ji opustily béhem casového intervalu dt,
je uzaviend ! a izolovana 2, plati proto zdkon o zachovdni hybnosti ve tvaru

H) = Hu), (2.1)

kde symbolem H(,) rozumime hybnost soustavy na zacatku casového intervalu a H
hybnost na konci ¢asového intervalu délky dt. Nyni mtizeme rovnici (2.1) prepsat do
tvaru

mv = (m+dm)(v+dv) — dmiy . (2.2)

hybnost rakety hybnost zplodin

Pro zjednodusSeni rovnice (2.2) mizeme zavést symbol k, ktery predstavuje relativni rych-
lost zplodin vzhledem k raketé, tj.

k=v+4dv—0. (2.3)
Z rovnice (2.3) vyjadfime rychlost zplodin @
G=uv+dv—k (2.4)
Nyni mtizeme vyjadiené ¢ v rovnici (2.4) dosadit do rovnice (2.2) a upravit ji postupné
na tvar )
—_—
mv = (m +dm)(v + dv) —dm (v + dv — k),
muv = mv + mdv + vdm + dmdv — vdm — vdm — dmdv + kdm,

— kdm = mduv. (2.5)
Nakonec celou rovnici (2.5) vydélime ¢asovym intervalem délky dt a dostavame
dm dv
—k— =m— 2.6
at ~dt’ (2:6)
kde vyraz dd—T vyjadiuje rychlost ibytku hmotnosti rakety a pii dt — 0 jej oznacime m.

Vyraz % je zrychleni rakety a oznacime jej a.

Tedy (2.6) prechazi v

— krn = ma. (2.7)
Déle zavedeme funkci u = u(t) charakterizujici spotfebu paliva, tj. u(t) = —m(t), kde u
spliuje

0<u<a,

pricemz « je maximalni mozné mnozstvi paliva pritékajici do trysek za jednotku casu.
Vztah (2.7) mizeme pfepsat do tvaru

uk = ma. (2.8)

Rovnice (2.8) se nazyva rovnice Méscerského (podrobnéji v [2]). Leva strana rovnice (2.8)
uk mé rozmér sily [N = kg.m.s 2] a zavisi pouze na atributech raketového motoru (tedy
na k a u). Pak tento vyraz miZzeme nazvat tahem raketového motoru.

1Uzaviena soustava - ¢astice do soustavy nevstupuji a ani soustavu neopoustéji.
2Tzolované soustava - na soustavu neptisobi zadné vné&jsi sily.
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3. Sestaveni pohybovych rovnic

Ptislusné odvozeni rovnic vychazi z druhého Newtonova pohybového zakona, ktery zni
Z F =ma,

kde symbolem F na levé strané rozumime vyslednici vSech sil ptisobicich na zkoumany
objekt, symbol m na pravé strané jeho hmotnost a @ jeho zrychleni.

Daéle budeme ptedpokladat, Ze na jiz zminény objekt (raketu) pusobi tii typy sil, a to
sila o velikosti tahu motoru, tihova sila a sila charakterizujici odpor prostredi.

Odpor prostredi se v letecké dynamice obvykle zjednodusené popisuje pomoci funkce

D = v?e "M, (3.1)

kde v je rychlost, h je vyska, 3 > 0 vhodna kladna konstanta.
O funkci D(v, h) dale pFedpokladame:

1. D(0,h) = 0.

2. |D(v,h1)| > |D(v, hy)|, pro hy > hy.

3. D(—v,h) = D(v,h) > 0, pro vSechna v > 0.

4. D(v,h) — 0, kdyz h — 0 (plati pro vSechna v).

5. D(v,h) € CL.

6. vD(v,h) > 0.

7. |D(vi, h)| > |D(vg, h)|, pro vy > vs.

Fyzikalni vyznam vyse uvedenych podminek je ziejmy. V dalsi ¢asti této kapitoly popi-
seme, pomoci odporové funkce D a tivah provedenych v druhé kapitole, zakladni pohybové
rovnice pro let rakety ve tfech zékladnich dimenzich. Zkoumanou raketu pritom ztotoz-

YV
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3.1. Pohybové rovnice pro jednorozmérny pripad

Predpokladame, ze raketa se pohybuje podél osy y, kterou orientujeme smérem vzhiru, a
ktera je kolméa k roviné povrchu planety.

Pak jeji polohu y(t) v ¢ase t urcuje feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic
ve tvaru
m(t)j(t) = u(t)k(t) —m(t)y — D(y(t), y(t)),
m(t) = —u(t),
kde u(t) € (0,a) je funkce charakterizujici spotfebu paliva, m(t) je hmotnost rakety,

je tihové zrychleni planety, k(¢) > 0 je relativni rychlost zplodin vzhledem k raketé a
D(9(t),y(t)) je sila charakterizujici odpor prostiedi.

3.2. Pohybové rovnice pro dvojrozmeérny pripad

Predpokladame, ze raketa se pohybuje v roviné xy, kterd je kolma k roviné povrchu pla-
nety (jeho zaktiveni zanedbavame). Orientaci osy y ponechame jako v predchozim ptipadé.
Tah raketového motoru zde bude vystupovat jako vektor wu(t)k(t)(cosp(t),sinp(t)), kde
©(t) je thel tohoto vektoru, ktery svird s kladné orientovanou osou .

Pak polohu rakety x(t) a y(t) v ¢ase t urCuje feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich
rovnic ve tvaru

()i (t) = u(t)k(t) cos (t) — D(&(t),y(1)),
@)ij(t) = u(t)k(t) sino(t) — m(t)y — D(y(t), y(t)),

n(t) = —u(t).

m
m

)
)

3

@(1)

>N
7

X

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni tahu motoru rakety v roviné xy.

14



3.3. Pohybové rovnice pro trojrozmeérny pripad

Predpokladame, ze raketa se pohybuje v prostoru popsaném pomoci pravouhlych sourad-
nic z,y,z. Osa y sméfuje vzhiru a je kolma k roviné zemského povrchu (jeho zakfiveni
opét zanedbame). Tah raketového motoru je v tomto piipadé popsan vektorem

u(t)k(t)(cos @(t) sin O(t), sin ¢(t), cos p(t) cos (t))
kde ahly ¢(t) a 6(t) jsou popsany v obr. 3.2.

Pak polohu rakety z(t), y(t) a z(t) v ¢ase t urCuje FeSeni soustavy oby¢ejnych diferen-
cialnich rovnic ve tvaru

o(t) 8(t)

N

X X

Obréazek 3.2: Grafické znazornéni thlu ¢(t) v roviné xy a thlu 6(t) v roviné zz.
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4. Problém hladkého pristani rakety

V této kapitole ukadzeme prakticky vypocet dynamiky letu rakety v jednorozmérném
pripadé, a to v souvislosti s klasickym problémem letecké dynamiky, tzv. hladkym prista-
nim rakety.

4.1. Pristani rakety s proménnou hmotnosti a bez vlivu
atmosféry

Formulace problému:

Raketa se pohybuje po pfimce kolmé k roviné planety, ktera je bez atmosféry. V case
t = 0 ma vysku hg a rychlost vg. Raketa se zpocatku pohybuje pouze pod vlivem tihové
sily planety. V jisty okamzik t* > 0 je hodnota tahu raketového motoru pfepnuta z nulové
na maximalni moznou. Urcete hodnotu t* a celkovou dobu pristani 7' tak, aby raketa
v ¢ase T' hladce pristéla.

Matematicka formalizace:

Necht y(t) pfedstavuje vysku rakety v Case t, m(t) jeji hmotnost a v necht je tihové
zrychleni planety. Dynamiku letu rakety lze popsat pomoci soustavy rovnic

m(t) = —u(t), (4.1)

m(@)§i(t) = u(t)k —m(t)y,

kde k je relativni rychlost vici raketé (uvazujeme ji konstantni), a fidici proménna u(t)
je dana predpisem
0 prote(0,t)
u(t) =
a prote (t*,T).

K dané soustavé jesté pristupuji pocatecni podminky ve tvaru

m(0) = mo, y(0) = ho, v(0) = vy, (4.2)

kde mg je hmotnost rakety pred zapnutim motoru, hg je pocatecni vyska rakety a vy je
pocatecni rychlost rakety.

Zduraznéme, 7e dané soustava diferencialnich rovnic ma nespojitou pravou stranu (bod

t = t* je bodem nespojitosti funkce u(t) prvniho druhu). Budeme ji proto fesit postupnou
integraci na ¢asovych intervalech, kde je prava strana spojita.
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a) Necht u(t) =0, t € (0,t*).
Nejprve vyresime diferencialni rovnici
m(t) = —u(t),

kde u(t) = 0. Integraci dostavame
m(t) = ci.

K vypoctu obecné konstanty ¢; vyuzijeme podminky (4.2), odkud mame
m(t) = my, t € (0,t%). (4.3)
Nyni pfistoupime k feseni druhé rovnice ze soustavy (4.1), ktera je nyni tvaru
gt) = —.
Postupnou integraci dostavame obecné vyjadieni pro rychlost rakety
v(t) = =t + co,
a jeji vysku

2

t
y(t) = —% + cat + c3.

Uvazujeme - li poté pocatecni podminky pro rychlost a vysku (4.2), pak pFislusné pohy-
bové rovnice piejdou do tvaru

v(t) = =yt + vy, t € (0,t7), (4.4)

2

t
y(t) = —% + vot + 4o, t € (0,t%). (4.5)

b) Necht u(t) = «, t € (t*,T).

Opét nejprve fesime diferencidlni rovnici
m(t) = —a,

plati tedy
m(t) = —at + ¢4.

K vypoctu obecné konstanty ¢, vyuZijeme spojitosti m(t) feseni (4.3), kde plati
m(t*) = my.
Odtud ¢4 = my + at* a vyjadfeni hmotnosti rakety mizeme zapsat ve tvaru
m(t) = —at + at™ +mg, t € (t",T).
Dale se zabyvejme prislusnou pohybovou rovnici, ktera je nyni tvaru

ak

o .
i(t) ot t+att +mg !
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Prvni integraci obdrzime obecné vyjadieni rychlosti ve tvaru
v(t) = —kln| — ot + at™ + mg| — 7yt + 5.
K vypoctu obecné konstanty cs opét vyuzijeme spojitosti v(t) a vyjadfeni
v(t*) = —t* + v,
které plyne ze vztahu (4.4) v ¢ase t = t*. Odtud c¢5 = vy + k1n |my|, a potom tedy plati
v(t) = —kln| — at + at™ + mo| — vt + vo + kln|me|, t € (¢t*,T). (4.6)

Opétovnou integraci vyrazu (4.6) dostavame
y(t) = /(—kln| —at + at* +mo| — 7t +vo + k1n |mol)dt.

Aplikace metody per partes dava vyjadieni

m km 12
y(t) = k1n|—at—l—at*—|—m0|(—t+?0+t*)+k:t—kt*—TO—%+(vo+kln|mo|)t+067

kde k vypoctu obecné konstanty cg vyuzijeme opét spojitosti y(t) a vztahu

y(t)?
2

y(t) = —

které plyne ze vztahu (4.5) v ¢ase t = t*. Plati tedy

+ vot™ + Yo,

km
C6 = Yo — 7060(111]7710\ — 1) — kt" In |my|,
a odtud
* Mo * * /{Zmo 7t2
y(t) = kln| — at + at +mo|(—t+;+t )+ kt — kt - T W
kmO * *
+ (vo + kIn|mg|)t — T(ln|m0| — 1) — kt"ln|mo|, t € (t*,T). (4.7)

Chceme - li dosahnout hladkého pristani, musime pozadovat, aby rychlost a vyska v case
T byly nulové. Musi tedy platit tyto podminky:

v(T) =0, y(T)=0. (4.8)

Dosadime - li do téchto podminek vztahy (4.6) a (4.7), dostavame soustavu dvou neline-
arnich rovnic pro hledané 7" a t* ve tvaru

0=—kln|—aT + at™ + mg| — T + vo + k In |my|, (4.9)
k
0 = kln|—aT + at* + mo| (=T + 2 4 +7) + kT — kt* — 0
a a
yt? kmo .
5 + yo + (vo + kln|me|)T — 7(1n|m0| — 1) — kt" In |my|. (4.10)

18



Poznamenejme, Ze absolutni hodnoty u ¢lent In |my| a In | — T + at* 4+ mg| v rovnicich
(4.9), (4.10) mizeme zanedbat, nebot mg > 0 a —aT + at* +mo =m(T) > 0.

Ptedchézejici soustavu zjednodusime na jednu rovnici o jedné neznamé. Z rovnice (4.9)
vyjadiime
—T 4+ vy + Inmyg

In(—aT + at™ +my) = - :

—yT+wvo+Inmg
+aTl —
pr = OPATTR 4 ol —my. (4.11)

(0%

Tyto vztahy dosadime do rovnice (4.10), ¢imz dostaneme jednu rovnici ve tvaru g(7") = 0,
konkrétné

e —YT+vo+Inmg + ol —
0 = (=T +vo + Inmp) (~T + 2 4 AT el T mo
(6% «

)+ kT

exp{ =YLHvotlnmoy 4 ke t?
xp{ : } 0 _ mo_%+(vo+klnmo)T+yo
o «

—T 1

—k

k‘mo

_ T(]nmo —1)+ (—k — k1lnmy). (4.12)

«

K numerickému feseni rovnice (4.12) byl pouzit program MATLAB. Pti jeho pouziti jsme
volili nasledujici parametry:

Parametr Hodnota
Gravita¢ni zrychleni 9,81 [m-s~?
Pocate¢ni hmotnost mg 1 ke
Pocatecni vyska yg 5000 [m]
Pocatecni rychlost v 0 [m-s71]
Relativni rychlost zplodin & 1200 [m-s™!]
Maximélné mo7né mnozstvi paliva piitékajici do trysek a | 0,01 [kg-s™?]

Tabulka 4.1: Tabulka voleb parametri (konstant) rovnice (4.12)
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Nejprve teoreticky posoudime existenci, piipadné jednoznacnost kladného kotene T
rovnice (4.12). V daném piipadé plati
9(0) >0, lim g(t) = —oc
a rovnice (4.12) mé alespon jeden kladny kofen T'. Z grafu funkce navic vyplyva, ze g(7T)
je klesajici a hledany kofen je proto urcen jednoznac¢né. Lze ho lokalizovat napiiklad
v intervalu 7' € (45, 55). Poznamenejme, Ze otazka existence fyzikalné pfipustného feseni
soustavy (4.9), (4.10), tj. FeSeni vyhovujici 0 < t* < T, je ekvivalentni fesitelnosti daného

problému. Napf. metodou secen (podrobnéjsi popis metod pro feSeni nelinedrnich rovnic
lze nalézt v [4]) dostaneme kofen rovnice (4.12) ve tvaru

T = 51,7701 [s].

Ze vztahu (4.11) pak vyplyva
£ = 17,2635 [s].
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4.2. Pristani rakety s konstantni hmotnosti a bez vlivu
atmosféry

Formulace problému:

Formulace tohoto problému je obdobnéa jako zadani predchoziho pfipadu. Jen budeme
pracovat s hmotnosti rakety jako s konstantou (napfiklad z divodu kratké doby pristé-
vaciho manévru).

Matematicka formalizace:

Necht y(t) pfedstavuje vysku rakety v ¢ase t, mg jeji hmotnost a -y necht je tihové zrychleni
planety. Diky tomu, ze bude hmotnost rakety konstantni, nemusime fesit rovnici

m(t) = —u(t).
Dynamiku letu lze popsat pomoci rovnice

kde my je hmotnost rakety, k je relativni rychlost viuéi raketé (uvazujeme ji konstantni)
a Fidici proménnd u(t) je ddna predpisem

0 prote(0,t)
u(t) =
a prote (t5T).

K dané soustavé jesté pristupuji pocatecni podminky ve tvaru
y(0) = ho, v(0) = v, (4.13)
kde hg je pocatecni vyska rakety a vy je pocatecni rychlost rakety.

Opét zdraznéme, ze dana soustava diferencialnich rovnic méa nespojitou pravou stranu
(bod t = t* je bodem nespojitosti funkce u(t) prvniho druhu). Budeme ji proto fesit po-
stupnou integraci na ¢asovych intervalech, kde je prava strana spojité.

a) Necht u(t) =0, t € (0,t%).
Nejprve vyresime diferencialni rovnici
i(t) = —.
Postupnou integraci dostavame obecné vyjadieni pro rychlost rakety
v(t) = =t + ¢,
a jeji vysku

2

t
y(t) = —% + ¢t + ca.
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Uvazujeme - li poté poc¢ateéni podminky (4.13), pak pfislusné pohybové rovnice prejdou
do tvaru
v(t) = =yt + v, t € (0,t7),

2

t
y(t) = —% + vot + yo, t € (0,).

Zde nam vysly shodné vysledky jako u prvniho piikladu, coz je logické, nebot v tomto
casovém intervalu nema raketa spustény sviij motor, a pohybuje se pouze pod vlivem
tihového zrychleni planety (volny pad).

b) Necht u(t) = «, t € (t*,T).

Zde se budeme zabyvat pohybovou rovnici, ktera je nyni tvaru

ak

j(t) = — — 7.

Prvni integraci obdrzime vyjadieni

ak
v(t) = —t —t + co.
mo

K vypoctu obecné konstanty c5 opét vyuzijeme spojitosti v(t) a vztah

v(t*) = —t* + v,

odtud cg = vg — f‘n—kt*. Potom tedy plati
k k
o(t) = St — vy — —tF, t e (5, T). (4.14)
mo mo

Opétovnou integraci vyrazu (4.14) dostavame

y(t) = / (mlj)t—’yt—kvo - —kt *)dt,

a po provedeni integrace dostaneme vyjadreni

ak , oyt ak
)= —12— p— L
y(t) o g ot =t i,

kde k vypoctu obecné konstanty c;p vyuZijeme opét spojitosti y(t) a vztahu

oty = -1 s
Plati tedy
ak .
c10 = —(t*)* + yo,
mo
a odtud " ) " "
o 2 ’Vt a *2 *
)= — 12 — 1 gt — —tt*  te (). 4.15
W) = gt = Dot = S P, te (D). (419

22



Chceme - li doséhnout hladkého pfistani, musime pozadovat opét koncové podminky (4.8).
Dosadime - 1i do téchto podminek vztahy (4.14) a (4.15), dostavame soustavu dvou rovnic
pro hledané T" a t* ve tvaru

k k
0= 257 AT 4 — L, (4.16)
myo mo
k T2 k k
0= T2 T~ Loy L2 gy, (4.17)
2my 2 mo myo

Soustavu rovnic (4.16), (4.17) zjednodusime na rovnici o jedné nezndmé, tedy z rovnice
(4.16) si vyjadiime
k k
Oéit* = a—T—vT—H)O,
Mo Mo

% moy Movo
t"=1T — T+ .
ak ak
Tyto vztahy poté dosadime do rovnice (4.17), ¢imz dostaneme kvadratickou rovnici ve
tvaru h(7) = 0, konkrétné

(4.18)

0= QO‘WI;TQ - ’V2T2 +vT — (TO‘n]‘ZT — T +v0)T + :f)(T - ”;?T + ”2’20)2 + 4. (4.19)

Dale volime nésledujici parametry:
Parametr Hodnota
Gravitacéni zrychleni ~ 9,81 [m-s?]
Poc¢ateéni hmotnost myg 1 [kg]
Pocatecéni vyska yq 5000 [m]
Pocéte¢ni rychlost vy 0 [m-s™1]
Relativni rychlost zplodin k& 1200 [m-s™]
Maximélné mozné mnozstvi paliva piitékajici do trysek a | 0,01 [kg-s™?]

Tabulka 4.2: Tabulka voleb parametrt (konstant) rovnice (4.19)
VyfeSenim rovnice (4.19) pro zvolené parametry dostavame jediny kladny koren
T = 84,7991 s].
Pak zpétné ze vztahu (4.18) uréime

t* = 15,4758 [s)].
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V souladu s intuitivnim ocekavanim raketa musi zapnout sviij motor diive nez v minu-
l1ém pfipadé (v némz jsme uvazovali proménnou hmotnost). Poznamenejme, Ze kdybychom
snizili hodnotu parametru k& na polovinu, pak soustava (4.16), (4.17) nema pfipustné fe-
Seni (a dany problém je tedy nefesitelny). V pfipadé, jeli hmotnost proménnd (viz oddil
4.1.), pak sniZeni parametru k na polovinu Fesitelnost neovlivni.

Otézka existence fyzikalné pfipustného feseni soustavy (4.16), (4.17), tj. feSeni vyho-
vujici 0 < t* < T, je opét ekvivalentni feSitelnosti daného problému.
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4.3. Pristani rakety s konstantni hmotnosti a s vlivem
atmosféry

Formulace problému:

Raketa se pohybuje po ose kolmé k roviné planety, kterd ma atmosféru. Odpor prostredi
pusobi silou proti pohybu rakety, a je charakterizovan vztahem Rv?, kde R je kladna
konstanta a v je rychlost rakety. Provedli jsme pritom jisté zjednoduseni odporové funkce
D (viz vyjadfeni (3.1)). Dale budeme piedpokladat, ze hmotnost rakety se v ¢ase neméni.
Dalsi zadani tulohy je shodné s predchazejicim pripadem.

Matematicka formalizace:

Necht y(t) predstavuje vysku rakety v ¢ase t, mg jeji hmotnost a v necht je tihové zrych-
leni planety.

Dynamiku letu lze popsat pomoci rovnice

mof(t) = u(t)k — moy + R(§(t))?,

kde k je relativni rychlost vici raketé (uvazujeme ji konstantni), R > 0 je kladna konstanta
a Fidici proménnd u(t) je ddna predpisem

0 prote (0,t*)

u(t) =

a prote (t,71).
K dané soustavé jesté pristupuji pocateéni podminky ve tvaru
y(0) = hg, v(0) =0, (4.20)
kde hg je pocatecni vyska rakety a druhd podminka nam urcuje nulovou rychlost v case
t=0.
a) Necht u(t) = 0, t € (0,t*).

Nejprve vyresime diferencialni rovnici

gt) = =y + Rv(t)2,

mo

kterad po zavedenim vztahu &2 = m% prejde do tvaru

i(t) = =7 + (1)

Metodou separace proménnych, kterd je podrobné popsdna v [1], dostaneme (v tomto
kroku vyuzijeme rozlozeni zlomku na zlomky parciéﬂni)

1H!x/_+£v()!+ In |/ = &u(t)] =t + cus,

£2f 52\/_
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a po zahrnuti podminky (4.20) jiz nyni ziskdme c;4 = 0. Po upraveni pfedchoziho vztahu
dostaneme vyjadreni rychlosti

_Vgexp{28,/t} -1
£ exp{2{, At} +1

Pro zjednoduseni Ize Citatel a jmenovatel rozsifit vyrazem exp{—¢§,/7t}, ¢imZ dostaneme

v(t) =

v(t) = —\27 tanh(&\/7t), t € (0,t7). (4.21)

Integraci vyrazu (4.21) dostaneme

1
@ In | cosh(&+/gt)| + yo + c15,

a po zahrnuti podminky (4.20) ziskdme c¢15 = yo. Mizeme tedy psét

y(t) = —

y(t) = —% > In| cosh(€/5)| + o

§
b) Necht u(t) = a, t € (¢t*,T).

Zde se budeme zabyvat pohybovou rovnici, ktera je nyni tvaru

ak Ru(t)?
=— =7+ .
mo mo

Lfig 02 = @& _ ~ dostaneme rovnici
mo

Zavedenim ¢2 = o

O(t) = o? + E20(t)2

Metodou separace proménnych upravime predchozi vyraz na tvar

/02—1—52 /dt

kde po vytknuti 0% ve jmenovateli ziskdme

1
m_/ﬁ
1 +
Integraci pak dostaneme
arctan(%?)
T 0l g
o

K vypoctu obecné konstanty ci6 vyuzijeme spojitosti v(t) a vyjadfeni

o(t") =~ tanh(€ 7,
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tedy plati
arctan(;\ﬁ ta“:(fﬁt ,)) — Eot*

o

Po tpravé dostaneme vztah pro rychlost rakety

Ci6 =

o tan(¢ot + arctan(w) — Eot¥)
§

Opétovnou integraci rovnice (4.22) dostaneme

v(t) = , te (t"T).

~ 1In|1+tan({ot + arctan(w) — Eot*)?|

y(t 9 52 + c17.
K vypoctu obecné konstanty c;7 vyuzijeme spojitosti y(t) a vyjadieni
* 1 *
') = — g5 In] cosh(€a")| + 0
Plati tedy
11n |1 4 (D tenhEA) 2y .
a7 = =3 |1+ = o Kl gln\cosh(ﬁ'\/ﬁt )| + Yo,

odtud ziskdme vyjadieni pro vysku rakety

y(t) = 1In |1+ tan({at + arctan(w> — tot*)?|
2 £2

1 (RO

2 £2 e

(4.22)

! In | cosh(&y/gt™)| +yo, t € (t*,T). (4.23)

Chceme - li dosdhnout hladkého pfistani, musime pozadovat opét koncové podminky
(4.8). Dosadime - i do téchto podminek vztahy (4.22) a (4.23), dostavame soustavu dvou
nelinedrnich rovnic pro hledané T' a t* ve tvaru f1(t*,7) = 0 a fo(t*,T) = 0, konkrétné

0 — otan(éoT + arctan(w) — Eot”)

é— 7
0 11n |1+ tan(§oT + arctan(w) — &ot*)?|
= o
1n|l 4 (DARREATy2) .
b 1+ & z ) ’—521n|cosh(§\/§t )| + vo.

(4.24)

(4.25)
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K numerickému feseni soustavy nelinedrnich rovnic (4.24), (4.25) byl pouZit program
MATLAB. Pti jeho pouziti jsme volili nésledujici parametry:

Parametr Hodnota
Gravita¢ni zrychleni 9,81 [m-s?]
Poc¢ateéni hmotnost mg 1 [kg]
Pocatecéni vyska yo 5000 [m]
Pocatecni rychlost vy 0 [m-s!]
Relativni rychlost zplodin & 1200 [m-s™]
Maximalné mozné mnozstvi paliva ptitékajici do trysek a | 0,01 [kg-s7?]
Konstanta R 0,0001

Tabulka 4.3: Tabulka voleb parametrt (konstant) soustavy rovnic (4.24), (4.25)

Numerickym FeSenim soustavy (4.24), (4.25) ziskame
T =71,2611 [s], " = 17,0561 [s].

Opét v souladu s intuitivnim oc¢ekavanim, lze pozorovat, ze vliv atmosféry oddali okamzik
t* (spusténi motoru) oproti minulému piikladu.
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5. Letadlo

vvvvvv

kde 7 je polohovy vektor letu letadla, v je vektor rychlosti letadla, m je hmotnost

letadla, u je funkce charakterizujici spotifebu paliva motoru letadla, i je vyslednice ae-
. , . . - . ’

rodynamickych sil, P je vektor tahu motoru letadla, G je tiha letadla.

7 matematického popisu je ziejmé, ze analytické feSeni, které bylo urceno v predcha-
zejicich problémech, musi byt nahrazeno fesenim numerickym.
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6. Zavér

Cilem této bakalarské prace byl matematicky popis soustavy s proménnou hmotnosti,
jejimz prikladem slouzila raketa. Pii odvozovani dynamiky letu rakety jsme vychézeli
nejprve ze zakona o zachovani hybnosti. Diky tomuto zakonu, a po nékolika zasadnich
upravach (jako zavedeni relativni rychlosti & nebo zavedeni funkce wu, charakterizujici
spotfebu paliva) jsme ziskali matematicky zaklad této prace, a to rovnici Méscerského.
S vyuzitim tohoto vztahu a druhého Newtonova zdkona jsme postupné odvozovali po-
hybové rovnice pro jednorozmérny, dvojrozmérny a trojrozmérny typ letu zkoumaného
objektu, ve kterych se vedle sily raketového motoru (tahu) objevila i sila gravitacéni a sila
charakterizujici odpor prostfedi. Tento teoreticky zaklad jsme poté postupné aplikovali
na problematiku hladkého pristani rakety. Tedy konkrétné na tii typy tohoto problému, a
to pristani rakety na povrch planety bez atmosféry, poté jsme zanedbali zménu hmotnosti
rakety a zkoumali jsme, jak se jeji chovani zméni, a u posledniho prikladu jsme uvazovali
pristani rakety pfi vlivu atmosféry. Ke kazdému ze tii problémt hladkého ptistani jsme
navic doplnili i numerické feseni, které urcilo potfebné ¢asové parametry letu rakety. Na
- letadlo. Zde jsou naznaceny pohybové rovnice letadla. Z matematického popisu je zfejmé,
ze analytické feseni, které bylo urceno predchézejicich problémech, musi byt nahrazeno
feSenim numerickym.
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