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Abstrakt
Předložená práce je zaměřena na teorii extrémńıch hodnot a jej́ı užit́ı v aplikačńıch
úlohách. V prvńı části je zavedeno rozděleńı extrémńıch hodnot a popsány jeho vlastnosti.
Na základě předložených tvrzeńı jsou diskutovány dva př́ıstupy k analýze extrémńıch
hodnot, a sice model blokových maxim a prahový model postavený na zobecněném Pare-
tově rozděleńı. Ačkoliv je prvńı jmenovaný v mnoha ohledech chápán jako robustněǰśı,
patř́ı prahový model ke stále častěji už́ıvaným př́ıstup̊um. Samotná volba prahu, která
má zásadńı vliv na kvalitu odhadu, však pořád patř́ı k nedořešeným problémům tohoto
př́ıstupu. Předevš́ım na techniky určeńı vhodné prahové hodnoty je tato práce zaměřena.
Z aplikačńıho hlediska jsou pak nejzaj́ımavěǰśı adaptivńı př́ıstupy určeńı prahu, které
danou volbu vhodně automatizuj́ı. Pro porovnáńı vybraných adaptivńıch technik byla
provedena simulačńı studie a tyto byly dále použity pro analýzu srážkových úhrn̊u v jiho-
moravském regionu. Dále se práce věnuje v posledńı době rozv́ıjeným metodám odhadu
extrémńıch hodnot stacionárńıch řad. V praxi je často nutné z měřené časové řady vzor-
kovat přibližně nezávislá pozorováńı. Použit́ı teorie pro stacionárńı řady přitom tento
problém redukce dat zcela eliminuje. Jak je ukázáno, běžně použ́ıvané metody vzorkováńı
se v tomto kontextu ukazuj́ı jako nevhodné a užit́ı pokročilých technik pro stacionárńı
řady vede k lepš́ım odhad̊um extrémńıch hodnot.

Summary
The thesis is focused on extreme value theory and its applications. Initially, extreme va-
lue distribution is introduced and its properties are discussed. At this basis are described
two models mostly used for an extreme value analysis, i.e. the block maxima model and
the Pareto-distribution threshold model. The first one takes advantage in its robustness,
however recently the threshold model is mostly preferred. Although the threshold choice
strongly affects estimation quality of the model, an optimal threshold selection still be-
longs to unsolved issues of this approach. Therefore, the thesis is focused on techniques
for proper threshold identification, mainly on adaptive methods suitable for the use in
practice. For this purpose a simulation study was performed and acquired knowledge was
applied for analysis of precipitation records from South-Moravian region. Further on, the
thesis also deals with extreme value estimation within a stationary series framework. Usu-
ally, an observed time series needs to be separated to obtain approximately independent
observations. The use of the advanced theory for stationary series allows to avoid the
entire separation procedure. In this context the commonly applied separation techniques
turn out to be quite inappropriate in most cases and the estimates based on theory of
stationary series are obtained with better precision.
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Úvod

Teorie extrémńıch hodnot (zkráceně EV teorie z angl. Extreme Value) je oblast mate-
matické statistiky zaměřená na rozvoj metod určených pro popis a modelováńı ř́ıdce se
vyskytuj́ıćıch, extrémńıch jev̊u. Potřeba užit́ı adekvátńıch technik predikce málo častých
událost́ı se objevuje v mnoha oblastech lidské činnosti. Zejména se jedná o nutnost od-
hadu vlastnost́ı chvost̊u daných rozděleńı pravděpodobnosti, nebot’ tyto maj́ı zásadńı vliv
na selháńı či poruchy sledovaného procesu. Obvykle je pro takový proces vyžadována
předpověd’ dosažeńı nějaké vysoké, předem stanovené úrovně, přičemž tato se často na-
cháźı mimo oblast pozorovaných dat. Ačkoliv jsou tyto predikce vždy postaveny na d̊uvěře
ve správnost konkrétńıho modelu, EV teorie dnes představuje pravděpodobně nejadekvát-
něǰśı prostředek pro popis vlastnost́ı extrémů náhodných veličin.

Historicky se jako prvńı úloha EV teorie uvád́ı problém nalezeńı pravého koncového
bodu a > 0 spojitého rovnoměrného rozděleńı na intervalu 〈0, a〉 (Bernoulli, 1709). V mo-
derńım pojet́ı se problém souvisej́ıćı s extrémy náhodných veličin objevuje v praćıch
Fullera (1914) či Griffitha (1920), prvńı systematický popis lze nalézt v publikaci Bort-
kiewicze (1922), který se zabýval extrémńımi hodnotami výběr̊u pocházej́ıćıch z normál-
ńıho rozděleńı. Pro rozvoj asymptotické teorie je pak kĺıčový článek Fishera a Tippetta
[52], kteř́ı odvodili jediné tři možné typy asymptotických rozděleńı největš́ıch pozorováńı
a zobecnili tak předešlé práce Frécheta (1927). Gnedenko [59] dále tyto poznatky rozš́ı̌ril
a uvedl nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro slabou konvergenci horńıch pořadových statis-
tik. De Haan (1970,1971) pak celou EV teorii rozvinul pomoćı teorie regulárně se měńıćıch
funkćı. Detailńı citace na výše uvedené práce uvád́ı publikace [86], kde lze nalézt i některé
doplňuj́ıćı literárńı zdroje.

V současnosti lze největš́ı část rozvoje EV teorie přisoudit praktickým potřebám
reálných úloh zejména v oblasti hydrologie a ekonomie. V posledńı době se přitom v li-
teratuře stále v́ıce objevuj́ı aplikace z nejr̊uzněǰśıch vědńıch oblast́ı i mimo tyto tradičńı
obory. Z moderńıch řešených problematik lze zmı́nit např́ıklad předpověd’ srážkových
extrémů [56, 69], modelováńı výšky př́ılivu [50] či rychlosti větru [46, 50], odhady frek-
vence výskytu velmi ńızkých teplot [124, 92], analýzu rozsáhlých požár̊u [81] či znečǐstěńı
životńıho prostřed́ı [110], posouzeńı návratnosti pojǐstěńı hmotného majetku [32] a daľśıch
finančńıch dopad̊u [85], redukci šumu obrazových dat [113], nebo posouzeńı kapacity te-
lekomunikačńıch śıt́ı [127].

Přes celou řadu aktuálńıch článk̊u a monografíı však patř́ı EV teorie ke stále se
rozv́ıjej́ıćım obor̊um matematické statistiky s mnoha dosud nedořešenými tématy. Vy-
branými oblastmi, které z̊ustávaj́ı nadále otevřeny daľśımu výzkumu, se zabývá tato
práce. Členěńı kapitol předkládané dizertačńı práce je následuj́ıćı. Prvńı kapitola obsahuje
stručnou charakteristiku problematiky teorie extrémńıch hodnot, zpracovanou převážně
podle monografíı [38, 33, 18], přičemž je formulováno a také dokázáno základńı tvrzeńı
vedoućı k zavedeńı rozděleńı extrémńıch hodnot (EV rozděleńı). Dále jsou v krátkosti
shrnuty vybrané vlastnosti tohoto rozděleńı, mimo jiné je také stanovena tzv. podmı́nka
druhého řádu. Splněńı této podmı́nky je zásadńım požadavkem pro existenci asympto-
tických rozděleńı dále studovaných odhad̊u parametr̊u EV rozděleńı.

V druhé kapitole je podán popis dvou běžně už́ıvaných př́ıstup̊u k analýze extrémńıch
hodnot, a sice modelu blokových maxim a prahového modelu. Následně jsou v krátkosti
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Úvod

představeny metody odhadu, které budou dále použity k řešeńı praktických úloh. Popis
metody maximálńı věrohodnosti byl zpracován podle knih [14, 31, 94], přičemž jsou dis-
kutovány konkrétńı vlastnosti odhad̊u v blokovém i prahovém modelu. Stávaj́ıćı poznatky
z oblasti semiparametrických odhad̊u byly přebrány z monografie [38], kde lze také nalézt
d̊ukazy předkládaných tvrzeńı. Stručně jsou podle [48] také popsány základy metody bo-
otstrap, j́ıž bude v kontextu EV teorie použito pro vybrané adaptivńı techniky určeńı
prahové hodnoty.

Třet́ı kapitola je soustředěna na metody výběru prahových hodnot v prahovém modelu,
které stále patř́ı k nejasným součástem EV teorie. Jsou zmı́něny jak klasické explorativńı
postupy, tak dvě v posledńı době rozvinuté techniky adaptivńı volby prahu.

Ve čtvrté kapitole jsou uvedené metody aplikovány k odhad̊um frekvenćı výskyt̊u
extrémńıch srážkových intenzit. Jedná se o autorovu p̊uvodńı reálnou aplikačńı úlohu
(viz [1]) založenou na potřebě aktualizace hydrologických podklad̊u pro vyhodnocováńı
extrémńıch srážkových událost́ı. Zde je navázáno na dř́ıvěǰśı studie v této oblasti, přičemž
ćılem této dizertačńı práce je předevš́ım srovnáńı parametrických a semiparametrických
technik k odhad̊um extrémńıch srážek se zvláštńım zřetelem na adaptivńı techniky volby
prahové hodnoty. Pro porovnáńı těchto adaptivńıch př́ıstup̊u byla provedena simulačńı
studie a źıskané poznatky byly uplatněny i při řešeńı zmı́něné aplikačńı úlohy.

V páté kapitole je popsáno rozš́ı̌reńı EV teorie pro stacionárńı procesy. Docháźı tak
k zavedeńı tzv. parametru extremálńıho indexu, který vyjadřuje mı́ru korelovanosti po-
zorováńı na extrémńıch úrovńıch. Při analýze pomoćı jednorozměrné teorie pro nezávislá
pozorováńı je pro časové řady nutné použ́ıt dodatečné vzorkovaćı techniky, které jsou
založeny na expertńıch znalostech v dané aplikačńı oblasti. Aplikaćı metod pro extrémńı
hodnoty stacionárńıch proces̊u je tato potřeba zcela eliminována, č́ımž je možné doćılit
zpřesněńı odhad̊u parametr̊u a parametrických funkćı.

Šestá kapitola nejprve popisuje autorem provedenou simulačńı studii ke srovnáńı vy-
braných současných př́ıstup̊u k odhad̊um extremálńıho indexu. Dř́ıve provedená analýza
srážkových dat je v tomto smyslu aktualizována, přičemž jsou učiněna některá doporučeńı
k použitých technikám. Dále je představena p̊uvodńı autorova aplikace EV teorie sta-
cionárńı proces̊u pro identifikaci odlehlých pozorováńı v časových řadách.

V dodatku A jsou pro vybraná rozděleńı pravděpodobnosti autorem odvozené pomocné
funkce podmı́nky prvńıho a druhého řádu. V dodatku B je pak provedeno detailńı odvozeńı
testovaćıch statistik adaptivńı metody volby prahu, která je popsána v třet́ı kapitole.
Všechny výše diskutované metody byly také autorem práce poč́ıtačově implementovány
v prostřed́ı Matlab. V dodatku C je představen autorem vytvořený software pro analýzu
extrémńıch hodnot založenou na teorii pro nezávislá pozorováńı i časové řady. Některé
daľśı implementace jsou shrnuty v dodatku D, kde je možné nalézt přehled jednotlivých
funkćı.

Vzhledem k řešeným aplikačńım problémům budou v celé práci uvažovány jen př́ıpady
absolutně spojitých rozděleńı. Tato skutečnost bude striktně dodržována, přičemž před-
poklad absolutńı spojitosti nebude dále připomı́nán.
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1
Základy teorie extrémńıch hodnot

V následuj́ıćıch odstavćıch budou shrnuty základńı poznatky z teorie extrémńıch hodnot
v rozsahu nutném pro daľśı kapitoly této práce. Nejdř́ıve je pozornost věnována popisu
elementárńıho řešeného problému, načež je vzápět́ı formulováno a dokázáno základńı tvr-
zeńı teorie extrémńıch hodnot. V posledńıch dvou odstavćıch jsou předloženy některé
doplňuj́ıćı poznatky a tvrzeńı potřebná pro studium metod odhad̊u. Jsou zde popsány
tř́ıdy možných limitńıch rozděleńı extrémńıch hodnot včetně jejich vlastnost́ı a formu-
lována tzv. podmı́nka druhého řádu, jej́ıž splněńı je nutným požadavkem pro existenci
asymptotických rozděleńı semiparametrických odhad̊u parametr̊u rozděleńı extrémńıch
hodnot. Tato kapitola je zpracována podle publikaćı [38, 18, 49], základńı přehled teorie
extrémńıch hodnot je možné nalézt také v [33].

1.1. Problematika extrémńıch hodnot

Teorie extrémńıch hodnot (zkráceně EV teorie z angl. Extreme Value) je zaměřena na
asymptotické chováńı extrémńıch hodnot, tedy hodnot, které jsou pozorovány s malou
pravděpodobnost́ı. Uvažujme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ) a na něm náhodný
výběr X1, . . . , Xn rozsahu n ∈ N z rozděleńı s distribučńı funkćı F (x), tj. X1, . . . , Xn

jsou nezávislé náhodné veličiny se stejnou distribučńı funkćı F (x). Ćılem EV teorie je tak
vyšetřit pravděpodobnostńı chováńı výběrového maxima Mn = max{X1, . . . , Xn}, resp.
výběrového minima mn = min{X1, . . . , Xn}, pro př́ıpad kdy n→∞. Zřejmě se lze omezit
jen na popis výběrového maxima Mn, které se z aplikačńıch hledisek jev́ı jako zaj́ımavěǰśı,
nebot’ př́ıpad výběrového minima lze převést na předchoźı pomoćı vztahu

max{X1, . . . , Xn} = −min{−X1, . . . ,−Xn}.

EV teorie je tak jakousi obdobou asymptotické teorie výběrových pr̊uměr̊u, která je
popsána pomoćı centrálńı limitńı věty. Asymptotické vlastnosti náhodných veličin jsou
v praktických situaćıch velmi často využ́ıvány. Běžně se lze setkat s př́ıpady, kdy lze
rozděleńı výběrového pr̊uměru Xn =

∑n
i=1Xi/n aproximovat normálńım rozděleńım. Toto

nahrazeńı bývá aplikováno bud’ z d̊uvodu, že pro n konečné neńı možné rozděleńı Xn

exaktně odvodit, nebo, ačkoli distribučńı funkce F (x) neńı známá, je k dispozici výběr
dostatečného rozsahu.

Má-li rozděleńı dané distribučńı funkćı F (x) středńı hodnotu EX, pak ze zákona
velkých č́ısel [14] vyplývá, že pro n→∞ plat́ı

Xn
P−→ EX,
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

kde
P−→ označuje konvergenci podle pravděpodobnosti, tj. pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P
(
|Xn − EX| > ε

)
= 0.

Existuje-li nav́ıc pro dané rozděleńı konečný rozptyl var(X), potom podle centrálńı limitńı
věty [14] plat́ı, že asymptotickým rozděleńım normovaného výběrového pr̊uměru

√
n(Xn−

EX)/
√

var(X) je standardizované normálńı rozděleńı N(0,1). Tedy

Xn − EX√
var(X)

√
n

d−→ U ∼ N(0, 1),

kde U ∼ N(0, 1) označuje, že náhodná veličina U má rozděleńı N(0,1), a
d−→ znač́ı konver-

genci v distribuci, tj. pro všechna u ∈ R je splněno

lim
n→∞

P

(
Xn − EX√

var(X)

√
n ≤ u

)
= Φ(u),

kde Φ(u) je distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı.

Bud’ FMn(x) := P (Mn ≤ x) distribučńı funkce výběrového maxima Mn. S využit́ım
předpokladu nezávislosti náhodných veličin X1, . . . , Xn je možné odvodit funkci FMn(x)
v následuj́ıćım tvaru

FMn(x) = P (max{X1, . . . , Xn} ≤ x) = P

(
n⋂

i=1

[Xi ≤ x]

)
= F n(x), (1.1)

kde F (x) je distribučńı funkce veličin Xi, i = 1, . . . , n. V daľśım textu označme x∗ :=
sup{x : F (x) < 1} pravý koncový bod rozděleńı s distribučńı funkćı F (x). Tedy x∗

je největš́ı možná hodnota, které může náhodná veličina X nabývat. Může však nastat
i situace, kdy x∗ =∞1. Obdobou zákona velkých č́ısel pro výběrový pr̊uměr je následuj́ıćı
tvrzeńı.

V�eta 1.1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F (x)
a pravým koncovým bodem x∗. Je-li Mn = max{X1, . . . , Xn}, pak pro n→∞ plat́ı

Mn
P−→ x∗.

D̊ukaz. Pro ověřeńı předchoźıho tvrzeńı muśıme rozlǐsit dva př́ıpady:

(i) Pokud x∗ <∞, potom pro libovolné ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P (|Mn − x∗| > ε) = lim
n→∞

[1− P (|Mn − x∗| ≤ ε)] =

= lim
n→∞

[1− P (Mn ≤ x∗ + ε,Mn ≥ x∗ − ε)] ≤
≤ lim

n→∞
[1− F n(x∗ + ε) + F n(x∗ − ε)] =

= lim
n→∞

F n(x∗ − ε) = 0,

nebot’ F (x∗ − ε) < 1.

1Přirozeně v př́ıpadě x∗ = ∞ nemůže náhodná veličina X nabývat hodnoty x∗. V tomto př́ıpadě
máme na mysli, že realizace veličiny X může být libovolné reálné č́ıslo.
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1.2. Rozděleńı extrémńıch hodnot

(ii) Pokud x∗ =∞, potom pro všechna x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

P (Mn > x) = lim
n→∞

[1− P (Mn ≤ x)] = lim
n→∞

[1− F n(x)] = 1.

Nyńı se zaměřme na limitńı rozděleńı výběrového maxima. Ze vztahu (1.1) je patrné,
že pro n→∞

FMn(x) = F n(x)→ Gdeg(x),

kde Gdeg(x) je degenerovaná funkce v x∗, tj. Gdeg(x) = 0 pro x < x∗ a Gdeg(x) = 1 pro
x ≥ x∗. Pro x∗ < ∞ je pak Gdeg(x) distribučńı funkćı. V př́ıpadě, že pravý koncový
bod neńı konečný, je limitńı funkce Gdeg(x) identicky rovna nule. Posledńı jmenovaná
situace nastává v celé řadě běžně použ́ıvaných rozděleńı (mimo jiné v př́ıpadě normálńıho
rozděleńı) a přitom o vlastnostech extrémńıch hodnot nepodává př́ılǐs dobrou představu.
Z tohoto d̊uvodu je stejně jako v př́ıpadě centrálńı limitńı věty potřeba výběrová maxima
řádně normalizovat. Předpokládejme, že existuj́ı posloupnosti reálných konstant an > 0, bn
(n ∈ N) tak, že veličina (Mn − bn)/an má nedegenerované limitńı rozděleńı, tj.

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x), (1.2)

pro každý bod spojitosti funkce G(x), kde G(x) je nějaká nedegenerovaná distribučńı
funkce. Rozděleńı s distribučńı funkćı G(x) z podmı́nky (1.2) se nazývá rozděleńım ex-
trémńıch hodnot (zkráceně EV rozděleńı). Podmı́nka (1.2) se nazývá podmı́nkou atraktivity
a tř́ıda všech distribučńıch funkćı F (x) (resp. př́ıslušných rozděleńı) vyhovuj́ıćı podmı́nce
(1.2) se pak nazývá obor atraktivity distribučńı funkce G(x).

Na možné tvary limitńıch rozděleńı bude zaměřena následuj́ıćı část. Budou také stano-
veny nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby dané rozděleńı patřilo do oboru atraktivity
nějakého EV rozděleńı.

1.2. Rozděleńı extrémńıch hodnot

Podobně jako hraje při dokazováńı centrálńı limitńı věty roli charakteristická funkce [91],
má v EV teorii obdobný význam tzv. kvantilová funkce chvostu. Nejprve proto tento po-
jem zavedeme a představ́ıme alternativńı formulaci podmı́nky atraktivity (1.2). Následně
bude stanovena tř́ıda možných limitńıch rozděleńı v (1.2), tedy tř́ıda EV rozděleńı.

Uvažujme nějakou neklesaj́ıćı funkci f a zaved’me k ńı funkci f← danou následovně

f←(x) = inf{y ∈ R : f(y) ≥ x}. (1.3)

Protože pro každé x0 ∈ R plat́ı

lim
x↑x0

f←(x) = lim
x↑x0

inf{y ∈ R : f(y) ≥ x} = inf{y ∈ R : f(y) ≥ x0} = f←(x0),

je vidět, že funkce f←(x) je zleva spojitá. Lze také ukázat, že (f←)←(x) ≤ f(x) [112].
V př́ıpadě, že f je rostoućı, pak (f←)←(x) = f(x) a f← je identická s f−1. Funkce f←

zavedená vztahem (1.3) je tud́ıž zobecněńım pojmu inverzńı funkce.
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

Definice 1.2. Necht’ f je neklesaj́ıćı reálná funkce. Pak se funkce f← daná vztahem
(1.3) nazývá zleva spojitou inverzńı funkćı k funkci f(x).

Zřejmě, je-li F distribučńı funkćı nějaké náhodné veličiny, pak F← je běžně už́ıvanou
kvantilovou funkćı. Dále pomoćı pojmu zleva spojité inverze zavedeme kvantilovou funkci
chvostu. Podrobné vlastnosti zleva spojitých inverzńıch funkćı včetně jejich d̊ukaz̊u lze
nalézt např. v monografíıch [112] či [49].

Definice 1.3. Necht’ F je distribučńı funkce náhodné veličiny X. Pak funkci U danou
vztahem

U(t) =

(
1

1− F (t)

)←
(1.4)

definovanou pro t > 1, nazýváme kvantilovou funkćı chvostu náhodné veličiny X.

Snadno lze ukázat [49], že kvantilovou funkci chvostu z definice 1.3 můžeme vyjádřit
v následuj́ıćım tvaru, tedy

U(t) =

(
1

1− F (t)

)←
= F←

(
1− 1

t

)
.

Lemma 1.4. Necht’ fn je posloupnost neklesaj́ıćıch funkćı a g je neklesaj́ıćı funkce. Necht’

je dán otevřený interval I := (a, b) a pro každý bod spojitosti x ∈ I funkce g necht’ plat́ı

lim
n→∞

fn(x) = g(x).

Bud’te f←n , g
← zleva spojité inverzńı funkce k funkćım fn a g. Pak pro všechna x ∈

(g(a), g(b)), která jsou body spojitosti funkce g←, plat́ı

lim
n→∞

f←n (x) = g←(x). (1.5)

D̊ukaz. Předešlé lemma je dokázáno např. v práci [38].

V�eta 1.5. Necht’ an > 0, bn, n ∈ N, jsou reálné konstanty a G(x) nedegenerovaná dis-
tribučńı funkce. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Pro každý bod spojitosti x ∈ R funkce G(x) plat́ı

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x).

2. Pro každý bod spojitosti x > 0 funkce D(x) := G←
(
e−1/x

)
plat́ı

lim
t→∞

U(tx)− b(t)
a(t)

= D(x), (1.6)

přičemž a(t) := abtc, b(t) := bbtc, kde btc označuje celoč́ıselnou2 část t.

2Přesněji btc = max{m ∈ Z : m ≤ t}, protože ovšem uvažujeme jen hodnoty t > 0, jedná se tak
o celoč́ıselnou část t.
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1.2. Rozděleńı extrémńıch hodnot

D̊ukaz. Vyjdeme z platnosti podmı́nky atraktivity (1.2), tedy limn→∞ F
n(anx+ bn) =

G(x). Pro každý bod spojitosti x ∈ R funkce G(x) takový, že 0 < G(x) < 1, lze logarit-
mováńım obou stran rovnice dostat (1.2) ve tvaru

lim
n→∞

n lnF (anx+ bn) = lnG(x). (1.7)

Snadno se ukáže, že plat́ı

lim
n→∞

− lnF (anx+ bn)

1− F (anx+ bn)
= 1,

a proto je tedy (1.7) ekvivalentńı výrazu

lim
n→∞

n [1− F (anx+ bn)] = − lnG(x),

nebo také výrazu

lim
n→∞

1

n [1− F (anx+ bn)]
=

1

− lnG(x)
. (1.8)

Nyńı, dle lemmatu 1.4, přeformulujeme rovnost (1.8) pomoćı zleva spojitých inverzńıch
funkćı. Necht’ tedy U(t) = (1/(1− F (t)))←, jak bylo zavedeno v definici 1.3. Pak pro
x > 0 je (1.8) ekvivalentńı rovnosti

lim
n→∞

U(nx)− bn
an

= D(x), (1.9)

přičemž bylo zavedeno označeńı D(x) := G←
(
e−1/x

)
. Dále necht’ x > 0 je bodem spojitosti

funkce D(x). Pak pro t ≥ 1 máme

U(btcx)− bbtc
abtc

≤ U(tx)− bbtc
abtc

≤ U(btcx(1 + 1/btc))− bbtc
abtc

. (1.10)

Pro libovolný bod spojitosti x0 > x funkce D s vlastnost́ı D(x0) > D(x) plat́ı, že pravá
strana vztahu (1.10) je menš́ı než D(x0). Protože x je bodem spojitosti funkce D(x),
dostaneme

lim
t→∞

U(tx)− bbtc
abtc

= D(x).

Články Fishera a Tippetta (1928, [52]) a dále Gnedenka (1943, [59]) byly jedny
z prvńıch, které se zabývaly rozděleńım výběrových maxim. Z historického hlediska byly
postupně odvozeny tři tř́ıdy možných nedegenerovaných limitńıch rozděleńı, které splňuj́ı
rovnost (1.2). Tyto tř́ıdy jsou známé jako Gumbelova, Fréchetova a Weibullova tř́ıda,
také označované po řadě jako EV rozděleńı typu I, II a III. Konkrétńı vlastnosti rozděleńı
nálež́ıćıch do těchto tř́ıd budou později detailně popsány v odstavci 1.3. Následuj́ıćı tvr-
zeńı, také označované jako Základńı věta teorie extrémńıch hodnot, popisuje tř́ıdu EV
rozděleńı obecněji pomoćı parametrizace odvozené nezávisle von Misesem (1954, [130])
a Jenkinsonem (1955, [82]).
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

V�eta 1.6. Fisher a Tippett (1928), Gnedenko (1943) Necht’ je splněna podmı́nka
(1.2) pro nějaké reálné konstanty an > 0, bn (n ∈ N). Pak distribučńı funkce EV rozděleńı
je ve tvaru Gξ(σx+ µ) pro µ ∈ R, σ > 0 a ξ ∈ R, kde

Gξ(x) =





exp
[
− (1 + ξx)−1/ξ

]
, ξ 6= 0,

exp [−e−x] , ξ = 0,
(1.11)

definovaná na {x : 1 + ξx > 0}.

Vzhledem k von Misesově parametrizaci, která shrnuje všechny tř́ıdy EV rozděleńı
(viz odstavec 1.3), je rozděleńı s distribučńı funkćı (1.11) označováno jako zobecněné EV
rozděleńı (zkráceně GEV rozděleńı z angl. Generalized Extreme Value). Vyjma parametru
polohy µ a parametru měř́ıtka σ > 0 tvoř́ı tedy GEV rozděleńı jednoparametrickou tř́ıdu
rozděleńı s parametrem tvaru ξ.

Pozn�amka. Parametr ξ má vzhledem k (1.11) zásadńı vliv na chvosty EV rozděleńı,
jak je naznačeno ńıže na obrázku 1.1, a je tak často označován jako tzv. index extrémńı
hodnoty (zkráceně EV index). Dále budeme označeńım F ∈ D(Gξ) rozumět, že distribučńı
funkce F patř́ı do oboru atraktivity EV rozděleńı s EV indexem ξ. Snadno se ukáže, že
obor atraktivity je dán jednoznačně, tj. pokud F ∈ D(Gξ1) a F ∈ D(Gξ2), pak nutně
ξ1 = ξ2.
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Obrázek 1.1: Distribučńı funkce EV rozděleńı (nahoře) a hustoty EV rozděleńı (dole) pro r̊uzné
hodnoty EV indexu.
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1.2. Rozděleńı extrémńıch hodnot

D̊ukaz věty 1.6. Předpokládejme, že x = 1 je bodem spojitosti funkce D(x). Pokud by
tomu tak nebylo, provedly by se následuj́ıćı kroky d̊ukazu pro jiný bod spojitosti x0,
přičemž bychom U(t) nahradili za U(x0t). Pro x > 0 tedy zaved’me funkci

E(x) := D(x)−D(1) = lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
. (1.12)

Pro y > 0 můžeme rozepsat

U(txy)− U(t)

a(t)
=
U(txy)− U(ty)

a(ty)

a(ty)

a(t)
+
U(ty)− U(t)

a(t)
. (1.13)

Snadno se ověř́ı, že obě limity limt→∞ a(ty)/a(t) i limt→∞ (U(ty)− U(t))/a(t) existuj́ı pro
y > 0. Označme tedy

A(y) = lim
t→∞

a(ty)

a(t)
.

Pak pro x, y > 0 můžeme s využit́ım vztahu (1.13) psát

E(xy) = lim
t→∞

U(txy)− U(t)

a(t)
= E(x)A(y) + E(y).

Nyńı zaved’me označeńı H(x) = E(ex) a pro x, y 6= 1 bud’ s := lnx, t := ln y. Předchoźı
rovnost tak můžeme přepsat a postupnými úpravami źıskáme

H(t+ s) = H(s)A(et) +H(t),

H(t+ s)−H(t)

s
=

H(s)−H(0)

s
A(et), (1.14)

kde H(0) = 0. Protože funkce H je monotónńı, zcela jistě existuje nějaké t, v němž je H
diferencovatelná. Nav́ıc, dle předchoźıho vyjádřeńı, je H diferencovatelná ve všech bodech
a pro s→ 0 tak dostaneme

H ′(t) = H ′(0)A(et). (1.15)

Funkce H nemůže být konstantńı, protože funkce Gξ je nedegenerovaná, tedy H ′(0) 6= 0.
Položme Q(t) := H(t)/H ′(0), přičemž Q(0) = 0, Q′(0) = 1. Ze vztahu (1.14) plyne

Q(t+ s) = Q(s)A(et) +Q(t),

což můžeme s využit́ım (1.15) přepsat jako

Q(t+ s) = Q(s)Q′(t) +Q(t). (1.16)

Zaměńıme-li nyńı v (1.16) t a s, pak vzhledem ke komutativitě sč́ıtáńı plyne z (1.16)

Q(s)Q′(t) +Q(t) = Q(t)Q′(s) +Q(s).

Odtud úpravou a dále pro s→ 0 dostáváme po řadě

Q(t)
Q′(s)− 1

s
=

Q(s)

s
(Q′(t)− 1) ,

Q(t)Q′′(0) = Q′(t)− 1. (1.17)
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

Vztah (1.17) derivujeme vzhledem k t a máme

Q′′(0)Q′(t) = Q′′(t),

neboli
(lnQ′(t))

′
= Q′′(0) =: ξ ∈ R.

Odtud vhledem k počátečńı podmı́nce Q(0) = 0 plynou následuj́ıćı rovnosti

Q′(t) = eξt,

Q(t) =

∫ t

0

eξs ds.

Nyńı postupně zpětnými kroky dostáváme následuj́ıćı vyjádřeńı pro funkce H, E a D,
tud́ıž

H(t) = H ′(0)
eξt − 1

ξ
,

E(t) = H ′(0)
tξ − 1

ξ
, (1.18)

D(t) = D(1) +H ′(0)
tξ − 1

ξ
.

Odtud plyne, že zleva spojitá inverzńı funkce je ve tvaru

D←(t) =

(
1 + ξ

t−D(1)

H ′(0)

)1/ξ

. (1.19)

Protože D(t) byla zavedena jako D(t) = G←
(
e−1/t

)
, lze vyjádřit

D←(t) =
−1

lnG(t)
. (1.20)

Porovnáńım rovnic (1.19) a (1.20) obdrž́ıme konečně

G(t) = exp

[
−
(

1 + ξ
t−D(1)

H ′(0)

)−1/ξ
]
.

Označ́ıme-li nyńı µ := D(1), σ := H ′(0) a x = (t−µ)/σ, dostáváme funkci Gξ(x) ve tvaru
(1.11) a tvrzeńı je tak dokázáno.

Pozn�amka. Stoj́ı za zmı́nku, že tř́ıda EV rozděleńı je totožná s tř́ıdou tzv. max-stabilńıch
rozděleńı, tj. rozděleńı, pro která existuj́ı takové reálné konstanty an > 0, bn, že pro všechna
x ∈ R plat́ı

Gn
ξ (anx+ bn) = Gξ(x). (1.21)

Tato vlastnost hraje také významnou roli v kapitole 5, zejména pak fakt, že EV index je
totožný pro funkce na obou stranách předešlého vztahu.

Závěrem tohoto odstavce ještě formulujeme ekvivalentńı tvary podmı́nky atraktivity
(1.2), které budeme často využ́ıvat v následuj́ıćım textu.
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1.2. Rozděleńı extrémńıch hodnot

V�eta 1.7. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Pro každé x ∈ R existuj́ı reálné konstanty an > 0, bn(n ∈ N) tak, že

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = Gξ(x). (1.22)

2. Existuje kladná funkce a(t) taková, že pro x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dξ(x) :=

xξ − 1

ξ
, (1.23)

přičemž pro ξ = 0 chápeme pravou stranu jako Dξ(x) = ln x.

3. Existuje kladná funkce ϕ(t) tak, že

lim
t↑x∗

1− F (t+ xϕ(t))

1− F (t)
= (1 + ξx)−1/ξ (1.24)

pro všechna x ∈ R splňuj́ıćı 1 + ξx > 0.

D̊ukaz. Ekvivalence (1.22) a (1.23) byla ověřena již v d̊ukaze věty 1.6, kde z (1.18) plyne
Dξ(x) = E(x)/H ′(0). Zbývá tedy dokázat, že (1.23) je ekvivalentńı s (1.24).

Bud’ f neklesaj́ıćı funkce. Z vlastnost́ı zleva spojitých inverzńıch funkćı (viz např.
[112]) plyne pro x ∈ R f← (f(x)) ≤ x. Zřejmě lze pak pro libovolné ε > 0 psát

f← (f(x)− ε) ≤ x ≤ f← (f(x) + ε) .

Odtud se pro t ↑ x∗ dostane

(1− ε)ξ − 1

ξ
←

U
(

1−ε
1−F (t)

)
− U

(
1

1−F (t)

)

a
(

1
1−F (t)

) <
t− U

(
1

1−F (t)

)

a
(

1
1−F (t)

) <

<
U
(

1+ε
1−F (t)

)
− U

(
1

1−F (t)

)

a
(

1
1−F (t)

) → (1 + ε)ξ − 1

ξ
, (1.25)

a protože tato nerovnost plat́ı pro každé ε > 0, vyplývá, že

lim
t↑x∗

t− U
(

1
1−F (t)

)

a
(

1
1−F (t)

) = 0.

Za předpokladu (1.23) tedy pro všechna x > 0 dostáváme

lim
t↑x∗

U
(

x
1−F (t)

)
− t

a
(

1
1−F (t)

) =
xξ − 1

ξ
.

Nyńı využijeme lemmatu 1.4 a předchoźı vztah přeṕı̌seme pomoćı zleva spojitých in-
verzńıch funkćı. Obdrž́ı se tud́ıž

lim
t↑x∗

1− F (t)

1− F
(
t+ xa

(
1

1−F (t)

)) = (1 + ξx)1/ξ ,

č́ımž je dokázáno, že (1.23) implikuje podmı́nku (1.24). Opačná implikace se pak dokáže
obdobně.
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

Pozn�amka. Rovnost (1.22) je splněna pro an = a(n) a bn = U(n) ze vztahu (1.23).
Podmı́nka (1.24) je splněna pro ϕ(t) = a(1/(1−F (t))). Funkce a(t) z podmı́nky (1.23) je
označována jako pomocná funkce prvńıho řádu. Určeńı této funkce pro známou kvan-
tilovou funkci chvostu U(t) dovoluje ověřit, zda př́ıslušné rozděleńı pravděpodobnosti
splňuje (1.23), resp. (1.22), a rozhodnout tak o oboru atraktivity extrémńıch hodnot.
Odvozeńı konkrétńıch tvar̊u pomocných funkćı a(t) pro vybraná rozděleńı pravděpodob-
nosti je možné nalézt v př́ıloze A.

1.3. Základńı typy EV rozděleńı

Obrázek 1.1 ilustruje tř́ıdu EV rozděleńı pro r̊uzné hodnoty EV indexu ξ a ukazuje také,
že tato tř́ıda zahrnuje rozděleńı s celou řadou r̊uzných vlastnost́ı. Tradičně se rozlǐsuj́ı
tři podtř́ıdy EV rozděleńı tak, jak byly historicky odvozeny, a sice Fréchetova tř́ıda pro
ξ > 0, Gumbelova tř́ıda pro ξ = 0 a Weibullova tř́ıda pro ξ < 0. Jednotlivé př́ıpady budou
podrobněji rozebrány ńıže. Funkčńı charakteristiky jednotlivých tř́ıd rozděleńı je možné
komplexně popsat pomoćı regulárně se měńıćıch funkćı, a proto bude nejdř́ıve tento pojem
zaveden v následuj́ıćı definici.

Definice 1.8. Kladná měřitelná funkce f : R+ → R se nazývá regulárně se měńıćı
funkćı (v nekonečnu), pokud pro všechna x > 0 a nějaké α ∈ R plat́ı

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= xα. (1.26)

Ṕı̌seme pak f ∈ Rα. Č́ıslo α se pak nazývá index regulárńı variace (zkráceně RV index).
Je-li nav́ıc α = 0, nazývá se pak funkce f pomalu se měńıćı funkćı.

Fréchetova tř́ıda EV rozděleńı (ξ > 0)

V literatuře je tato tř́ıda označována také jako EV rozděleńı typu II. Z historického
hlediska je distribučńı funkce rozděleńı Fréchetova typu často uváděna v následuj́ıćım
tvaru při parametrizaci Φα(x) = Gξ((x− 1)/ξ), tedy

Φα(x) =





0, x ≤ 0,

exp (−x−α) , x > 0,

kde α = 1/ξ > 0.
Pro rozděleńı v této tř́ıdě plat́ı Gξ(x) < 1 pro všechna x ∈ R, tj. pravý koncový bod

x∗ = ∞. Nav́ıc, levý koncový bod x∗ := inf{x : F (x) > 0} je konečný a je roven −1/ξ.
Pro x→∞ je 1−Gξ(x) ' (ξx)−1/ξ, kde symbol ' znač́ı asymptotickou ekvivalenci, tedy

lim
x→∞

1−Gξ(x)

(ξx)−1/ξ
= 1,

a tud́ıž rozděleńı z této tř́ıdy maj́ı těžké pravé chvosty. Neexistuj́ı tak momenty řádu
větš́ıho nebo rovného 1/ξ, což kupř́ıkladu pro ξ ≥ 1/2 znamená, že rozptyl neńı konečný,
a pro ξ ≥ 1 dokonce neexistuje ani středńı hodnota.
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1.3. Základńı typy EV rozděleńı

Významná rozděleńı patř́ıćı do oboru atraktivity Fréchetova rozděleńı shrnuje ta-
bulka 1.1. Patř́ı mezi ně např. Studentovo, Fisherovo-Snedecorovo či Fréchetovo rozděleńı.
Nav́ıc do této tř́ıdy patř́ı všechna rozděleńı Paretova typu, tj. rozděleńı, jejichž distribučńı
funkce a kvantilová funkce chvostu jsou pro ξ > 0 ve tvaru

1− F (x) = x−1/ξ`F (x),

U(t) = tξ`U(t),

kde `F (x), `U(t) ∈ R0. Tato rozděleńı s těžkými chvosty hraj́ı d̊uležitou roli v mnoha mo-
delech pro odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot, jak bude diskutováno v kapi-
tole 3. Detailńı popis Fréchetovy tř́ıdy rozděleńı ve smyslu regulárně se měńıćıch funkćı
nab́ıźı následuj́ıćı věta.

V�eta 1.9. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) F ∈ D(Gξ) pro ξ > 0,

(ii) x∗ =∞ a plat́ı 1− F (t) ∈ R−1/ξ,

(iii) U(t) ∈ Rξ.

D̊ukaz. Podrobně provedeme d̊ukaz pro jednostranné implikace (i)⇒(ii) a (i)⇒(iii), opačné
implikace lze dokázat obdobně. Nejprve se budeme zabývat d̊ukazem implikace mezi tvr-
zeńımi (i) a (iii).

Necht’ F ∈ D(Gξ) pro ξ > 0. Pak je splněna podmı́nka (1.23) a tato implikuje

lim
t→∞

a(tx)

a(t)
= lim

t→∞

(
U(txy)− U(t)

a(t)
− U(tx)− U(t)

a(t)

)/(
U(txy)− U(tx)

a(tx)

)
=

=

(
(xy)ξ − 1

ξ
− xξ − 1

ξ

)/(
yξ − 1

ξ

)
= xξ.

Vzhledem k předcházej́ıćı rovnosti pro Z > 1 plat́ı

lim
k→∞

U(Zk+1)− U(Zk)

U(Zk)− U(Zk−1)
= lim

k→∞

(
U(Zk+1)− U(Zk)

a(Zk)

)/(
U(Zk)− U(Zk−1)

Zξa(Zk−1))

)
= Zξ,

a tud́ıž pro 0 < ε < 1− Z−ξ, k ≥ n0(ε), kde n0(ε) je dostatečně velké, dostáváme

(
U(Zk)− U(Zk−1)

)
Zξ(1− ε) ≤ U(Zk+1)− U(Zk) ≤

≤
(
U(Zk)− U(Zk−1)

)
Zξ(1 + ε). (1.27)

Nyńı nerovnosti (1.27) sečteme pro k = n0, . . . , n, výsledek vyděĺıme výrazem U(Zn)
a dostaneme tak nerovnost

Zξ(1− ε)U(Zn)− U(Zn0−1)

U(Zn)
≤ U(Zn+1)− U(Zn0)

U(Zn)
≤ Zξ(1 + ε)

U(Zn)− U(Zn0−1)

U(Zn)
.

Pro n→∞ se obdrž́ı

Zξ(1− ε) ≤ lim
n→∞

U(Zn+1)− U(Zn0)

U(Zn)
= lim

n→∞

U(Zn+1)

U(Zn)
≤ Zξ(1 + ε),
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

a poněvadž tato nerovnost plat́ı pro libovolné ε > 0, plyne odtud

lim
n→∞

U(Zn+1)

U(Zn)
= Zξ (1.28)

pro všechna Z > 1. Dále pro každé x > 1 definujme č́ıslo n(x) ∈ N tak, aby

Zn(x) ≤ x < Zn(x)+1. (1.29)

Pro t, x > 1 potom plat́ı nerovnosti

U(Zn(t)Zn(x))

U(Zn(t)+1)
≤ U(tx)

U(t)
≤ U(Zn(t)+1Zn(x)+1)

U(Zn(t))
. (1.30)

Levou stranu (1.30) je možné rozepsat jako

U(Zn(t)Zn(x))

U(Zn(t))

U(Zn(t))

U(Zn(t)+1)
.

Dle vztahu (1.28) tento výraz pro t → ∞ konverguje k výrazu Zξn(x)Z−ξ, který je dle
(1.29) zdola ohraničen (x/Z2)ξ. Podobně pravá strana výrazu (1.30) je shora ohraničena
(xZ2)ξ. Pro Z → 1 tak dostáváme př́ımo tvrzeńı (iii).

Nyńı dokážeme, že z tvrzeńı (iii) plyne (ii). Z definice kvantilové funkce chvostu lze
pro ε > 0 psát

U

(
1− ε

1− F (t)

)
≤ t ≤ U

(
1 + ε

1− F (t)

)
,

tedy

U
(

x
1−F (t)

)

U
(

1+ε
1−F (t)

) ≤ 1

t
U

(
x

1− F (t)

)
≤
U
(

x
1−F (t)

)

U
(

1−ε
1−F (t)

) . (1.31)

Necht’ U(t) ∈ Rξ. Pak levá a pravá strana výrazu (1.31) konverguj́ı k výraz̊um (x/(1+ε))ξ

a (x/(1− ε))ξ. Protože ale nerovnost (1.31) plat́ı pro všechna ε > 0, dostane se rovnost

lim
t→∞

1

t
U

(
x

1− F (t)

)
= xξ.

Dále se použije lemma 1.4 a předchoźı rovnice se vyjádř́ı pomoćı zleva spojitých inverzńıch
funkćı. Obdrž́ı se tud́ıž

lim
t→∞

1− F (t)

1− F (tx)
= x1/ξ

a implikace je tak dokázána.
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1.3. Základńı typy EV rozděleńı

Gumbelova tř́ıda EV rozděleńı (ξ = 0)

V př́ıpadě Gumbelovy tř́ıdy (též EV rozděleńı typu I) je pravý koncový bod x∗ = ∞
a levý koncový bod x∗ = −∞, tedy nosič distribučńı funkce pokrývá celou reálnou osu
a pro všechna x ∈ R je 0 < G0(x) < 1. Distribučńı funkce Gumbelova oboru atraktivity
je př́ımo ve tvaru (1.11), tj.

G0(x) = exp
(
−e−x

)
.

Oproti Fréchetově tř́ıdě zde pro x→∞ dostáváme 1−G0(x) ' e−x a momenty všech
řád̊u existuj́ı. Pro rozděleńı patř́ıćı do Gumbelovy tř́ıdy lze ukázat (viz [38]), že a(t) ∈ R0

a také U(t) ∈ R0. Některá významná rozděleńı patř́ıćı do Gumbelova oboru atraktivity
jsou shrnuta v tabulce 1.2, řad́ı se mezi ně např. exponenciálńı, normálńı či Weibullovo
rozděleńı.

Weibullova tř́ıda EV rozděleńı (ξ < 0)

Weibullova tř́ıda, také označována jako EV rozděleńı typu III, zahrnuje všechna rozděleńı
Gξ(x) s EV indexem ξ < 0. Jej́ı distribučńı funkce se často vyskytuje v následuj́ıćım tvaru
při reparametrizaci Ψα(x) = Gξ(−(1 + x)/ξ) pro α = −1/ξ > 0, tedy

Ψα(x) =





exp (−(−x)α) , x < 0,

1, x ≥ 0.

Pravý koncový bod pro rozděleńı z Weibullovy tř́ıdy je konečný a x∗ = −1/ξ. Naproti
tomu je levý koncový bod x∗ = −∞. Protože pro x → ∞ dostáváme 1 − Gξ(x

∗ − x) '
(−ξx)−1/ξ, maj́ı rozděleńı omezené pravé chvosty. Pro rozděleńı patř́ıćı do Weibullovy
tř́ıdy lze ukázat (viz [38]), že x∗−U(t) ∈ Rξ a 1−F (x∗− t) ∈ R−1/ξ. Důkaz zde lze vést
obdobně jako u tvrzeńı 1.9. Tabulka 1.3 popisuje vybraná rozděleńı pravděpodobnosti
z Weibullova oboru atraktivity, řad́ı se sem mimo jiné např. rovnoměrné či beta rozděleńı.

Vzhledem k tomu, že tř́ıda EV rozděleńı je totožná s tř́ıdou max-stabilńıch rozděleńı
splňuj́ıćıch (1.21), zřejmě vždy plat́ı Gξ ∈ D(Gξ), tedy kupř́ıkladu Gumbelovo rozděleńı
patř́ı do Gumbelova oboru atraktivity apod.

V závěru tohoto odstavce ještě stanov́ıme von Misesovu postačuj́ıćı podmı́nku pro to,
aby daná distribučńı funkce patřila do oboru atraktivity nějakého EV rozděleńı. Tato
podmı́nka je často nejvhodněǰśım zp̊usobem, jak tuto skutečnost ověřit.

V�eta 1.10. von Misesova podm��nka atraktivity Bud’ F (x) distribučńı funkce
s pravým koncovým bodem x∗. Necht’ existuje F ′′(x) a necht’ F ′(x) je kladná pro všechna
x v nějakém levém okoĺı bodu x∗. Pak F ∈ D(Gξ), pokud

lim
t↑x∗

(
1− F (t)

F ′(t)

)′
= ξ. (1.32)

D̊ukaz. Úpravou vztahu (1.32) lze ukázat, že plat́ı rovnost

lim
t↑x∗

[1− F (t)]F ′′(t)

[F ′(t)]2
= −ξ − 1,
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

která je ekvivalentńı výrazu

lim
t→∞

tU ′′(t)

U ′(t)
= ξ − 1. (1.33)

Ukážeme, že (1.33) implikuje podmı́nku (1.23), a tedy i podmı́nku atraktivity (1.22).
Vyjděme z následuj́ıćı triviálńı rovnosti

1

1− F (U(t))
= t.

Derivaćı předešlého vztahu dostaneme nejprve

U ′(t) =
[1− F (U(t))]2

F ′(U(t))
, (1.34)

derivaćı (1.34) po úpravě postupně obdrž́ıme

U ′′(t)

U ′(t)
= −2 [1− F (U(t))]− [1− F (U(t))]2 F ′′(U(t))

[F ′(U(t))]2
,

tU ′′(t)

U ′(t)
= −2− [1− F (U(t))]F ′′(U(t))

[F ′(U(t))]2
. (1.35)

Pro x > 0 a t, tx > 1, plat́ı

lnU ′(tx)− lnU ′(t) =

∫ x

1

tsU ′′(ts)

U ′(ts)

ds

s
,

přičemž s využit́ım (1.35) lze dále psát

lnU ′(tx)− lnU ′(t) =

∫ x

1

(ξ − 1)
ds

s
= lnxξ−1.

Jelikož pro 0 < a < b <∞ plat́ı

lim
t→∞

sup
a≤x≤b

∣∣∣∣ln
U ′(tx)

U ′(t)
− lnxξ−1

∣∣∣∣ = 0

a pro nějaké kladné k na kompaktńım intervalu plat́ı |es − et| < k|s− t|, dostane se tak

lim
t→∞

sup
a≤x≤b

∣∣∣∣
U ′(tx)

U ′(t)
− xξ−1

∣∣∣∣ = 0.

Odtud už vyplývá následuj́ıćı konvergence

U(tx)− U(t)

tU ′(t)
− xξ − 1

ξ
=

∫ x

1

(
U ′(ts)

U ′(t)
− sξ−1

)
ds→ 0

a platnost tvrzeńı je tak dokázána.

Některé daľśı tvary předešlé postačuj́ıćı podmı́nky pro konkrétńı př́ıpady ξ > 0, ξ = 0
a ξ < 0 jsou odvozeny např. v [38].
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1.3. Základńı typy EV rozděleńı

Tabulka 1.1: Rozděleńı patř́ıćı do Fréchetova oboru atraktivity.

Rozděleńı
Distribučńı funkce F (t)
a kvantilová funkce chvostu U(t)

EV index

Paretovo
F (t) = 1−

(
α
x

)1/ξ
, x ≥ α; ξ > 0, α ∈ R

ξ
U(t) = αtξ, t > 1

Zobecněné Paretovo
F (x) = 1− (1 + ξx)−1/ξ, x > 0; ξ > 0

ξ
U(t) = (tξ − 1)/ξ, t > 1

Fréchetovo
F (x) = exp

(
−x−1/ξ

)
, x ≥ 0; ξ > 0

ξ
U(t) =

(
− ln

(
1− 1

t

))−ξ
, t > 1

F(m,n)

dF (x)
dx =

Γ(m+n
2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )

(
m
n

)m
2 x

m
2 −1

(
1 + m

n x
)−m+n

2 ,

2
nx > 0;m,n > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Studentovo

dF (x)
dx =

Γ(n+1
2 )

√
nπΓ(n2 )

(
1 + x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R;n > 0
1
n

předpis pro U(t) neńı znám

Burrovo (typ XII)
F (x) = 1−

(
η

η+xτ

)λ
, x > 0; η, τ, λ > 0

1
λτ

U(t) =
(
η
[
t1/λ − 1

])1/τ
, t > 1

Burrovo (typ III)
F (x) =

(
η

η+x−τ

)λ
, x > 0; η, τ, λ > 0

1
τ

U(t) =
(

η
(1−t−1)1/λ

− η
)−1/τ

, t > 1

Inverzńı gama
dF (x)

dx = λα

Γ(α)e
−λ/xx−α−1, x > 0;λ, α > 0

1
α

předpis pro U(t) neńı znám

Logaritmické gama
dF (x)

dx = λα

Γ(α)x
−λ−1(lnx)α−1, x > 1;λ, α > 0

1
λ

předpis pro U(t) neńı znám

Loglogistické
F (x) =

(
1 + ( xα )−β

)−1
, x > 0;α, β > 0 1

β
U(t) = α(t− 1)1/β , t > 1

Hallova tř́ıda rozděleńı
U(t) = Ctξ (1 +Dtρ + o(tρ)) pro t > 1;
C > 0, ξ > 0, ρ < 0

ξ
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

Tabulka 1.2: Rozděleńı patř́ıćı do Gumbelova oboru atraktivity.

Rozděleńı
Distribučńı funkce F (t)
a kvantilová funkce chvostu U(t)

Exponenciálńı
F (x) = 1− exp (−λx) , x > 0;λ > 0

U(t) = 1
λ ln t, t > 1

Weibullovo
F (x) = 1− exp (−(x/λ)α) , x > 0;λ, α > 0

U(t) = λ (ln t)1/α , t > 1

Normálńı

dF (x)
dx =

(
σ
√

2π
)−1

exp
(
− (x−µ)2

σ2

)
, x ∈ R;

µ ∈ R, σ > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Logaritmicko normálńı

dF (x)
dx = 1

xσ
√

2π
exp

{
− 1

2σ2 (lnx− µ)2
}

, x > 0;

µ ∈ R, σ > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Gama

dF (x)
dx = λm

Γ(m) exp(−λx)xm−1, x > 0;λ,m > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Logistické

F (x) =
(
1 + exp

(
−x−µ

σ

))−1
, x ∈ R; µ ∈ R,

σ > 0

U(t) = µ+ σ ln(t− 1), t > 1

Benktanderovo (typ II)

F (x) = 1− x−(1−β) exp
{
−α
β

(
xβ − 1

)}
,

x > 0; α, β > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Gumbelovo
F (x) = exp (−e−x) , x ∈ R

U(t) = − ln
(

ln t
t−1

)
, t > 1
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Tabulka 1.3: Rozděleńı patř́ıćı do Weibullova oboru atraktivity.

Rozděleńı
Distribučńı funkce F (t)
a kvantilová funkce chvostu U(t)

EV index

Rovnoměrné
F (x) = x−a

b−a , a ≤ x ≤ b; a, b ∈ R, a < b
−1

U(t) =
(
1− 1

t

)
(b− a) + a, t > 1

Beta

dF (x)
dx = Γ(p+q)

Γ(p)Γ(q)x
p−1(1− x)q−1, 0 ≤ x ≤ 1;

−1
qp, q > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Reverzńı Burrovo
F (x) = 1−

(
η

η+(−x)−τ

)λ
, x ≤ 0; η, τ, λ > 0

− 1
λτ

U(t) = −
(
η
[
t1/λ − 1

])−1/τ
, t > 1

Extremálńı Weibullovo
F (x) = exp {−(−x)α} , x < 0;α > 0

− 1
α

U(t) = −
(

ln t
t−1

)1/α
, t > 1

1.4. Podmı́nka druhého řádu

Tento odstavec bude zaměřen na charakterizaci konvergence ve vztahu (1.22), resp. (1.23)
a bude zavedena tzv. podmı́nka druhého řádu. Splněńı této podmı́nky bude později
nutným požadavkem pro existenci asymptotických rozděleńı semiparametrických odhad̊u
parametr̊u EV rozděleńı popsaných v odstavci 2.3. V tomto kontextu hraje podmı́nka
druhého řádu d̊uležitou roli také při použit́ı prahového modelu (viz odstavec 2.1), zejména
v kombinaci s některými adaptivńımi technikami výběru prahové hodnoty, na které je tato
práce dále zaměřena.

Definice 1.11. Řekneme, že kvantilová funkce chvostu U(t) (resp. př́ıslušné rozděleńı
pravděpodobnosti) splňuje podmı́nku druhého řádu, pokud existuje nějaká kladná funkce
a(t) a kladná či záporná funkce A(t) taková, že limt→∞A(t) = 0 a pro x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

−Dξ(x)

A(t)
= Hξ,ρ(x) :=

1

ρ

(
xξ+ρ − 1

ξ + ρ
− xξ − 1

ξ

)
. (1.36)

Parametr ρ ≤ 0 se nazývá parametr druhého řádu a funkce A(t) se pak označuje jako tzv.
pomocná funkce druhého řádu.

V př́ıpadě, že ξ = 0 nebo ρ = 0, chápeme funkci Hξ,ρ(x) ve tvaru, který se obdrž́ı jej́ım
limitńım přechodem pro ξ → 0, resp. ρ→ 0, tj. ve tvaru

Hξ,ρ(x) =





1
ρ

(
xξ+ρ−1
ξ+ρ

− xξ−1
ξ

)
, ξ 6= 0 6= ρ,

1
ξ

(
xξ lnx− xξ−1

ξ

)
, ξ 6= 0 = ρ,

1
ρ

(
xρ−1
ρ
− lnx

)
, ξ = 0 6= ρ,

1
2

ln2 x, ξ = 0 = ρ.

(1.37)
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1. Základy teorie extrémńıch hodnot

Zejména je třeba upozornit na skutečnost, že funkce Hξ,ρ(x) neńı násobkem funkce Dξ(x).
Uvědomme si, že funkce a(t) z podmı́nky (1.36) může (ale také nemuśı) být totožná
s funkćı a(t) z podmı́nky atraktivity (1.23). Lze nav́ıc ukázat (viz např. [38]), že

|A(t)| ∈ Rρ.

Označ́ı-li se a1(t) := a(t)A(t), pak se vztah (1.36) může přepsat do ekvivalentńıho
tvaru

lim
t→∞

U(tx)− U(t)− a(t)Dξ(x)

a1(t)
= Hξ,ρ(x). (1.38)

Nahrad’me nyńı funkci a(t) ve vztahu (1.38) za funkci a(t) + ca1(t) pro nějakou konstantu
c ∈ R. Dostaneme tak

lim
t→∞

U((tx)− U(t)− a(t) (1 + cA(t))Dξ(x)

a1(t) (1 + cA(t))
=

= lim
t→∞

[
1

1 + cA(t)

U(tx)− U(t)− a(t)Dξ(x)

a1(t)
− cDξ(x)

1 + cA(t)

]
=

= Hξ,ρ(x)− cDξ(x). (1.39)

Protože je podmı́nka druhého řádu splněna a a(t) ' a(t) + ca1(t), plyne odtud, že funkce
Hξ,ρ(x) je vždy předchoźıho typu jako v (1.39). Obecně z̊ustává podmı́nka druhého řádu
v platnosti, nahrad́ıme-li ve vztahu (1.36) funkce a(t), A(t) po řadě funkcemi a∗(t), A∗(t)
s vlastnost́ı A∗(t) ' A(t) a a∗(t)/a(t)− 1 = o(A(t)) [38].

D�usledek 1.12. Jestliže je splněna podmı́nka (1.36) pro nějaké funkce a(t), A(t) a ρ ≤ 0,
pak existuje kladná funkce a0(t) a kladná či záporná funkce A0(t) tak, že plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= Ψξ,ρ(x), (1.40)

kde

Ψξ,ρ(x) :=





xξ+ρ−1
ξ+ρ

, ξ + ρ 6= 0, ρ < 0,

lnx, ξ + ρ = 0, ρ < 0,

xξ

ξ
lnx, ρ = 0 6= ξ,

1
2

ln2 x, ρ = 0 = ξ,

a kde dále

a0(t) :=





a(t)
(

1− 1
ρ
A(t)

)
, ρ < 0,

a(t)
(

1− 1
ξ
A(t)

)
, ρ = 0 6= ξ,

a(t), ρ = 0 = ξ,

A0(t) :=





1
ρ
A(t), ρ < 0,

A(t), ρ = 0.
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1.4. Podḿınka druhého řádu

Hodnoty parametru druhého řádu ρ a tvary pomocných funkćı druhého řádu A(t) pro
rozděleńı z Fréchetova, Gumbelova a Weibullova oboru atraktivity uváděj́ı tabulky 1.4, 1.5
a 1.6. V dodatku A je možné nalézt detailńı odvozeńı velké části z nich. Platnost podmı́nky
druhého řádu je možné ověřit např́ıklad pomoćı následuj́ıćı postačuj́ıćı podmı́nky.

V�eta 1.13. von Misesova podm��nka druh�eho �r�adu Necht’ U(t) je kvantilová
funkce chvostu, U ′′(t) existuje a

A(t) :=
tU ′′(t)

U ′(t)
− ξ + 1. (1.41)

Jestliže A(t) neměńı znaménko pro dostatečně velké t, limt→∞A(t) = 0 a |A(t)| ∈ Rρ,
pro nějaké ρ ≤ 0, pak pro x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

− xξ−1
ξ

A(t)
= Hξ,ρ(x).

D̊ukaz. Bud’ U(t) kvantilová funkce chvostu. Protože U ′(t) ∈ Rξ−1, pak zřejmě

lnU ′(tx)− lnU(t) =

∫ x

1

tuU ′′(tu)

U ′(tu)

du

u
→
∫ x

1

(ξ − 1)
du

u
.

Odtud tedy dostáváme

U(tx)−U(t)
a(t)

− xξ−1
ξ

A(t)
=

∫ x
1

(
U ′(ts)
U ′(t)

− sξ−1
)

ds

A(t)
=

=

∫ x
1
sξ−1tξ−1

∫ s
1
U ′′(tu)(tu)1−ξ+(1−ξ)(tu)−ξU ′(tu)

U ′(t)
t du ds

A(t)
=

=

∫ x
1
sξ−1

∫ s
1

(
tuU ′′(tu)
U ′(t)

− ξ + 1
)
U ′(tu)
U ′(t)

u−ξ du ds

A(t)
=

=

∫ x

1

sξ−1

∫ s

1

A(tu)

A(t)

U ′(tu)

U ′(t)
u−ξ du ds.

Protože pro u > 0 konverguj́ı členy A(tu)/A(t) a U ′(tu)/U ′(t) stejnoměrně ke uρ a uξ−1 (viz
[38], věta B.1.4), lze předchoźı rovnost dále zapsat ve tvaru integrálu

∫ x
1
sξ−1

∫ s
1
uρ−1 du ds,

jehož integraćı se zřejmě źıská funkce Hξ,ρ(x). Tvrzeńı je tak dokázáno.

33
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ý

tvar
fu

n
kce

n
eń
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ě
le

ń
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ń

ı
a
(t

)
=
λ
−

1
n

es
p

lň
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lń

ı
[3

8
]

tv
ar

fu
n

kc
e

n
eń
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ı

p
atř́ıćı
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ý

tv
a
r

fu
n

k
c
e
a
(t)

V
h

o
d

n
ý
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řá

d
u

R
ov

n
om
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2
Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch

hodnot

V této kapitole budou popsány vybrané metody odhad̊u parametr̊u EV rozděleńı. V prvńı
části nejdř́ıve představ́ıme základńı př́ıstupy vyhodnoceńı dat, které vedou na použit́ı GEV
rozděleńı, a sice tzv. model blokových maxim a prahový model. Následně se zaměř́ıme
př́ımo na techniky odhadu. Ve druhém odstavci budou stručně shrnuty základy často
už́ıvané parametrické metody odhadu, metody maximálńı věrohodnosti. Zde bude disku-
továno jej́ı konkrétńı použit́ı pro odhady parametrických funkćı za předpokladu modelu
blokových maxim i prahového modelu. V posledńı době se pozornost zaměřila předevš́ım
na neparametrické př́ıstupy odhadu parametr̊u EV rozděleńı. Řada autor̊u se zabývala od-
hady parametr̊u metodou pravděpodobnostně vážených moment̊u [29, 30, 44, 135] nebo
metodou L-moment̊u [12, 74]. V této kapitole budou rozebrány semiparametrické př́ıstupy
odhadu EV indexu, a to Hill̊uv a momentový odhad v prahovém modelu. Tyto semipara-
metrické odhady jsou závislé na vhodné volbě prahové hodnoty a vzhledem k tomuto bude
také provedena jejich diskuze. Technikám adaptivńı volby prahové hodnoty v kombinaci
s uvedenými odhady pak bude později věnována kapitola 3. Významná tř́ıda těchto adap-
tivńıch př́ıstup̊u je založena na metodě bootstrap, kterou v závěru následuj́ıćı kapitoly
v krátkosti představ́ıme.

2.1. Základńı modely pro odhady parametr̊u

a parametrických funkćı EV rozděleńı

V tomto odstavci budou popsány dva základńı př́ıstupy pro analýzu a modelováńı extrém-
ńıch hodnot nezávislých pozorováńı. V aplikačńıch úlohách, kdy je potřeba učinit závěry
o rozděleńı extrémńıch hodnot, je nutné z dané řady pozorováńı nejprve vybrat dostatečně
velké pozorované hodnoty, které mohou pocházet z nějakého EV rozděleńı. Řada autor̊u
vyzdvihuje fakt [34, 22], že v praktických situaćıch jsou často extrémńı výchylky při
měřeńı náhodných veličin zp̊usobeny jinými mechanizmy než

”
běžná“ pozorováńı. Jako

jedno z možných užit́ı EV teorie se tak nab́ıźı nejenom často vyžadovaný odhad frekvence
výskytu extrémńıch jev̊u, ale také např́ıklad možnost automatické validace dat, kdy je
potřeba očistit pozorováńı sledovaných veličin od vněǰśıch vliv̊u. Právě ve zp̊usobu výběru
významných pozorováńı se lǐśı modely popsané ńıže. Nejprve bude popsán tzv. model
blokových maxim, který je založen na GEV rozděleńı. Tento model má některá úskaĺı,
která se snaž́ı překonat prahový model založený na zobecněném Paretově rozděleńı.
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Model blokových maxim

V prvńı kapitole bylo ukázáno, že tř́ıda EV rozděleńı je dána distribučńı funkćı Gξ GEV
rozděleńı ve tvaru (1.11). Doposud byla pozornost soustředěna na popis vlastnost́ı EV
rozděleńı vzhledem k EV indexu ξ a GEV rozděleńı bylo chápáno jako jednoparametrická
tř́ıda rozděleńı s parametrem tvaru ξ. Nyńı uvažujme obecněji GEV rozděleńı včetně pa-
rametru polohy µ ∈ R a parametru měř́ıtka σ > 0 s distribučńı funkćı G(x) v následuj́ıćım
tvaru

G(x) =





exp
{
−
[
1 + ξ

(
x−µ
σ

)]−1/ξ
}
, pro ξ 6= 0 a 1 + ξ

(
x−µ
σ

)
> 0,

exp
{
− exp

[
−
(
x−µ
σ

)]}
, pro ξ = 0,

(2.1)

kde EV index ξ ∈ R je parametr tvaru. Př́ıležitostně budeme psát GEV(µ,σ,ξ), abychom
explicitně vyjádřili, že máme na mysli GEV rozděleńı s uvedenými parametry polohy,
měř́ıtka a tvaru.

Metoda blokových maxim byla navržena Gumbelem a poprvé byla použita v práci [67].
Uvažujme, že je dán náhodný výběr X1, . . . , Xk rozsahu k = mn s neznámou distribučńı
funkćı F ∈ D(Gξ). Princip metody je následuj́ıćı. Daný náhodný výběr se nejprve rozděĺı
na m blok̊u délky n, z nichž se posléze vyberou vždy jen ta nejvyšš́ı pozorováńı. Označme
Mn,i, i = 1, . . . ,m bloková maxima, tedy

Mn,i = max{X(i−1)n+1, . . . Xin}, i = 1, . . . ,m.

Jak udává věta 1.6, pro každé i = 1, . . . ,m plat́ı

lim
n→∞

P

(
Mn,i − bn

an
≤ x

)
= G(x), (2.2)

kde G(x) je distribučńı funkce nějakého GEV(µ,σ,ξ) rozděleńı. Pro konečné a dostatečně
velké n můžeme platnost vztahu (2.2) chápat asymptoticky, tedy pro i = 1, . . . ,m lze
použ́ıt aproximaci

P (Mn,i ≤ x) ≈ G ((x− bn)/an) = G∗(x),

kde G∗ je distribučńı funkce GEV(µ∗,σ∗,ξ∗) rozděleńı s parametry µ∗ = anµ+bn, σ∗ = anσ
a ξ∗ = ξ. Je tak vidět, že se funkce G a G∗ lǐśı pouze volbou parametru polohy a měř́ıtka.
Tento fakt nepředstavuje pro analýzu extrémńıch hodnot žádné omezeńı, protože všechny
parametry muśı být odhadnuty v každém př́ıpadě.

Nyńı se zaměř́ıme na odhady vybraných parametrických funkćı. Vzhledem k aplikačńım
úlohám, kterým se tato práce věnuje v kapitole 4, bude věnována pozornost zejména od-
had̊um vybraných vysokých kvantil̊u. Typicky se jedná o kvantily odpov́ıdaj́ıćı nějaké hod-
notě r > 1 tak, aby pravděpodobnost překročeńı byla 1/r. V praktických situaćıch bývá
obvyklá volba r >> k, kde k je rozsah daného výběru, a zřejmě zde EV teorie představuje
vhodný nástroj k odhad̊um těchto kvantil̊u. V aplikačńıch oblastech se hodnota r často
nazývá perioda návratu a zmı́něný kvantil zr je pak označován jako tzv. návratová úroveň.
Návratová úroveň zr je tedy taková hodnota sledované náhodné veličiny, která je pr̊uměr-
ně překročena jednou za r pozorováńı. Jedná se vlastně o (1 − r−1) kvantil modelového
rozděleńı, v př́ıpadě metody blokových maxim tedy GEV rozděleńı.

Návratová úroveň je v následuj́ıćım tvaru

zr =





µ− σ
ξ
{1− [− ln(1− r−1)]} , pro ξ 6= 0,

µ− σ ln [− ln(1− r−1)] , pro ξ = 0,
(2.3)
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2.1. Základńı modely pro odhady parametrických funkćı

přičemž jej́ı odhad lze źıskat nahrazeńım parametr̊u µ, σ, ξ ve vztahu (2.3) vhodnými

odhady µ̂, σ̂, ξ̂. Odhady parametr̊u a parametrických funkćı pomoćı metody maximálńı
věrohodnosti budou diskutovány v odstavci 2.2. Někdy se v praxi vyskytuje požadavek
určeńı N -leté návratové úrovně, tedy hodnoty zN , která je pr̊uměrně překročena jednou
každých N let. Je-li pozorovaná řada rozdělena na bloky o délce odpov́ıdaj́ıćı trváńı jed-
noho roku, pak N -letou úroveň obdrž́ıme jednoduše položeńım r = N .

Nesnáze metody blokových maxim jsou zřejmé: při konstantńım rozsahu k = mn
p̊uvodńıho náhodného výběru zp̊usobuje velká volba délky bloku n malý počet blok̊u m
a t́ım i malý rozsah náhodného výběru Mn,1, . . . ,Mn,m. Odhady parametr̊u GEV rozděleńı
tak bývaj́ı zat́ıženy značnou variabilitou. Naopak při velkém počtu blok̊u je jejich délka
malá, což může vést k vychýleńı odhad̊u vlivem nedostatečné aproximace asymptotickým
rozděleńım. Metodě blokových maxim je také často vytýkáno (viz např. [95, 97]), že
zanedbává př́ıpadná jiná velká pozorováńı, která ovšem nedosahuj́ı hodnot př́ıslušných
blokových maxim. Původńı náhodný výběr je tak značně redukován, což vede k významné
ztrátě obsažené informace.

Je však obecně přij́ımáno [80], že na rozd́ıl od prahového modelu diskutovaného
ńıže, je tento př́ıstup robustněǰśı vzhledem k porušeńı např. předpokladu nezávislosti
p̊uvodńı řady X1, . . . , Xmn. Modely odhadu parametr̊u pro stacionárńı řady budou de-
tailně popsány v kapitole 5 a zde bude nadále uvažován předpoklad nezávislosti.

Prahový model

Necht’ X je náhodná veličina s distribučńı funkćı F ∈ D(Gξ). Z (1.24) pro x > 0 splňuj́ıćı
1 + ξx > 0 plyne rovnost

lim
u↑x∗

1− F (u+ xϕ(u))

1− F (u)
= lim

u↑x∗
P

(
X − u > xϕ(u)

∣∣∣∣ X > u

)
= (1 + ξx)−1/ξ, (2.4)

kde ϕ je nějaká kladná funkce pro x > 0. Označme nyńı σu := ϕ(u) parametr závislý
na u ∈ R a zaved’me náhodnou veličinu Y = X − u. Hodnotu u budeme dále nazývat
prahovou hodnotou nebo také zkráceně prahem. Ze vztahu (2.4) vyplývá

lim
u↑x∗

P (Y > x | X > u) =

(
1 + ξ

x

σu

)−1/ξ

=: 1−H(x), (2.5)

kde H(x) je distribučńı funkce zobecněného Paretova rozděleńı (zkráceně GP rozděleńı
z angl. Generalized Pareto) s parametrem tvaru ξ ∈ R a parametrem měř́ıtka σu > 0
definovaná pro {x : x > 0, 1 + ξx/σu > 0}. Pro př́ıpad ξ = 0 se opět H(x) dostane
limitńım přechodem pro ξ → 0 ve tvaru 1− exp(−x/σu).

Tedy pro dostatečně velkou prahovou hodnotu u lze podmı́něné rozděleńı náhodné
veličiny Y = X − u za podmı́nky X > u aproximovat GP rozděleńım, přičemž parametr
tvaru ξ ∈ R GP rozděleńı odpov́ıdá parametru tvaru ξ ∈ R př́ıslušného limitńıho GEV
rozděleńı výběrových maxim. Pro parametr měř́ıtka je možné odvodit (viz [18]) rovnost

σu = σ + ξ(u− µ), (2.6)

kde µ, σ jsou parametry polohy a měř́ıtka př́ıslušného GEV rozděleńı výběrových maxim.
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Zabývejme se opět odhady návratových úrovńı zr. Při pevném, dostatečně velkém u
dostáváme úpravou vztahu (2.5) pro x > u aproximaci

P (X > x) ≈ P (X > u) (1−H(x− u)) . (2.7)

Pro jednoduchost označme λu := P (X > u). Návratovou úroveň můžeme vyjádřit jako
kvantil rozděleńı (2.7) ve tvaru

zr =





u+ σu
ξ

[
(λur)

ξ − 1
]
, pro ξ 6= 0,

u+ σu ln (λur) , pro ξ = 0.
(2.8)

V př́ıpadě, že hledaná návratová úroveň je N -letá úroveň, polož́ıme r = Nny, kde ny je
pr̊uměrný počet pozorováńı za rok. Odhad návratové úrovně źıskáme nahrazeńım para-
metr̊u ξ, σu, λu jejich vhodnými odhady ξ̂, σ̂u, λ̂u. Odhady parametr̊u prahového modelu
pomoćı metody maximálńı věrohodnosti budou odvozeny v odstavci 2.2. V posledńı době
jsou rozv́ıjeny semiparametrické metody odhadu, které jsou vhodné při použit́ı s některými
adaptivńımi metodami výběru prahu. Tyto budou probrány v části 2.3, adaptivńı volby
prahové hodnoty pak v odstavćıch 3.2 a 3.3.

Prahový model byl odvozen Pickandsem (1975, [109]) a v současnoti je stále v́ıce
použ́ıvaným modelem pro odhady parametr̊u GEV rozděleńı (viz práce [12, 19, 25, 50, 89,
96, 114]). V literatuře je tento př́ıstup označován nejběžněji jako Peaks-Over-Threshold
(zkráceně POT). Oproti metodě blokových maxim neopomı́j́ı ostatńı extrémńı pozorováńı,
která nedosahuj́ı velikosti blokových maxim, a zpravidla tak dovoluje zahrnout do analýzy
soubor větš́ıho rozsahu. Na druhou stranu vhodná volba prahu je kritickou část́ı celého
modelu. Je-li práh u zvolen př́ılǐs ńızko, může doj́ıt ke špatné aproximaci limitńıho vztahu
(2.5) a hroźı, že parametry modelu budou odhadnuty se značným vychýleńım. Zvoĺıme-li
práh u př́ılǐs vysoko, dojde jen k malému počtu překročeńı prahu a odhady parametr̊u
budou zat́ıženy velkou variabilitou. Podobně je volba prahu kritická vzhledem k odhad̊um
návratových úrovńı (2.8) a tyto mohou být v některých situaćıch značně vychýlené.
Proto tato skutečnost bude také předmětem pozděǰśıch úvah, zejména dále v odstavćıch
věnovaných konkrétńım aplikaćım.

V praktických situaćıch je třeba volit práh co nejńıže tak, aby byla zaručena dostatečná
aproximace pomoćı GP rozděleńı. Volba optimálńıho prahu, vyvažuj́ıćıho vychýleńı a va-
riabilitu, však stále patř́ı k nedořešeným otázkám popisované problematiky. Výběru pra-
hové hodnoty je věnována celá kapitola 3, která shrnuje jak běžně použ́ıvané metody, tak
i některé inovativńı př́ıstupy rozvinuté v posledńı době. Představené metody jsou následně
aplikovány pro analýzu extrémńıch srážkových úhrn̊u v odstavci 4, přičemž pro metody
výběru prahu je zde provedena detailńı simulačńı studie.

2.2. Odhady metodou maximálńı věrohodnosti

V následuj́ıćım odstavci připomeneme některé základńı pojmy a vlastnosti odhad̊u źıska-
ných metodou maximálńı věrohodnosti, přičemž dále budou rozebrány odhady parametr̊u
v modelu blokových maxim i prahovém modelu. Odstavec je zpracován podle publikaćı [14,
31, 94]. Vzhledem k rozsahu předkládané práce neuvád́ıme d̊ukazy následuj́ıćıch tvrzeńı
a čtenáře odkazujeme na citovanou literaturu.
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2.2. Odhady metodou maximálńı věrohodnosti

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou f(x,θ) vzhledem k nějaké
σ-konečné mı́̌re µ, kde θ = (θ1, . . . , θm)T je vektor parametr̊u daného rozděleńı. Označ́ıme-li
X = (X1, . . . , Xn)T náhodný vektor s hustotou f(x,θ), pak zřejmě tato hustota lze
vyjádřit ve tvaru

f(x,θ) =
n∏

i=1

f(xi,θ). (2.9)

Metoda maximálńı věrohodnosti (MV metoda) je založena na regulárńım systému hustot,
který nejprve zavedeme v následuj́ıćı definici.

Definice 2.1. Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)T má hustotu f(x,θ) vzhledem
k nějaké σ-konečné mı́̌re µ. Předpokládejme, že plat́ı:

(i) θ ∈ Θ, kde Θ je neprázdná otevřená množina v Rm.

(ii) Množina M = {x : f(x,θ) > 0} nezáviśı na θ.

(iii) Pro skoro všechna x ∈M vzhledem k µ a pro všechna i = 1, . . . ,m existuj́ı parciálńı

derivace f ′i(x,θ) := ∂f(x,θ)
∂θi

.

(iv) Pro každé i = 1, . . . ,m a pro všechna θ ∈ Θ plat́ı
∫
M
f ′i(x,θ) dµ(x) = 0.

(v) Pro každou dvojici (i, j) existuje konečný integrál

Jij(θ) =

∫

M

f ′i(x,θ)f ′j(x,θ)

f 2(x,θ)
f(x,θ) dµ(x).

(vi) Matice Jn(θ) = (Jij(θ))mi,j=1 je pozitivně definitńı pro každé θ ∈ Θ.

Pak se systém hustot {f(x,θ),θ ∈ Θ} nazývá regulárńı a Jn(θ) se nazývá Fisherova
informačńı matice (zkráceně FIM). Uvažujeme-li vektor θ jednorozměrný, nazývá se FIM
Fisherova mı́ra informace (zkráceně FMI). V př́ıpadě, že budeme uvažovat jednorozměrný
vektor X = X, budeme FIM značit jednoduše J(θ).

Lze nav́ıc ukázat (viz např. [14]), že je-li X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s hus-
totou f(x,θ) a systém {f(x,θ),θ ∈ Θ} je regulárńı s FIM J(θ), pak hustota f(x,θ)
náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)T také tvoř́ı regulárńı systém hustot s FIM Jn(θ),
přičemž

Jn(θ) = nJ(θ).

Pokud dále existuj́ı druhé derivace f ′′ij(x,θ) a
∫
M
f ′′ij(x,θ) dµ(x) = 0, pak pro každé

i, j = 1, . . . ,m plat́ı

Jij(θ) = −
∫

M

∂2 ln f(x,θ)

∂θi∂θj
f(x,θ) dµ(x). (2.10)

FIM Jn(θ) s prvky (2.10) se nazývá očekávaná FIM. Matice J̃n(θ) =
(
J̃ij(θ)

)m
i,j=1

s prvky

J̃ij(θ) := −∂
2 ln f(x,θ)

∂θi∂θj
(2.11)

se označuje jako výběrová FIM.
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Definice 2.2. Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou f(x,θ). Funkce

L(θ) := f(x,θ) =
n∏

i=1

f(xi,θ) (2.12)

pro pevně zvolené x ∈ Rn se nazývá věrohodnostńı funkce a funkce

l(θ) := lnL(θ) =
n∑

i=1

ln f(xi,θ) (2.13)

je logaritmická věrohodnostńı funkce. Statistika θ̂, pro kterou plat́ı

θ̂ ∈ argmax
θ∈Θ

L(θ),

se nazývá maximálně věrohodný odhad (zkráceně MV odhad) parametru θ.

Zřejmě lze MV odhad źıskat i maximalizaćı výrazu (2.13), nebot’ logaritmus jako ros-
toućı funkce zachovává uspořádáńı. Metodami matematické analýzy lze MV odhad často
naj́ıt jako řešeńı tzv. systému (logaritmických) věrohodnostńıch rovnic ve tvaru

∂l(θ)

∂θi
= 0, i = 1, . . . ,m.

Ve většině př́ıpad̊u je však nutné hledat MV odhady pomoćı numerických metod, nebot’

předešlá soustava nebývá zpravidla řešitelná analyticky. V situaćıch, kdy namı́sto parame-
tru uvažujeme nějakou parametrickou funkci g(θ), je možné ukázat, že je-li θ̂ MV odhad

parametru θ, pak g(θ̂) je MV odhadem parametrické funkce g(θ) [31].
Ze vztah̊u (2.10) a (2.11) je vidět, že očekávanou FIM Jn(θ) je možné źıskat pomoćı

logaritmické věrohodnostńı funkce následuj́ıćım zp̊usobem

Jij(θ) = E
(
J̃ij(θ)

)
= −E

(
∂2l(θ)

∂θi∂θj

)
. (2.14)

V�eta 2.3. [94] Necht’ systém hustot {f(x,θ),θ ∈ Θ} je regulárńı a má FIM J(θ). Necht’

plat́ı následuj́ıćı předpoklady:

(a) Necht’ Θ ⊂ Rm je parametrický prostor, který obsahuje takový neprázdný otevřený
interval ω, že skutečná hodnota parametru θ0 patř́ı do ω.

(b) Necht’ X = (X1, . . . , Xn)T , kde Xi jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny
s hustotou f(x,θ) vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re µ.

(c) Necht’ M = {x : f(x,θ) > 0} nezáviśı na θ.

(d) Necht’ θ1,θ2 ∈ Θ. Pak f(x,θ1) = f(x,θ2) vzhledem k µ právě tehdy, je-li θ1 = θ2.

(e) Derivace ∂3f(x,θ)
∂θi∂θj∂θk

existuje pro skoro všechna x, pro všechna θ ∈ ω a pro všechna

i, j, k = 1, . . . ,m.
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2.2. Odhady metodou maximálńı věrohodnosti

(f) Pro všechna θ ∈ ω plat́ı
∫

M

f ′′ij(x,θ) dµ(x) = 0, i, j = 1, . . . ,m.

(g) Pro všechna i, j, k,= 1, . . . ,m existuj́ı funkce Mijk(x) ≥ 0 tak, že EMijk(X) <∞ a
∣∣∣∣
∂3 ln f(x,θ)

∂θi∂θj∂θk

∣∣∣∣ ≤Mijk(x)

pro všechna θ ∈ ω a skoro všechna x ∈M .

Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(i) Jestliže n→∞, pak ke každému ε > 0 existuje s pravděpodobnost́ı bĺıž́ıćı se jedné

takové řešeńı θ̂n systému věrohodnostńıch rovnic, že
∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε.

(ii) Označme

U(θ) =

(
∂l(θ)

∂θ1

, . . . ,
∂l(θ)

∂θm

)T
. (2.15)

Pak pro n→∞ plat́ı
1√
n

U(θ0)
d−→ N(0,J(θ0)). (2.16)

(iii) Existuje-li pro každé dostatečně velké n a pro každou hodnotu X takový kořen θ̂n
systému věrohodnostńıch rovnic, že θ̂n je konzistentńım odhadem parametru θ0,
pak √

n
(
θ̂n − θ0

)
d−→ N

(
0, [J(θ0)]−1

)
. (2.17)

Veličina U(θ) definovaná v předchoźım tvrzeńı se nazývá skórový vektor př́ıslušný
hustotě f(x,θ).

Dále se zaměř́ıme na MV odhady parametr̊u GEV a GP rozděleńı. V konkrétńıch
situaćıch je často analyticky nemožné určit rozděleńı daného odhadu pro konečný rozsah
výběru n a obvykle se už́ıvaj́ı známé asymptotické vlastnosti odhad̊u. Předchoźı tvrzeńı
tak poskytuje prostředek pro odhad vlastnost́ı MV odhad̊u parametr̊u či parametrických
funkćı na základě asymptotické normality. Výhodou MV metody pak je, že nejsou kladeny
žádné daľśı požadavky na splněńı podmı́nky druhého řádu.

MV odhady parametr̊u GEV rozděleńı (resp. GP rozděleńı) lze však źıskat jen s jistými
omezeńımi, protože tř́ıda GEV rozděleńı neńı obecně regulárńı a jsou tak porušeny základńı
předpoklady věty 2.3. Jak je ukázáno v práci [120], konvergence MV odhad̊u záviśı na
hodnotě EV indexu. Můžeme tak v zásadě rozlǐsit čtyři př́ıpady ξ > −1/2, ξ = −1/2,
−1 < ξ < −1/2 a ξ ≤ −1. Pokud ξ > −1/2, maj́ı odhady źıskané metodou ma-
ximálńı věrohodnosti obvyklé asymptotické vlastnosti, tj. asymptotické rozděleńı odhad̊u
je normálńı. Pro ξ = −1/2 byly MV odhady odvozeny v [119] pro semiparametrický
model. V př́ıpadě, že −1 < ξ < −1/2, lze odhady źıskat běžným zp̊usobem, ovšem tyto
již nemaj́ı obvyklé asymptotické vlastnosti [107]; přesto však, jak je ukázáno v [137],
pro ξ > −1 představuj́ı odhady źıskané metodou maximálńı věrohodnosti konzistentńı
odhady. Nakonec pro ξ ≤ −1, kdy maj́ı rozděleńı velmi krátké pravé chvosty, je málo
pravděpodobné, že budou MV odhady dosaženy s dostatečnou přesnost́ı.
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

MV odhady parametr̊u v modelu blokových maxim

Metoda blokových maxim je založena na tř́ıparametrickém GEV rozděleńı (2.1). Dle (2.12)
lze tak věrohodnostńı funkci odvodit ve tvaru

L(µ, σ, ξ) =





σ−n exp

{
−

n∑
i=1

[
1 + ξ

(
xi−µ
σ

)]−1/ξ
}
×

×
n∏
i=1

[
1 + ξ

(
xi−µ
σ

)]−1/ξ
, pro ξ 6= 0,

exp

{
−

n∑
i=1

exp
[
−
(
xi−µ
σ

)]}
, pro ξ = 0,

(2.18)

za předpokladu, že 1 + ξ(xi − µ)/σ > 0 pro každé i = 1, . . . , n. Obdobně, za stejných
podmı́nek, je logaritmická věrohodnostńı funkce ve tvaru

l(µ, σ, ξ) =





−n lnσ − (1 + 1
ξ
)
n∑
i=1

ln
[
1 + ξ

(
xi−µ
σ

)]
−

−
n∑
i=1

[
1 + ξ

(
xi−µ
σ

)]−1/ξ
, pro ξ 6= 0,

−n lnσ −
n∑
i=1

(
xi−µ
σ

)
−

n∑
i=1

exp
[
−
(
xi−µ
σ

)]
, pro ξ = 0.

(2.19)

MV odhady µ̂, σ̂, ξ̂ parametr̊u µ, σ, ξ se dostanou maximalizaćı výrazu (2.19), resp. jako
řešeńı př́ıslušné soustavy věrohodnostńıch rovnic. Tuto soustavu je nutné řešit numericky,
např. lze využ́ıt optimalizačńı proceduru založenou na Nelderově-Meadově simplexovém
algoritmu [90, 106], který je implementován v řadě softwar̊u. Pro nalezeńı MV odhad̊u
pomoćı numerických metod bývá nutné stanovit vhodné počátečńı hodnoty - tyto lze pro
parametry GEV rozděleńı źıskat např. metodou moment̊u [14].

Označme V = V(µ̂, σ̂, ξ̂) variančńı matici MV odhad̊u µ̂, σ̂, ξ̂. Ze vztahu (2.17) plyne,

že odhad variančńı matice lze źıskat pomoćı výběrové FIM jako V(µ̂, σ̂, ξ̂) ≈ J̃
−1

n (µ̂, σ̂, ξ̂).

Detailńı odvozeńı prvk̊u matice J̃
−1

n (µ, σ, ξ) je provedeno v [57].
Dále můžeme přistoupit k MV odhad̊um parametrických funkćı. Zde se opět zaměř́ıme

na odhad návratové úrovně ẑr (2.3), jej́ıž MV odhad źıskáme nahrazeńım parametr̊u µ, σ, ξ
jejich MV odhady. Na základě vlastnost́ı MV odhad̊u je možné źıskat odhad rozptylu
statistiky ẑr pomoćı tzv. delta metody [31, 33] ve tvaru

var(ẑr) ≈ ∇zTr V∇zr,

kde pro ξ 6= 0

∇zTr =

(
∂zr
∂µ

,
∂zr
∂σ

,
∂zr
∂ξ

)
=

(
1,−1− y−ξr

ξ
,
σ

ξ2

(
1− y−ξr

)
− σ

ξ
y−ξr ln yr

)
,

a kde bylo zavedeno označeńı yr := − ln (1− r−1), přičemž parametry µ, σ, ξ jsou nahra-

zeny jejich MV odhady µ̂, σ̂, ξ̂. Na základě asymptotické normality MV odhad̊u plynoućı
ze vztahu (2.17) je možné určit 100(1 − α) % asymptotický (oboustranný) interval spo-
lehlivosti pro zr jako dvojici statistik

〈ẑr − u1−α/2
√

var(ẑr), ẑr + u1−α/2
√

var(ẑr)〉, (2.20)

kde u1−α/2 je (1− α/2) kvantil standardizovaného normálńıho rozděleńı.
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2.2. Odhady metodou maximálńı věrohodnosti

MV odhady parametr̊u v prahovém modelu

Zaměřme pozornost na MV odhady GP rozděleńı, na kterém je prahový model postaven.
Věrohodnostńı funkce GP rozděleńı je ve tvaru

L(σu, ξ) =





σ−nu
n∏
i=1

(
1 + ξ xi

σu

)−1/ξ−1

, pro ξ 6= 0,

σ−nu exp

{
−σ−1

u

n∑
i=1

xi

}
, pro ξ = 0.

(2.21)

Logaritmická věrohodnostńı funkce GP rozděleńı je dána jako

l(σu, ξ) =





−n lnσu −
(

1 + 1
ξ

) n∑
i=1

ln
(

1 + ξ xi
σu

)
, pro ξ 6= 0,

−n lnσu − 1
σu

n∑
i=1

xi, pro ξ = 0.
(2.22)

Maximalizaćı výrazu (2.22) obdrž́ıme MV odhady př́ıslušných parametr̊u. Protože systém
věrohodnostńıch rovnic opět nelze řešit analyticky, je nutné použ́ıt vhodné numerické
metody.

Hodnota λu := P (X > u) se pro pevně stanovený práh u odhadne jako relativńı
četnost pozorováńı nad prahem u. Protože počet překročeńı prahu je náhodná veličina
s binomickým rozděleńım Bi(n, λu), je takto definovaný odhad λ̂u také MV odhadem.

Z vlastnost́ı binomického rozděleńı lze tedy odhad rozptylu λ̂u určit jako var(λ̂u) ≈ λ̂u(1−
λ̂u)/n.

Bud’ V(σ̂u, ξ̂) variančńı matice odhad̊u σ̂u, ξ̂. Pak podle (2.17) je možné źıskat odhad

variančńı matice pomoćı výběrové FIM, V(σ̂u, ξ̂) ≈ J̃
−1

n (σ̂u, ξ̂). Odvozeńı variančńı matice
je možné nalézt např. v práci [57]. Za předpokladu, že doba překročeńı a mı́ra překročeńı
y = x − u jsou nezávislé (tj. λu nezáviśı na parametrech σu, ξ), lze odhadnout variančńı

matici odhad̊u λ̂u, σ̂u, ξ̂ pomoćı výše uvedeného jako

V = V(λ̂u, σ̂u, ξ̂) =


 λ̂u(1− λ̂u)/n 0

0 V(σ̂u, ξ̂)


 .

Odhad rozptylu statistiky zr źıskáme opět pomoćı delta metody, tud́ıž ve tvaru

var(ẑr) ≈ ∇zTr V∇zr,

kde pro ξ 6= 0

∇zTr =

(
∂zr
∂λu

,
∂zr
∂σu

,
∂zr
∂ξ

)
=

=

(
σur

ξλξ−1
u ,

1

ξ

[
(rλu)

ξ − 1
]
,−σu

ξ2

[
(rλu)

ξ − 1
]

+
σu
ξ

(rλu)
ξ ln(rλu)

)
,

přičemž parametry λu, σu, ξ jsou nahrazeny jejich MV odhady λ̂u, σ̂u, ξ̂. Asymptotický
100(1− α) % interval spolehlivosti obdrž́ıme obdobně jako ve vztahu (2.20).
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Asymptotické testy s rušivými parametry

Na závěr odstavce 2.2 ještě doplńıme jedno d̊uležité tvrzeńı pro testováńı hypotéz s ruši-
vými parametry, které bude použito v daľśım textu. Necht’ je parametr θ = (θ1, . . . , θm)T

rozdělený na dvě složky θ = (τ T ,ψT )T , kde τ = (θ1, . . . , θk)
T a ψ = (θk+1, . . . , θm)T

pro nějaké k (1 ≤ k < m). Ćılem je stanoveńı vhodného kritéria pro testováńı nulové
hypotézy ve tvaru H : τ = τ0 proti alternativě A : τ 6= τ0. Parametry obsažené v ψ jsou
tak sice potřebné k popisu pravděpodobnostńıho modelu, ale testovaná hypotéza se týká
jen parametru τ . Běžně se proto ψ nazývá rušivý parametr a τ ćılový parametr.

Necht’ je dán skórový vektor U(θ) = (U1, . . . , Um)T definovaný vzorcem (2.15). Dále
označme

U1(θ) = (U1, . . . , Uk)
T ,

U2(θ) = (Uk+1, . . . , Um)T ,

a Fisherovu informačńı matici J = J(θ) danou definićı 2.1 rozdělme podle složek para-
metru θ následovně

J =


 J11 J12

J21 J22


 , (2.23)

kde J11 je matice typu k × k.

Dále je potřeba rozlǐsit dvě situace. V prvńım př́ıpadě se urč́ı MV odhad parametru θ,
který neńı vázán žádnými dodatečnými podmı́nkami. Takto źıskaný odhad bude označen
θ̂. Protože zde uvažujeme parametr θ rozdělený na bloky, budeme psát

θ̂ =
(
τ̂ T , ψ̂T

)T
,

kde τ̂ a ψ̂ jsou jednotlivé složky MV odhadu θ̂. Dále se urč́ı odhad parametru θ za
platnosti testované nulové hypotézy, tj. za podmı́nky, že τ = τ0. Př́ıslušná věrohodnostńı
funkce se tedy maximalizuje jen vzhledem k parametru ψ, tento odhad označme ψ̂0.
Odpov́ıdaj́ıćı odhad parametru θ bude pak označen θ̂0 a je ve tvaru

θ̂0 =
(
τ T0 , ψ̂

T
0

)T
.

Pro daľśı účely je potřeba určit inverzńı matici J−1 k FIM J, kterou popisuje následuj́ıćı
lemma.

Lemma 2.4. Necht’ matice J daná vztahem (2.23) je regulárńı matice, přičemž bloky
J11,J22 jsou čtvercové a regulárńı. Pak inverzńı matice J−1 je ve tvaru

J−1 =


 J11 J12

J21 J22


 ,

kde

J11.2 = J11 − J12J
−1
22 J21, J11 = J−1

11.2, J12 = −J−1
11.2J12J

−1
22 ,

J22.1 = J22 − J21J
−1
11 J12, J22 = J−1

22.1, J21 = −J−1
22.1J21J

−1
11 .
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2.3. Semiparametrické př́ıstupy pro odhady parametr̊u GEV rozděleńı

D̊ukaz. Předchoźı tvrzeńı se snadno dokáže ověřeńım, že součin obou matic J, J−1 dává
jednotkovou matici.

V�eta 2.5. [14] Necht’ jsou splněny předpoklady věty 2.3 a prvky matice J(θ) jsou spojité
v bodě θ0. Necht’ U(θ) je skórový vektor daný vztahem (2.15) a J11.2(θ) je matice daná
vztahem (2.4). Pak náhodné veličiny

LM(θ0) =
1

n

[
U1(θ̂0)

]T [
J11.2(θ̂0)

]−1

U1(θ̂0), (2.24)

W (θ0) = n (τ̂ − τ0)T J11.2(θ̂) (τ̂ − τ0) , (2.25)

LR(θ0) = 2
[
l(θ̂)− l(θ̂0)

]
(2.26)

maj́ı za platnosti nulové hypotézy H : τ = τ0 asymptoticky χ2
k rozděleńı.

Výsledky této d̊uležité věty budou dále použity v odstavci 3.3, kde bude pozornost
zaměřena na odhady parametr̊u prahového modelu, zejména pak na adaptivńı techniky
určeńı vhodné prahové hodnoty.

2.3. Semiparametrické př́ıstupy pro odhady parametr̊u

GEV rozděleńı

Semiparametrické odhady GEV rozděleńı jsou založeny na prahovém modelu, který byl
představen v odstavci 2.1. Jedná se o neparametrické odhady využ́ıvaj́ıćı pořadové statis-
tiky, které však předpokládaj́ı jistá omezeńı parametrického prostoru, nejčastěji pak ome-
zeńı týkaj́ıćı se oboru atraktivity. Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn a označme
X(1), . . . , X(n) uspořádaný náhodný výběr, kde X(1) ≤ . . . ≤ X(n) a X(i) označuje i-tou
pořadovou statistiku.

V předchoźıch odstavćıch byla pozornost omezena na asymptotické chováńı výběrového
maxima Mn = X(n) pro n → ∞. Obecně lze ukázat (viz [38, 93]), že pro pevné k =
0, 1, . . . , n− 1 a konstanty an > 0, bn ze vztahu (1.2) plat́ı

X(n−k) − bn
an

d−→

(∑k+1
i=1 Ei

)ξ
− 1

ξ
,

kde Ei jsou nezávislé náhodné veličiny se standardizovaným exponenciálńım rozděleńım
s distribučńı funkćı F (x) = 1−e−x pro x ≥ 0. Lze však také uvažovat pořadové statistiky
při volbě k = k(n) → ∞ pro n → ∞. Přidáme-li nav́ıc podmı́nku k(n)/n → 0, pak při
takové volbě k lze řádnou normalizaćı obdržet asymptoticky normálně rozdělené statis-
tiky. Pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı nejprve zavedeme Hill̊uv odhad EV indexu, který patř́ı
k základńım semiparametrickým odhad̊um. Vzhledem ke komplexnosti předkládaných
tvrzeńı nebudou v tomto odstavci provedeny d̊ukazy, nebot’ tyto by vyžadovaly obsáhlý
výklad teorie regulárně se měńıćıch funkćı, který je již mimo rámec této práce.

V�eta 2.6. [38] Distribučńı funkce F patř́ı do oboru atraktivity EV rozděleńı Gξ pro
ξ > 0 právě tehdy, když F (x) < 1 pro všechna x ∈ R,

∫∞
1

(1− F (x)) dx
x
<∞ a je splněna

rovnost

lim
t→∞

∫∞
t

(1− F (x)) dx
x

1− F (t)
= ξ. (2.27)
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Hill̊uv odhad ξ̂H EV indexu ξ vycháźı z uvedeného vztahu (2.27). Protože
∫ ∞

t

(1− F (x))
dx

x
=

∫ ∞

t

(lnx− ln t) dF (x),

odpov́ıdá vztah (2.27) rovnosti

lim
t→∞

E(lnX − ln t | X > t) = ξ. (2.28)

Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn označme dále Fn(x) empirickou distribučńı funkci, tj.
Fn(x) := n−1

∑n
i=1 1[Xi≤x], kde 1[Xi≤x] je charakteristická funkce jevu [Xi ≤ x]. Na-

hrad́ıme-li ve vztahu (2.28) parametr t pořadovou statistikou X(n−k) a distribučńı funkci
F (x) jej́ım empirickým protěǰskem Fn(x), dostaneme tak Hill̊uv odhad

ξ̂H(k) :=

∫∞
X(n−k)

(
ln s− lnX(n−k)

)
dFn(s)

1− Fn(X(n−k))
,

neboli

ξ̂H(k) :=
1

k

k−1∑

i=0

lnX(n−i) − lnX(n−k). (2.29)

Vzhledem k omezeńı platnosti rovnosti (2.27) je však Hill̊uv odhad použitelný jen pro
př́ıpad ξ > 0.

V�eta 2.7. [41] Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F ∈
D(Gξ), ξ ∈ R a x∗ > 0. Označme

M (j)
n (k) :=

1

k

k−1∑

i=0

(
lnX(n−i) − lnX(n−k)

)j
. (2.30)

Pokud pro n→∞ plat́ı k = k(n)→∞, k/n→ 0, potom

M
(j)
n (k)

(
a
(
n
k

) /
U
(
n
k

))j
P−→

j∏

i=1

i

1− iξ−
, (2.31)

kde ξ− := min(0, ξ).

Pomoćı předchoźıho označeńı můžeme tedy psát ξ̂H(k) = M
(1)
n (k). Zaměř́ıme-li se na

př́ıpad, kdy ξ ≤ 0, pak lze ukázat ξ̂H
P−→ 0 [18]. Tento fakt motivuje nový odhad ve tvaru

ξ̂ = ξ̂H + ξ̂−, který by byl vhodný pro ξ ∈ R. Pomoćı věty 2.7 lze odvodit

(
M

(1)
n (k)

)2

M
(2)
n (k)

P−→ 1− 2ξ−
2(1− ξ−)

,

a toto vede k definici momentového odhadu ve tvaru

ξ̂M(k) := M (1)
n (k) + 1− 1

2


1−

(
M

(1)
n (k)

)2

M
(2)
n (k)




−1

. (2.32)
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2.3. Semiparametrické př́ıstupy pro odhady parametr̊u GEV rozděleńı

Vzhledem k platnosti (2.31) je použitelnost momentového odhadu podmı́něna kladným
koncovým bodem rozděleńı náhodného výběru. V př́ıpadě, že tomu tak neńı, nab́ıźı se
možnost posunout dané rozděleńı, aby x∗ > 0. Zde je ovšem potřeba zmı́nit, že momentový
odhad (stejně jako Hill̊uv odhad) neńı invariantńı v̊uči posunut́ı, ačkoli je invariantńı v̊uči
změně měř́ıtka. Pro x∗ ≤ 0 je pak zapotřeb́ı použ́ıt jiné odhady (např. Pickands̊uv [109],
pravděpodobnostně vážený momentový [75], de Vries̊uv [39], zobecněný Hill̊uv [53]), velká

část je jich shrnuta např. v praćıch [118, 63]. Přesto však představuje ξ̂M často použ́ıvaný
odhad, zejména d́ıky svým asymptotickým vlastnostem v porovnáńı s ostatńımi odhady
(dále viz obrázek 2.1).

V�eta 2.8. [40, 39] Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı
F (x) a necht’ F ∈ D(Gξ) pro ξ > 0. Pokud pro n → ∞ plat́ı k = k(n) → ∞, k/n → 0,
pak

ξ̂H(k)
P−→ ξ. (2.33)

Pokud nav́ıc F (x) splňuje podmı́nku druhého řádu (1.36) s ρ ≤ 0 a existuje konečná
limita

lim
n→∞

√
kA
(n
k

)
= λ,

potom √
k
(
ξ̂H(k)− ξ

)
d−→ ξN +

λ

1− ρ, (2.34)

kde N ∼ N(0, 1).

Obdobné tvrzeńı lze formulovat i pro momentový odhad EV indexu, zde je však
potřeba uvažovat podmı́nku druhého řádu v jiném tvaru. Předpokládejme, že pro x > 0
je splněna podmı́nka druhého řádu (1.36), tj.

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

−Dξ(x)

A(t)
= Hξ,ρ(x).

Je-li ρ < 0 v př́ıpadě, že ξ > 0, a ξ 6= ρ, pak plat́ı (viz [38], věta B.3.16)

lim
t→∞

lnU(tx)−lnU(t)
a(t)/U(t)

−Dξ−(x)

Q(t)
= Hξ−,ρ′(x), (2.35)

přičemž ρ′ ≤ 0 a Q(t) je vhodná funkce neměńıćı znaménko taková, že pro t → ∞ je
Q(t)→ 0. Konkrétně

ρ′ =





ρ, pro ξ < ρ ≤ 0,

ξ, pro ρ < ξ ≤ 0,

−ξ, pro 0 < ξ < −ρ a l 6= 0,

ρ, pro 0 < ξ < −ρ a l = 0, nebo pro ξ ≥ −ρ,
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

kde l := limt→∞ (U(t)− a(t)/ξ). Ve vztahu (2.35) tedy Q(t) hraje obdobnou roli jako
funkce A(t) v podmı́nce (1.36), jen ve smyslu funkce lnU(t) namı́sto U(t). Možná volba
Q(t) je následuj́ıćı [38]

Q(t) =





A(t), ξ < ρ ≤ 0,

ξ+ − a(t)
U(t)

, ρ < ξ ≤ 0 nebo (0 < ξ < −ρ a l 6= 0) nebo ξ = −ρ,
ρ
ξ+ρ

A(t), (0 < ξ < −ρ a l = 0) nebo ξ > −ρ > 0,

A(t), ξ > ρ = 0,

kde ξ+ := max(ξ, 0) a l je limita uvedená výše.

V�eta 2.9. [41] Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı
F (x) ∈ D(Gξ) a x∗ > 0. Pokud pro n→∞ plat́ı k = k(n)→∞, k/n→ 0, pak

ξ̂M(k)
P−→ ξ. (2.36)

Pokud je nav́ıc splněna podmı́nka druhého řádu (1.36) pro ξ 6= ρ a pro Q ze vztahu (2.35)
plat́ı, že existuje konečná limita

lim
n→∞

√
kQ
(n
k

)
= λ,

potom √
k
(
ξ̂M(k)− ξ

)
d−→ √varξN + λbξ,ρ, (2.37)

kde N ∼ N(0, 1) a kde dále

bξ,ρ :=





(1−ξ)(1−2ξ)
(1−ξ−ρ)(1−2ξ−ρ)

, ξ < ρ ≤ 0,
ξ(1+ξ)

(1−ξ)(1−3ξ)
, ρ < ξ ≤ 0,

−ξ
(1+ξ)2

, 0 < ξ < −ρ, l 6= 0,

ξ−ξρ+ρ
ρ(1−ρ)2

, (0 < ξ < −ρ, l = 0) nebo ξ ≥ −ρ > 0,

1, ξ > ρ = 0,

(2.38)

přičemž l := limt→∞ (U(t)− a(t)/ξ),

varξ :=





ξ2 + 1, ξ ≥ 0,
(1−ξ)2(1−2ξ)(1−ξ+6ξ2)

(1−3ξ)(1−4ξ)
, ξ < 0.

(2.39)

Obě předešlá tvrzeńı udávaj́ı v podstatě totéž: limitńım rozděleńım ξ̂H , ξ̂M je normálńı
rozděleńı s možným nenulovým vychýleńım, které záviśı na p̊uvodńım rozděleńı pozoro-
vaných hodnot skrze parametry ξ a ρ. Při aproximaci vztah̊u (2.34) a (2.37) pro nějaké
konečné n je však d̊uležité vhodně určit hodnotu k a t́ım i pod́ıl n/k. Situaci výběru
vhodného počtu horńıch k pořadových statistik demonstrujme na jednodušš́ım Hillově
odhadu. Vzhledem k (2.34) lze psát

ξ̂H(k)− ξ d≈ ξN√
k

+
λ√

k(1− ρ)

d≈ ξN√
k

+
A
(
n
k

)

1− ρ , (2.40)
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2.3. Semiparametrické př́ıstupy pro odhady parametr̊u GEV rozděleńı

kde
d≈ označuje přibližnou rovnost v distribuci. Mějme rozsah výběru n pevný a dostatečně

velký a uvažujme Hill̊uv odhad ve dvou r̊uzných bodech k1 < k2. Variančńı složka ξ/
√
k

je zřejmě klesaj́ıćı při rostoućım k, tj. ξ/
√
k1 > ξ/

√
k2, zat́ımco |A(n/k1)| > |A(n/k2)|,

a tedy složka vychýleńı roste s rostoućım k. Obdobná situace je u všech semiparamet-
rických odhad̊u EV indexu a volba vhodného k odpov́ıdá volbě vhodného prahu u v (pa-
rametrickém) prahovém modelu s t́ım rozd́ılem, že nyńı je jako práh uvažována hodnota
pořadové statistiky X(n−k). Hledáme tedy optimálńı počet horńıch pořadových statistik
tak, aby bylo dosaženo nějakého kompromisu mezi možným vychýleńım odhadu pro velké
k a možnou velkou variabilitou při k malém. Vı́ce bude na metody volby vhodného počtu
horńıch pořadových statistik zaměřen odstavec 3.2.
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Obrázek 2.1: Asymptotické rozptyly běžně už́ıvaných semiparametrických odhad̊u EV indexu.

Na obrázku 2.1 jsou v závislosti na hodnotě EV indexu zobrazeny asymptotické roz-
ptyly vybraných významných semiparametrických odhad̊u: Hillova a momentového od-
hadu, dále Pickandsova (ξ ∈ R), MV odhadu (ξ > −1/2) a negativńıho Hillova odhadu

(ξ < −1/2). Z obrázku je vidět, že pro ξ > 0 má ξ̂H z uvedených jednoznačně nejmenš́ı

rozptyl, který se př́ılǐs nelǐśı od rozptylu ξ̂M . Nav́ıc má momentový odhad relativně malý
rozptyl pro hodnoty −1/2 < ξ < 0. Z tohoto d̊uvodu se i v daľśıch odstavćıch soustřed́ıme
výhradně na tyto dva odhady.

V prvńı kapitole bylo ukázáno, že podmı́nka atraktivity je ekvivalentńı podmı́nce

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
=
xξ − 1

ξ
. (2.41)

Vztah (2.41) vede k aproximaci

U(x) ≈ U(t) + a(t)

(
x
t

)ξ − 1

ξ
, pro x > t.
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

Připomeňme, že návratová úroveň zr, která nás bude v aplikačńı části zejména zaj́ımat,
je (1− r−1) kvantil modelového rozděleńı, tj. zr = F←(1− r−1) = U(r). Dosad́ıme-li tedy
v předcházej́ıćı rovnosti t = n/k a x = r, dostáváme výraz

zr = U(r) ≈ U
(n
k

)
+
a
(
n
k

)

ξ

[(
kr

n

)ξ
− 1

]
,

který je zjevně obdobný vztahu (2.8). Jak jsme již naznačili, v semiparametrickém modelu

prahová hodnota u odpov́ıdá vhodné pořadové statistice X(n−k), tedy Û(n/k) = X(n−k) je
odhad U(n/k). Pravděpodobnost překročeńı prahu λu := P (X > U(n/k)) byla odhadnuta

jako λ̂u := k/n, což odpov́ıdá odhadu λ̂u ze vztahu (2.8) jakožto relativńı četnosti pozo-
rováńı nad prahem. Zřejmě člen a(n/k) bude hrát roli parametru měř́ıtka GP rozděleńı.

Uvažujme momentový odhad EV indexu ξ̂M(k). Potom definujme př́ıslušný momen-
tový odhad parametru měř́ıtka

σ̂M(k) := X(n−k)M
(1)
n (k)

(
1− ξ̂−(k)

)
, (2.42)

kde ξ̂−(k) := ξ̂M(k)−M (1)
n (k).

V�eta 2.10. [38] Necht’ je dán náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s distribučńı funkćı
F ∈ D(Gξ), ξ ∈ R a necht’ x∗ > 0. Předpokládejme, že pro n → ∞ je k = k(n) → ∞,
k/n→ 0. Pak

σ̂M(k)

a
(
n
k

) P−→ 1. (2.43)

Pokud dále plat́ı, že

(i) podmı́nka druhého řádu (1.36) je splněna pro ξ 6= ρ,

(ii) existuje konečná limita

lim
n→∞

√
kQ
(n
k

)
= λ,

kde Q := A z (1.36) pro ξ > 0 a ρ = 0, př́ıpadně s Q z (2.35) jinak,

potom
√
k

(
σ̂M(k)

a
(
n
k

) − 1

)
d−→ √varξN + λbξ,ρ, (2.44)

kde N ∼ N(0, 1) a kde dále

bξ,ρ :=





− ρ
(1−ξ−ρ)(1−2ξ−ρ)

, ξ < ρ ≤ 0,

− ξ
(1−2ξ)(1−3ξ)

, ρ < ξ ≤ 0,

ξ
(1+ξ)2

, l = 0, 0 < ξ < −ρ,
− ρ

(1−ρ)2
, (l = 0, 0 < ξ < −ρ) nebo ξ ≥ −ρ > 0,

0, ξ > ρ = 0,

(2.45)

přičemž l := limt→∞ (U(t)− a(t)/ξ),

varξ :=





ξ2 + 2, ξ ≥ 0,

2−16ξ+51ξ2−69ξ3+50ξ4−24ξ5

(1−2ξ)(1−3ξ)(1−4ξ)
, ξ < 0.

(2.46)
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2.4. Metoda bootstrap

Odhad návratové úrovně př́ıslušné periodě návratu r je tedy při použit́ı semiparame-
trických momentových odhad̊u ve tvaru

ẑr = X(n−k) +
σ̂M(k)

ξ̂M(k)

[(
kr

n

)ξ̂M (k)

− 1

]
, (2.47)

kde k je nějaká vhodná pevně zvolená hodnota. Jak je odvozeno např. v [38]

√
k

(
ξ̂M(k)− ξ, σ̂M(k)

a (n/k)
− 1

)
d−→ (R, S),

kde (R, S) jsou normálně rozdělené náhodné veličiny se středńımi hodnotami λ(bξ̂Mξ,ρ , b
σ̂M
ξ,ρ )

danými vztahy (2.38) a (2.45), rozptyly (varξ̂Mξ , varσ̂Mξ ) odvozenými ve (2.39) a (2.46)
a kovarianćı

cov(R, S) =





ξ − 1, ξ ≥ 0,
(1−ξ)2(−1+4ξ−12ξ2)

(1−3ξ)(1−4ξ)
, ξ < 0.

Tedy

cov
(
ξ̂M(k), σ̂M(k)

)
=
a
(
n
k

)

k
cov(R, S) ≈





σ̂M (k)
k

(
ξ̂M(k)− 1

)
, ξ ≥ 0,

σ̂M (k)
k

(1−ξ̂M (k))2(−1+4ξ̂M (k)−12ξ̂2M (k))

(1−3ξ̂M (k))(1−4ξ̂M (k))
, ξ < 0.

Protože počet překročeńı prahu λu je náhodná veličina s binomickým rozděleńım Bi(n, λu),

lze odhad rozptylu statistiky λ̂u = k/n určit jako var(λ̂u) ≈ λ̂u(1− λ̂u)/n = k(n− k)/n2.
Odhad rozptylu odhadu návratové úrovně se následně źıská pomoćı delta metody po-

dobně jako v odstavci 2.2. Označme V = V(λ̂u, σ̂M , ξ̂M) variančńı matici odhad̊u λ̂u, σ̂M ,

ξ̂M . Na základě asymptotických vlastnost́ı daných odhad̊u lze variančńı matici V odhad-
nout jako

V =




k(n− k)/n2 0 0

0 varσ̂Mξ cov
(
ξ̂M(k), σ̂M(k)

)

0 cov
(
ξ̂M(k), σ̂M(k)

)
varξ̂Mξ


 .

Užit́ım delta metody se dostane

var(ẑr) ≈ ∇zTr V∇zr, (2.48)

kde ∇zTr je vektor prvńıch parciálńıch derivaćı zr daný v odstavci 2.2 (str. 45), přičemž
jednotlivé parametry jsou nahrazeny jejich semiparametrickými protěǰsky. Dle vztahu
(2.20) lze stanovit asymptotický 100(1− α) % interval spolehlivosti pro odhad návratové
úrovně.

2.4. Metoda bootstrap

Metoda bootstrap je metodou odhadu patř́ıćı do skupiny tzv. výpočetně intenzivńıch
statistických př́ıstup̊u. Poprvé byla představena v Efronově práci [47]. Historicky vycháźı
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

z jiné výpočetně intenzivńı metody jackknife. V souvislosti s odhady v EV teorii je možné
bootstrap použ́ıt např́ıklad k určeńı variability odhad̊u parametr̊u modelového rozděleńı
či parametrických funkćı [21, 28, 88, 105] nebo k redukci vychýleńı odhad̊u [63, 64, 62].
Nab́ıźı tak alternativńı př́ıstup k běžně už́ıvaným technikám založeným na asymptotických
výsledćıch.

Necht’ je dán náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı o distribučńı funkci F (x) =
F (x,θ), kde θ = (θ1, . . . , θm)T je vektor parametr̊u daného rozděleńı. Bud’ τ = τ(F )
nějaká charakteristika daného rozděleńı o distribučńı funkci F ; typicky se jedná o pa-
rametr daného rozděleńı nebo parametrickou funkci. Jako odhad hodnoty τ uvažujme
nějakou vhodnou statistiku T = T (X1, . . . , Xn). Explicitńı odvozeńı rozděleńı statistiky
T může být mnohdy velmi obt́ıžné či dokonce neproveditelné, a to i v př́ıpadech, kdy je
distribučńı funkce F známá. Často se dá setkat s př́ıpady, kdy je známo jen asymptotické
rozděleńı statistiky T pro n → ∞, avšak pro konečný rozsah výběru n je toto rozděleńı
neznámé. Pro malé rozsahy n pak obvykle vede použit́ı asymptotické teorie k nepřesným
výsledk̊um. Zejména v těchto situaćıch je možné použ́ıt metodu bootstrap, která kombi-
nuje tzv. substitučńı princip a metodu Monte Carlo [115].

Bud’ F̂ nějaký odhad distribučńı funkce F . Běžně se lze setkat s př́ıpadem, kdy
F̂ (x) = Fn(x), tedy neznámá funkce F je odhadnuta svou empirickou distribučńı funkćı.
Obecně je však možné, je-li dána nějaká dodatečná informace o typu rozděleńı, uvažovat
i odhady F typu F̂ (x) = F (x, θ̂), přičemž θ̂ je nějaký odhad parametru θ (źıskaný např.
MV metodou, momentovou metodou apod.)1. Substitučńı princip spoč́ıvá v nahrazeńı

funkce F t́ımto jej́ım odhadem F̂ . Vzhledem k předchoźımu pak lze charakteristiku τ(F )

odhadnout pomoćı hodnoty τ(F̂ ).
Je-li kupř́ıkladu hledanou charakteristikou středńı hodnota daného rozděleńı, tj. τ(F ) =

EF (x), kde EF explicitně vyjadřuje středńı hodnotu určenou vzhledem k rozděleńı F ,

můžeme tuto středńı hodnotu odhadnout statistikou T = τ(F̂ ) = EF̂ (X1, . . . , Xn). Pokud

nav́ıc F̂ = Fn, lze pro tuto středńı hodnotu

τ(F ) =

∫ ∞

−∞
X dF (X)

źıskat jej́ı odhad pomoćı substitučńıho principu ve tvaru

τ(F̂ ) =

∫ ∞

−∞
X dFn(X) =

1

n

n∑

i=1

Xi.

Obecně ale ne všechny statistiky můžeme obdržet pomoćı tohoto substitučńıho principu.

Dále bude pozornost zaměřena na neparametrickou variantu metody bootstrap pro
F̂ (x) = Fn(x), která bývá v literatuře uvažována nejčastěji (viz např. [29, 28, 27, 69]).
Neńı tak nutné požadovat žádné významně omezuj́ıćı vlastnosti p̊uvodńıho rozděleńı, resp.
distribučńı funkce F . Jako bootstrapový výběr rozsahu n (přidružený výběru X1, . . . , Xn)
se označuje náhodný výběr X∗1 , . . . , X

∗
n z rozděleńı o distribučńı funkci Fn. Tud́ıž každá

z veličin X∗i , i = 1, . . . , n, nabývá hodnoty Xi, i = 1, . . . , n, s pravděpodobnost́ı 1
n

a jedná

1V literatuře jsou r̊uzné typy odhad̊u F̂ pak rozlǐsovány jako tzv. parametrický a neparametrický
bootstrap.
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2.4. Metoda bootstrap

se tak o náhodný výběr s vraceńım z množiny {X1, . . . , Xn}. V daľśıch úvahách na-
hrad́ıme p̊uvodńı distribučńı funkci F funkćı Fn a náhodný výběr X1, . . . , Xn bootstra-
povým výběrem. Namı́sto hledané charakteristiky p̊uvodńıho rozděleńı τ(F ) se tak bu-
deme zaj́ımat o jej́ı bootstrapovou obdobu τ ∗ = τ(Fn), k jej́ımu odhadu pak bude sloužit
statistika T (X∗1 , . . . , X

∗
n).

Celou situaci shrnuje schéma obrázku 2.2. Pozorováńım náhodného výběru X1, . . . , Xn,
resp. statistiky T (X1, . . . , Xn), se snaž́ıme učinit závěry o charakteristikách neznámé
distribučńı funkce F . Podobně, sledujeme-li náhodnou veličinu X∗ s oborem hodnot
{X1, . . . , Xn} a distribučńı funkćı Fn, závěry o charakteristikách rozděleńı Fn lze učinit
na základě pozorováńı náhodného výběru X∗1 , . . . , X

∗
n. Vzhledem k tomu, že funkce Fn

je odhadem funkce F , potažmo rozděleńı reprezentovaného funkćı F , lze závěry o cha-
rakteristikách rozděleńı F učinit i na základě bootstrapového výběru. Výhoda metody
bootstrap pak spoč́ıvá předevš́ım v možnosti libovolného opakováńı pozorováńı výběru
X∗1 , . . . , X

∗
n. Jak je diskutováno např. v [48], je možné bootstrap použ́ıt v nejr̊uzněǰśıch

situaćıch bez ohledu na složitost statistiky T .

=⇒

Skutečnost

Neznámé
rozděleńı
pravděpodobnosti

F X = (X1, . . . , Xn)

τ̂ = T (X)

Sledovaná statistika

Náhodný
výběr

Svět bootstrapu

Empirické
rozděleńı
pravděpodobnosti

F̂ = Fn X∗ = (X∗
1 , . . . , X

∗
n)

τ̂ ∗ = T (X∗)

Bootstrapová obdoba

Bootstrapový
výběr

statistiky T

Obrázek 2.2: Schéma relaćı metody bootstrap. (Přejato a upraveno z knihy [48].)

Opakováńım, řekněme B krát, pozorováńı bootstrapového výběru se źıskaj́ı odhady
T ∗(b), b = 1, . . . , B, charakteristiky τ(F ). Odhad rozděleńı statistiky T se pak dostane
pomoćı empirického rozděleńı pozorováńı T ∗(b), b = 1, . . . , B. Při rozsahu p̊uvodńıho
náhodného výběru n je však počet všech r̊uzných bootstrapových výběr̊u B =

(
2n−1
n

)
.

Ani při současném výkonu výpočetńı techniky proto neńı pro velké n možné uvažovat
všechny r̊uzné varianty bootstrapových výběr̊u. Nejčastěji se proto pro źıskáńı bootstra-
pových výběr̊u aplikuje metoda Monte Carlo [115], kdy se generuje velký počet (řádově
tiśıce) náhodných a vzájemně nezávislých bootstrapových výběr̊u z rozděleńı Fn. Některá
doporučeńı ohledně dostačuj́ıćıch hodnot B jsou uvedena např. v knize [48]. Na základě
teorie výběrových pr̊uměr̊u lze uvažovat statistiku

T ∗ =
1

B

B∑

b=1

T ∗(b), (2.49)
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2. Odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot

která slouž́ı jako odhad odhadu hledané charakteristiky τ(F ). Statistiku (2.49) pak ozna-
čujeme jako bootstrapový odhad charakteristiky τ(F ). Dále je možné źıskat odhad rozptylu
varT pomoćı bootstrapového odhadu ve tvaru

var∗T =
1

B − 1

B∑

b=1

(
T ∗(b) − T ∗

)2
.

Techniku bootstrapováńı lze aplikovat na širokou škálu statistických problémů: k určeńı
variability odhad̊u, určeńı interval̊u spolehlivosti, redukci vychýleńı odhad̊u či testováńı
hypotéz [117]. Bootstrap je možné dokonce snadno zobecnit i pro složitěǰśı struktury, které
obsahuj́ı nějakou formu závislosti (viz [48]). Často se tak bootstrapováńı objevuje ve spo-
jitosti s odhady charakteristik časových řad (např. pro predikce či odhady variability
parametr̊u řad) nebo v regresńı analýze (intervaly spolehlivosti u nelineárńı regrese).

Teoretické výsledky vyplývaj́ıćı z centrálńıch limitńıch vět ukazuj́ı, že bootstrapové
odhady jsou za určitých podmı́nek konzistentńımi odhady. Jak uvád́ı [117], bývá nekonzis-
tentnost bootstrapových odhad̊u zpravidla zp̊usobena nedostatečnou hladkost́ı použ́ıvané
statistiky T nebo citlivost́ı vyplývaj́ıćı z vlastnost́ı chvost̊u rozděleńı F . Vlastnosti boot-
strapových odhad̊u přitom obvykle také záviśı na zp̊usobu, jakým jsou bootstrapové
výběry źıskány (r̊uzné techniky bootstrapováńı pro r̊uzné problematiky jsou shrnuty
v [48]). Metoda bootstrapováńı pak je zcela nevhodná, nejsou-li splněny předpoklady
centrálńı limitńı věty pro asymptotické rozděleńı, tj. nemá-li sledovaná náhodná veličina
konečný rozptyl apod.

V současnosti představuj́ı významnou problematiku EV teorie metody adaptivńı volby
prahové hodnoty [37, 70, 45, 65, 24]. Tyto metody jsou postaveny na prahovém Paretově
modelu představeném v odstavci 2.1. Volba vhodné prahové hodnoty je přitom základńım
požadavkem pro správné určeńı odhad̊u sledovaných parametr̊u GP, resp. GEV rozděleńı
a daľśıch parametrických funkćı. Adaptivńı př́ıstupy k určeńı prahu určuj́ı optimálńı pra-
hovou hodnotu pomoćı r̊uzných statistických kritéríı, přičemž se tak snaž́ı eliminovat
vliv často subjektivńı volby prahu. Některé, v posledńı době rozvinuté, metody adaptivńı
volby prahu jsou dále popsány v odstavćıch 3.2 a 3.3. Právě prvńı z nich je na principu
bootstrapováńı založena.
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3
Metody výběru prahových hodnot

V předchoźı kapitole byly představeny dva základńı př́ıstupy k analýze extrémńıch hod-
not, a sice model blokových maxim a prahový model. V této části se zaměř́ıme na druhý
zmiňovaný. Jak již bylo diskutováno v části 2.1, prahový model zpravidla dovoluje zahrnou
do analýzy výběry větš́ıho rozsahu. Na druhou stranu je zde velmi kritická volba prahu,
která vyžaduje citlivé vyvážeńı variability a vychýleńı. Volbě vhodné prahové hodnoty,
resp. vhodného počtu horńıch pořadových statistik, bude věnována následuj́ıćı kapitola.
Nejprve představ́ıme běžně už́ıvané grafické metody a dále se zaměř́ıme na adaptivńı tech-
niky výběru prahu, které nab́ıźı možnost v jistém smyslu objektivně rozhodnout o vhod-
nosti prahu a také pohodlnou automatizaci výběru prahových hodnot.

3.1. Grafické metody

Grafické metody určeńı prahové hodnoty jsou založeny na vlastnostech GP rozděleńı
jakožto limitńıho rozděleńı hodnot překračuj́ıćıch práh u. Prvńı metoda, známá jako Mean
Residual Life plot (MRL plot), vycháźı ze vztahu pro středńı hodnotu GP rozděleńı, která
existuje pro ξ < 1. Z rovnic (2.5) a (2.6) plyne následuj́ıćı relace

E (X − u | X > u) =
σu

1− ξ =
σ + ξ(u− µ)

1− ξ , (3.1)

kde µ, σ, ξ jsou parametry nějakého GEV rozděleńı, kterému odpov́ıdá př́ıslušné GP(σu,ξ)
rozděleńı. Tedy pro µ, σ, ξ pevné je středńı hodnota E(X−u | X > u) lineárně závislá na
prahové hodnotě u. Je-li dán náhodný výběrX1, . . . , Xn a jeho realizaceX1 = x1, . . . , Xn =
xn, MRL plot spoč́ıvá ve vyneseńı závislosti empirického protěǰsku uvedené středńı hod-
noty na prahové hodnotě, tj. ve vyneseńı bod̊u

xu(u) =
1

nu

n∑

i=1

(
x(i) − u

)
+
,

kde a+ = max(a, 0), u < x(n) a nu := max{i : x(n−i+1) > u} je počet pozorováńı nad
prahem u. Jako optimálńı práh u0 = u0(n) je potom zvolena taková hodnota, pro kterou
je vynesená závislost přibližně lineárńı pro u > u0. Na obrázku 3.1 je zobrazen MRL
plot měřených 30minutových dešt’ových srážek, jejichž podrobné analýze bude věnována
následuj́ıćı kapitola. Spolu s ńım je zde také vynesen 95% interval spolehlivosti určený na
základě asymptotické normality výběrového pr̊uměru.
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Obrázek 3.1: Mean residual life plot - pr̊uměrná hodnota překročeńı v závislosti na prahové
hodnotě u spolu s 95 % asymptotickým intervalem spolehlivosti.

Daľśı běžně použ́ıvaná metoda využ́ıvá vztahu mezi GP rozděleńım a př́ıslušným GEV
rozděleńım. Je přirozené požadovat stabilitu odhad̊u parametr̊u GEV(µ,σ,ξ) rozděleńı
jakožto limitńıho zákona rozděleńı výběrových maxim. Jsou-li parametry µ, σ, ξ pevné,
pak dle (2.6) parametr měř́ıtka σu GP rozděleńı lineárně záviśı na prahové hodnotě u a pa-
rametr tvaru ξ př́ımo odpov́ıdá EV indexu. Grafické určeńı vhodného prahu tedy spoč́ıvá
ve vyneseńı odhad̊u ξ̂(u), σ̂u(u) parametr̊u GP rozděleńı v závislosti na u. Optimálńı pra-

hová hodnota u0 se pak vybere tak, aby pro u > u0 byl odhad ξ̂(u) přibližně konstantńı
a σ̂u(u) byl přibližně lineárńı, resp. konstantńı je-li ξ bĺızké nule. Grafické znázorněńı sta-
bility odhad̊u pro dešt’ové srážky analyzované v kapitole 4 jsou zobrazeny na obrázku 3.2.
Odhady parametr̊u zde byly stanoveny pomoćı metody maximálńı věrohodnosti a jejich
95% intervaly spolehlivosti na základě asymptotické normality.
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Obrázek 3.2: Závislost MV odhad̊u parametr̊u na prahového hodnotě u spolu s 95% asympto-
tickým intervalem spolehlivosti.

Obě představené grafické metody byly implementovány do softwaru EVDest (viz doda-
tek C), který jako nadstavba nad prostřed́ım Matlab nab́ıźı uživatelsky př́ıjemnou analýzu
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3.2. Adaptivńı volba prahu v semiparametrickém modelu

extrémńıch hodnot. Grafické volby prahu zde slouž́ı jako základńı nástroj pro určeńı pra-
hové hodnoty. Pro jiné použit́ı mimo software EVDest je k této práci také přiložena funkce
mrlp_par_plot.m (viz dodatek D), kde jsou opět obě grafické techniky zpracovány. De-
tailńı popis použit́ı funkce lze nalézt také př́ımo ve zdrojovém kódu.

Shrnut́ı některých daľśıch, dnes již méně často využ́ıvaných, grafických metod lze
nalézt např́ıklad v práci [116]. Grafické metody volby prahu jsou obĺıbené zejména d́ıky
své jednoduchosti. Na druhou stranu jsou výše představené př́ıstupy zat́ıženy značnou
mı́rou subjektivńıho rozhodováńı, d́ıky čemuž jsou častým ćılem kritiky (např. viz [116]).
V praktických situaćıch tak bývaj́ı k určeńı vhodné prahové hodnoty ve značné mı́̌re
vyžadovány zkušenosti z dané aplikačńı oblasti. V současnosti proto roste zájem o me-
tody adaptivńıho určováńı prahu, které jednak nab́ıźı možnost pohodlné automatizace
výběru prahu. Převážně se však snaž́ı odstranit lidský faktor a pomoćı prostředk̊u ma-
tematické statistiky rozhodnout o vhodnosti prahu. Tyto metody jsou však zpravidla
výpočetně náročněǰśı a jejich podstata méně intuitivńı. V následuj́ıćım textu se na tyto
metody adaptivńı volby prahu dále soustřed́ıme, zejména pak na významnou tř́ıdu metod
pro semiparametrické odhady, která je založena na technice bootstrapováńı.

3.2. Adaptivńı volba prahu v semiparametrickém

modelu

Mějme dán náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı o distribučńı funkćı F (x). Připomeňme,
že semiparametrické odhady jsou obecně postaveny na uspořádaném náhodném výběru
X(1) ≤ . . . , X(n) za př́ıpadného omezeńı oboru atraktivity př́ıslušného GEV rozděleńı.
Obdobou volby prahové hodnoty u v parametrickém modelu (viz odstavec 3.1) je zde
volba vhodného počtu k = k(n) horńıch pořadových statistik X(n), . . . , X(n−k), které jsou
v prahovém modelu brány v potaz, přičemž pro n→∞ je k →∞, k/n→ 0.

Vzhledem ke složitosti daľśıch úvah je vhodné se omezit na speciálńı př́ıpady rozděleńı.
Předpokládejme, že dané rozděleńı s distribučńı funkćı F (x) patř́ı do takové tř́ıdy rozděleńı,
pro kterou je pomocná funkce druhého řádu ve tvaru

A(t) = ctρ, c 6= 0, ρ < 0. (3.2)

Nejčastěji bývá pro semiparametrický model uvažována tzv. Hallova tř́ıda rozděleńı [45,
65] s těžkými chvosty a kvantilovou funkćı chvostu ve tvaru

U(t) = Ctξ (1 +Dtρ + o(tρ)) ,

kde C > 0, ξ > 0 je EV index rozděleńı, ρ < 0 je parametr druhého řádu (viz tabulka
1.1 a 1.4) a o(tρ) je funkce

”
malé o“, tedy funkce rostoućı pro t → ∞ pomaleji než

tρ (viz str. 143). Hallova tř́ıda přitom představuje značně obecnou tř́ıdu rozděleńı, mezi
něž patř́ı např. Fréchetovo, Burrovo (typ XII), GP či |t| rozděleńı. Detailńı odvozeńı tvar̊u
pomocných funkćı prvńıho a druhého řádu Hallovy tř́ıdy rozděleńı lze nalézt v dodatku A.

Za určitých předpoklad̊u na funkci druhého řádu lze u semiparametrických odhad̊u
ξ̂(k) EV indexu ukázat, že tyto odhady maj́ı asymptoticky normálńı rozděleńı (viz odsta-
vec 2.3), tj. obecně můžeme psát

√
k
(
ξ̂(k)− ξ

)
d−→ √varξN + λbξ,ρ,
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3. Metody výběru prahových hodnot

kde N ∼ N(0, 1), varξ je složka variability závisej́ıćı na ξ a λbξ,ρ je složka vychýleńı

závisej́ıćı na ξ a parametru druhého řádu ρ ≤ 0. Přitom limita limn→∞
√
kA
(
n
k

)
= λ

je konečná a funkce A je pomocná funkce z podmı́nky druhého řádu (1.36), resp. pro

momentový odhad ξ̂M(k) pomocná funkce druhého řádu z podmı́nky (2.35).
Optimálńı počet k0 = k0(n) horńıch pořadových statistik je třeba volit s ohledem na

značné vychýleńı odhadu pro k velké a velkou variabilitu odhadu pro k malé. Obvykle je
v semiparametrickém modelu k0 voleno tak, aby byla minimalizována středńı kvadratická
chyba (zkráceně MSE z angl. Mean Square Error) odhadu EV indexu ξ, tedy

k0 ∈ argmin
k

MSE
(
ξ̂(k)

)
= argmin

k
E
(
ξ̂(k)− ξ

)2

. (3.3)

Podobně jako ve vztahu (2.40) můžeme aproximovat rozděleńı odhadu ξ̂(k) následovně

ξ̂(k)− ξ d≈
√

varξ√
k
N + A

(n
k

)
bξ,ρ. (3.4)

Protože středńı hodnota (3.3) nemuśı existovat (typicky pro rozděleńı z Fréchetova oboru
atraktivity, odstavec 1.3), bývá namı́sto výrazu (3.3) minimalizována asymptotická středńı
kvadratická chyba (AMSE), tj. kombinaćı (3.4) a (3.3) máme

k0 ∈ argmin
k

(varξ
k

+ A2
(n
k

)
b2
ξ,ρ

)
. (3.5)

Za předpokladu Hallovy tř́ıdy rozděleńı můžeme pro A(t) = ctρ předchoźı přepsat jako

argmin
k

(
varξ
k

+ c2b2
ξ,ρ

(n
k

)2ρ
)

a pro r := n/k pak dostáváme

argmin
(n/r)=1,2,...

(rvarξ
n

+ c2b2
ξ,ρr

2ρ
)
.

Pro jednoduchost hledejme řešeńı nálež́ıćı

argmin
t>0

(
tvarξ
n

+ c2b2
ξ,ρt

2ρ

)
.

Klasickými př́ıstupy matematické analýzy, když se vyjde z prvńı a druhé derivace, se
snadno źıská řešeńı předchoźıho problému. Zpětnou substitućı t = r = n/k se dostane, za
předpokladu (3.2), vhodný počet k0 horńıch pořadových statistik ve tvaru

k0(n) =


(

varξ
−2ρc2b2

ξ,ρ

)1/(1−2ρ)

n−2ρ/(1−2ρ)

 . (3.6)

Přikročme nyńı k odhadu hodnoty k0 pomoćı adaptivńı techniky založené na metodě
bootstrap. Tento př́ıstup byl poprvé navržen Hallem [70] a později rozvinut např́ıklad
v práci [45] pro momentový odhad, resp. v práci [65] pro Hill̊uv odhad. Ze vztahu (3.6) je
patrné, že odhad hodnoty k0 vyžaduje, mimo jiné, také odhad parametru druhého řádu.
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3.2. Adaptivńı volba prahu v semiparametrickém modelu

Problematika odhadu ρ spolu s obt́ıžemi, které jej doprováźı, je v literatuře často disku-
tována. Autoři práce [63] dokonce uvažuj́ı pevně stanovený odhad ρ̂ = −1, přičemž argu-
mentuj́ı t́ım, že existuj́ıćı odhady nejsou př́ılǐs kvalitńı. Použit́ı techniky bootstrapováńı
pro odhad k0 zvyšuje výpočetńı náročnost odhadu, na druhou stranu vhodnou kombinaćı
v́ıce stávaj́ıćıch odhad̊u umožňuje vyhnout se odhadu parametru ρ. Od roku 2000 bylo
sice navrženo několik pokročileǰśıch odhad̊u parametru druhého řádu [42, 54, 61, 66, 135],
jakýkoli odhad ρ však vnáš́ı do odhadu k0 daľśı nadbytečnou variabilitu. Nav́ıc je často
předpokládáno splněńı podmı́nky třet́ıho řádu (viz [54]). Princip adaptivńı bootstrapové
metody je následuj́ıćı.

1. Při minimalizaci výrazu (3.3) je nejprve neznámý EV index ξ nahrazen nějakým

jiným vhodným odhadem ξ̂aux(k). Podobně je nahrazena také distribučńı funkce
F (x), vzhledem ke které je určena daná středńı hodnota, empirickou distribučńı
funkćı Fn(x).

2. Následně je z rozděleńı Fn(x) bootstrapován náhodný výběr X∗1 , . . . , X
∗
n1

o rozsahu

n1 < n a pro k = 2, . . . , n1 jsou určeny bootstrapové odhady ξ̂∗(k), ξ̂∗aux(k). Označme

dále q∗n1
(k) =

(
ξ̂∗(k)− ξ̂∗aux(k)

)2

.

3. Krok 2 je opakován B krát nezávisle, č́ımž se obdrž́ı bootstrapová řada q∗n1,b
(k),

k = 2, . . . , n1, pro každé opakováńı b = 1, . . . , B.

4. Bootstrapový odhad AMSE (3.3)

ÂMSE
∗
(n1, k) =

1

B

B∑

b=1

q∗n1,b
(k)

je minimalizován vzhledem ke k. Necht’ k∗0(n1) je bod, v němž je minima dosaženo.

5. Rozsah n1 je nahrazen rozsahem n2 = d(n1)2/ne a kroky 2 až 4 se opakuj́ı, č́ımž se
obdobně dle kroku 4 źıská hodnota k∗0(n2).

6. Bootstrapový odhad k̂∗0 optimálńıho k minimalizuj́ıćıho výraz (3.3) je źıskán ve tvaru

k̂∗0 =
(k∗0(n1))2

k∗0(n2)
. (3.7)

(7.) Z podstaty techniky bootstrap může odhad k̂∗0 významněji koĺısat. Je tak vhodné

kroky 2 až 6 N krát nezávisle opakovat, přičemž dle (3.7) źıskáme odhady k̂∗0,i,

i = 1, . . . , N . Konečný odhad k0 je pak źıskán kombinaćı hodnot k̂∗0,1, . . . , k̂
∗
0,N ,

typicky je možné použ́ıt pr̊uměr či medián.

Kritickým bodem předešlého postupu je volba vhodného pomocného odhadu ξ̂aux.
Draisma a kol. [45] se ve své práci zaměřili na studium momentového odhadu ξ̂M(k),
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3. Metody výběru prahových hodnot

přičemž jako pomocný odhad byl zvolen odhad ξ̂M3(k) využ́ıvaj́ıćı třet́ıch moment̊u, tedy
odhad ve tvaru

ξ̂M3(k) :=

√
M

(2)
n (k)

2
+ 1− 2

3

(
1− M

(1)
n (k)M

(2)
n (k)

M
(3)
n (k)

)−1

, (3.8)

který má podobné asymptotické vlastnosti jako momentový odhad. Označme

ξ̂∗M4(k) :=
(
ξ̂∗M(k)− ξ̂∗M3(k)

)
1[|ξ̂∗M (k)−ξ̂∗M3(k)|≤kδ−1/2],

kde δ > 0 a odhady ξ̂∗M(k), ξ̂∗M3(k) jsou źıskány z nějakého vhodného bootstrapového

výběru. Jak je dokázáno v [45], je-li k
∗
0(n) řešeńım argmin

k
E
(
ξ̂∗M4(k)

)2

, kde n je rozsah

bootstrapového výběru, pak

k̂∗0

/(
k
∗
0(n1)

)2

k
∗
0(n2)

P−→ 1.

Protože uvedená konvergence plat́ı pro libovolné δ > 0, plyne odtud odhad (3.7).

Gomes a Oliveira [65] studovali adaptivńı volbu k0 při použit́ı Hillova odhadu ξ̂H(k).

Neznámý EV index ve své práci navrhli nahradit za odhad ξ̂H(kaux), kde kaux je nějaká

vhodná počátečńı hodnota zvolená pevně tak, aby ξ̂H(kaux) byl konzistentńım odhadem
ξ. Optimálńı počet k0 = k0(n, kaux) horńıch pořadových statistik je určen řešeńım výrazu

k0 ∈ argmin
k

E
(
ξ̂H(k)− ξ̂H(kaux)

)2

.

Simulačńı studie v [65] ukazuje, že ačkoliv je źıskaný odhad k̂∗0 téměř nezávislý na volbě
rozsahu n1, uvedená metoda je značně citlivá na volbu pomocného parametru kaux, který
má zásadńı vliv na odhad hodnoty k0. Předešlý postup Draismy a kol. se tak ukazuje jako
vhodněǰśı.

Př́ıstup založený na myšlenkách Draismy a kol. byl rozvinut v praćıch [37, 65]. Neznámý
parametr ξ zde byl nahrazen jinými pomocnými statistikami explicitně závisej́ıćımi na k.
Ačkoli navržené postupy dovoluj́ı relaxovat často nejasnou volbu optimálńıho prahu po-
moćı v́ıce prahových hodnot, celkově situaci značně komplikuj́ı, nebot’ tyto již vyžaduj́ı
odhad parametru druhého řádu ρ.

Oba př́ıstupy [45, 65] byly softwarově implementovány v prostřed́ı Matlab. Pro adap-
tivńı volbu prahové hodnoty je tak možné použ́ıt funkce db_moe.m a db_hill.m, které
jsou přiloženy k této práci. Jejich popis je uveden v dodatku D, detailńı popis vstupńıch
a výstupńıch parametr̊u je možné nalézt př́ımo ve zdrojovém kódu. Obě funkce jsou opti-
malizovány vzhledem k výpočetńı náročnosti celého algoritmu (d́ıky maticovému zápisu
jsou všechny bootstrapové odhady určeny zároveň) a jsou pro uvedené účely daleko
vhodněǰśı než kombinace funkćı moe.m, moe3.m, hill.m s momenty (2.7) poč́ıtanými po-
moćı funkce jth_moment.m. Posledńı uvedené funkce lze v př́ıloze také nalézt; tyto jsou
svou jednoduchost́ı často vhodněǰśı pro běžné užit́ı mimo algoritmus dvojitého bootstra-
pováńı.
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3.3. Adaptivńı volba prahu založená na věrohodnostńı

funkci

V posledńı době se na adaptivńı techniky určeńı prahové hodnoty zaměřila řada autor̊u
(viz např. [56, 63, 68, 101, 124, 128, 131]). Zde se soustřed́ıme na postup navržený v práci
[102], který svou podstatou vycháźı z grafických metod určeńı prahu, konkrétně z tech-
niky studuj́ıćı stabilitu parametr̊u. Omezme se na určeńı prahové hodnoty vzhledem ke
stabilitě EV indexu ξ (viz obrázek 3.2.a), jakožto kĺıčového parametru popisuj́ıćıho vlast-
nosti chvost̊u EV rozděleńı. Př́ıstupy uvedenými v části 3.1 je vhodná prahová hodnota
u0 z grafu závislosti určena tak, aby pro u ≥ u0 přibližně platilo ξ(u) = ξ(u0). Jedná se
tedy o testováńı nulové hypotézy

H : ξ(u) = ξ(u0), pro u ≥ u0,

přičemž hodnota u0 je zvolena pevně. Autoři publikace [102] navrhli metodu, která je
založena na věrohodnostńı funkci a jež je postavena na př́ıstupu navrženém ve studii
[131]. Uvažujme dvojici prah̊u (v, u), v < u, a označme ξvu, resp. ξu, parametr tvaru GP
rozděleńı odhadnutý pro pozorováńı na intervalu (v, u), resp. (u,∞). Metoda odvozená ve
[131] je postavena na testováńı nulové hypotézy H : ξvu = ξu pro nějaké pevné hodnoty
v, u. Jak je pojednáno ve [102], předešlý př́ıstup je zcela nevhodný pro praktické použit́ı,
nebot’ vyžaduje testováńı uvedené hypotézy pro všechna v, u z nějakého intervalu možných
prahových hodnot, č́ımž výrazně nar̊ustá také výpočetńı náročnost uvedeného postupu.
Uvedený model nav́ıc předpokládá konstantńı parametr tvaru ξu na značně rozsáhlém
intervalu.

Northrop a Coleman [102] proto uvedený postup modifikovali a ve své práci uvažuj́ı
diskretizaci pomoćı m prahových hodnot u1, . . . , um, u1 < · · · < um, tud́ıž

ξ(x) =





ξi, pro ui < x < ui+1, i = 1, . . . ,m− 1,

ξm, pro x > um.
(3.9)

Parametr tvaru ξ je tak modelován jako po částech konstantńı funkce ξ(x) se změnami
v bodech ui, i = 2, . . . ,m. Uvedený př́ıstup je označován jako Multiple-Threshold Gene-
ralized Pareto model (zkráceně jej budeme označovat jako MT-GP model).

Necht’ je dána náhodná veličina X z rozděleńı s distribučńı funkćı F (x). Bud’ vi =
ui − u1 pro i = 1, . . . ,m a wi = vi+1 − vi pro i = 1, . . . ,m − 1. Označme Y překročeńı
prahu u1, tj. Y = X − u1. Předpokládejme dále, že náhodná veličina Y − vi = X − ui
má za podmı́nky vi < Y < vi+1 (tj. za podmı́nky ui < X < ui+1) GP(σi, ξi) rozděleńı,
přičemž vm+1 := vm−σm/ξm, pokud ξm < 0, a vm+1 :=∞ jinak. Distribučńı funkce Hi(x)
a hustota hi(x) GP(σi, ξi) rozděleńı jsou ve tvarech daných vztahem (2.5), tud́ıž

Hi(x) = 1−
(

1 + ξi
x

σi

)−1/ξi

+

, (3.10)

hi(x) =
1

σi

(
1 + ξi

x

σi

)−(1+1/ξi)

+

. (3.11)
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Označme fY (y) hustotu náhodné veličiny Y . Pak má náhodná veličina Y − vi za
podmı́nky vi < Y < vi+1 podmı́něnou hustotu fY (y | vi < y < vi+1) ve tvaru

fY (y | vi < y < vi+1) =
hi(y)

Hi(wi)
, vi < y < vi+1. (3.12)

Necht’ pi := P (Y > vi). Předpokládejme dále, že prahová hodnota u1 je zvolena tak, aby
bylo X > u1, tj. p1 = P (Y > v1) = 1. Potom plat́ı

pi =
i−1∏

j=1

(1−Hj(wj)).

Odtud plyne relace
P (vi < Y < vi+1) = pi − pi+1 = piHi(wi), (3.13)

a tedy

fY (y) =
m∏

i=1

[pihi(y)]1[vi<y<vi+1] . (3.14)

Aby nedocházelo k nespojitostem v hustotě fY (y), je vhodné uvažovat parametry
měř́ıtka ve tvaru σi+1 = σi + ξiwi = σ1 +

∑i
j=1 ξjwj, kde σ1 > 0. Původńı model

s 2m parametry je tak možné parametrizovat pomoćı menš́ıho počtu m + 1 parametr̊u
θ = (σ1, ξ1, . . . , ξm). Necht’ je dán náhodný výběr Y = (Y1, . . . , Yn) překročeńı prahu
u1 z hustoty (3.14). Užit́ım (2.13) je možné zapsat logaritmickou věrohodnostńı funkci
v následuj́ıćım tvaru

l(σ1, ξ1, . . . , ξm) =
n∏

i=1

f(yi) =

=
n∑

i=1

m∑

j=1

1[vj<yi<vj+1]

{
ln pj − lnσj −

(
1 +

1

ξj

)
ln

[
1 + ξj

yi − vj
σj

]}
, (3.15)

za podmı́nek, že 1 + ξjwj/σj > 0 a 1 + ξj(yi − vj)/σj > 0 pro všechna j = 1, . . . ,m,
i = 1, . . . , n.

Uvažujme nyńı situaci, kdy chceme ověřit, zda je parametr tvaru ξ identický na všech
intervalech (vi, vi+1), i = 1, . . . ,m, tj. testujeme nulovou hypotézu H : ξ1 = · · · = ξm.
Zamı́tnut́ı této hypotézy by pak ukazovalo, že pro u ≥ u1 nebylo dosaženo uspokojivé
stability EV indexu, a bylo by tak nutné uvažovat jako vhodný práh nějakou hodnotu
větš́ı než u1. Označme dále θ̂ MV odhad parametru θ = (σ1, ξ1, . . . , ξm) źıskaný z (3.15)

a θ̂0 MV odhad źıskaný za platnosti nulové hypotézy, tj. za platnosti ξ1 = · · · = ξm.
Nulovou hypotézu lze testovat na základě statistik (2.26) a (2.24), tedy

LM(θ̂0) =
1

n
UT (θ̂0)J−1(θ̂0)U(θ̂0), (3.16)

LR(θ̂0) = 2
(
l(θ̂)− l(θ̂0)

)
, (3.17)

kde U(θ̂0) je skórový vektor př́ıslušný hustotě (3.14) (viz věta 2.3) a J(θ̂0) je očekávaná
FIM. Jedná se asymptotické testy s rušivými parametry. Za předpokladu, že ξm > −1/2
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a tedy MV odhady maj́ı obvyklé asymptotické vlastnosti [120] (viz odstavec 2.2 pro dis-
kuzi regularity GP rozděleńı), maj́ı podle věty 2.5 uvedené statistiky asymptoticky χ2

m−1

rozděleńı. Odvozeńı tvar̊u statistik U(θ̂0) a J(θ̂0) lze nalézt v dodatku B, tyto byly auto-
rem práce ověřeny a částečně zjednodušeny.

V př́ıpadě zamı́tnut́ı nulové hypotézy H : ξ1 = . . . , ξm se přistupuje k postupnému
testováńı stability EV indexu pro prahové hodnoty (ui, . . . , um), dokud použité kritérium
nevede pro nějaké i = 2, . . . ,m− 1 k jej́ımu přijet́ı. Při nulové hypotéze H : ξi = · · · = ξm
je tak asymptotické rozděleńı statistik (3.16) a (3.17) χ2

m−i.

Výhodou statistiky (3.16) je, že model je nutné odhadnout jen pro sledovanou praho-
vou hodnotu ui. Naproti tomu je výpočet statistiky (3.17) v́ıce výpočetně náročný, nebot’

je vždy nutné odhadnout všech m parametr̊u tvaru. Ukazuje se, že zásadńı část́ı v MT-GP
modelu je vhodná volba počtu m prahových hodnot. Do jisté mı́ry je tak úloha hledáńı
vhodného prahu u0 přenesena právě na tento problém optimálńıho stupně diskretizace.
Problematika volby m byla částečně studována v [102], ovšem pro detailněǰśı popis situ-
ace by bylo vhodné provést rozsáhlou simulačńı studii. Na jednu stranu je vhodné volit m
co největš́ı tak, aby bylo dosaženo co možná nejhustš́ıho pokryt́ı intervalu možných pra-
hových hodnot. Na druhou stranu při velkých hodnotách m jsou parametry modelu odhad-
nuty se značnou variabilitou a rozd́ıly mezi odhady parametr̊u jsou tak detekovány s menš́ı
pravděpodobnost́ı. Nav́ıc pro velké m mohou také nastat problémy spojené s konvergenćı
MV metody. Odstavec 4.2 bude zaměřen na odhady prahu pomoćı uvedené adaptivńı
techniky pro př́ıpad srážkových měřeńı, přičemž volba m bude diskutována pro některé
speciálńı př́ıpady rozděleńı. Ćılem však bude převážně porovnáńı MT-GP metody a se-
miparametrického př́ıstupu založeného na dvojitém bootstrapováńı.
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4
Statistická analýza extrémńıch

dešt’ových srážek

Poznatky z předešlých kapitol budou aplikovány k odhadu extrémńıch srážkových úhrn̊u
v jihomoravském regionu. Tato analýza byla motivována nutnost́ı aktualizace hydrolo-
gických podklad̊u pro potřeby plánováńı a údržby městského odvodňovaćıho systému.
Zejména pak bude pozornost zaměřena na odhady tzv. IDF křivek (zkráceně z angl.
Intensity-Duration-Frequency), které přestavuj́ı základńı hydrologický nástroj pro vyhod-
noceńı frekvence výskytu intenzivńıch dešt’ových srážek. Dodnes u nás použ́ıvané odhady
IDF křivek (viz [126]) se jev́ı jako zastaralé a nově vyvinuté statistické metody by tak
mohly přispět k jejich zpřesněńı.

Nejprve budou popsána uvažovaná srážková data a v souladu s odstavcem 2.1 bude
diskutováno použit́ı modelu blokových maxim a prahového modelu, které se v hydro-
logii použ́ıvaj́ı nejčastěji. Budou také shrnuty už́ıvané vzorkovaćı techniky, které slouž́ı
k výběru dat do statistického souboru. Vzhledem k prahovému modelu se zaměř́ıme na
jeho kritickou část, a sice volbu prahové hodnoty. Diskutovány budou představené adap-
tivńı př́ıstupy výběru prahu a jejich vlastnosti budou studovány pomoćı simulačńı studie.
Následně také porovnáme adaptivńı př́ıstupy s klasickými grafickými technikami.

4.1. Srážková data a techniky vzorkováńı

Údaje o srážkových úhrnech jsou v České republice źıskávány z registračńıch pásek om-
brograf̊u (př́ıstroj̊u pro měřeńı dešt’ových srážek) provozovaných Českým hydrometeoro-
logickým ústavem (ČHMÚ). Ombrografy, jakožto plovákové srážkoměry, z podstaty své
konstrukce neumožňuj́ı měřeńı pevných část́ı a bývaj́ı tak běžně osazovány jen v obdob́ı od
května do zář́ı, kdy se však v České republice vyskytuje většina př́ıvalových srážek. Proto
bývaj́ı analýzy extrémńıch srážek vycházej́ıćı z těchto měřeńı považovány za spolehlivé.
Na plovák ombrografu je napojeno registračńı zař́ızeńı, které zapisuje údaje na otáčej́ıćı
se paṕır, č́ımž vniká tzv. ombrogram, neboli grafický záznam údaj̊u ombrografu. Ombro-
graf umožňuje přesné kontinuálńı zaznamenáváńı srážkových úhrn̊u. Od roku 1997 jsou
postupně mechanické př́ıstroje nahrazovány automaty s digitálńım zápisem. Jak uvád́ı
např́ıklad autoři práce [87], v roce 2003 měřilo v klimatologické śıti ČHMÚ 165 me-
chanických ombrograf̊u a 77 automatických srážkoměr̊u. Historické údaje z mechanických
ombrograf̊u ale tvoř́ı většinu dostupných dat a pro potřeby moderńıho zpracováńı je nutné
je digitalizovat. Digitalizace se provád́ı pomoćı digitizéru odeč́ıtáńım souřadnic zlomových
bod̊u a výsledný záznam je ukládán do databáze s časovým rozlǐseńım 1 minuty. Pro ko-
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rekci dat, jejich doplněńı či rekonstrukci se použ́ıvá celá řada podklad̊u, zejména výkazy
měśıčńıch meteorologických pozorováńı na dané stanici, ale také měśıčńı výkazy a ombro-
grafické záznamy z okolńıch stanic či údaje o srážkách ze synoptických a automatických
stanic [87].

Jevǐsovice

Znojmo-Kuchařovice

Brno-Jundrov

Vyškov

Brno-Tuřany

Brno-Žabovřesky

Obrázek 4.1: Poloha srážkoměrných stanic.

Jako vstupńı data pro analýzu srážek, j́ıž je věnována tato kapitola, slouž́ı digitalizo-
vané záznamy srážkových intenzit reálných dešt’ových srážek ze 6 srážkoměrných stanic
situovaných na územı́ Jihomoravského kraje (viz obrázek 4.1). Jedná se o stanice Brno-
Tuřany, Brno-Žabovřesky a Brno-Jundrov, které se nacházej́ı v urbanizované oblasti města
Brna, druhého největš́ıho města České republiky a centra kraje. Dále jsou uvažovány
stanice Znojmo-Kuchařovice a Jevǐsovice, které jsou umı́stěny v jihozápadńı části kraje
a stanice Vyškov v severozápadńı části Jihomoravského kraje. Z d̊uvod̊u neúplnosti histo-
rických měřeńı byly u vybraných stanic vynechány některé roky záznamu, které zejména
kv̊uli nedostatku doprovodných dat nebylo možné rekonstruovat. Sledovaná obdob́ı spolu
s délkami úplných záznamů jsou shrnuta v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Přehled srážkoměrných stanic, jejich sledovaného obdob́ı a délky řad s úplnými
záznamy.

Stanice
Sledované

obdob́ı
Délka dostupné

řady [roky]

Brno-Tuřany 1959-2000 41

Brno-Žabovřesky 1987-2003 16

Brno-Jundrov 1992-2003 11

Znojmo-Kuchařovice 1956-2003 27

Jevǐsovice 1961-2000 37

Vyškov 1961-1992 31

68



4.1. Srážková data a techniky vzorkováńı

Teorie extrémńıch hodnot je při posuzováńı hydrologických jev̊u často aplikována.
Zejména se jedná o situace, kdy se zaj́ımáme o odhad frekvence vzácných či extrémńıch
jev̊u jako je např. výskyt tzv. stoleté vody, padesátileté vody apod. Jak uvád́ı např́ıklad
práce [80], v zásadě se rozlǐsuj́ı dva základńı zp̊usoby výběru prvk̊u pro statistické zpra-
cováńı. Prvńı je postaven na metodě blokových maxim (viz odstavec 2.1), kdy jsou do
analyzovaného statistického souboru zahrnuty jen ty největš́ı prvky v daném bloku pozo-
rováńı. V hydrologii bývaj́ı většinou uvažovány bloky o délce jednoho roku a metoda blo-
kových maxim je zde pak označována jako Annual Maxima Series (AMS) metoda. Volba
délky bloku odpov́ıdaj́ıćı jednomu roku má své opodstatněńı. Délku bloku je potřeba zvolit
dostatečně velkou, aby byla zaručena dobrá aproximace pomoćı asymptotického modelu
a odhadované parametry a parametrické funkce nebyly zat́ıženy velkým vychýleńım. Na-
opak je-li délka bloku zvolena př́ılǐs velká, docháźı k nár̊ustu variability odhad̊u. Zde se
bloky o délce jednoho roku ukazuj́ı jako velmi vhodné. Výběrem jednoročńıho maxima jsou
také eliminovány nestacionarity dešt’ových srážek v pr̊uběhu roku. Nav́ıc měřeńı dešt’ových
srážek s rozlǐseńım 1 minuty zřejmě nelze pokládat za nezávislá pozorováńı a tedy pro
analýzu extrémńıch hodnot pomoćı EV teorie založené na nezávislých veličinách je nutné
z dostupných měřeńı vybrat taková pozorováńı, která můžeme pokládat za nezávislá.
V př́ıpadě AMS modelu jsou vybraná ročńı maxima obecně považována za přibližně
nezávislá měřeńı [80] a odpadá tak nutnost užit́ı daľśıch vzorkovaćıch technik. Teorii
extrémńıch hodnot pro závislé výběry bude v́ıce věnována kapitola 5, kde představ́ıme
př́ıslušné techniky odhadu dané závislosti. Metoda AMS byla v oblasti hydrologických
extrémů často použ́ıvána, o čemž svědč́ı např́ıklad publikace [17, 136, 105]. Významnou
nevýhodou AMS je ovšem fakt, že jsou zanedbávány př́ıpadné daľśı extrémńı hodnoty,
které ovšem nedosahuj́ı př́ıslušných blokových maxim. Protože je tak značně redukována
obsažená informace, vyžaduje použit́ı AMS dostupnost dostatečně dlouhých časových řad.

Jiný zp̊usob výběru prvk̊u je založen na prahovém POT modelu (viz odstavec 2.1),
v hydrologii označovaným také často jako Partial Duration Series. Do statistického sou-
boru jsou zahrnuty hodnoty překračuj́ıćı nějakou dostatečně vysokou prahovou hodnotu.
Oproti metodě AMS dovoluje POT model zpravidla zahrnout do statistického souboru
v́ıce pozorováńı během roku a v současnosti tak představuje stále v́ıce použ́ıvanou tech-
niku, což dokládá řada praćı ([20, 19, 25, 134, 84, 98, 108, 114]). Ukazuje se také, že
POT lépe odpov́ıdá rozděleńım s těžkými chvosty [97]. Řada autor̊u se také zabývala
srovnáńım obou metodik AMS a POT, můžeme zmı́nit např́ıklad práce [35, 95, 97, 125,
122]. Nevýhodou prahového modelu ovšem je, že výběr prvk̊u do statistického souboru
neńı jasně stanoven a v př́ıpadě, že datový soubor nepředstavuje pozorováńı nezávislých
veličin, je nutné použ́ıt dodatečné vzorkovaćı techniky. V kapitole 5 bude ukázáno, že
v praktických aplikačńıch problémech se porušeńı dosud uvažovaných předpoklad̊u nej-
častěji vyskytuje ve formě jakési krátkodobé závislosti, tj. pozorováńı můžeme uvažovat za
přibližně nezávislá jen je-li mezi nimi dostatečně dlouhý časový rozestup. Tato vlastnost
se pak v POT modelu promı́tá ve formě shlukováńı extrémńıch hodnot.

Při analýze extrémů pomoćı př́ıstupu POT se v oblasti atmosférických srážek v prvńı
fázi tedy postupuje tak, že se z měřených časových řad separuj́ı tzv. dešt’ové události.
Tyto jsou mezi sebou uvažovány jako přibližně nezávislé. Následně se z každé události pro
předem stanovené trváńı deště vyberou největš́ı pozorované srážkové úhrny, tj. největš́ı
klouzavé součty úhrn̊u s oknem odpov́ıdaj́ıćım danému trváńı deště [96]. Pro tyto je dále
možné postupovat pomoćı teorie nezávislých veličin. Neńı však jednoznačně dáno, jak
dešt’ovou událost definovat. Růzńı autoři ke vzorkováńı srážkového POT modelu přistupuj́ı
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r̊uzně. Např́ıklad v [19] byly dešt’ové události odděleny ustáńım deště po dobu alespoň 24
hodin. V [71] separovali dvě dešt’ové události pomoćı alespoň hodinové bezsrážkové peri-
ody odpov́ıdaj́ıćı době, která je nutná k dotoku nejdeľśı dánské stokové śıtě. Daľśı autoři
uvažuj́ı proměnlivá kritéria v závislosti na délce trváńı deště. Autoři práce [129] separo-
vali dvě dešt’ové události pomoćı sńıžeńı srážkových úhrn̊u po dobu alespoň 8–24 hodin
v závislosti na délce trváńı deště. Podobný př́ıstup byl aplikován v [96], resp. ve [134],
kde byly dešt’ové události odděleny bezsrážkových obdob́ım o délce alespoň jedné hodiny,
resp. 12 hodin, pro déle trvaj́ıćı deště však byla použita separačńı perioda odpov́ıdaj́ı době
trváńı deště.

Aplikace r̊uzných metodik vzorkováńı nezávislých pozorováńı záviśı na studované pro-
blematice a konkrétńı aplikačńı oblasti. Jak naznačuje práce [99], právě př́ıstup sepa-
race uvedený v [96] se ukazuje jako nejvhodněǰśı pro potřeby návrhu městského od-
vodněńı v brněnském regionu. Vzhledem k délce dostupných časových řad lze metodu
AMS aplikovat jen se značnými omezeńımi, nebot’ docháźı k významné redukci datového
souboru. Pozorované řady ze stanic Brno-Tuřany či Jevǐsovice lze považovat za vhodné
pro použit́ı AMS, avšak měřeńı z některých daľśıch stanic nejsou dostatečně rozsáhlá.
Jedná se zejména o stanice Brno-Jundrov a Brno-Žabovřesky, kde by AMS metoda pro
dostupné dešt’ové řady byla zcela nevhodná (viz délky dostupných řad v tabulce 4.1).
Z tohoto d̊uvodu se dále soustřed́ıme výhradně na použit́ı prahového POT modelu, který
zejména v př́ıpadě krátkých časových řad dovoluje učinit přesněǰśı závěry o charakteris-
tikách extrémńıch srážek. Obrázek 4.2 ilustruje rozd́ıly složeńı výběr̊u uvažovaných při
použit́ı AMS a POT model̊u pro stanici Brno-Tuřany a srážkové úhrny pro 10minutové
deště, přičemž tyto byly nejprve vzorkovány podle metodiky [96].
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Obrázek 4.2: Demonstrace rozd́ıl̊u složeńı datových soubor̊u srážkových úhrn̊u při použit́ı metod
AMS a POT; zde pro stanici Brno-Tuřany při délce trváńı deště 10 minut. Vyznačena je prahová
hodnota u = 2 mm, horizontálńı osa vyznačuje sledované obdob́ı.

Ve spojitosti s analýzou srážkových měřeńı byla provedena řada poč́ıtačových imple-
mentaćı. Výše představenou techniku vzorkováńı podle [96] lze provést pomoćı funkce
ems.m. Tato je navržena pro źıskáńı přibližně nezávislých agregovaných pozorováńı (např.
zde diskutovaných srážkových úhrn̊u). Vzorkováńı pomoćı blokových maxim i vzorkováńı
pomoćı prahového POT modelu je obecněji věnován odstavec 5.1. Pro tyto účely je pak
možné využ́ıt funkci decluster.m, která je vhodná pro źıskáńı přibližně nezávislých, ne-
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agregovaných (tj. p̊uvodńıch) měřeńı. Vı́ce detail̊u lze nalézt v odstavci D, resp. př́ımo ve
zdrojových kódech funkćı.

4.2. Simulačńı studie pro volbu prahu adaptivńımi

technikami

Zásadńım krokem při použit́ı POT modelu je vhodná volba prahové hodnoty u. V ka-
pitole 3 byly zmı́něny dva adaptivńı př́ıstupy volby prahu, dvojitě bootstrapová se-
miparametrická metoda a MT-GP metoda založená na stabilitě EV indexu. Tyto lze
s úspěchem použ́ıt i pro analýzu dešt’ových srážek. Použit́ı obou metodik pro odhad frek-
vence srážkových extrémů byla diskutována v [10], kde byly oba př́ıstupy aplikovány k od-
had̊um IDF křivek (viz odstavec 4.3). V této části se předevš́ım zaměř́ıme na výsledky
simulačńı studie [4], jež porovnává vlastnosti zmiňovaných technik.

Pro simulačńı studii byla vybrána modelová rozděleńı pravděpodobnosti, která svou
povahou nejlépe odpov́ıdaj́ı uvažovaným pozorováńım srážek z oblasti brněnského regionu.
Vzhledem k analýze dat v následuj́ıćım odstavci 4.3, je zejména zaj́ımavé studovat vlast-
nosti adaptivńıch metod výběru prahu v závislosti na délce dostupných pozorovaných
řad. Jako referenčńı stanice byla vybrána stanice Brno-Jundrov a generovány náhodné
výběry z rozděleńı, které svou povahou odpov́ıdaj́ı právě situaci na této stanici. Vhodná
modelová rozděleńı byla vybrána z široké řady spojitých rozděleńı s kladným nosičem,
přičemž jako hledisko při posuzováńı vhodnosti modelu bylo zvoleno Akaikeho informačńı
kritérium AIC a bayesovské informačńı kritérium BIC. Obě tyto statistiky vyhodnocuj́ı jak
kvalitu proložeńı, tak složitost modelového rozděleńı. Uvažujme modelové rozděleńı s hus-
totou f0(x,θ), kde θ = (θ1, . . . , θm) je vektor parametr̊u. Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn

z modelového rozděleńı označme L0(θ) př́ıslušnou věrohodnostńı funkci a θ̂ MV odhad
parametru θ. Daná kritéria jsou vyjádřena vztahy

AIC = 2m− 2 lnL0(θ̂),

BIC = m lnn− 2 lnL0(θ̂).

Při porovnáńı dvou modelových rozděleńı pomoćı výše uvedených kritéríı je tak prefe-
rováno to, pro které je hodnota statistiky AIC, resp. BIC, nižš́ı. Mimo uvedených kritéríı
lze také uvažovat jen maximum věrohodnostńı funkce L0, udávané nejčastěji ve tvaru
záporné logaritmické věrohodnostńı funkce − lnL0(θ̂), přičemž jako vhodněǰśı se pak opět
ukazuje to rozděleńı, které má tuto hodnotu nižš́ı. Je třeba mı́t na paměti, že všechna
uvedená kritéria udávaj́ı pouze relativńı vhodnost modelu a absolutńı vhodnost modelu
tak neńı zaručena.

V tabulce 4.2 jsou shrnuty hodnoty AIC a BIC kritéríı pro řadu modelových rozděleńı
pro referenčńı stanici Brno-Jundrov při trváńı deště 180 minut. Vzhledem k uvedeným
výsledk̊um se z testovaných rozděleńı zaměř́ıme pouze na vybrané modely rozděleńı.
Konkrétně budeme uvažovat rozděleńı gama, Fréchetovo, GP, lognormálńı, loglogistické
a Weibullovo (pro tvary parametrizaćı odkazujeme na tabulky 1.1, 1.2), které jsou uve-
denými kritérii označeny jako nejvhodněǰśı. Vhodnost uvažovaných rozděleńı byla ověřena
testy dobré shody, konkrétně Pearsonovým χ2 testem [14], Kolmogorovovým-Smirnovo-
vým testem (K-S testem) [16] a Andersonovým-Darlingovým testem (A-D testem) [36].
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Tabulka 4.2: Hodnoty kritéríı AIC, BIC a − lnL(θ̂) pro modelová rozděleńı srážkových dat ze
stanice Brno-Jundrov s trváńım deště 180 minut.

Rozděleńı AIC BIC − lnL0(θ̂)

Zobecněné Paretovo 2956,9 2970,8 1475,4

Lognormálńı 3053,8 3063,1 1524,9

GEV 3089,3 3103,3 1541,6

Loglogistické 3111,9 3121,2 1553,9

Weibullovo 3137,1 3146,4 1566,5

Gama 3189,3 3198,6 1592,7

Nakagamiho 3324,0 3333,3 1660,0

Exponenciálńı 3387,2 3391,8 1692,6

Logistické 4471,6 4481,0 2233,8

Rayleighovo 5980,3 5984,9 2989,1

Riceovo 5982,3 55991,6 2989,1

Na obrázku 4.3 je pak ukázáno proložeńı histogramů odhady hustot pravděpodobnos-
t́ı pro uvažovanou stanici. Fréchetovo, GP a loglogistické rozděleńı patř́ı do Fréchetovy
tř́ıdy EV rozděleńı a všechna tato rozděleńı splňuj́ı předpoklady semiparametrického dvo-
jitě bootstrapového modelu, konkrétně patř́ı do Hallovy tř́ıdy rozděleńı (viz odvozeńı
pomocných funkćı v dodatku A). Daľśı uvažovaná rozděleńı patř́ı do Gumbelova oboru,
přičemž nav́ıc parametr druhého řádu je pro gama a Weibullovo rozděleńı roven nule. Jsou
tak porušeny základńı předpoklady semiparametrického modelu výběru prahu (3.2) na
tvar pomocné funkce druhého řádu. V těchto př́ıpadech je přesto možné sledovat chováńı
dvojitě bootstrapové metody volby prahu a porovnat jej́ı ne-/vhodnost ve srovnáńı s MT-
GP př́ıstupem, nebot’ v praktických situaćıch lze předpoklady semiparametrického modelu
ověřit jen se značnými obt́ıžemi.

V daľśıch odstavćıch se soustřed́ıme předevš́ım na popis situace a odhad̊u pro dva
konkrétńı datové soubory, a sice pro př́ıpad stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov, které
představuj́ı v naš́ı analýze nejdeľśı a nejkratš́ı dostupné pozorované časové řady. Zejména
pak bude vhodné se zaj́ımat o odlǐsnosti r̊uzných př́ıstup̊u k odhad̊um parametrických
funkćı. Protože rozsahy vzorkovaných nezávislých pozorováńı se pro uvažované délky
trváńı dešt’̊u (viz analýza extrémńıch srážek dále v odstavci 4.3) pohybuj́ı od 1836 do
10791 pro stanici Brno-Tuřany a v rozmeźı od 618 do 3228 pro stanici Brno-Jundrov, byly
simulovány náhodné výběry z výše uvedených rozděleńı o rozsaźıch řádově odpov́ıdaj́ıćım
těmto hodnotám. Konkrétně byly generovány náhodné výběry o rozsaźıch n = 500, 1000,
2000, 3000, 5000 a 8000.

Pro metodu MT-GP se omeźıme jen na použit́ı statistiky (3.16). Jak bylo zmı́něno
v odstavci 3.3, použit́ı statistiky (3.17) vyžaduje odhady parametr̊u tvaru na všech pra-
hových podintervalech, což pro simulačńı studii vede k neúnosným výpočetńım čas̊um.
Z tohoto d̊uvodu budou testy založené na statistice (3.17) použity jen pro analýzu kon-
krétńıch datových soubor̊u srážkových úhrn̊u v následuj́ıćım odstavci. Pro př́ıpad testo-
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(a) Gama rozděleńı.
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(b) Fréchetovo rozděleńı.
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(c) GP rozděleńı.
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(d) Weibullovo rozděleńı.

2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

µ = 0.09

σ = 1.56

(e) Lognormálńı rozděleńı.
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(f) Loglogistické rozděleńı.

Obrázek 4.3: Histogramy srážkových úhrn̊u pro 180minutové deště ze stanice Brno-Jundrov
proložené odhady hustot vybraných rozděleńı včetně odhad̊u jejich parametr̊u při parametri-
zaćıch uvedených v tabulkách 1.1, 1.2.

vaćıho kritéria (3.16) bylo zvoleno následuj́ıćı nastaveńı. Pro každý uvažovaný rozsah n
bylo generováno M = 1500 náhodných výběr̊u z modelových rozděleńı. Optimálńı prahová
hodnota u0 je hledána v intervalu mezi 0,5% a 90% empirickým kvantilem, tj. např́ıklad
pro n = 1000 mezi hodnotami x(5) a x(900). A priori tak předpokládáme, že nižš́ı pra-
hové hodnoty nejsou optimálńı ve smyslu stability EV indexu a pro práh větš́ı než x(900)

již je dostatečné stability dosaženo. V odstavci 3.3 věnovanému MT-GP modelu byla
nast́ıněna problematika volby počtu m prahových hodnot a t́ım stupně diskretizace EV
indexu. Prozat́ım provedené simulace v práci [102] však na tuto otázku nedávaj́ı jedno-
značnou odpověd’. Vysoká hodnota m dovoluje detailńı studium stability EV indexu, má
však za následek velkou variabilitu odhad̊u. V návaznosti na publikaci [102] tak v našem
př́ıpadě voĺıme tři r̊uzné úrovně diskretizace m = 10, 20 a 40. Prahová hodnota u0 je
určena na základě asymptotického rozděleńı statistiky (3.16), přičemž jako u0 je zvolena
nejmenš́ı hodnota prahu u, pro kterou neńı testovaná nulová hypotéza zamı́tnuta na hla-
dině významnosti α = 0, 05.

Odhady źıskané pomoćı MT-GP modelu byly porovnány s dvojitě bootstrapovou me-
todou volby prahu. Pro účely této simulačńı studie byl zvolen dvojitě bootstrapový př́ıstup
studovaný Draismou a kol. [45], tedy při použit́ı momentového odhadu EV indexu (2.32)

v kombinaci se statistikou (3.8) jakožto pomocným odhadem ξ̂aux. Uvedená adaptivńı
technika odhadu k0 horńıch pořadových statistik je, na rozd́ıl od dvojitě bootstrapové
metody studované např. v [65], pro uvažovaná modelová rozděleńı vhodněǰśı. Technika
popsaná v [65] vyžaduje stanoveńı počátečńı hodnoty kaux, která zásadně ovlivňuje odhad
k0. Nav́ıc použit́ı Hillova odhadu v [65] klade pro hodnoty EV indexu značná omezeńı.
Z d̊uvodu potřeby značných výpočetńıch kapacit byl při použit́ı adaptivńı bootstrapové
metody volby prahu počet generovaných výběr̊u omezen na M = 500, přičemž počet boot-
strapových výběr̊u byl v každém opakováńı nastaven na B = 250. Ze studie [65] vyplývá,
že rozsah bootstrapového výběru n1 je vhodné volit co největš́ı tak, aby n1 < n. V našem
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př́ıpadě tak bylo určeno n1 = bn0,995c. Z podstaty techniky bootstrap může odhad k̂∗0
hodnoty k0 při r̊uzných opakováńıch koĺısat. Dle bodu (7) algoritmu na str. 61 je tak
celý postup N = 100 krát nezávisle opakován pro každý generovaný výběr z modelového
rozděleńı, přičemž dle vztahu (3.7) tak byly źıskány odhady k̂∗0,i, i = 1, . . . , N . Konečný

odhad k̂0 je pak stanoven jako
k̂0 = median

i=1,...,N
k̂∗0,i.

Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou formou box-plot̊u vizualizovány výsledky popsané si-
mulačńı studie. Obrázky 4.4.a až 4.9.a ukazuj́ı vždy pod́ıly nadprahových hodnot nu/n

(sloupce X, Y, Z), resp. pod́ıly optimálńıho počtu horńıch pořadových statistik k̂0/n (slou-
pec B), pro r̊uzná modelová rozděleńı a uvažované délky simulovaných výběr̊u.
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(b) Odhady EV indexu.

Obrázek 4.4: Loglogistické rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n
(vlevo) a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u
a volbu prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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(b) Odhady EV indexu.

Obrázek 4.5: GP rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n (vlevo)
a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u a volbu
prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparametrickou
dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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Na obrázćıch 4.4.b až 4.9.b jsou pak zobrazeny odpov́ıdaj́ıćı odhady EV indexu pomoćı
MV metody (pro práh u určený pomoćı MT-GP modelu - sloupce X, Y, Z) a pomoćı
momentového odhadu (pro semiparametrický model - sloupec B). Vyznačená vodorovná
úsečka vyznačuje skutečnou hodnotu EV indexu.

Je vidět, že mediány hodnot k̂0, tj. optimálńıch hodnot horńıch pořadových statistik,
jsou ve všech studovaných př́ıpadech menš́ı než mediány hodnot nu pro libovolné m. Jistá
nestabilita MT-GP metodiky v odhadu prahu je pozorovatelná pro středńı rozsahy výběr̊u
z lognormálńıho a Fréchetova rozděleńı (obrázky 4.8.a, 4.6.a) a pro velké rozsahy výběr̊u
z loglogistického rozděleńı (obrázek 4.4.a). V těchto př́ıpadech koĺısaj́ı p-hodnoty testo-
vaćıho kritéria (3.16) bĺızko hladiny významnosti α = 0, 05. Autoři práce [102] zmiňuj́ı
v podobných situaćıch možnou modifikaci volby vhodného prahu tak, aby bylo dosaženo
určité stability odpov́ıdaj́ıćıch p-hodnot. Lze např́ıklad požadovat, aby pro prahy u ≥ u0
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(b) Odhady EV indexu.

Obrázek 4.6: Fréchetovo rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n
(vlevo) a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u
a volbu prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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(b) Odhady EV indexu.

Obrázek 4.7: Gama rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n (vlevo)
a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u a volbu
prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparametrickou
dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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tyto hodnoty neklesly pod nějakou stanovenou úroveň, řekněme kupř́ıkladu 2α. Naneštěst́ı
tento př́ıstup MT-GP techniku značně komplikuje, nebot’ mimo nejasné úrovně diskreti-
zace m je tak do modelu vnášen daľśı pomocný parametr ovlivňuj́ıćı volbu prahu u0.
Z obrázku 4.5.a je patrné, že adaptivńı volba prahu při použit́ı MT-GP modelu správně
identifikuje optimálńı prahové hodnoty pro výběry z GP rozděleńı a hodnoty nu se pohy-
buj́ı bĺızko n. Podobná situace nastává i pro loglogistické rozděleńı (obrázek 4.4.a), kde
parametr tvaru α tohoto rozděleńı byl odhadnut bĺızký jedné (obrázek 4.3), přičemž v ta-
kovém př́ıpadě loglogistické rozděleńı splývá s GP rozděleńım. Závislost odhadu vhodné
prahové hodnoty u0 na úrovni diskretizace m je patrná zejména na obrázku 4.7.a či 4.9.a
pro gama a Weibullovo rozděleńı. Situace tak odpov́ıdá výsledk̊um práce [102], kdy při
velkém m jsou rozd́ıly mezi jednotlivými prahy detekovány s menš́ı pravděpodobnost́ı.
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Obrázek 4.8: Lognormálńı rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n
(vlevo) a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u
a volbu prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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(a) Odhady prahových hodnot.

X Y Z B X Y Z B X Y Z B X Y Z B X Y Z B X Y Z B

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

O
d
h
a
d
y
E
V

in
d
e
x
u
ξ

500 1000 2000 3000 5000 8000
Simulovaná délka výběru

(b) Odhady EV indexu.

Obrázek 4.9: Weibulllovo rozděleńı: box-ploty pod́ıl̊u nadprahových hodnot nu/n resp. k̂0/n
(vlevo) a box-ploty př́ıslušných odhad̊u EV indexu (vpravo) pro r̊uzné rozsahy náhodných výběr̊u
a volbu prahu źıskanou MT-GP metodou při m = 10, 20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojitě bootstrapovou metodou (sloupec B).
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Oba studované adaptivńı př́ıstupy volby prahu využ́ıvaj́ı zcela jiné principy odhadu,
a jejich srovnáńı proto bude vhodněǰśı provést skrze odhady EV index̊u. Kvalitńı od-
hady prahu pomoćı metodiky MT-GP v př́ıpadě GP rozděleńı vedou k odhad̊um EV
indexu, které lze z praktického hlediska pokládat za nevychýlené. Naproti tomu odhady
źıskané metodou dvojitého bootstrapováńı vykazuj́ı v tomto směru horš́ı výsledky. Nav́ıc
jsou odhady EV indexu zat́ıženy větš́ı variabilitou. V př́ıpadě daľśıch rozděleńı nálež́ıćıch
do Hallovy tř́ıdy jsou odhady źıskané oběma př́ıstupy srovnatelné co se týká vychýleńı i va-
riability, vyjma Fréchetova rozděleńı při malých až středně velkých rozsaźıch (n ≤ 3000),
kde jsou odhady źıskané metodou MT-GP méně vychýlené. Pro rozděleńı nepatř́ıćı do
Hallovy tř́ıdy, tj. rozděleńı gama, lognormálńı a Weibullovo, je variabilita srovnatelná,
zejména při větš́ıch rozsaźıch simulovaných výběr̊u. Naopak, ačkoli zde dvojitě booot-
strapová metoda nemá teoretickou oporu, odhady EV indexu źıskané t́ımto př́ıstupem se
ukazuj́ı jako méně vychýlené.

4.3. Analýza srážek pomoćı jednorozměrné teorie

nezávislých veličin

Odhady parametr̊u prahového POT modelu

Nyńı přikročme k analýze konkrétńıch datových soubor̊u srážkových úhrn̊u v jihomo-
ravském regionu pomoćı př́ıstupu POT. Dostupné časové řady byly nejprve dle metodiky
[96] rozděleny na přibližně nezávislé dešt’ové události, přičemž z těchto byly dále vyčleněny
největš́ı srážkové úhrny pro trváńı deště odpov́ıdaj́ıćı době 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 120,
180, 240 a 360 minut. Takto bylo źıskáno celkově 12 datových soubor̊u, pro které je možné
dále použ́ıt př́ıstup POT bez daľśıch omezeńı, tj. jednotlivé soubory představuj́ı přibližně
nezávislá pozorováńı, přičemž lze př́ımo aplikovat metodiku představenou v odstavci 2.1.
Z vyvzorkovaných srážkových úhrn̊u je možné určit intenzity dešt’̊u jako množstv́ı srážek,
které za danou dobu trváńı deště dopadne na jednotkovou plochu. Tyto budou dále použity
při odhadech IDF křivek ńıže.

Vhodná prahová hodnota POT modelu bude určena technikami diskutovanými v kapi-
tole 3. Při odhadech limitńıho GP rozděleńı překročeńı prahu parametrickou MV metodou
bude prahová hodnota zjǐstěna nejprve grafickými technikami. Následně bude aplikována
adaptivńı technika MT-GP představená v odstavci 3.3. Nakonec budeme uvažovat semi-
parametrický POT model, přičemž optimálńı počet horńıch pořadových statistik bude pro
momentový odhad určen technikou dvojitého bootstrapováńı diskutovanou v odstavci 3.2.

V tabulce 4.3 jsou uvedeny optimálńı prahové hodnoty, které byly stanoveny grafickou
analýzou MRL plotu a posouzeńım stability MV odhad̊u. Prahové hodnoty bylo možné
z pr̊uběh̊u graf̊u odeč́ıst v naprosté většině př́ıpad̊u. V některých jednotlivých situaćıch,
kdy použité grafické metody nevedly k jednoznačné identifikaci prahu, bylo přihlédnuto
k výsledk̊um u datových soubor̊u se srovnatelným trváńım deště. Vhodnost vybraných
prah̊u lze pozorovat např. pro stanici Brno-Tuřany na obrázćıch 3.1 a 3.2, kde při době
trváńı deště 10 minut byl zvolen práh u0 = 3, 9. Tato hodnota u0 odpov́ıdá teoretickým
požadavk̊um, tedy MRL plot a graf závislosti parametru měř́ıtka σu vykazuj́ı přibližně
lineárńı trend a parametr tvaru ξ je přibližně konstantńı pro hodnoty prahu u ≥ u0.

Pro všechny uvažované stanice a doby trváńı deště je dále třeba vyšetřit vhodnost
stanoveného POT modelu, tedy zda lze pozorované hodnoty nad prahem popsat pomoćı
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Tabulka 4.3: Optimálńı prahové hodnoty u0 [mm] źıskané grafickými technikami.

Stanice \ Trváńı
deště [min]

5 10 15 20 30 45 60 90 120 180 240 360

Brno-Tuřany 1,4 1,5 2,2 2,8 3,9 4,5 5,1 6,4 7,9 8,1 8,5 8,8

Brno-Žabovřesky 1,8 2,7 3,5 4,8 5,4 6,0 6,5 6,9 7,1 7,4 7,8 9,4

Brno-Jundrov 1,9 2,0 3,0 3,3 4,0 4,9 5,0 5,3 6,9 7,2 8,1 8,5

Znojmo 1,6 2,2 2,6 2,7 3,4 4,2 4,5 5,2 6,8 7,2 8,0 8,8

Jevǐsovice 2,0 2,8 3,3 3,7 4,5 5,7 6,1 6,4 6,9 7,1 7,4 9,1

Vyškov 1,3 1,3 1,8 2,2 3,0 3,2 4,1 5,0 5,5 6,2 7,0 8,2

GP rozděleńı. Správnost zvolených prahových hodnot byla ověřena testy dobré shody,
konkrétně byl použit Pearson̊uv χ2 test, K-S test a A-D test, který je v hydrologii ob-
zvláště doporučován. Žádný z uvedených test̊u nezamı́tl vhodnost GP rozděleńı jakožto
modelového rozděleńı na hladině významnosti α = 0, 05. Kritické hodnoty A-D testu byly
převzaty z publikace [79], detailńı popis výsledk̊u lze pak nalézt v práci [1]. Shoda empi-
rického rozděleńı s GP rozděleńım byla také ověřena vizuálně s využit́ım Q-Q plot̊u (viz
obrázek 4.10) a porovnáńım histogramů datových soubor̊u s hustotami př́ıslušných GP
rozděleńı. Ukázalo se tak, že GP rozděleńı velmi dobře odpov́ıdá empirickému rozděleńı
nadprahových hodnot ve všech studovaných př́ıpadech a daľśı analýza tak bude vycházet
právě z tohoto modelového rozděleńı.
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(a) Brno-Tuřany, trváńı 30 minut.
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(b) Znojmo, trváńı 60 minut.

Obrázek 4.10: Q-Q plot empirických kvantil̊u nadprahových hodnot a teoretických GP kvantil̊u
pro stanice Brno-Tuřany a Znojmo-Kuchařovice při trváńı deště 30 a 60 minut.

Dále byly vhodné prahové hodnoty stanoveny pomoćı adaptivńıho př́ıstupu MT-
GP [1]. Ze simulačńı studie z odstavce 4.2 vyplývá, že při použit́ı testovaćıho kritéria
založeného na skórovém vektoru (3.16) má sice volba stupně diskretizacem vliv na identifi-
kaci optimálńı prahové hodnoty u0, avšak př́ıslušné odhady EV indexu jsou pro uvažované
hodnoty m ve většině př́ıpad̊u srovnatelné. Přesto byl vzhledem k diskuzi v práci [102]
zvolen následuj́ıćı

”
defenzivńı“ př́ıstup. Pro každou stanici a dobu trváńı deště bylo vždy

u0(m) určeno pro diskretizaci pomoćı m = 10, 20, 40 prahových hodnot mezi 10% a 99,5%
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empirickými kvantily, přičemž pro uvedené hodnoty m bylo u0(m) určeno jako nejnižš́ı
práh, pro který testovaná hypotéza nebyla zamı́tnuta na hladině významnosti α = 0, 05.
Na závěr byla optimálńı prahová hodnota u0 určena jako nejvyšš́ı z těchto hodnot, tj.
u0 = maxm{u0(m)}. Tyto prahy jsou pro vybrané stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov
shrnuty v tabulce 4.4.

Tabulka 4.4: Optimálńı prahové hodnoty u0 [mm] určené metodou MT-GP pro stanice Brno-
Tuřany a Brno-Jundrov při použit́ı skórové statistiky (LM,(3.16)) a poměru věrohodnost́ı (LR,
(3.17)).

Stanice \ Trváńı
deště [min]

5 10 15 20 30 45 60 90 120 180 240 360

Tuřany (LM) 1,19 1,40 2,48 2,10 1,91 2,18 2,37 2,70 3,04 3,54 3,88 4,30

(LR) 0,99 1,60 2,04 2,40 3,07 3,50 3,82 4,36 4,91 5,60 6,10 6,71

Jundrov (LM) 0,73 1,12 1,39 1,57 1,98 2,23 2,91 3,31 3,36 3,43 3,57 3,82

(LR) 1,17 1,77 2,21 2,51 3,17 3,59 4,69 5,35 5,43 5,55 5,78 6,13
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(a) Brno-Tuřany, trváńı 45 minut.
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(b) Brno-Jundrov, trváńı 45 minut.

Obrázek 4.11: Vybrané pr̊uběhy p-hodnot při testováńı vhodnosti prahu pomoćı skórové sta-
tistiky (3.16) při r̊uzných úrovńıch diskretizace m = 10, 20 a 40. Horizontálńı přerušovaná čára
vyznačuje hladinu významnosti α = 0, 05.

Na obrázku 4.11 je pro dva konkrétńı př́ıpady ukázán typický výsledek při testováńı
nulové hypotézy pomoćı skórové statistiky (3.16), konkrétně je zde vizualizován pr̊uběh
p-hodnot určených na základě limitńıho χ2 rozděleńı. Obdobně byla optimálńı prahová
hodnota u0 určena za použit́ı testovaćıho kritéria založeného na poměru věrohodnost́ı
(3.17), přičemž zde bylo zvoleno m = 12, 20 a 40. Při volbě m = 10 byly zaznamenány
problémy s konvergenćı MV metody. Konkrétńı výsledky lze nalézt v tabulce 4.4. Pr̊uběhy
p-hodnot pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov jsou zobrazeny na obrázku 4.12. Vhod-
nost prahových hodnot určených metodou MT-GP byla opět ověřena skrze shodu rozděleńı
nadprahových hodnot a modelového GP rozděleńı pomoćı test̊u dobré shody. Pro prahy
určené skórovou statistikou (3.16) se shoda empirického a modelového rozděleńı ukázala
jako dobrá, přičemž žádný z použitých test̊u dobré shody vhodnost GP rozděleńı ne-
zamı́tl na hladině významnosti α = 0, 05. V př́ıpadě prah̊u určených použit́ım statistiky
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(a) Brno-Tuřany, trváńı 60 minut.
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(b) Brno-Jundrov, trváńı 60 minut.

Obrázek 4.12: Vybrané pr̊uběhy p-hodnot při testováńı vhodnosti prahu pomoćı poměru
věrohodnost́ı (3.17) při r̊uzných úrovńıch diskretizace m = 12, 20 a 40. Horizontálńı přerušovaná
čára vyznačuje hladinu významnosti α = 0, 05.

(3.17) se ukázaly některé prahové hodnoty jako méně vhodné. Z popsaných výsledk̊u
se toto zejména týká krátkých dob trváńı deště do 20 minut pro stanici Brno-Jundrov
a dob trváńı deště v rozmeźı 30–60 minut pro stanici Brno-Tuřany. Výhodou adaptivńıho
př́ıstupu MT-GP je však předevš́ım schopnost automatizovaného výběru prahu. Z tohoto
d̊uvodu budeme namı́sto úpravy vybraných prahových hodnot předpokládat jejich vhod-
nost ve všech př́ıpadech a soustřed́ıme se dále na vlastnosti odhad̊u parametr̊u modelového
GP rozděleńı.

V posledńım př́ıpadě byl uvažován semiparametrický POT model a optimálńı počet k0

horńıch pořadových statistik byl určen adaptivńı technikou dvojitého bootstrapováńı. Pro
účely této analýzy byl vybrán př́ıstup studovaný Draismou a kol. [45] založený na momen-
tovém odhadu EV indexu (2.32). Na rozd́ıl od postupu navrženého např. v [65] je zřejmě
splněn nutný předpoklad x∗ > 0 a přitom postup dle [45] neklade daľśı požadavky na
př́ıslušný parametr tvaru ξ. Bylo uvažováno následuj́ıćı nastaveńı výpočetńıho schématu.
Počet bootstrapových výběr̊u byl stanoven B = 250, přičemž tato hodnota se dle lite-
ratury ukazuje jako dostačuj́ıćı [48]. Délka bootstrapových výběr̊u přitom byla na do-
poručeńı studie [65] stanovena n1 = bn0,995c, kde n je délka uvažované řady přibližně
nezávislých srážkových úhrn̊u. Rozsah n2 je určen bodem (5) dvojitě bootstrapového al-
goritmu (str. 61). Dle bodu (7) byl postup algoritmu opakován N = 1000 krát, přičemž

takto byly źıskány odhady k̂∗0,i, i = 1, . . . , N, hodnoty k0 (viz obrázek 4.13). Konečný

odhad k̂0 byl stanoven obdobně jako v odstavci 4.2, tedy

k̂0 = median
i=1,...,N

k̂∗0,i.

Optimálńı počet horńıch pořadových statistik spolu s počty nadprahových hodnot
určených předešlými př́ıstupy lze pro vybrané stanice nalézt v tabulce 4.5. Nab́ıźı se tak
srovnáńı délek uvažovaných výběr̊u, které budou použity ke stanoveńı odhad̊u parametr̊u
POT modelu. Lze pozorovat, že použit́ı semiparametrického modelu vede k menš́ımu
počtu nadprahových hodnot pro dlouhou časovou řadu ze stanice Tuřany. Při srovnáńı
s metodou MT-GP jsou tyto rozd́ıly nejmarkantněǰśı. V př́ıpadě krátké časové řady ze
stanice Jundrov jsou rozd́ıly méně výrazné. Při srovnáńı s grafickou volbou prahu je vidět,
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oč
tu

n
a
d

p
ra

h
ov

ý
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ń

ı
m

et
o
d

o
u

M
T

-G
P

s
p

o
u

ži
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4. Statistická analýza extrémńıch dešt’ových srážek

že dvojitě bootstrapová technika voĺı podobnou prahovou hodnotu pro rostoućı trváńı
deště.
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Obrázek 4.13: Histogram N = 1000 bootstrapových odhad̊u k̂∗0 pro stanici Brno-Tuřany při
trváńı deště 30 minut.

Poté, co byly pro všechny datové soubory určeny optimálńı části vhodné k POT
analýze, byly odhadnuty parametry př́ıslušných POT model̊u. Pro hodnoty prahu u0

určené grafickými technikami a metodou MT-GP byly parametry limitńıho GP rozděleńı
odhadnuty MV metodou, zat́ımco v př́ıpadě semiparametrického modelu byly pro dané
k̂0 parametry odhadnuty pomoćı momentových odhad̊u (2.32) a (2.42). Na obrázku 4.14
jsou ukázány pr̊uběhy MV a momentových odhad̊u parametr̊u GP rozděleńı pro stanici
Tuřany při r̊uzných volbách hodnot u, resp. k, včetně vybraných optimálńıch hodnot.
Lze zde velmi dobře pozorovat vlastnosti odhad̊u parametr̊u, konkrétně jejich rostoućı
vychýleńı pro rostoućı počet nadprahových hodnot (tj. klesaj́ıćı práh) a značnou variabi-
litu pro malý počet nadprahových hodnot.
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ěř́
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Obrázek 4.14: Pr̊uběh MV (čárkovaně) a momentového odhadu (Mom, tučně) parametru GP
rozděleńı s vyznačenými optimálńımi hodnotami źıskanými grafickou analýzou, metodou MT-
GP a semiparametrickou dvojitě boootstrapovou technikou pro stanici Brno-Tuřany, doba trváńı
deště 30 minut.
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4.3. Analýza srážek pomoćı jednorozměrné teorie nezávislých veličin

Na obrázku 4.15 jsou pak znázorněny odhady parametru tvaru ξ a měř́ıtka σu pro
všechna uvažovaná trváńı deště pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov. Parametry
zde byly určeny jednak momentovými odhady při volbě k̂0 dle tabulky 4.5 a dále MV
metodou při volbách prahových hodnot určených grafickými metodami, přičemž jsou zob-
razeny také odhady směrodatných odchylek źıskané na základě asymptotické normality
odhad̊u. V prvńı řadě lze pozorovat, jak bylo ostatně očekáváno, že v př́ıpadě krátké
pozorované řady ze stanice Brno-Jundrov jsou odhady parametr̊u zat́ıženy větš́ı variabili-
tou než v př́ıpadě stanice Brno-Tuřany. Š́ı̌rka př́ıslušných asymptotických 95 % interval̊u
spolehlivosti se pak lǐśı téměř o jeden řád. Podobné chováńı bylo pozorováno i pro časové
řady z ostatńıch stanic v regionu. Obdobně jsou na obrázku 4.16 porovnány momentové
odhady s MV odhady při volbách prahu určených adaptivńım př́ıstupem MT-GP - viz ta-
bulka 4.4. Protože prahové hodnoty určené metodou MT-GP jsou ve většině př́ıpad̊u nižš́ı
než prahy odečtené grafickými technikami, jsou MV odhady parametr̊u na obrázku 4.16
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(a) Brno-Tuřany, parametr tvaru.
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(b) Brno-Tuřany, parametr měř́ıtka.
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(c) Brno-Jundrov, parametr tvaru.

5.0 10.0 20.0 45.0 90.0 180.0 360.0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
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(d) Brno-Jundrov, parametr měř́ıtka.

Obrázek 4.15: Parametry tvaru a měř́ıtka źıskané semiparametrickými momentovými odhady
(Mom) a MV metodou při volbě prahu pomoćı grafických př́ıstup̊u pro stanice Brno-Tuřany
a Brno-Jundrov. Směrodatné odchylky byly źıskány na základě asymptotické normality. Hori-
zontálńı osa je zobrazena v logaritmickém měř́ıtku.
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4. Statistická analýza extrémńıch dešt’ových srážek

zat́ıženy menš́ı variabilitou. Na druhé straně je vidět zjevná rozd́ılnost bodových odhad̊u
sledovaných parametr̊u v porovnáńı s MV odhady s prahem určeným grafickými techni-
kami. Toto se týká předevš́ım př́ıpad̊u, kdy byla k určeńı prahu použita skórová testovaćı
statistika. Teoretické aspekty by měly vést k závěr̊um, že při vyšš́ı hodnotě prahu docháźı
k menš́ımu vychýleńı bodových odhad̊u, avšak vzhledem ke značné variabilitě odhad̊u
(předevš́ım pro krátké časové řady) neńı možné takové závěry jasně stanovit.

Při porovnáńı s momentovými odhady jsou MV odhady s graficky určeným prahem
zat́ıženy menš́ı variabilitou pro deľśı časové řady. Pro krátkou řadu Brno-Jundrov pak
docháźı u MV odhad̊u k nár̊ustu variability (viz tabulka 4.6), a proto se v těchto př́ıpadech
jev́ı semiparametrické odhady jako vhodněǰśı. Na druhou stranu vyžaduje dvojitě boot-
strapová metoda odhadu k0 značné výpočetńı kapacity. Obdobné výsledky se ukazuj́ı i pro
MV odhady při praźıch určených metodou MT-GP.
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(a) Brno-Tuřany, parametr tvaru.
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(b) Brno-Tuřany, parametr měř́ıtka.
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(c) Brno-Jundrov, parametr tvaru.
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(d) Brno-Jundrov, parametr měř́ıtka.

Obrázek 4.16: Parametry tvaru a měř́ıtka źıskané semiparametrickými momentovými odhady
(Mom) a MV metodou při volbě prahu pomoćı př́ıstupu MT-GP při použit́ı testovaćıch statis-
tik LM a LR pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov. Směrodatné odchylky byly źıskány na
základě asymptotické normality. Horizontálńı osa je zobrazena v logaritmickém měř́ıtku.
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Tabulka 4.6: Poměr asymptotických směrodatných odchylek (Mom/MV) odhad̊u parametr̊u
tvaru a měř́ıtka źıskaných MV metodou při volbě prahu grafickými technikami a semiparame-
trickými momentovými odhady (Mom). Uvedeny jsou výsledky pro stanice Brno-Tuřany (BT)
a Brno-Jundrov (BJ).

Poměr sm.
odchylek

(Mom/MV)
5 10 15 20 30 45 60 90 120 180 240 360

param.
tvaru

BT 1,45 1,49 1,31 1,33 1,16 1,60 1,61 1,16 1,02 1,31 1,18 1,24

BJ 1,28 1,36 1,15 1,16 1,03 0,99 0,99 1,01 1,01 1,00 0,91 0,95

param.
měř́ıtka

BT 1,33 1,67 1,38 1,38 1,35 2,11 1,95 1,15 0,97 1,18 1,17 1,18

BJ 1,09 1,59 1,49 1,50 1,12 1,22 1,05 0,99 0,87 0,91 0,96 0,81

Na obrázku 4.17 jsou ukázány poměry odhadnutých parametr̊u tvaru a měř́ıtka pro
všechny studované stanice. Zde se jedná opět o momentové odhady a MV odhady obdržené
na základě volby prahu dle grafických př́ıstup̊u. Pro stanice lokalizované v jihozápadńı
části regionu (Jevǐsovice a Znojmo-Kuchařovice) lze pozorovat význačné odchylky obou
odhad̊u. Tento fakt lze však předevš́ım přisuzovat skutečnosti, že př́ıslušné hodnoty pa-
rametr̊u se pohybuj́ı bĺızko nule, což zřejmě odpov́ıdá povaze tohoto subregionu.
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Obrázek 4.17: Pod́ıly odhad̊u (MV/Mom) parametr̊u tvaru (vlevo) a měř́ıtka (vpravo) źıskaných
MV metodou při volbě prahu grafickými technikami a semiparametrickými momentovými od-
hady. Zobrazeny jsou stanice Brno-Tuřany (BT), Brno-Jundrov (BJ), Brno-Žabovřesky (BZ),
Jevǐsovice (J), Vyškov (V) a Znojmo-Kuchařovice (ZK).

V posledńı době se řada autor̊u zaměřovala na některé neparametrické metody odhadu,
např́ıklad na metodu pravděpodobnostně vážených moment̊u (PVM,[29, 30, 30, 75]) či
metodu L-moment̊u [12, 74]. Srovnáńı předešlé MV metody s metodou PVM bylo detailně
provedeno v práci [1], která také ukázala, že pro studované datové soubory vedou oba tyto
př́ıstupy k velmi podobným odhad̊um parametr̊u modelového GP rozděleńı.
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4. Statistická analýza extrémńıch dešt’ových srážek

Odhady IDF křivek

Dále přikroč́ıme k odhad̊um návratových úrovńı, konkrétně k odhad̊um IDF křivek. Nej-
prve byly ze vyvzorkovaných nezávislých srážkových úhrn̊u určeny srážkové intenzity
jako pod́ıl srážkových úhrn̊u a př́ıslušné doby trváńı deště. IDF křivky zobrazuj́ı pro
požadovanou frekvenci výskytu př́ıslušné periodě návratu r závislost intenzity dešt’ových
srážek na trváńı deště. Pro praktické použit́ı bývá zvykem určit IDF křivky pro N -letou
frekvenci, přičemž sledovaná intenzita se při daném trváńı deště objev́ı v pr̊uměru jednou
za N let. V kontextu POT modelu je tedy perioda návratu r určena jako r = Nny, kde
ny je pr̊uměrný počet pozorováńı za jeden rok (viz odstavec 2.1).

Pro snadněǰśı orientaci bývaj́ı źıskané srážkové intenzity proloženy křivkou za použit́ı
nelineárńı regrese. Běžně se voĺı regresńı křivka v následuj́ıćım tvaru

I(t) =
β1

(1 + β2t)
β3
,

jej́ıž použit́ı dokládaj́ı např. publikace [80, 108]. I(t) zde označuje odhadnutou intenzitu, t
dobu trváńı deště a β1, β2, β3 jsou regresńı koeficienty. Meziregionálńı srovnáńı IDF křivek
pro celou studovanou oblast Jihomoravského kraje již bylo provedeno v práci [57]. Zde
se zaměř́ıme předevš́ım na srovnáńı r̊uzných metodik odhad̊u pro jednotlivé časové řady
a na rozd́ıly mezi jednotlivými stanicemi tak v našem př́ıpadě nebude nutné brát zřetel.

Na obrázku 4.18 jsou zobrazeny odhady IDF křivek pro vybrané stanice Tuřany a Jun-
drov źıskané MV metodou při grafické volbě prahové hodnoty. Intervaly spolehlivosti byly
určeny na základě asymptotických vlastnost́ı MV odhad̊u pomoćı delta metody. Přirozeně
lze pozorovat rostoućı š́ı̌rku interval̊u pro rostoućı hodnotu N . Viditelná je i větš́ı varia-
bilita pro krátkou časovou řadu ze stanice Jundrov.
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(a) Brno-Tuřany.
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(b) Brno-Jundrov.

Obrázek 4.18: N -leté návratové úrovně źıskané MV metodou při grafické volbě prahové hod-
noty. IDF křivky byly źıskány proložeńım pomoćı regresńı křivky (plná čára), 95% intervaly
spolehlivosti jsou vyznačeny přerušovanými čarami. Osy jsou v logaritmickém měř́ıtku.

Na obrázku 4.19 jsou vizualizovány odhady IDF křivek źıskané MV metodou při gra-
fické volbě prahu a semiparametrickými momentovými odhady, přičemž 95% intervaly
spolehlivosti byly opět źıskány delta metodou na základě asymptotického rozděleńı. Pro
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stanici Tuřany lze odhady z praktického hlediska považovat za totožné. Rozd́ıly mezi
oběma metodami jsou patrné pro krátkou časovou řadu ze stanice Jundrov, zejména při
odhadech dlouhodobých návratových úrovńı. Křivky źıskané MV metodou vykazuj́ı menš́ı
variabilitu pro kratš́ı doby trváńı deště (do 60 minut), pro deľśı trváńı je pak variabilita
menš́ı pro momentové odhady, jak je doloženo v tabulce 4.6. Podobná situace byla pozo-
rována také u obdobně dlouhé časové řady ze stanice Žabovřesky. V těchto situaćıch je
tak možné semiparametrické metody doporučit. Pro dostatečně dlouhé pozorované řady
je však použit́ı semiparametrického POT modelu nevhodné, nebot’ ani značná výpočetńı
náročnost adaptivńıho bootstrapového algoritmu nevede k výraznému zpřesněńı odhad̊u
IDF křivek.
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(a) Brno-Tuřany, N = 5.
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(b) Brno-Tuřany, N = 100.
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(c) Brno-Jundrov, N = 5.
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(d) Brno-Jundrov, N = 100.

Obrázek 4.19: MV odhady při grafické volbě prahu (čárkovaně) a momentové odhady (plně)
IDF křivek pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov a N -leté návratové úrovně. 95% intervaly
spolehlivosti nebyly regresńı křivkou proloženy. Osy jsou v logaritmickém měř́ıtku.

Dále je zobrazeno srovnáńı odhad̊u IDF křivek źıskaných semiparametrickou metodou
a MV metodou při volbě prahu pomoćı př́ıstupu MT-GP. Při pohledu na obrázek 4.20 je
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4. Statistická analýza extrémńıch dešt’ových srážek

patrné, že jednotlivé odhady se značně lǐśı bez ohledu na délku časové řady a hodnotu
N . Pro časovou řadu ze stanice Tuřany se návratové úrovně lǐśı předevš́ım pro deľśı doby
trváńı deště, variabilita je zde vesměs podobná. Pro stanici Jundrov je vidět extrémńı
nár̊ust variability MV odhad̊u IDF křivek pro 100leté návratové úrovně. Volba prahu
pomoćı metody MT-GP má za následek velké vychýleńı křivek oproti semiparametrickému
odhadu a MV odhady se zde ukazuj́ı jako prakticky nepoužitelné kv̊uli extrémńı š́ı̌rce
př́ıslušných interval̊u spolehlivosti. Na druhou stranu pro dlouhé doby trváńı deště (240
a 360 minut) se MV odhady pro stanici Jundrov ukazuj́ı jako přesněǰśı.
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(a) Brno-Tuřany, N = 5.
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(b) Brno-Tuřany, N = 100.
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(c) Brno-Jundrov, N = 5.
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(d) Brno-Jundrov, N = 100.

Obrázek 4.20: MV odhady při volbě prahu pomoćı MT-GP metody (LM čárkovaně, LR
tečkovaně) a momentové odhady (plně) IDF křivek pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov
a N -leté návratové úrovně. 95% intervaly spolehlivosti nebyly regresńı křivkou proloženy. Osy
jsou v logaritmickém měř́ıtku.

Daľśı metody k odhad̊um IDF křivek lze nalézt např. v práci [1]. Zde byly křivky od-
hadnuty pomoćı neparametrické PVM metody, která byla studována v kombinaci s volbou
prahové hodnoty grafickými technikami. Jak již bylo zmı́něno v části věnované odhad̊um
parametr̊u, PVM metoda pro diskutovaná srážková data vede k výsledk̊um, které jsou
srovnatelné s odhady pomoćı MV metody při obdobné volbě prahu. Z tohoto d̊uvodu zde
předeslané výsledky podrobněji neuvád́ıme.
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5
Teorie extrémńıch hodnot pro

stacionárńı procesy

5.1. Rozděleńı extrémńıch hodnot

Dosud představené metody statistického vyhodnoceńı extrémńıch hodnot byly založeny
na předpokladu nezávislosti jednotlivých náhodných veličin. Vzájemná nezávislost však
představuje v mnoha praktických situaćıch zcela nerealistický požadavek a bývá tak nutné
použ́ıt dodatečné techniky vzorkováńı, jak byly představeny např. v odstavci 4.1. Pro zo-
becněńı EV teorie pro př́ıpad závislých náhodných veličin je třeba se omezit na některé
speciálńı př́ıpady př́ıtomné závislosti. Vzhledem k povaze typických aplikačńıch problémů,
kdy pozorováńı vystupuj́ı většinou ve formě časových řad, je výhodné se soustředit na
př́ıpad nahrazeńı uvažovaného náhodného výběru nějakou (striktně) stacionárńı řadou.
Jedná se tak o přirozené zobecněńı dosud představené EV teorie. Předpoklad striktńı staci-
onarity, který je v́ıce realistickým předpokladem pro mnoho fyzikálńıch proces̊u, zaručuje
pro libovolné indexy i, j (i ≤ j) a č́ıslo m ∈ N, že sdružené rozděleńı náhodných vek-
tor̊u (Xi, . . . , Xj) a (Xi+m, . . . , Xj+m) je totožné. Tato situace pak odpov́ıdá náhodným
veličinám, jež mohou být vzájemně závislé, avšak jejichž vlastnosti jsou v čase homogenńı.
Protože jinými než striktně stacionárńımi řadami se ńıže zabývat nebudeme, budeme tyto
označovat označovat jednoduše jako stacionárńı 1 (v́ıce např. viz [15]).

Omezeńı ve formě stacionarity se ukazuje jako př́ılǐs obecné k tomu, aby umožnilo
smysluplné rozvinut́ı EV teorie. Je nutné přidat požadavek na omezeńı př́ıtomné závislosti
tak, aby závislost mezi veličinami Xi, Xj byla pro rostoućı vzdálenost |i − j| nějakým
zp̊usobem limitována. Obecně je podmı́nka tohoto typu v literatuře označována jako
podmı́nka silného mixingu (zkráceně SM podmı́nka z angl. strong mixing; v́ıce viz např.
[93], řada podmı́nek na omezeńı závislosti je shrnuta v [23]). Nejjednodušš́ım př́ıpadem je
tzv. m-závislost, kdy Xi a Xj jsou pro |i−j| > m skutečně nezávislé. Vzhledem k řešeným
aplikačńım problémům však obecně SM podmı́nka nepředstavuje žádná významná ome-
zeńı. Ukázkou mohou být např. analyzovaná srážková data z kapitoly 4, kdy časově
vzdálená pozorováńı jsou bud’ skutečně nezávislá, nebo je závislost př́ıtomna v tak malé
mı́̌re, že z praktického hlediska na ni neńı třeba brát ohled. V literatuře je však nejběžněji
uvažována následuj́ıćı Leadbetterova D(un) podmı́nka.

1V anglicky psané literatuře bývá někdy pojmem stationary series označována právě striktně sta-
cionárńı řada.
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Definice 5.1. Řekneme, že stacionárńı řadaX1, . . . , Xn splňujeD(un) podmı́nku, jestliže
pro všechny indexy 1 ≤ i1 < · · · < ip < j1 < · · · < jq ≤ n takové, že j1 − ip > l, plat́ı
∣∣P
(
Xi1 ≤ un, . . . , Xip ≤ un, Xj1 ≤ un, . . . , Xjq ≤ un

)
−

−P
(
Xi1 ≤ un, . . . , Xip ≤ un

)
P
(
Xj1 ≤ un, . . . , Xjq

)∣∣ ≤ α(n, l), (5.1)

kde α(n, ln)→ 0 pro nějakou posloupnost ln, pro kterou ln/n→ 0 při n→∞.

Pro nezávislé náhodné veličiny je α(n, l) identicky nulová funkce. Na rozd́ıl od obecné
SM podmı́nky, D(un) podmı́nka muśı být splněna jen pro určité hodnoty prahu un a je
tak poněkud slabš́ım požadavkem. Typicky budeme vyžadovat, aby práh un nějakým
zp̊usobem rostl spolu s rostoućım rozsahem n. Uvedená podmı́nka zaručuje, že náhodné
jevy [Xi > un] a [Xj > un] jsou přibližně nezávislé za předpokladu, že práh un je vhodně
vysoký a vzdálenost mezi indexy i a j je dostatečná, neboli při velkém časovém rozmeźı
jsou extrémńı pozorováńı bĺızká nezávislým realizaćım. Dále stanov́ıme tvrzeńı obdobné
Základńı větě teorie extrémńıch hodnot, která byla představena v kapitole 1. Tvrzeńı
uvedená v následuj́ıćım odstavci budou uvedena bez d̊ukaz̊u, přičemž pro jejich provedeńı
bude odkázáno na citovanou literaturu.

V�eta 5.2. [93] Necht’ X1, . . . , Xn je stacionárńı řada a Mn = max{X1, . . . , Xn}. Pokud
existuj́ı takové konstanty an > 0, bn tak, že

lim
n→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
= G(x),

kde G(x) je nedegenerovaná distribučńı funkce, a pokud je dále splněna D(un) podmı́nka
pro un = anx + bn pro každé x ∈ R takové, že G(x) > 0, pak G(x) je distribučńı funkćı
GEV rozděleńı.

Předchoźı tvrzeńı udává, že výběrová maxima stacionárńı řady se ř́ıd́ı stejnými li-
mitńımi zákony jako tomu bylo pro nezávislé náhodné veličiny, ačkoliv limitńı GEV
rozděleńı se může lǐsit. V následuj́ıćım odstavci budeme mimo stacionárńı řadyX1, X2, . . . ,
Xn často uvažovat tzv. přidružený náhodný výběr X∗1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n, tj. náhodný výběr se

stejným (jednorozměrným) marginálńım rozděleńım jako má p̊uvodńı stacionárńı řada.
Následuj́ıćı věta popisuje vztah mezi limitńımi rozděleńımi výběrových maxim stacionárńı
řady a k ńı přidruženého náhodného výběru.

V�eta 5.3. [93] Necht’ X1, . . . , Xn je stacionárńı řada a X∗1 , . . . , X
∗
n je k ńı přidružený

náhodný výběr. Označme př́ıslušná výběrová maxima Mn = max{X1, . . . , Xn}, M∗
n =

max{X∗1 , . . . , X∗n}. Pokud existuj́ı takové konstanty an > 0, bn, že

lim
n→∞

P

(
M∗

n − bn
an

≤ x

)
= G(x), (5.2)

kde G(x) je nedegenerovaná distribučńı funkce, a pokud je dále splněna D(un) podmı́nka
pro un = anx+ bn pro každé x takové, že G(x) > 0, potom

lim
n→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
= Gθ(x), (5.3)

kde Gθ(x) je opět nedegenerovaná distribučńı funkce. Nav́ıc plat́ı Gθ(x) = [G(x)]θ, kde
θ ∈ 〈0, 1〉.
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5.1. Rozděleńı extrémńıch hodnot

Z předcházej́ıćıho tvrzeńı tedy plyne, že zat́ımco limitńım rozděleńım výběrových ma-
xim nezávislých veličin je GEV(µ,σ,ξ) rozděleńı s distribučńı funkćı G(x), výběrová ma-
xima stacionárńı řady konverguj́ı v distribuci k GEV(µθ,σθ,ξθ) rozděleńı s distribučńı
funkćı Gθ(x) = [G(x)]θ. Pro ξ 6= 0 mezi parametry obou rozděleńı plat́ı následuj́ıćı vztahy

µθ = µ− σ

ξ

(
1− θξ

)
, σθ = σθξ, ξθ = ξ, (5.4)

pro ξ = 0 je pak µθ = µ+ σ ln θ, σθ = σ.
Parametr θ se nazývá extremálńı index a vyjadřuje mı́ru krátkodobé závislosti na

extrémńıch úrovńıch. Pro posloupnost nezávislých veličin je zřejmě θ = 1, opačná impli-
kace ovšem neplat́ı [93]. Př́ıpad θ = 0 nebudeme dále uvažovat, protože je do jisté mı́ry
patologický. Jak ovšem dokládá práce [43], neńı tento př́ıpad nemožný.

Vliv nějaké krátkodobé závislosti (např. splňuj́ıćı D(un) podmı́nku) lze v realizaćıch
stacionárńıch řad pozorovat ve formě shlukováńı měřeńı na extrémńıch úrovńıch. Č́ım
větš́ı je mı́ra této závislosti, t́ım větš́ı shluky se vytvář́ı. Na obrázku 5.1 jsou ilustra-
tivně znázorněny realizace procesu klouzavých maxim [18] popsaného ńıže v odstavci 6.1.
Protože př́ıtomnost krátkodobé závislosti vede k zavedeńı parametru θ (viz (5.3)), zřejmě
tak existuje vazba mezi extremálńım indexem a shlukováńım extrémńıch hodnot.
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Obrázek 5.1: Realizace procesu klouzavých maxim pro r̊uzná nastaveńı parametr̊u (viz odstavec
6.1). Nižš́ı hodnota θ vede k větš́ı velikosti shluk̊u extrémńıch hodnot.

Extremálńı index je možné interpretovat několika zp̊usoby, nejčastěji je uvažován
následuj́ıćı výklad dle [93]. Mějme stacionárńı řadu X1, . . . , Xn, kterou rozděĺıme do blok̊u
délky rn, rn = o(n). Shlukem extrémńıch hodnot se rozumı́ množina všech překročeńı
nějakého vysokého prahu un v daném bloku za předpokladu, že takové překročeńı na-
stalo. Označme pro j = 1, . . . , rn

πn(j) = P

(
rn∑

i=1

1[Xi>un] = j
∣∣∣Mrn > un

)
(5.5)
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pravděpodobnost, že v jednom bloku nastane j překročeńı prahu un. Pak, za určitých
podmı́nek konvergence rozděleńı πn [77], lze ukázat, že

θ−1 = lim
n→∞

rn∑

j=1

jπn(j) = lim
n→∞

E

[
rn∑

i=1

1[Xi>un]

∣∣∣Mrn > un

]
. (5.6)

Podle (5.6) tedy θ−1 představuje limitńı středńı hodnotu velikosti shluku. Jiná interpretace
byla odvozena O’Brienem [104] v následuj́ıćım tvaru

θ = lim
n→∞

P
(
X2 ≤ un, . . . , Xrn ≤ un

∣∣∣X1 > un

)
, (5.7)

tud́ıž θ představuje pravděpodobnost, že překročeńı prahu un bude následováno pozo-
rováńımi pod t́ımto prahem.

V praktických situaćıch, kdy jsou k dispozici pozorováńı nějaké stacionárńı řady, neńı
možné př́ımé užit́ı teorie pro nezávislé veličiny. Obecně je možno postupovat dvěma
zp̊usoby, a sice (i) extremálńı index nějak vhodně odhadnout nebo (ii) použ́ıt nějaké
filtračńı schéma, které by vliv θ eliminovalo.

Druhé zmiňované je v literatuře označováno jako declusterováńı (z angl. declustering),
neboli

”
odshlukováńı“. Ćılem declusterovaćıch technik je z p̊uvodńı stacionárńı řady vy-

brat pozorováńı, která můžeme považovat za přibližně nezávislá, přičemž pro tyto je možné
použ́ıt standardńı metody z kapitoly 2. V praxi jsou použ́ıvány dvě metody decluste-
rováńı, které byly diskutovány v odstavci 4.1. V literatuře jsou tyto techniky označovány
jako blocks declustering [121, 33] a runs declustering [50, 18]. V prvńı z nich je daná
řada rozdělena na bloky, přičemž všechna překročeńı daného prahu ve stejném bloku jsou
chápána jako jeden shluk (dle (5.6)). Předpokládá se pak vzájemná nezávislost r̊uzných
shluk̊u. Při použit́ı runs declusterováńı se nejprve stanov́ı hodnota runs parametru l ∈ N
a pro danou prahovou hodnotu u se dva shluky chápou jako nezávislé, pokud jsou odděleny
alespoň l po sobě následuj́ıćımi podprahovými hodnotami. Typicky pak z každého shluku
vyb́ıráme jen nejvyšš́ı pozorovanou hodnotu. Použit́ı declusterovaćıch technik má ovšem
za následek (často významnou) redukci p̊uvodńı pozorované řady. Nav́ıc v obou př́ıpadech
je volba pomocných parametr̊u prováděna pomoćı r̊uzných explorativńıch technik a je tak
zat́ıžena značnou mı́rou subjektivity.

Jako lepš́ı se tak jev́ı odhadnout extremálńı index pomoćı nějakého vhodného odhadu
θ̂. Protože limitńım rozděleńım výběrových maxim stacionárńı řady je GEV rozděleńı
(5.3), lze k analýze použ́ıt standardńı metody bez ohledu na závislost. Odhady parametr̊u
či parametrických funkćı se poté koriguj́ı dle źıskaného odhadu θ. Výhodou toho postupu
je možnost využit́ı všech dostupných pozorováńı, což může významně sńıžit variabilitu
odhad̊u parametr̊u modelového rozděleńı.

Obě zmiňované techniky declusterováńı byly softwarově implementovány do prostřed́ı
Matlab a pro blocks i runs declusterováńı lze tak použ́ıt přiloženou funkci decluster.m.
Popis uvedené funkce je uveden v dodatku D, detaily ohledně vstupńıch či výstupńıch
parametr̊u lze nalézt př́ımo ve zdrojovém kódu. Nastaveńım parametru funkce je uživateli
dána možnost zvolit mezi př́ıstupy k declusterováńı; dále je nutné zadat bud’ velikost
bloku, nebo velikost runs parametru a zvolenou prahovou hodnotu. Částečně byly techniky
declusterováńı také implementovány i do softwaru EVDest (zde jen formou runs decluste-
rováńı, viz dodatek C). EVDest umožňuje analýzu extrémńıch hodnot stacionárńıch řad
v rozsahu, který je představen v této kapitole.
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5.2. Metody odhadu extremálńıho indexu

Jednoduchý odhad extremálńıho indexu lze zavést jako pr̊uměrnou velikost shluku, tj. ve
tvaru

θ̂ =
C(u)

N(u)
, (5.8)

kde C(u) označuje počet shluk̊u a N(u) znač́ı počet pozorováńı nad prahem un. V li-
teratuře se objevuj́ı r̊uzné př́ıstupy k identifikaci shluk̊u. Dle (5.6) se daná stacionárńı
řada X1, . . . , Xn rozděĺı na m blok̊u délky r (mr ≈ n), přičemž počet shluk̊u je odhadnut
jako počet blok̊u, v nichž alespoň jedno pozorováńı překroč́ı daný práh u. Takto zavedený
odhad extremálńıho indexu je označován jako blokový odhad. Ze vztahu (5.7) vycháźı
jiný odhad počtu shluk̊u. Při dané hodnotě runs parametru l ∈ N a prahu u uvažujeme
dva shluky jako r̊uzné, pokud jsou odděleny alespoň l po sobě jdoućımi podprahovými
pozorováńımi, tj.

C(u) =
n−l∑

i=1

1[Xi>u](1− 1[Xi+1>u]) . . . (1− 1[Xi+l>u]).

Tento odhad θ je označován jako runs odhad. Obě hodnoty C(u), N(u) jsou však silně
závislé na hodnotě u, což spolu s nejasnou volbou prahu vede často k velkému vychýleńı
odhadu θ. Detailńı srovnáńı blokového a runs odhadu je provedeno např. v práci [121],
diskuzi optimálńıch hodnot parametr̊u l,m lze nalézt v [103]. V posledńı době se objevuj́ı
nové variace těchto odhad̊u, např. dvojprahový runs odhad [92], který se snaž́ı redukovat
d̊uležitost vhodné volby prahu. Tento je však poměrně výpočetně náročný a stále málo
robustńı oproti jiným odhad̊um diskutovaným ńıže.

Odhad podle Gomes

Jiný př́ıstup navrhla ve své práci Gomes [60], jej́ıž odhad θ̂G parametru θ vycháźı ze
vztah̊u (5.2) a (5.3). Protože př́ıtomnost krátkodobé závislosti (5.1) se v limitńım GEV
rozděleńı výběrových maxim projevuje pouze zavedeńım extremálńıho indexu, lze θ źıskat
porovnáńım dané stacionárńı řady X1, . . . , Xn a jej́ıho přidruženého náhodného výběru
X∗1 , . . . , X

∗
n.

Vyjdeme z metody blokových maxim představené v odstavci 2.1. Stacionárńı řadu
X1, . . . , Xn rozděĺıme dom blok̊u délky k tak, abymk ≈ n. OznačmeMn,1, . . . ,Mn,m, resp.
M∗

n,1, . . . ,M
∗
n,m bloková maxima dané stacionárńı řady, resp. nějakého k ńı přidruženého

náhodného výběru. Dle metody blokových maxim lze př́ımo źıskat MV odhady µ̂θ, σ̂θ, ξ̂θ
parametr̊u př́ıslušného GEV(µθ, σθ, ξθ) rozděleńı, jakožto modelového rozděleńı veličin
Mn. Dále se zabývejme odhady parametr̊u GEV(µ, σ, ξ) rozděleńı přidruženého náhodného
výběru. Gomes uvažovala takový přidružený náhodný výběr X∗1 , . . . , X

∗
n, který vznikne

náhodným přerovnáńım p̊uvodńı stacionárńı řady. Takto źıskaný náhodný výběr slouž́ı
jako aproximace řady, která má stejné marginálńı rozděleńı jako X1, . . . , Xn, přičemž
metodou blokových maxim lze pomoćı př́ıslušných blokových maxim M∗

n,1, . . . ,M
∗
n,m určit

MV odhady µ̂, σ̂, ξ̂ parametr̊u µ, σ, ξ. Simulačńı studie [5] ukazuje, že počet přerovnáńı
p̊uvodńı stacionárńı řady má jen nepatrný vliv na odhad extremálńıho indexu za předpo-
kladu, že rozsah řady n je dostatečný a délka bloku k je uvažována v rozumných rozpět́ıch
(dále viz odstavec 6.1).
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S využit́ım vztah̊u (5.4) zavedla Gomes [60] odhad θ̂G extremálńıho indexu ve tvaru

θ̂G =

(
σ̂

σ̂θ

)−1/ξ

, (5.9)

kde

ξ =
σ̂ − σ̂θ
µ̂− µ̂θ

(5.10)

označuje sdružený odhad EV indexu ξ.
Odhad rozptylu odhadu extremálńıho indexu θ̂G urč́ıme pomoćı delta metody [31].

Pro zjednodušeńı označme dále ω = (µθ, σθ, ξθ, µ, σ, ξ). Parametry GEV rozděleńı byly
odhadnuty pomoćı metody blokových maxim a bude proto vhodné využ́ıt př́ıslušných
variančńıch matic. Bud’te V∗θ a V∗ variančńı matice MV odhad̊u (µ̂θ, σ̂θ, ξ̂θ) a (µ̂, σ̂, ξ̂)
(viz odstavec 2.2) a zaved’me sdruženou variančńı matici V = V(ω̂) MV odhadu ω̂, tj.
matici ve tvaru

V =


 V∗θ 0

0 V∗


 .

Rozptyl var(θ̂G) je možné odhadnout jako

var(θ̂G) ≈ ∇θ̂TG V ∇θ̂G, (5.11)

kde z (5.9) máme

∇θ̂TG =

(
∂θ̂G
∂µθ

,
∂θ̂G
∂σθ

,
∂θ̂G
∂ξθ

,
∂θ̂G
∂µ

,
∂θ̂G
∂σ

,
∂θ̂G
∂ξ

,

)
=

=
(
θ̂G(σ − σθ)−1 ln σ

σθ
, θ̂Gξ

−1
[
σ−1
θ − (σ − σθ) ln σ

σθ

]
, 0,

−θ̂G(σ − σθ)−1 ln σ
σθ
, θ̂Gξ

−1
[
(σ − σθ)−1 ln σ

σθ
− σ−1

]
, 0
)
,

přičemž parametr ω je nahrazen svým MV odhadem ω̂.

Zabývejme se nyńı opět odhady vybraných parametrických funkćı, a sice odhadem
návratové úrovně zr př́ıslušné periodě návratu r (tj. (1 − r−1) kvantilem modelového
rozděleńı). V návaznosti k declusterováńı diskutovanému výše se jev́ı odhadnut́ı extre-
málńıho indexu výhodné předevš́ım pro možnost zahrnut́ı do analýzy všech pozorováńı
nad zvoleným prahem. Z tohoto d̊uvodu je smysluplné se soustředit výhradně na použit́ı
prahového POT modelu. Připomeňme, že všechny techniky volby vhodné prahové hodnoty
lze použ́ıt bez rozd́ılu i v př́ıpadě stacionárńı řady, jak vyplývá z tvrzeńı 5.2.

Uvažujme stacionárńı řadu X1, . . . , Xn splňuj́ıćı podmı́nky věty 5.2. Pro konečné a do-
statečně velké n můžeme platnost vztahu (5.3) chápat asymptoticky, tj. můžeme aproxi-
movat

P (Mn ≤ x) ≈ Gθ(x) ≈ F nθ(x), (5.12)

kde F (x) je marginálńı distribučńı funkce náhodných veličin X1, . . . , Xn. Parametry mě-
ř́ıtka a polohy neńı nutné uvažovat, nebot’ jak bylo dř́ıve ukázáno v odstavci věnovaném
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metodě blokových maxim, lze vztah (5.3) převést na předchoźı jednoduchou reparametri-
zaćı. Současně, jak vyplývá z (2.5), při použit́ı POT modelu pro nezávislé veličiny můžeme
aproximovat

P (X ≤ x) ≈ 1− λu(1−H(x− u)), (5.13)

kde bylo v souladu s předchoźım označeno λu := P (X > u) a H(x) je distribučńı funkce
GP rozděleńı. Pro dostatečně vysokou prahovou hodnotu u pravá strana předchoźıho
vztahu zastupuje člen F n(x) v (5.12). Kombinaćı předchoźıch lze návratovou úroveň zr
obdržet řešeńım rovnosti

[1− λu(1−H(zr − u))]θ = 1− r−1,

odtud tedy

zr =





u+ σu
ξ

[{
λ−1
u

[
1− (1− r−1)

θ−1
]}−ξ

− 1

]
, pro ξ 6= 0,

u+ σu ln

{
λu

[
1− (1− r−1)

θ−1
]−1
}
, pro ξ = 0.

(5.14)

Pro N -letou návratovou úroveň opět polož́ıme r = Nny, kde ny je pr̊uměrný počet po-
zorováńı za jeden rok. Odhad návratové úrovně je možné obdržet nahrazeńım parametr̊u
POT modelu jejich odhady ξ̂, σ̂u, λ̂u, tj. odhady źıskanými pomoćı všech nadprahových
hodnot.

Soustřed’me se dále výhradně na odhady źıskané MV metodou. Označme VGP(σ̂u, ξ̂)

variančńı matici odhad̊u σ̂u, ξ̂ (např. viz [57]). Podle výsledk̊u odstavce 2.2 můžeme

přibližně určit rozptyl var(λ̂u) ≈ λ̂u(1− λ̂u)/n. Necht’ V je variančńı matice odhad̊u všech

parametr̊u λ̂u, σ̂u, ξ̂, θ̂G. Pro praktické účely je vhodné učinit předpoklad (viz [50]), že θ̂G
neńı korelovaný s žádným se zbývaj́ıćıch odhad̊u ξ̂, σ̂u, λ̂u. V tom př́ıpadě pak můžeme
variančńı matici V vyjádřit ve tvaru

V =




λ̂u(1− λ̂u)/n 0 0

0 VGP(σ̂u, ξ̂) 0

0 0 var(θ̂G)


 .

Odhad rozptylu statistiky ẑr źıskaný delta metodou je pak možné ve tvaru

var(ẑr) ≈ ∇zTr V∇zr,
kde pro ξ 6= 0

∇zTr =

(
∂zr
∂λu

,
∂zr
∂σu

,
∂zr
∂ξ

,
∂zr
∂θ

,

)
=

=

(
σu

(
β

λu

)−ξ
λ−1
u , ξ−1

[(
β

λu

)−ξ
− 1

]
, −σu

ξ

{(
β

λu

)−ξ [
1 + ξ ln

(
β

λu

)]
− 1

}
,

−σu
θ2

(
β

λu

)−ξ
β−1(1− β) ln

(
1− r−1

)
)
,

přičemž β := 1 − (1 − r−1)θ
−1

. Uvedené parametry ξ, σu, λu jsou v předchoźım vztahu

nahrazeny jejich MV odhady a θ je nahrazen odhadem θ̂G.
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Odhad Ancony-Navarreteho a Tawna

Modifikace předchoźıho odhadu podle Gomes byla navržena Anconou-Navarretem
a Tawnem [13]. Namı́sto odhadu parametr̊u (µθ, σθ, ξθ) a (µ, σ, ξ) zvlášt’ navrhli autoři
práce odhadnout všechny parametry současně pomoćı sdruženého rozděleńı veličin Mn,i

a M∗
n,i, i = 1, . . . ,m. Bloková maxima M∗

n,1, . . . ,M
∗
n,m přidruženého náhodného výběru

jsou přitom určena dle postupu navrženého Gomes [60], tedy jedná se o maxima řady
vzniklé náhodným přerovnáńım p̊uvodńı stacionárńı řady.

Dle vztah̊u (5.4) lze parametry GEV(µθ, σθ, ξθ) rozděleńı popsat pomoćı čtveřice
(µ, σ, ξ, θ) a tud́ıž je nutné odhadnout jen tyto parametry. Pro odhad parametr̊u např.
pomoćı MV metody je předevš́ım nutné, aby byl splněn požadavek vzájemné nezávislosti
veličin

(Mn,1, . . . ,Mn,m,M
∗
n,1, . . . ,M

∗
n,m), (5.15)

který zde zřejmě splněn neńı. Autoři práce [13] však argumentuj́ı asymptotickou ne-
významnost́ı př́ıtomné závislosti a pro praktické účely ji považuj́ı za zanedbatelnou.

MV odhady parametr̊u (µ, σ, ξ, θ) sdruženého rozděleńı vektoru (Mn,1, . . . ,Mn,m,
M∗

n,1, . . . ,M
∗
n,m) jsou pak určeny maximalizaćı logaritmické věrohodnostńı funkce (pro

ξ 6= 0)

l(µ, σ, ξ, θ) = −m lnσ −
m∑

i=1

[
1 + ξ

x∗i − µ
σ

]−1/ξ

−
(

1 +
1

ξ

) m∑

i=1

ln

[
1 + ξ

x∗i − µ
σ

]
−

−m [lnσ + ξ ln θ]−
m∑

i=1

[
σ + ξ(xi − µ)

σθξ

]−1/ξ

−
(

1 +
1

ξ

) m∑

i=1

ln

[
σ + ξ(xi − µ)

σθξ

]
, (5.16)

kde xi, resp. x∗i , pro i = 1, . . . ,m označuj́ı pozorované hodnoty blokových maxim Mn,i,
resp. M∗

n,i, pro i = 1, . . . ,m. Uvedený MV odhad extremálńıho indexu budeme dále

označovat θ̂AT .

Rozptyl odhadu parametru θ (at’ už odhadu θ̂G či θ̂AT ) je možné určit na základě
asymptotických vlastnost́ı MV odhad̊u. Tyto zde kv̊uli rozsahu předkládané práce neu-
vád́ıme, ale spolu s uvedenými odhady extremálńıho indexu jsou implementovány v soft-
waru Matlab ve funkci theta_GAT.m, která je přiložena v dodatku D této práce. Odvozeńı

rozptylu odhadu θ̂AT se provede př́ımočaře pomoćı výběrové FIM jako J̃
−1

(µ̂, σ̂, ξ̂, θ̂AT )

podle (2.11). Odhad rozptylu odhadu θ̂AT se obdrž́ı delta metodou podle vztahu (5.11).

Funkce theta_GAT.m nab́ıźı možnost určit odhad θ̂G či θ̂AT pro zvolenou délku bloku (kv̊uli

výpočetńı stabilitě je θ̂G určen vždy a použit pro inicializaci maximalizace věrohodnostńı
funkce (5.16)). Detailněǰśı informace lze nalézt v dodatku D nebo př́ımo ve zdrojovém
kódu. Odhad podle Gomes byl nav́ıc také implementován do softwaru EVDest (viz doda-
tek C), kde slouž́ı jako základńı odhad shlukováńı hodnot.

Daľśı odhady

V krátkosti shrňme ještě některé, v posledńı době rozvinuté, metody odhadu extremálńıho
indexu θ. Ferro a Segers ve své práci [51] navrhli odhad založený na asymptotických
vlastnostech čas̊u mezi překročeńımi dané prahové hodnoty. Uvažujme stacionárńı řadu
X1, . . . , Xn s marginálńı distribučńı funkćı F (x) a dostatečně vysoký práh u. Označme
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T (u) náhodnou veličinu, která v distribuci odpov́ıdá veličině min{j ≥ 1 : Xj+1 > u} za
podmı́nky X1 > u. Tedy pro j ≥ 1 máme

P (T (u) = j) = P (X2 ≤ u, . . . , Xj ≤ u,Xj+1 > u | X1 > u).

Dle výsledku v práci [51] lze ukázat, že za určitých podmı́nek regularity, plat́ı při u→ x∗

F (u)T (u)
d−→ Tθ, (5.17)

kde F := 1− F a kde Tθ je náhodná veličina odpov́ıdaj́ıćı směsi rozděleńı

Tθ
d
= (1− θ)ε0 + θEθ,

přičemž ε0 označuje veličinu s degenerovaným rozděleńım2 v x = 0 a Eθ je veličina s ex-
ponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotou θ−1.

Tedy při změně měř́ıtka čas̊u T (u) mezi překročeńımi prahu u pomoćı F (u) můžeme
časy mezi veličinami ve stejném shluku extrémńıch hodnot modelovat pomoćı degenero-
vaného rozděleńı, zat́ımco časy mezi jednotlivými (nezávislými) shluky modelovat pomoćı
exponenciálńıho rozděleńı. Vyjdeme-li, pro nějaký dostatečně velký rozsah n, z aproximace
rozděleńı veličiny T (u) pomoćı vztahu (5.17), lze hodnotu F (u) odhadnout z empirické
distribučńı funkce jako pod́ıl počtu nadprahových hodnot, tj. v souladu s předchoźım

F̂ (u) = λ̂u.
Autoři práce [51] navrhli momentový odhad extremálńıho indexu vycházej́ıćı z aproxi-

mace vztahu (5.17). Uvedený odhad je však silně závislý na prahové hodnotě, jej́ıž volba
stále patř́ı mezi nedořešené problémy modelováńı extrémńıch hodnot. Nav́ıc, jak upo-
zorňuje práce [123], aproximace veličiny T (u) pomoćı vztahu (5.17) neńı př́ılǐs vhodná,
nebot’ tato předpokládá, že se časy mezi překročeńımi prahu v rámci shluk̊u (při změně
měř́ıtka dle F (u)) limitně bĺıž́ı nule. Použit́ı subasymptotické aproximace pomoćı (5.17)
tak vede k tomu, že časy uvnitř shluk̊u jsou modelovány jako malé, avšak z exponenciálńıho
rozděleńı źıskané realizace. Práce [123] navrhuje źıskáńı odhadu θ pomoćı asymptotického
rozděleńı veličiny S(u) = T (u) − 1 namı́sto T (u), avšak tento postup vynucuje splněńı
celé řady daľśıch podmı́nek, které je v praxi možné ověřit jen s velkými obt́ıžemi.

2Degenerovaným rozděleńım v bodě x = 0 rozumı́me rozděleńı takové, pro které je F (x) = 1 pro x ≥ 0
a F (x) = 0 jinak.
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6
Statistická analýza pomoćı teorie

stacionárńıch řad

V této kapitole budou představené metody odhadu extremálńıho indexu aplikovány na
reálné datové soubory. Nejprve budou shrnuty výsledky autorem provedené simulačńı stu-
die [5] a dále, v návaznosti na odstavec 4.3, budou nabyté poznatky aplikovány na měřeńı
srážkových úhrn̊u z jihomoravského regionu. Zde bude pozornost opět zaměřena zejména
na odhady IDF křivek, přičemž d̊uraz bude kladen na vhodnost použit́ı vzorkovaćıch tech-
nik diskutovaných v kapitole 4. Závěrem bude představena autorova p̊uvodńı aplikace EV
teorie stacionárńıch řad pro identifikaci odlehlých pozorováńı časových řad.

6.1. Simulačńı studie pro porovnáńı vlastnost́ı odhad̊u

extremálńıho indexu

Za účelem porovnáńı výše představených odhad̊u extremálńıho indexu θ̂G, θ̂AT byla pro-
vedena simulačńı studie [5]. Zde byly uvažovány dva typy stacionárńıch proces̊u (splňuj́ıćı
D(un) podmı́nku) se známými charakteristikami shluk̊u extrémńıch hodnot, pomoćı nichž
byly generovány nezávislé realizace. Pro takto źıskané stacionárńı řady byl následně ex-
tremálńı index odhadnut výše uvedenými odhady θ̂G a θ̂AT .

Mějme posloupnost nezávislých náhodných veličin Zi, i = 1, 2, . . . , se standardizo-
vaným Fréchetovým rozděleńım, tj. F (z) = exp(−1/z) pro z > 0 (viz tabulka 1.1). Nej-
prve byl uvažován max-autoregresńı (maxAR) proces X1, X2, . . . , tedy proces ve tvaru

Xi = max{αXi−1, (1− α)Zi}, i = 2, 3, . . . , (6.1)

kde 0 ≤ α < 1 a X1 = Z1. Jednoduše se odvod́ı, že marginálńı rozděleńı veličin Xi, i =
1, 2, . . . , je opět standardizované Fréchetovo, ačkoliv se již nejedná o vzájemně nezávislé
náhodné veličiny. Lze ukázat (např. viz [18]), že extremálńı index maxAR procesu je
θ = 1−α. Jako zobecněńı maxAR procesu byl uvažován i proces klouzavých maxim (KM
proces), který lze zapsat ve tvaru

Xi = max
j=0,...,p

{αjZi+j}, i = 1, 2, . . . , (6.2)

kde koeficienty αj splňuj́ı α0 > 0, αp > 0 a αj ≥ 0 pro j = 1, . . . , p−1, a nav́ıc
∑p

j=0 αj = 1.
Veličiny X1, X2, . . . , pak maj́ı opět Fréchetovo rozděleńı, přičemž extremálńı index KM
procesu je θ = maxj=0,...,p{αj} [18].
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Oba diskutované odhady θ, odhad podle Gomes i odhad Ancony-Navarreteho a Tawna,
jsou založeny na odhadech parametr̊u rozděleńı blokových maxim. Uvažovaná délka bloku
k tak hraje zásadńı roli při použit́ı těchto odhad̊u. Práce [60, 13] předpokládaly vhodnou
délku bloku k =

√
n, kde n je rozsah stacionárńı řady. Daná řada je tak rozdělena na

m =
√
n blok̊u, č́ımž je prakticky délce bloku a počtu blok̊u přidělena stejná váha při

odhadech θ. I přes vliv hodnoty k na odhad extremálńıho indexu se ukazuje [5], že je-li
délka bloku zvolena v rozumném rozpět́ı (např. mezi

√
n/2 a 2

√
n), hraje počet přerovnáńı

p̊uvodńı řady pro źıskáńı přidruženého náhodného výběru jen malou roli. Z tohoto d̊uvodu
je možné vliv počtu přerovnáńı zanedbat.

Pro účely simulačńı studie bylo generováno vždy N = 1000 realizaćı stacionárńı řady
(6.1), resp. (6.2), rozsahu n = 10000 při hodnotách θ = 0, 1; 0, 2; . . . ; 0, 9. Odhady θ̂G, θ̂AT
byly pak źıskány pro r̊uzné hodnoty délky bloku k. Na obrázku 6.1 jsou zobrazeny výsledky
simulačńı studie - bodové odhady extremálńıho indexu byly źıskány pr̊uměrováńım N
nezávislých opakováńı a z těchto byly odhadnuty i směrodatné odchylky.

Jak lze pozorovat na obrázku 6.1, odhad θ̂G je méně vychýlený v naprosté většině
př́ıpad̊u. Na druhou stranu, pro θ → 0 či θ → 1 vychýleńı θ̂G roste a θ̂AT je zde v́ıce
robustńım odhadem. Detailńı výsledky pro délku bloku k =

√
n jsou shrnuty v tabulce 6.1.

Pro rostoućı hodnotu k (při konstantńım rozsahu n) roste variabilita obou odhad̊u, nebot’

kv̊uli klesaj́ıćımu počtu blok̊u roste také variabilita odhad̊u parametr̊u GEV rozděleńı.
Porovnáńım výsledk̊u v tabulce 6.1 a na obrázku 6.1 je zřejmé, že variabilita odhadu θ̂AT
je všeobecně menš́ı než variabilita odhadu θ̂G. Vzhledem k menš́ı citlivosti na vhodnou
délku bloku k lze však preferovat odhad podle Gomes.

Zároveň se z představené simulačńı studie ukazuje, že volba k, kterou ve své práci
[60] Gomes apriori uvažovala a která byla převzata i v práci [13], je často nejvhodněǰśım
kompromisem mezi vychýleńım a variabilitou. Toto plat́ı pro oba simulované procesy při
r̊uzných hodnotách θ. Podobné výsledky byly źıskány i při simulaćıch řad menš́ıho rozsahu,
jejichž výsledky podrobně neukazujeme.

Tabulka 6.1: Srovnáńı odhad̊u θ̂G, θ̂AT pro délku bloku k =
√
n = 100. Odhady byly źıskány

jako pr̊uměr N = 1000 nezávislých opakováńı, směrodatné odchylky jsou udány v závorkách.

Extremálńı
index θ

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

maxAR

θ̂G
0.094 0.197 0.301 0.402 0.503 0.608 0.700 0.806 0.902

(0.031) (0.041) (0.049) (0.055) (0.069) (0.073) (0.085) (0.090) (0.096)

θ̂AT
0.095 0.197 0.302 0.408 0.506 0.613 0.706 0.811 0.900

(0.024) (0.037) (0.045) (0.055) (0.064) (0.069) (0.077) (0.081) (0.077)

KM

θ̂G
0.103 0.201 0.302 0.404 0.503 0.606 0.700 0.807 0.907

(0.037) (0.043) (0.047) (0.053) (0.065) (0.075) (0.081) (0.095) (0.100)

θ̂AT
0.091 0.192 0.298 0.405 0.504 0.610 0.705 0.809 0.902

(0.019) (0.029) (0.038) (0.046) (0.057) (0.070) (0.076) (0.085) (0.079)
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(a) Proces maxAR, θ = 0, 3.
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(c) Proces maxAR, θ = 0, 7.
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Obrázek 6.1: Závislost odhad̊u extremálńıho indexu θ̂G, θ̂AT na délce bloku k pro stacionárńı
řady rozsahu n = 10000 generované pomoćı (6.1) a (6.2). Skutečná hodnota θ je vyznačena
horizontálńı čarou.

6.2. Analýza srážkových časových řad

Přikročme nyńı k analýze datových soubor̊u měřených dešt’ových srážek v jihomoravském
regionu, které byly představeny v kapitole 4. Protože pozornost bude opět zaměřena
předevš́ım na odhady IDF křivek, byly z dostupných časových řad vyčleněny srážkové
úhrny pro trváńı deště odpov́ıdaj́ıćı době 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 120, 180, 240 a 360
minut, pro které je dále možné určit intenzity dešt’̊u jako množstv́ı srážek za danou dobu
trváńı. V odstavci 4.3, kde byl k analýze použit př́ıstup POT založený na nezávislých po-
zorováńıch, byla s použit́ım dodatečných technik ze srážkových úhrn̊u vyčleněna měřeńı,
která bylo možné považovat za nezávislá. Namı́sto toho je možné pro danou řadu odhad-
nout jej́ı extremálńı index, přičemž následně lze použ́ıt př́ıstup POT pro všechna dostupná
pozorováńı. Ćılem tohoto odstavce je porovnáńı odhad̊u parametr̊u GP rozděleńı a IDF
křivek źıskaných metodologíı POT pro přibližně nezávislá pozorováńı (źıskaná užit́ım me-
todologie [96]) a pro všechna dostupná pozorováńı ve formě časové řady.

Pro účely následuj́ı analýzy srážkových měřeńı lze použ́ıt autorem implementované
funkce ems.m a intensity.m. Prvńı z nich realizuje vzorkováńı přibližně nezávislých
agregovaných pozorováńı podle metodiky [96] a jej́ım užit́ım lze źıskat řadu nezávislých

101
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srážkových úhrn̊u pro r̊uzné doby trváńı deště. Druhá uvedená funkce pak umožňuje
z dané pozorované srážkové řady źıskat časovou řadu disjunktně agregovaných srážek, tj.
časovou řadu srážkových úhrn̊u za danou dobu trváńı. Obě funkce jsou detailněji popsány
v dodatku D.

Odhady parametr̊u

K odhadu extremálńıho indexu byl použit jak představený odhad θ̂G, tak odhad θ̂AT .
Pro oba tyto odhady byla uvažována délka bloku odpov́ıdaj́ıćı

√
n, kde n označuje délku

dostupné časové řady. Tato volba se dle výše představené simulačńı studie [5] často ukazuje
jako nejvýhodněǰśı kompromis mezi vychýleńım a variabilitou odhadu. Pro daľśı účely
bude nutné rozlǐsovat mezi parametry limitńıho GP rozděleńı nadprahových hodnot řady
nezávislých pozorováńı (ozn. ξ, σu) a p̊uvodńı časové řady (ozn. ξθ, σu,θ). Protože na rozd́ıl
od analýzy z odstavce 4.3 byla pro odhady parametr̊u GP rozděleńı použita všechna
dostupná pozorováńı, bylo nutné pro všechny datové soubory znovu určit vhodné prahové
hodnoty. Zde byly pro jednoduchost použity grafické techniky určeńı prahu popsané v 3.1.
Odhady všech parametr̊u GP rozděleńı byly následně určeny MV metodou.

Na obrázku 6.2 jsou zobrazeny odhady parametr̊u ξ, σu, ξθ, σu,θ pro vybrané stanice
Brno-Tuřany a Brno-Jundrov včetně jejich směrodatných odchylek źıskaných na základě
asymptotické normality. Rozd́ıly v parametrech měř́ıtka σu, σu,θ plynou z relaćı (2.6)
a (5.4) a nelze tak očekávat jejich shodu. Na druhou stranu dle teoretických poznatk̊u
má být ξ = ξθ. Vzhledem k velké variabilitě odhad̊u pro řadu ze stanice Brno-Jundrov
je vzájemné vychýleńı odhad̊u viditelné sṕı̌se pro deľśı dostupnou řadu ze stanice Brno-
Tuřany. Nejlépe lze situaci zhodnotit pro krátké trváńı deště v době 5 a 10 minut. Tyto
odlǐsnosti mohou být zp̊usobeny bud’ jinou volbou prahových hodnot nebo metodologíı
vzorkováńı přibližně nezávislých pozorováńı [96]. Podrobnou analýzou bylo zjǐstěno, že
p̊uvodńı volba prahové hodnoty vede jen k zanedbatelnému zlepšeńı shody odhad̊u a ma-
jorantńı část vzájemného vychýleńı tak lze přisuzovat př́ıstupu vzorkováńı. Nab́ıźı se tak
diskuze, zda je uvedená technika vzorkováńı [96] opravdu vhodná a zda jsou dešt’ové
události, předevš́ım pro krátké doby trváńı deště, separovány dostatečně dlouhými inter-
valy bezsrážkového obdob́ı.

Obrázek 6.3 detailně ukazuje odhady rozptyl̊u odhad̊u parametr̊u tvaru ξ, ξθ a měř́ıtka
σu, σu,θ pro diskutované stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov. Variabilita parametr̊u tvaru
je vesměs srovnatelná bez ohledu na trváńı deště a délku pozorované řady. Naopak vari-
abilita parametr̊u měř́ıtka σu,θ odhadnutých na základě všech dostupných pozorováńı je
výrazně nižš́ı než variabilita σu.

Pro odhady extremálńıho indexu a odhady jejich variability byla použita autorem vy-
tvořená funkce theta_GAT.m implementovaná v prostřed́ı Matlab. Jak již bylo uvedeno,
délka bloku k byla pro odhady θ určena jako k =

√
n, kde n je rozsah př́ıslušného da-

tového souboru. Pro stanice s nejkratš́ı měřenou časovou řadou, tj. Brno-Jundrov a Brno-
Žabovřesky, se však tato volba ukázala jako nevhodná. Pro krátkou dobu trváńı deště
vede malá délka bloku k problémům s konvergenćı MV metody. Nav́ıc lze očekávat, že
extremálńı index se při změně doby trváńı deště bude měnit dostatečně hladce. Zde se
proto volba bloku k =

√
n ukázala jako nevyhovuj́ıćı a v těchto př́ıpadech musela být

hodnota k adaptována tak, aby pro krátké doby trváńı deště bylo k vyšš́ı. Vzhledem
k požadavku hladkosti pr̊uběhu extremálńıho indexu byla pro jednotlivé doby trváńı deště
5; 10; . . . ; 360 minut zvolena hodnota k = 2

√
n; 1, 8

√
n; 1, 6

√
n; . . . ;

√
n;
√
n;
√
n. Pr̊uběh
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MVθ: σ̂u
MVθ: σ̂u ± směr. odch.

(b) Brno-Tuřany, parametr měř́ıtka σu.
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(c) Brno-Jundrov, parametr tvaru ξ.
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(d) Brno-Jundrov, parametr měř́ıtka σu.

Obrázek 6.2: Parametry tvaru a měř́ıtka źıskané MV metodou pro nezávislá vzorkovaná pozo-
rováńı a všechna (závislá) pozorováńı. Směrodatné odchylky byly źıskány na základě asympto-
tické normality. Horizontálńı osa je zobrazena v logaritmickém měř́ıtku.

odhad̊u extremálńıho indexu θ̂G a θ̂AT je zobrazen na obrázku 6.4. Jak bylo očekáváno,
roste hodnota θ spolu s dobou trváńı deště. Docháźı tedy k menš́ımu shlukováńı extrémńıch
hodnot a závislost mezi jednotlivými nadprahovými pozorováńımi stále v́ıce klesá. Na
obrázku 6.4 jsou také zobrazeny odhady směrodatných odchylek odhad̊u extremálńıho
indexu, přičemž tyto byly źıskány na základě asymptotické normality dle odstavce 5.2.

Odhady IDF křivek

Odhady parametr̊u GP rozděleńı a extremálńıho indexu byly dále použity pro odhady
IDF křivek. Obrázek 6.5 ukazuje odhady 5- a 100letých návratových úrovńı pro jednot-
livá trváńı deště pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov. Jsou zde ukázány návratové
úrovně odhadnuté pomoćı závislých (tj. všech) pozorováńı časové řady (ozn. ZP) a po-
moćı přibližně nezávislých pozorováńı vzorkovaných metodikou [96] (ozn. NP). V př́ıpadě
časové řady zde byl použit odhad extremálńıho indexu podle Gomes. IDF křivky byly
následně źıskány proložeńım těchto návratových úrovńı vhodnou regresńı křivkou (viz
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Závislá pozorováńı
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Obrázek 6.3: Odhady rozptyl̊u MV odhad̊u parametr̊u tvaru a měř́ıtka GP rozděleńı źıskané
analýzou nezávislých vzorkovaných pozorováńı a všech (závislých) pozorováńı.
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(a) Brno-Tuřany.
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(b) Brno-Jundrov.

Obrázek 6.4: Odhady extremálńıho indexu θ̂G, θ̂AT a jejich směrodatné odchylky určené pro
časové řady srážkových úhrn̊u podle trváńı deště.

odstavec 4.3). Stejně tak byly proloženy 95% intervaly spolehlivosti návratových úrovńı
źıskaných z nezávislých pozorováńı. Intervaly spolehlivosti obdržené v př́ıpadě použit́ı
všech pozorováńı nebyly proloženy z d̊uvodu jednodušš́ı orientace.

Při odhadu extremálńıho indexu pomoćı odhadu Ancony-Navarreteho a Tawna θ̂AT
byly źıskány odhady návratových úrovńı a jejich interval̊u spolehlivosti, které jsou velmi
podobné těm, kdy je použit odhad θ̂G. Shoda je zřejmá z pr̊uběhu obou odhad̊u na obrázku
6.4 a z tohoto d̊uvodu zde výsledky podrobně nepředstavujeme.

Na prvńı pohled je zřejmé, že použit́ı všech dostupných pozorováńı vede k významné
redukci variability odhad̊u návratových úrovńı bez ohledu na délku měřené řady. Na
rozd́ıl od nezávislých pozorováńı v př́ıpadě analýzy p̊uvodńıch časových řad vstupuje do
odhadu také variabilita odhadu extremálńıho indexu. Vhodněǰśı odhady θ by tak dále
mohly přispět ke sńıžeńı variability odhad̊u návratových úrovńı.

Na druhou stranu je jasně vidět vzájemné vychýleńı odhad̊u návratových úrovńı. Ty-
picky se jedná o př́ıpady odpov́ıdaj́ıćı době trváńı deště mezi 5 a 45 minutami. Tyto
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neshody mohou být opět v principu zp̊usobeny bud’ nepřesnost́ı odhadu θ či chybou
některého modelu, zejména pak nevhodnost́ı výběru přibližně nezávislých pozorováńı me-
todikou [96]. Obrázek 6.4 však ukazuje, že zejména pro krátká trváńı deště je variabilita
odhad̊u extremálńıho indexu velmi malá. Proto se jako pravděpodobněǰśı jev́ı nevhod-
nost metodiky [96]. Připomeňme, že pomoćı tohoto př́ıstupu je časová řada rozdělena
na dešt’ové události. Jako nezávislé události jsou pak vybrány ty, které jsou odděleny
bezdešt’ovým obdob́ım o délce alespoň min(60, t) minut, kde t je sledované trváńı deště.
Jedno z možných doporučeńı při použit́ı techniky [96] by tak mohla být úprava separačńıho
kritéria, aby byly dešt’ové události odděleny deľśı periodou (jak vesměs na obrázku 6.5
ukazuje situace pro deľśı trváńı deště).
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(a) Brno-Tuřany, N = 5.
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(b) Brno-Tuřany, N = 100.
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(c) Brno-Jundrov, N = 5.

1.0 5.0 10.0 20.0 45.0 90.0 180.0 360.0

0.1

0.2

0.4

0.6

1.0

2.0

4.0

6.0
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(d) Brno-Jundrov, N = 100.

Obrázek 6.5: MV odhady IDF křivek pro r̊uzné N -leté návratové úrovně źıskané analýzou
nezávislých pozorováńı (NP; plná čára) a závislých pozorováńı s odhadem θ̂G (ZP; čerchovaná
čára). IDF křivky byly proloženy regresńı křivkou, 95% intervaly spolehlivosti byly proloženy
jen pro př́ıpad NP. Osy jsou v logaritmickém měř́ıtku.
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Pro 5leté návratové úrovně je také patrné, že na základě analýzy celé časové řady
docháźı k celkovému podhodnoceńı odhadovaných IDF křivek. Na druhou stranu jsou
tyto odhady, vyjma diskutovaných krátkých dob trváńı deště, obsažené v 95% intervalech
spolehlivosti pro odhady źıskané pomoćı nezávislých pozorováńı a naopak. Zde je otevřena
cesta daľśımu výzkumu, nebot’ vhodněǰśı odhady extremálńıho indexu by mohly dále
přispět ke zvýšeńı přesnosti odhad̊u IDF křivek.

6.3. Validace měřeńı ve formě časových řad

V tomto odstavci poṕı̌seme jiné praktické použit́ı EV teorie stacionárńıch řad. V envi-
ronmentálńıch vědách, ale také v jiných technických a ekonomických oblastech, se často
vyskytuje požadavek validace źıskaných měřeńı časových řad. Typicky se jedná o nutnost
identifikace odlehlých pozorováńı, jež nebyla zp̊usobena vlastńı sledovanou veličinou. Tato
pozorováńı mohou být zapř́ıčiněna např. chybami měř́ıćıch př́ıstroj̊u či jinými vněǰśımi
vlivy. Analýza p̊uvodńı časové řady přitom může vést k nesprávným odhad̊um vlastnost́ı
p̊uvodńı sledované veličiny. Běžně sice bývaj́ı źıskaná pozorováńı doprovázena také meta-
daty, která popisuj́ı vybrané podmı́nky měřeńı (zejména funkčnost jednotlivých př́ıstroj̊u
a dále pozorováńı některých doprovodných veličin), přesto je ale v praktických situaćıch
často nutné provést dodatečnou validaci na základě empirických zkušenost́ı a konkrétńıch
znalost́ı v daném oboru. Někdy pak metadata nejsou dostupná v̊ubec. V tomto odstavci
bude proto pozornost zaměřena na identifikaci odlehlých pozorováńı v časových řadách,
která chápeme jako ř́ıdce se vyskytuj́ıćı extrémńı jevy. Představená metoda validace pak
může sloužit bud’ jako plně samostatná automatická technika, př́ıpadně jako technika po-
mocná, jej́ımž účelem je upozornit na

”
podezřelá“ měřeńı, o kterých je potřeba rozhodnout

dodatečným posouzeńım.
Validaci dat za použit́ı EV teorie neńı v literatuře dosud věnována velká pozornost.

Základńı shrnut́ı metod identifikace odlehlých hodnot publikovaných do roku 2004 lze
nalézt v práci [73], užit́ı EV teorie se pak věnuj́ı např́ıklad publikace [113, 110, 26]. Téměř
vždy se však autoři omezuj́ı na př́ıpady Gaussovských proces̊u a předpokládaj́ı obor atrak-
tivity v rámci Gumbelovy tř́ıdy EV rozděleńı.

Nı́že navržený postup je založen na odhadech parametr̊u GEV rozděleńı stacionárńı
řady, které byly představeny v kapitole 5. Při rozsáhlých a dlouhotrvaj́ıćıch měřeńıch
sledované náhodné veličiny většinou neńı splněn předpoklad stacionarity př́ıslušné časové
řady. Zde se omeźıme na př́ıpady, kdy je stacionarita porušena jen z d̊uvodu nestacionárńı
středńı hodnoty řady, tj. pro X1, . . . , Xn máme m = mt, 1 ≤ t ≤ n, kde mt := EXt. Je-
li k dispozici nějaká dodatečná informace o této středńı hodnotě, je možné odhadnout
jej́ı pr̊uběh pomoćı vybraného parametrického modelu např. užit́ım regresńı analýzy. Ve
většině př́ıpad̊u je však tento pr̊uběh neznámý nebo je jeho popis natolik komplikovaný,
že lze parametrické modely už́ıt jen se značnými omezeńımi. Jako vhodněǰśı se pak jev́ı
aplikace neparametrických technik, které budou uvažovány i v př́ıpadě ńıže.

Popis dat

K analýze byly vybrány časové řady měřeńı polétavého prachu s označeńım PM10, tedy
pevných částic menš́ıch než 10µm. Vysoké koncentrace PM10 maj́ı významný vliv na
zdrav́ı člověka, protože jsou bez větš́ıch pot́ıž́ı schopny proniknout až do dolńıch cest
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dýchaćıch. Zde pak zp̊usobuj́ı podrážděńı dýchaćıch cest, akutńı respiračńı infekce, př́ı-
padně mohou přispět k rozvoji vážných onemocněńı jako je např. rakovina či chronická ob-
strukčńı plicńı nemoc [83]. Z těchto d̊uvod̊u se jev́ı sledováńı PM10 jako d̊uležité a hodnoty
koncentrace PM10 tak patř́ı k významným ukazatel̊um znečǐstěńı ovzduš́ı. Podle směrnice
Rady Evropské unie [111] je pak vyžadováno, aby denńı pr̊uměr PM10 nepřekračoval
hranici 50 µg/m3 po v́ıce než 35 dńı v kalendářńım roce.

Měřeńı PM10 byla automaticky prováděna na pěti lokaćıch v městě Brně umı́stěných
v oblastech se zvýšenou zátěž́ı na kvalitu ovzduš́ı, přičemž časové rozlǐseńı měř́ıćıho
př́ıstroje bylo nastaveno na 1 hodinu. Konkrétně se jedná o stanice Arboretum, Lány,
Svatoplukova, Výstavǐstě a Zvonařka. Dostupné byly časové řady za obdob́ı od 11/2007
až 11/2015 pro posledńı tři uvedené stanice, 11/2006 až 11/2015 pro stanici Arboretum
a 9/2002 až 11/2015 pro stanici Lány. V tomto odstavci budou ukázány jen výsledky pro
prvńı uvedenou stanici Arboretum, bližš́ı informace lze dále nalézt v práci [8]. Některé
postupy k analýze koncentraćı PM10 měřených v brněnském regionu lze nalézt kupř́ıkladu
v práci [76], kde se autoři zabývali identifikaćı faktor̊u přisṕıvaj́ıćım ke znečǐstěńı v městě
Brně. V [78] lze pak nalézt modely k predikci hodnot PM10.

Jádrové vyhlazováńı

Uvažujme řadu náhodných veličin X ′1, . . . , X
′
n s nekonstantńı středńı hodnotou mt, 1 ≤

≤ t ≤ n. Následuj́ıćı postup identifikace odlehlých pozorováńı lze shrnout do několika
základńıch bod̊u. Nejprve se vybranými neparametrickými př́ıstupy urč́ı odhad m̂t středńı
hodnoty mt. Je-li stacionarita p̊uvodńı řady porušena jen nekonstantnost́ı středńı hodnoty,
pak lze nově vzniklou řadu

Xt = X ′t − m̂t, 1 ≤ t ≤ n,

považovat již za přibližně stacionárńı řadu. Zde je pak možné metodami odstavce 5 od-
hadnout parametry př́ıslušného rozděleńı extrémńıch hodnot výběrových maxim včetně
odhadu extremálńıho indexu θ. Na základě těchto odhad̊u je možné dále určit odhady
zvolené parametrické funkce, zejména pak návratové úrovně zr př́ıslušné periodě návratu
r pozorováńı. Kombinaćı hodnot m̂t + ẑr pro dané r a 1 ≤ t ≤ n obdrž́ıme v jistém
smyslu intervalový odhad pro extrémńı hodnoty p̊uvodńı časové řady. Podobně lze po-
stupovat v př́ıpadě identifikace odlehlých ńızkých pozorováńı a určit tak intervalový od-
had řady pro minimálńı hodnoty. Z teoretického hlediska se uvedený postup jev́ı jako
vhodněǰśı než běžně už́ıvané intervaly spolehlivosti založené na teorii nezávislých veličin,
nebot’ zavedeńım extremálńıho indexu je brána v potaz také závislost mezi jednotlivými
pozorováńımi.

Pro účely neparametrického odhadu pr̊uběhu středńı hodnoty byla pozornost zaměřena
na techniku jádrového vyhlazováńı. Vzhledem k zaměřeńı této práce budou shrnuty jen
základńı pojmy tohoto př́ıstupu, v́ıce o jádrových odhadech je možné nalézt např. v knize
[133]. Jádrovou funkćı se rozumı́ symetrická funkce K(x), pro kterou plat́ı

∫∞
−∞K(x) dx =

1. Pro naše účely se dále omeźıme na jádrové funkce s nosičem supp (K) = 〈−1, 1〉. Pro
h > 0 označme Kh(x) = 1

h
K
(
x
h

)
. Parametr h je označován jako š́ıřka vyhlazovaćıho okna.

Nosičem funkce Kh(x) je tedy interval 〈−h, h〉. Jádrový odhad funkce mt v bodě t0 lze
obecně zapsat ve tvaru

m̂t0(h) =
n∑

t=1

Wt(t0, h)X ′t,
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kde váhy Wt pro 1 ≤ t ≤ n závisej́ı na š́ı̌rce vyhlazovaćıho okna. Jádrový odhad hledané
středńı hodnoty mt v bodě t0 se tedy dostane jako vážený pr̊uměr pozorováńı lež́ıćıch
v okoĺı t0. Různým nastaveńım vah Wt se dostanou r̊uzné jádrové odhady funkce mt.
Mezi nejvýznamněǰśı patř́ı předevš́ım Nadaraẙuv-Watson̊uv odhad [100], lokálně lineárńı
odhad či Gasser̊uv-Müller̊uv odhad [58]. Zde bude použit posledńı uvedený, přičemž bude
zvolena Epanečnikova jádrová funkce (viz [133]), tedy funkce

K(x) =
3

4
(1− x2)1[|x|≤1].

Př́ıpadnou diskuzi o vhodnosti tohoto jádra vynecháme a odkazujeme na [8]. Z pohledu
mnoha statistických vlastnost́ı je však Epanečnikovo jádro optimálńı (viz [133]) a patř́ı
mezi nejčastěji už́ıvané jádrové funkce.

Volba parametru h ovlivňuje hladkost odhadu m̂t a jeho volba je zásadńım problémem
jádrových vyhlazovaćıch metod. Velká hodnota h vede k přehlazeńı (a to k pr̊uměru dat),
h malé pak zp̊usobuje malé vyhlazeńı (vedoućı až k reprodukci dat). Na základě teore-
tických úvah je pro optimálńı hodnotu h∗ často kladen požadavek, aby byla minimali-
zována středńı integrálńı kvadratická chyba odhadu m̂t. V praxi se běžně postupuje tak,
že se h voĺı metodou kř́ıžového ověřováńı [133], přičemž tento odhad bývá zpravidla bĺızký
h∗. Některé pokročilé postupy spoč́ıvaj́ı v adaptivńı volbě lokálńı š́ı̌rky okna v závislosti
na pr̊uběhu konkrétńı časové řady [72]. Tento postup byl použit také v publikaci [8], kde
je možné nalézt doplňuj́ıćı informace k technice zde provedeného jádrového vyhlazeńı.

Odhad funkce mt pomoćı jádrové vyhlazeńı podle [8] je zobrazen na obrázku 6.6.
Konkrétně se jedná o stanici Arboretum a časový úsek od 13. ledna 2015 do 6. května
2015. Na odhady návratových úrovńı extrémńıch hodnot bude pozornost zaměřena ńıže.
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Obrázek 6.6: Odhad středńı hodnoty řady PM10 pomoćı jádrového vyhlazeńı pro stanici Brno-
Arboretum v obdob́ı od 13. ledna 2015 do 6. května 2015 (v́ıce viz [8]).

Identifikace odlehlých hodnot

Odečteńım odhadu středńı hodnoty m̂t byla źıskána řada X1, . . . , Xn. Pro odhady extrém-
ńıch hodnot byl opět zvolen prahový POT model v kombinaci s MV metodou pro odhady
parametr̊u GP rozděleńı. Nejprve byla vhodná volba prahové hodnoty u stanovena pevně
pomoćı výběrového 90% kvantilu, dále byla použita adaptivńı technika MT-GP v kombi-
naci se skórovou statistikou (3.16) popsaná v odstavci 3.3. Uvedené techniky výběru prahu
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byly zvoleny zejména pro možnost snadné automatizace odhadu a tud́ıž i validace dat.
Shoda rozděleńı nadprahových hodnot s GP rozděleńım byla vždy ověřena jednak vizuálně
(histogramy, Q-Q ploty) a také testy dobré shody (χ2, K-S a A-D testy). Pro žádný
z uvedených test̊u přitom nebyla shoda rozděleńı na hladině významnosti 0,05 zamı́tnuta.
K odhadu extremálńıho indexu θ byl uvažován odhad podle Gomes θ̂G, přičemž délka
bloku k byla zvolena na základě simulačńı studie [5] k =

√
n.

Pro źıskané odhady všech parametr̊u byla stanovena návratová úroveň ẑr pro peri-
ody návratu r = 24, 48, . . . , 240 hodin. Tyto návratové úrovně tedy odpov́ıdaj́ı hladině
koncentraćı PM10, které jsou v pr̊uměru překročeny jednou za 1, 2, . . . , 10 dńı. Výsledky
analýzy měřeńı PM10 pro stanici Brno-Arboretum a obdob́ı měśıce dubna jsou ukázány
na obrázku 6.7. Při volbě prahu pomoćı 90% výběrového kvantilu (u = 8, 14µg/m3)
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Obrázek 6.7: Odhady návratových úrovńı extrémńıch hodnot pro řadu PM10 při volbě pra-
hové hodnoty jako 90% výběrového kvantilu rezidúı jádrového vyhlazeńı. Zobrazena je sta-
nice Brno-Arboretum v pr̊uběhu měśıce dubna 2015. Uvažovány byly periody návratu př́ıslušné
r = 24, 48, . . . , 240 pozorováńım.

byl počet nadprahových hodnot v měśıci dubnu pro jednotlivá r = 24, 48, . . . , 240 sta-
noven 43, 20, 11, 10, 7, 7, 6, 5, 4 a 4. Posledńı uvedená překročeńı 10denńı návratové
úrovně byla identifikována pro pozorováńı ve dnech 13.4. v 8:00 a 9:00, 22.4. ve 3:00
a 28.4. v 6:00 a na obrázku 6.7 je možné je jasně identifikovat. Použit́ı adaptivńı techniky
MT-GP vedlo k volbě prahové hodnoty u = 11, 18 µg/m3 a za stejné obdob́ı byly jednot-
livé počty překročeńı určeny 41, 21, 15, 11, 10, 8, 7, 6, 6 a 5. Na všech úrovńıch tedy
docháźı oproti předešlému postupu ke zvýšeńı počtu pozorováńı, která překračuj́ı danou
návratovou úroveň. Pro 10denńı návratovou úroveň tak došlo nav́ıc k označeńı měřeńı ze
dne 28.4. v 7:00 hodin, které bylo v dř́ıve uvedeném př́ıpadě bĺızko 10denńı hranici.

Stanoveńı konkrétńı periody r návratové úrovně zr je nutné založit na znalostech
fyzikálńıch a daľśıch proces̊u a jej́ı volba tak převážně záviśı na expertńıch znalostech
v daném oboru. Celkově však obě metody určeńı prahu vedou k porovnatelným závěr̊um.
Analýzou deľśıch časových úsek̊u byla také pozorována velmi dobrá shoda mezi očeká-
vanými a skutečnými počty překročeńı všech odhad̊u návratových úrovńı, což svědč́ı
o vhodnosti uvedeného postupu k označeńı extrémńıch hodnot pozorovaných se stano-
venou frekvenćı.

109
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Závěr

Představená práce shrnuje soudobé poznatky teorie extrémńıch hodnot a podtrhuje tak
jejich aktuálnost při řešeńı praktických inženýrských úloh. Převážně jsou diskutována
dvě zásadńı témata spojená s odhady frekvence výskyt̊u extrémńıch jev̊u. V prvńı řadě
se jedná o problematiku spojenou s volbou vhodné prahové hodnoty, která stále patř́ı
k nedořešeným otázkám prahového modelu, zároveň je však kritickou část́ı celého mo-
delu. V současnosti roste zájem o vývoj adaptivńıch př́ıstup̊u volby prahu, jejichž výhoda
spoč́ıvá jednak v automatizaci celého procesu a předevš́ım pak v absenci subjektivńıho
rozhodováńı, které je součást́ı běžných praktických postup̊u. Významná tř́ıda adaptivńıch
metod, dvojitě bootstrapová technika poprvé navržená Hallem [70], je spojena se semi-
parametrickými odhady parametr̊u rozděleńı extrémńıch hodnot. Jiný př́ıstup k určeńı
vhodného prahu (označovaný MT-GP) publikovali Northrop a Coleman [102] a tento je
založen na asymptotických, maximálně věrohodných testech s rušivými parametry. Obě
tyto metody jsou postaveny na pevných teoretických základech, na druhou stranu vyžaduj́ı
značné výpočetńı kapacity.

Za účelem srovnáńı těchto př́ıstup̊u byla provedena simulačńı studie. Skrze odhady
EV indexu se ukazuje, že obě techniky volby prahu vedou k porovnatelným odhad̊um
v rámci Hallovy tř́ıdy rozděleńı. Mimo Hallovu tř́ıdu se pak ukazuje, že dvojitě bootstra-
pová metoda přisṕıvá k menš́ımu vychýleńı odhad̊u, ačkoliv toto zde nemá jasné teore-
tické opodstatněńı. Následně byly źıskané poznatky použity k analýze reálných srážkových
úhrn̊u měřených v jihomoravském regionu. Ćılem bylo navázat na předchoźı studie zho-
tovené za účelem aktualizace IDF křivek, d̊uležitého hydrologického nástroje pro ohodno-
ceńı extrémńıch dešt’̊u. V tomto ohledu se ukazuje, že použit́ı adaptivńıch technik určeńı
prahu může vést ke sńıžeńı variability odhad̊u tam, kde jsou k dispozici jen krátké časové
řady. Zejména lze tyto př́ıstupy doporučit pro odhady dlouhodobých extrémńıch událost́ı.
V př́ıpadě dostatečně velkého počtu pozorováńı jsou však odhady źıskané na základě
adaptivńıch metod srovnatelné s běžnými grafickými technikami určeńı prahu, přičemž
tyto zpravidla nab́ıźı jednodušš́ı použit́ı a nevyžaduj́ı takové výpočetńı kapacity.

V druhé části se práce zabývá zobecněńım teorie extrémńıch hodnot pro stacionárńı
řady. Ačkoliv základy této oblasti byly položeny již před několika desetilet́ımi, k rozvoji
docháźı až nyńı s nově se objevuj́ıćımi odhady extremálńıho indexu. Zde bylo autorem
práce provedeno srovnáńı dvou nejvýznamněǰśıch odhad̊u rozvinutých v posledńı době
a následně byla těmito pokročilými technikami opětovně analyzována předchoźı srážková
data. Zásadńı zjǐstěńı bylo odhaleno v nedostatćıch vzorkovaćıch technik, které bývaj́ı
použ́ıvány při vyhodnoceńı pozorováńı pomoćı představené teorie nezávislých veličin.
S ohledem k odhad̊um IDF křivek docháźı aplikaćı těchto technik ke značnému vychýleńı
odhad̊u, nav́ıc použit́ım teorie pro stacionárńı řady lze významně redukovat variabilitu
odhad̊u. V tomto směru jsou v práci učiněna některá praktická doporučeńı.

V závěru se práce zabývá použit́ım teorie extrémńıch hodnot stacionárńıch řad pro
účely validace časových řad. Kombinaćı s neparametrickými technikami vyhlazováńı je
možné pro nestacionárńı časové řady označit odlehlá pozorováńı, která lze v tomto kon-
textu chápat jako extrémńı jevy. Uvedený postup má pak daleko větš́ı teoretické opod-
statněńı než běžně už́ıvané metody, např. založené na intervalech spolehlivosti určených
pomoćı jednorozměrné teorie nezávislých veličin.
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podḿınek atraktivity a druhého řádu

V této části budou odvozeny pomocné funkce a(t), resp. A(t), které vystupuj́ı v podmı́nce
atraktivity, resp. podmı́nce druhého řádu. Podmı́nka atraktivity je nutnou a postačuj́ı-
ćı podmı́nkou pro dané rozděleńı s kvantilovou funkćı chvostu U(t) tak, aby patřilo do
oboru atraktivity D(Gξ) některého rozděleńı extrémńıch hodnot. Podmı́nka atraktivity
v jednom z jej́ıch ekvivalentńıch tvar̊u je dána následovně

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dξ(x) :=

xξ − 1

ξ
, (A.1)

kde a(t) je nějaká kladná funkce a daná rovnost plat́ı pro všechna x > 0. V př́ıpadě ξ = 0
chápeme pravou stranu rovnosti jako lnx, kterou dostaneme limitńım přechodem.

Jak je odvozeno např. v [38], univerzálńı volbu funkce a(t) pro př́ıslušné obory atrak-
tivity je možno provést následuj́ıćım zp̊usobem:

a(t) =





ξU(t), pro ξ > 0,

g(U(t)), pro ξ = 0,

−ξ(x∗ − U(t)), pro ξ < 0,

(A.2)

přičemž x∗ označuje pravý koncový bod rozděleńı s distribučńı funkćı F (x) a funkce g(t)
je definována jako

g(t) =

∫ x∗
t

(1− F (s)) ds

1− F (t)
.

Autoři publikace [132] ukazuj́ı možnost volit

a(t) = h(U(t)) pro ξ ∈ R, (A.3)

při

h(t) =
1− F (t)

F ′(t)
.

V konkrétńıch př́ıpadech je však volba pomocné funkce a(t) dle výše uvedených vztah̊u
často velmi výpočetně náročná, mnohdy nemožná či nevede k jednoduchému ověřeńı
podmı́nky atraktivity. Zde je pak nutné použ́ıt některé dodatečné techniky, které budou
diskutovány v př́ıslušných př́ıpadech.
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Pro připomenut́ı uved’me také podmı́nku druhého řádu. Zde je nav́ıc vyžadováno, aby
existovala nějaká funkce A(t), která neměńı znaménko a nav́ıc limt→∞A(t) = 0. Pak U(t)
splňuje podmı́nku druhého řádu, jestliže pro všechna x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

− xξ−1
ξ

A(t)
= Hξ,ρ(x) :=

1

ρ

(
xξ+ρ − 1

ξ + ρ
− xξ − 1

ξ

)
, (A.4)

kde ρ ≤ 0 je parametr druhého řádu. Pro př́ıpady ξ = 0 nebo ρ = 0 lze pravou stranu
rovnosti opět obdržet limitńım přechodem ve tvaru (1.37) (str. 31).

Jak ukazuje d̊usledek 1.12, lze nalézt takové funkce a0(t), A0(t), že

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= Ψξ,ρ(x), (A.5)

kde Ψξ,ρ(x) = xξ+ρ−1
ξ+ρ

, resp. některý z jej́ıch limitńıch tvar̊u pro ξ = 0 či ρ = 0. Práce [38]
ukazuje, že volbu pomocné funkce a0 lze provést následovně:

a0(t) :=





ctξ, ρ < 0,

−ξ(U(∞)− U(t)), ξ < ρ = 0,

ξU(t), ξ > ρ = 0,

Ũ(t) + Ũ(t), ξ = ρ = 0,

(A.6)

kde c := limt→∞ t
−ξa(t) > 0, U(∞) := limt→∞ U(t), funkce U(t) je definována vztahem

U(t) :=





U(t)− c tξ−1
ξ
, ρ < 0,

t−ξ(U(∞)− U(t)), ξ < ρ = 0,

t−ξU(t), ξ > ρ = 0,

Ũ(t), ξ = ρ = 0,

(A.7)

přičemž pro nějakou integrovatelnou funkci g bylo zavedeno značeńı

g̃(t) := g(t)− 1

t

∫ t

0

g(s) ds.

Funkci A0 můžeme pak zvolit v následuj́ıćı tvaru

A0(t) :=





−(ξ + ρ)U(∞)−U(t)
a0(t)

, ξ + ρ < 0, ρ < 0,

(ξ + ρ) U(t)
a0(t)

, ξ + ρ > 0, ρ < 0,

Ũ(t)
a0(t)

, ξ + ρ = 0, ρ < 0,

Ũ(t)

U(t)
, ξ 6= ρ = 0,

Ũ(t)
a0(t)

, ξ = ρ = 0.

(A.8)
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Rozděleńı z Gumbelova oboru atraktivity

Exponenciálńı rozděleńı. Uvažujme exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ > 0
a s distribučńı funkćı

F (x) =





1− e−λx, pro x ≥ 0,

0, pro x < 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = 1
λ

ln t pro t > 1. Protože zřejmě

U(tx)− U(t) =
1

λ
lnx,

nab́ıźı se jednoduchá volba funkce a(t) tak, aby byla splněna rovnost (A.1) pro pravou
stranu ln x, a sice konstantńı funkce a(t) = λ−1. V podmı́nce (A.1) obdrž́ıme pravou
stranu ve tvaru lnx a zřejmě tedy exponenciálńı rozděleńı patř́ı do Gumbelova oboru
atraktivity (tj. ξ = 0).

Nyńı hledejme tvar funkce a(t) pomoćı výše uvedených vztah̊u (A.2) a (A.3). V prvńım
př́ıpadě lze tak jednoduchým výpočtem źıskat g(t) = λ−1 a tedy volba a(t) dle (A.2)
je shodná s předešlou volbou a(t) = λ−1. Ve druhém př́ıpadě dle (A.3) obdrž́ıme opět
h(t) = λ−1 a volba je identická.

Protože pro exponenciálńı rozděleńı nastává v podmı́nce (A.1) rovnost př́ımo, je čitatel
v podmı́nce (A.4) roven nule. Neńı tak možné źıskat pravou stranu v požadovaném tvaru
funkce Hξ,ρ(x) a tedy exponenciálńı rozděleńı nesplňuje podmı́nku druhého řádu. V tomto
př́ıpadě ṕı̌seme ρ = −∞.

Logistické rozděleńı. Uvažujme logistické rozděleńı s parametry µ ∈ R, σ > 0 a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =
1

1 + e−
x−µ
σ

.

Kvantilová funkce chvostu je dána jako U(t) = µ+ σ ln(t− 1) pro t > 1. Dle (A.2) je tak
možné provést volbu a(t) = g(U(t)), kde

g(t) = σ
(

1 + e
t−µ
σ

)
ln
(

1 + e−
t−µ
σ

)
,

a tedy

a(t) = σt ln

(
t

t− 1

)
. (A.9)

Následně ověř́ıme podmı́nku atraktivity. Protože U(tx)−U(t) = σ ln
(
tx−1
t−1

)
, můžeme psát

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

ln
(
tx−1
t−1

)

t ln
(

t
t−1

) = lnx,

nebot’ t ln
(

t
t−1

)
→ 1 pro t → ∞. Tud́ıž a(t) daná vztahem (A.9) je vhodnou funkćı

a zřejmě logistické rozděleńı patř́ı do Gumbelova oboru atraktivity. Jednodušš́ı tvar a(t)
lze źıskat pomoćı vztahu (A.3). Zde lze ukázat, že

h(t) = σ
(

1 + e−
t−µ
σ

)
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a následně tedy a(t) = σt/(t − 1). Opět ověř́ıme platnost podmı́nky (A.1). Protože pro
t→∞ je t/(t− 1)→ 1, můžeme psát

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

ln
(
tx−1
t−1

)
t
t−1

= lnx.

Při odvozeńı vhodného tvaru pomocné funkce A(t) lze např́ıklad vyj́ıt z von Misesovy
postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu (věta 1.13). Pro logistické rozděleńı máme

A(t) =
−1

t− 1
.

Zřejmě jsou splněny všechny předpoklady tvrzeńı 1.13, zejména A(t) neměńı znaménko
pro t → ∞ a limt→∞A(t) = 0. Snadno lze ověřit, že |A(t)| ∈ R−1. Ověř́ıme tak platnost
podmı́nky (A.4) při volbě pomocné funkce prvńıho řádu a(t) = t/(t − 1). Postupnými
úpravami a použit́ım l’Hospitalova pravidla obdrž́ıme

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

−Dξ(x)

A(t)
= lim

t→∞

ln( tx−1
t−1 )
t
t−1

− lnx

−1
t−1

= lim
t→∞

ln
(
tx−1
t−1

)
− t

t−1
lnx

−t
(t−1)2

=

= lim
t→∞

(1−x)(t−1)
tx−1

+ lnx
t+1
t−1

=
1− x
x

+ lnx.

Tedy logistické rozděleńı splňuje podmı́nku druhého řádu s parametrem ρ = −1.

Weibullovo rozděleńı. Uvažujme Weibullovo rozděleńı s parametry λ, α > 0 a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =





1− exp (−(x/λ)α) , pro x > 0,

0, pro x ≤ 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = λ (ln t)1/α pro t > 1. Volba pomocné funkce
a(t) dle kritéria (A.2) vede ke značně obt́ıžnému výpočtu. Namı́sto toho můžeme použit́ım
binomického rozvoje (x+ y)c = xc + cxc−1y + c(c− 1)/2xc−2y2 + o(xc−2) psát následuj́ıćı

U(tx)− U(t) = λ
[
(ln t+ lnx)1/α − (ln t)1/α

]
=

= λ

[
1

α
(ln t)(1−α)/α lnx+

1− α
2α2

(ln t)(1−2α)/α(lnx)2 + o((ln t)(1−2α)/α)

]
. (A.10)

Snadno se tak nahlédne, že pomocná funkce a(t) = λ
α

(ln t)(1−α)/α, tedy

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

(
lnx+

1− α
2α

(lnx)2

ln t
+ o((ln t)−1)

)
= lnx.

Dle kritéria (A.3) źıskáme funkci a(t) v identickém tvaru, přičemž zde je h(t) = λαt1−α/α.
Při volbě pomocné funkce druhého řádu lze vyj́ıt z předchoźıho vyjádřeńı a ze tvaru

podmı́nky (A.5). Zřejmě můžeme volit a0(t) = a(t) a

A0(t) =
1− α
α ln t

.
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Podmı́nka druhého řádu (A.5) je pak splněna, nebot’

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−D0(x)

A0(t)
= lim

t→∞

1−α
2α

(lnx)2

ln t
+ o((ln t)−1)
1−α
α ln t

= lim
t→∞

(
(lnx)2

2
+ o(1)

)
=

(lnx)2

2
.

Tedy v př́ıpadě Weibullova rozděleńı je ξ = ρ = 0. Dle d̊usledku 1.12 tak dostáváme
pomocné funkce podmı́nky druhého řádu (A.4) ve tvaru

a(t) = a0(t) =
λ

α
(ln t)1/α−1, A(t) = A0(t) =

1− α
α ln t

.

Rozděleńı z Fréchetova oboru atraktivity

Pro Fréchet̊uv obor atraktivity je při volbě a(t) = ξU(t) (A.2) podmı́nka atraktivity
zřejmě triviálně splněna, nebot’ lze uvedenou podmı́nku zjednodušit na tvar

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

1

ξ

(
U(tx)

U(t)
− 1

)
. (A.11)

Jak bylo ukázáno v odstavci 1.3, je pro ξ > 0 funkce U(t) ∈ Rξ, a tedy pravá strana je
rovna funkci Dξ(x). Přesto však v ńıže studovaných př́ıpadech platnost této podmı́nky
alespoň naznač́ıme.

Paretovo rozděleńı. Uvažujme Paretovo rozděleńı s parametry ξ > 0, α ∈ R a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =





1−
(
α
x

)1/ξ
, pro x ≥ α,

0, pro x < α.

Kvantilová funkce chvostu je U(t) = αtξ pro t > 1 a tedy U(tx) − U(t) = αtξ(xξ − 1).
Snadno se ověř́ı (např. pomoćı von Misesovy podmı́nky 1.10), že index extrémńı hodnoty
pro Paretovo rozděleńı je roven parametru ξ. Dle (A.2) źıskáme funkci a(t) ve tvaru

a(t) = ξαtξ,

pomoćı vztahu (A.3) je volba zcela identická při h(t) = ξt. Ověř́ıme tak platnost podmı́nky
atraktivity. Dostáváme

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

αtξ(xξ − 1)

ξαtξ
=
xξ − 1

ξ
.

Protože v podmı́nce (A.1) dostáváme př́ımo rovnost, neńı možné nalézt funkci A(t)
tak, aby byla splněna podmı́nka (A.4), a tedy ρ = −∞.

Burrovo rozděleńı (typ XII). Uvažujme Burrovo rozděleńı typu XII s parametry
λ, τ, η > 0 a s distribučńı funkćı

F (x) =





1−
(

η
η+xτ

)λ
, pro x ≥ 0,

0, pro x < 0.
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Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) =
(
η
[
t1/λ − 1

])1/τ
pro t > 1. Dle (A.2)

můžeme zvolit pomocnou funkci a(t) ve tvaru a(t) = 1
λτ
U(t). Dostáváme tak podmı́nku

atraktivity ve tvaru

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

U(tx)
1
λτ
η1/τ (t1/λ − 1)

1/τ
− λτ = λτx1/(λτ) − λτ.

Volbou pomocné funkce a(t) dle kritéria (A.3) obdrž́ıme poněkud složitěǰśı tvar a(t) =
1
λτ

t1/λ

t1/λ−1
U(t) při h(t) = 1

λτ
(η + tτ ) t1−τ , který je asymptoticky ekvivalentńı předchoźımu

vyjádřeńı.
Pro nalezeńı vhodného tvaru funkce A(t) budeme vycházet z tvaru podmı́nky druhého

řádu (A.5). Nejprve přepǐsme kvantilovou funkci chvostu U(t) užit́ım binomického rozvoje
(t− 1)c = tc − ctc−1 + o(tc−1), tud́ıž

U(t) = ηα(tβ − 1)α = ηα
(
tαβ − αtβ(α−1) + o(tβ(α−1))

)
,

přičemž byla zavedena parametrizace α = 1/τ, β = 1/λ. Můžeme pak psát

U(tx)− U(t) = ηαtαβ
(
xαβ − 1− αt−β

[
xβ(α−1) − 1

]
+ o(t−β)

)
.

Protože EV index Burrova rozděleńı je ξ = 1/(τλ) = αβ, plat́ı Dξ(x) = (xαβ − 1)/(αβ).
Snadno se nahlédne, že podmı́nka (A.5) je splněna při volbě

a0(t) = αβηαtαβ, A0(t) = −α− 1

tβ
,

pro ρ = −β = −1/λ, č́ımž podle d̊usledku 1.12 je podmı́nka druhého řádu (A.4) splněna
pro

a(t) =
a0(t)

1− A0(t)
= αβηα

tβ(α+1)

tβ + α− 1
, A(t) = ρA0(t) =

β(α− 1)

tβ
.

Fréchetovo rozděleńı. Uvažujme Fréchetovo rozděleńı s parametrem γ > 0 a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =





exp
(
−x−1/ξ

)
, pro x ≥ 0,

0, pro x < 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) =
(
− ln

[
1− 1

t

])−ξ
pro t > 1. Pro |t| ≤ 1

můžeme použ́ıt přepis ln(1+t) = t− t2

2
+ t3

3
+o(t3) a nebot’ (1+t)α = 1+αt+α(α−1)

2
t2+o(t2),

můžeme kvantilovou funkci chvostu postupně přepsat ve tvaru

U(t) =

(
− ln

[
1− 1

t

])−ξ
= tξ

(
1 +

1

2t
+

1

3t2
+ o(t−2)

)−ξ
=

= tξ
(

1− ξ

2t
+
ξ(3ξ − 5)

24t2
+ o(t−2)

)
.
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Funkce a(t) je podle kritéria (A.2) ve tvaru a(t) = ξU(t). Asymptoticky ekvivalentńı volba
je a(t) = ξtξ(1 + o(1)), a(t) = ξtξ je však ještě jednodušš́ı. Ověřme platnost podmı́nky
atraktivity. Nejprve můžeme zjednodušit výraz

U(tx)− U(t) = ξtξ
(
xξ − 1

ξ
− xξ−1 − 1

2t
+ (3ξ − 5)

xξ−2 − 1

24t2
+ o(t−2)

)
=

=





ξtξ
(
xξ−1
ξ
− xξ−1−1

2t
+ o(t−1)

)
, pro ξ 6= 1,

t
(
x− 1− 1

12t2
(x−1 − 1) + o(t−2)

)
, pro ξ = 1.

nyńı je zřejmé, že při volbě a(t) = ξtξ(1 + o(1)) je podmı́nka atraktivity splněna.
Hledejme dále pomocnou funkci druhého řádu A(t). Pomoćı kritéríı (A.6) a (A.8) lze

obdržet vyjádřeńı (A.5) při volbě

a0(t) = ξtξ, A0(t) =




− ξ−1

2t
, ξ 6= 1,

1
12t2

, xi = 1.

Platnost (A.5) ověř́ıme. Pro ξ = 1 dosazeńım a0, A0 a úpravou dostáváme

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= lim

t→∞

(
−(x−1 − 1) + o(1)

)
= 1− x−1.

V př́ıpadě ξ 6= 1 obdrž́ıme úpravou vztahu (A.5)

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= lim

t→∞

(
xξ−1 − 1

ξ − 1
+ o(1)

)
=
xξ−1 − 1

ξ − 1
.

Tedy parametr druhého řádu ρ = −2 pro ξ = 1, ρ = −1 pro ξ 6= 1 a dle d̊usledku 1.12
máme

a(t) =





2ξtξ+1

2t+ξ−1
, ξ 6= 1,

12t3

12t2−1
, ξ = 1,

A(t) =





ξ−1
2t
, ξ 6= 1,

− 1
6t2
, ξ = 1.

Hallova tř́ıda rozděleńı. Nyńı uvažujme obecněǰśı př́ıpad tzv. Hallovy tř́ıdy rozděleńı
s těžkými chvosty, tj. rozděleńı s kvantilovou funkćı chvostu ve tvaru

U(t) = Ctξ (1 +Dtρ + o(tρ)) ,

kde C > 0, D ∈ R, ξ > 0 a ρ < 0. Zřejmě můžeme funkci a(t) zvolit dle (A.2) ve tvaru
a(t) = ξU(t), tj. máme

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

1

ξ

(
U(tx)

U(t)
− 1

)
= lim

t→∞

1

ξ

(
xξ(1 +Dtρxρ + o(tρ))

(1 +Dtρ + o(tρ))
− 1

)
=
xξ − 1

ξ
.

EV index Hallovy tř́ıdy rozděleńı je tak roven parametru ξ.
Dále se zabývejme podmı́nkou druhého řádu. Dle vztahu (A.6) můžeme brát a0(t) =

ctξ, kde c = Cξ. Dostaneme tak rovnost

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= lim

t→∞

1

A0(t)

[
Dtρ

ξ

(
xξ+ρ − 1

)
+ o(tρ)

]
= Ψξ,ρ(x).

Zřejmě, lze pravou stranu Ψξ,ρ(x) z (A.5) pro ξ 6= 0 obdržet volbou A0(t) = ξ+ρ
ξ
Dtρ,

přičemž parametr druhého řádu je roven parametru ρ < 0.
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Zobecněné Paretovo (GP) rozděleńı. Uvažujme GP rozděleńı s parametrem ξ > 0
a s distribučńı funkćı

F (x) =





1− (1 + ξx)−1/ξ , pro x > 0,

0, pro x ≤ 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = 1
ξ

(
tξ − 1

)
pro t > 1. Protože GP rozděleńı

je speciálńım př́ıpadem rozděleńı patř́ıćı do Hallovy tř́ıdy rozděleńı s parametry ρ =
−ξ, C = 1/ξ,D = −1, lze z předchoźıho dostat a0(t) = tξ. Odvozeńı funkce A(t) je však
nutné provést jiným zp̊usobem, nebot’ dle výše uvedeného dostaneme A(t) jako identicky
nulovou funkci.

Dle [38], tvrzeńı 2.3.9, pro ξ > 0 a nějakou kladnou či zápornou funkci A(t) muśı být
splněno

lim
t→∞

U(tx)
U(t)
− xξ

A(t)
= xξ

xρ − 1

ρ
. (A.12)

Rozepsáńım předchoźı limity máme

lim
t→∞

U(tx)
U(t)
− xξ

A(t)
= lim

t→∞

1

A(t)

xξ − 1

tξ − 1

a tedy jediná možná volba pro źıskáńı pravé strany (A.12) je A(t) = (ξ(tξ−1))−1, přičemž
pravá strana je pak ve tvaru (xξ − 1)/ξ. Tud́ıž parametr druhého řádu ρ = −ξ.

Cauchyho rozděleńı. Uvažujme Cauchyho rozděleńı s distribučńı funkćı

F (x) =
1

2
+

1

π
arctg x, pro x ∈ R.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = tg
(
π
[

1
2
− 1

t

])
pro t > 1. Dle (A.2) lze

volit a(t) = U(t), avšak pro Cauchyho rozděleńı se nab́ıźı jednodušš́ı varianta a(t) = t/π.
Protože tg

(
x+ π

2

)
= −cotg x, můžeme psát U(t) = cotg π

t
= t

π
− π

3t
+ o(t−1). Dosazeńım

do podmı́nky atraktivity dostáváme

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

t(x− 1)− 1
t

(
π2

3x
− π2

3

)
+ o(t−1)

t
= x− 1,

č́ımž je podmı́nka (A.1) splněna pro ξ = 1.
Rozepǐsme dále čitatele podmı́nky druhého řádu (A.5), tj. máme

U(tx)− U(t)

a0(t)
−D1(x) =

=
π
[(

tx
π
− π

3tx
+ o(t−1)

)
−
(
t
π
− π

3t
+ o(t−1)

)]

t
− (x− 1) =

π2

3t2

(
1− 1

x

)
+ o(t−2).

Zřejmě tak lze funkci A0(t) zvolit jako A0(t) = π2

3t2
, č́ımž dostaneme výsledek limity (A.5)

ve tvaru 1− x−1 a tedy ρ = −2.
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Burrovo rozděleńı (typ III). Uvažujme Burrovo rozděleńı typu III s parametry λ, τ, η >
0 a s distribučńı funkćı

F (x) =





(
η

η+x−τ

)λ
, pro x > 0,

0, pro x ≤ 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) =
(

η

(1−t−1)1/λ
− η
)−1/τ

. Označme dále c =

1/τ, b = 1/λ. Pomoćı binomického rozvoje můžeme funkci U vyjádřit ve tvaru

U(t) = η−c
(
tb − (t− 1)b

(t− 1)b

)−c
= η−c

(
tb − btb−1 + o(tb−1)

btb−1(1 + o(1))

)c
=

= (bη)−c(t− b+ o(1))c = (bη)−c(tc − cbtc−1 + o(tc−1)).

Odtud
U(tx)− U(t) = (bη)−ctc

(
xc − 1− cbt−1(xc−1 − 1) + o(t−1)

)
.

Zřejmě je pak podmı́nka atraktivity (A.1) splněna pro a(t) = c(bη)−ctc, tj.

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

1

c

(
x1 − 1− cbt−1(xc−1 − 1) + o(t−1)

)
=
xc − 1

c
.

Soustřed’me se nyńı na podmı́nku druhého řádu. Dosazeńım funkce A0(t) ve tvaru

A0(t) = −b(c− 1)

t

do podmı́nky (A.5) dostáváme

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a0(t)

−Dξ(x)

A0(t)
= lim

t→∞

(
xc−1
c
− b

t
(xc−1 − 1) + o(t−1)−Dξ(x)

)

− b(c−1)
t

=
xc−1 − 1

c− 1

a tedy ρ = −1. Dle d̊usledk̊u 1.12 tak dostáváme

a(t) =
a0(t)

1− A0(t)
=
c(bη)−ctc+1

t− b(c− 1)
, A(t) = ρA0(t) =

b(c− 1)

t
.

Loglogistické rozděleńı. Uvažujme loglogistické rozděleńı s parametry α, β > 0 a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =





(
1 +

[
x
α

]−β)−1

, pro x ≥ 0,

0, pro x < 0.

Snadno se nahlédne, že loglogistické rozděleńı je speciálńı typ Burrova rozděleńı typu
III s parametry (λ, τ, η) = (1, β, α−β). Pomocné funkce jsou tedy ve tvaru a(t) = α

β
t1/β,

A(t) = (1− β)/(βt) a parametr druhého řádu ρ = −1.
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Rozděleńı z Weibullova oboru atraktivity

Rovnoměrné rozděleńı. Uvažujme rovnoměrné rozděleńı s parametry a, b, a < b a s dis-
tribučńı funkćı

F (x) =





x−a
b−a , pro a ≤ x ≤ b,

0, jinak.

Pro rovnoměrné rozděleńı máme U(t) = t−1
t

(b−a)+a pro t > 1 a U(tx)−U(t) = x−1
x

b−a
t

.
Při volbě a(t) dle (A.3) dostáváme

a(t) =
b− a
t

,

přičemž h(t) = b − t. Použit́ı vztahu (A.2) vede ke shodnému tvaru funkce a(t), nebot’

pravý koncový bod x∗ = b. Ověř́ıme tedy platnost podmı́nky atraktivity:

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞

x−1
x

b−a
t

b−a
t

=
x− 1

x
.

Tedy rovnoměrné rozděleńı splňuje podmı́nku atraktivity s indexem extrémńı hodnoty
ξ = −1.

Při ověřeńı podmı́nky druhého řádu ve vztahu (A.1) nastává rovnost př́ımo a žádnou
volbou A(t) neńı možné źıskat rovnost v rovnici (A.4). Rovnoměrné rozděleńı tak nesplňuje
podmı́nku druhého řádu a ρ = −∞.

Extremálńı Weibullovo rozděleńı. Uvažujme extremálńı Weibullovo rozděleńı s pa-
rametrem α > 0 a s distribučńı funkćı

F (x) =





exp (−(−x)α) , pro x ≤ 0,

1, pro x > 0.

Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = −
[
−
(
ln
(
1− 1

t

))]1/α
pro t > 1. Funkci U(t)

lze zapsat ve tvaru

U(t) = −t−1/α

[
1 +

1

2αt
+ o(t−1)

]
.

Odvozeńı pomocných funkćı se provede stejně jako v př́ıpadě Fréchetova rozděleńı pro
ξ = −1/α, a tedy tyto jsou ve tvaru

a0(t) =
1

α
t−

1
α , A0(t) =

1 + α

2αt
,

přičemž EV index tohoto rozděleńı je ξ = −1/α a parametr druhého řádu je ρ = −1.

Reverzńı Burrovo rozděleńı. Uvažujme reverzńı Burrovo rozděleńı s parametry
η, τ, λ > 0 a s distribučńı funkćı

F (x) =





1−
(

η
η+(−x)−τ

)λ
, pro x ≤ 0,

1, pro x > 0.
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Kvantilová funkce chvostu je ve tvaru U(t) = −
[
η
(
t1/λ − 1

)]−1/τ
pro t > 1. Pravý kon-

cový bod tohoto rozděleńı je x∗ = 0 a tedy funkci a(t) můžeme dle (A.2) volit ve tvaru
a(t) = ξU(t), kde EV index ξ = −1

λτ
. Dostáváme tak

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= lim

t→∞
λτ

(
1− U(tx)

U(t)

)
= lim

t→∞
λτ

(
1−

[
(tx)1/λ

]−1/τ

[t1/λ − 1]
−1/τ

)
=

= λτ
(
1− x1/(λτ)

)
=
x−1/(λτ) − 1

−1
λτ

.

Dle (A.6) lze dále volit a0(t) ve tvaru a0(t) = ct−1/(λτ), kde c = 1
λτ
η1/τ , tedy a0(t) =

η1/τ

λτ
t−1/(λτ). Protože

U(tx)− U(t) = η
1
τ

[
t
−1
λτ

(
1− x−1

λτ

)
+

1

τ
t
1
λ(−1

τ
−1)
(

1− x 1
λ(−1

τ
−1)
)

+ o
(
t
1
λ(−1

τ
−1)
)]

,

máme

lim
t→∞

1

A0(t)

[
U(tx)− U(t)

a0(t)
−Dξ(x)

]
= lim

t→∞

1

A0(t)

[
λt
−1
λ

(
1− x 1

λ(−1
τ
−1)
)

+ o(t
−1
λ )
]
,

přičemž (A.5) źıskáme pro A0(t) = τ
1+τ

t−1/λ. Odtud lze pak obdržet parametr druhého

řádu ρ = −1
λ

.
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B
Odvozeńı skórového vektoru a Fisherovy

informačńı matice MT-GP modelu
adaptivńı volby prahové hodnoty

V této části bude, v návaznosti na odstavec 3.3, odvozen tvar skórového vektoru a FIM
MT-GP modelu adaptivńı volby prahu. Základńı odvozeńı je možné také nalézt př́ımo
v publikaci [102], zde překládané bylo autorem práce detailně ověřeno a částečně zjed-
nodušeno.

MT-GP model je postaven na myšlenkách grafických technik určeńı optimálńıho prahu,
kdy je vyžadována stabilita parametru tvaru ξ. Zavede se tak diskretizace ξ pomoćı m
prahových hodnot u1, . . . , um, č́ımž se dostane m hodnot ξ1, . . . , ξm. Necht’ X je náhodná
veličina z rozděleńı s distribučńı funkćı F (x). Bud’ vi = ui − u1 pro i = 1, . . . ,m
a wi = vi+1 − vi pro i = 1, . . . ,m − 1. Označme Y překročeńı prahu u1, tj. Y = X − u1.
Předpokládejme dále, že náhodná veličina Y −vi = X−ui má za podmı́nky vi < Y < vi+1

GP(σi, ξi) rozděleńı, přičemž vm+1 := vm− σm/ξm pro ξm < 0 a vm+1 :=∞ jinak. Přitom
je vhodné uvažovat parametry měř́ıtka ve tvaru σi = σ1 +

∑i
j=1 ξjwj. Pak je nav́ıc model

možné popsat pomoćı menš́ıho počtu m+ 1 parametr̊u θ = (σ1, ξ1, . . . , ξm).
Pro ověřeńı platnosti nulové hypotézy H : ξ1 = · · · = ξm, resp. dále H : ξi = · · · = ξm,

lze využ́ıt statistiku (3.16), tedy statistiku ve tvaru

LM(θ̂0) =
1

n
UT (θ̂0)J−1(θ̂0)U(θ̂0).

Zde bude odvozen tvar skórového vektoru U(θ) a FIM J(θ).

Výhodněǰśı je parametrizovat model pomoćı parametru θ∗ = (σ1, φ1, . . . , φm), kde
φi = ξi/σi. V př́ıpadě, že n = 1, je pak logaritmická věrohodnostńı funkce (3.15) ve tvaru

l(θ∗) =
m∑

i=1

1[vi<y<vi+1]

{
ln pi − lnσi −

(
1 +

1

σiφi

)
ln [1 + φi(y − vi)]

}
. (B.1)

Snadno se ukáže, že prvńı členy pravé strany lze vyjádřit následovně, tud́ıž

ln pi =





0, i = 1,

−∑i−1
k=1

ln(1+φkwk)
σkφk

, i = 2, . . . ,m,
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lnσi =





lnσ1, i = 1,

lnσ1 +
∑i−1

k=1 ln(1 + φkwk), i = 2, . . . ,m.
(B.2)

Ze vztahu (B.2) lze tedy postupně psát

σi = σ1

i−1∏

k=1

(1 + φkwk), (B.3)

∂σi
∂σ1

=
i−1∏

k=1

(1 + φkwk) =
σi
σ1

. (B.4)

Označme Ti := 1+φi(y−vi),Ri := (σiφi)
−1 lnTi, γi := 1+φiwi. Derivováńım věrohodnostńı

funkce (B.1) dostáváme

∂l(θ∗)

∂σ1

= − 1

σ1

m∑

i=1

1[vi<y<vi+1] {ln pi + 1−Ri},

∂l(θ∗)

∂φk
=

m∑

i=1

1[vi<y<vi+1]

{
∂ ln pi
∂φk

− ∂ lnσi
∂φk

− ∂ lnTi
∂φk

− ∂Ri

∂φk

}
,

kde

∂ ln pi
∂φk

= 1[k≤i−1]
1

σkφk

{
ln γk
φk
− wk
γk

}
+
wk
γk

i−1∑

j=1

1[k≤j−1]
ln(γj)

σjφj
,

∂ lnσi
∂φk

= 1[k≤i−1]
wk
γk
,

∂ lnTi
∂φk

= 1[k=i]
y − vi
Ti

,

∂Ri

∂φk
= 1[k=i]

1

σiφi

{
y − vi
Ti
− σiRi

}
− 1[k≤i−1]

wkRi

γk
.

Odtud lze již př́ımo źıskat skórový vektor Uy(θ̂∗0) pro př́ıpad n = 1 a pozorováńı hodnoty y.
Pro obecněǰśı př́ıpad n-rozměrného náhodného výběru Y = (Y1, . . . , Yn) se skórový vektor

U(θ̂∗0) jednoduše dostane součtem všech skórových vektor̊u pro jednotlivá pozorováńı
odvozených na základě věrohodnostńı funkce (B.1), tedy

U(θ̂∗0) =
n∑

i=1

Uyi(θ̂
∗
0).

Prvky výběrové FIM J̃(θ∗) =
(
J̃ij(θ

∗)
)m+1

i,j=1
=
(
−∂2l(θ∗)
∂θ∗i ∂θ

∗
j

)m+1

i,j=1
obdrž́ıme dle (2.11) ve

tvaru

−∂
2l(θ∗)

∂σ2
1

= − 1

σ2
1

m∑

i=1

1[vi<y<vi+1] {2 ln pi + 1− 2Ri},

−∂
2l(θ∗)

∂σ1∂φk
=

1

σ1

m∑

i=1

1[vi<y<vi+1]

{
∂ ln pi
∂φk

− ∂Ri

∂φk

}
,

−∂
2l(θ∗)

∂φ2
k

= −
m∑

i=1

1[vi<y<vi+1]

{
∂2 ln pi
∂φ2

k

− ∂2 lnσi
∂φ2

k

− ∂2 lnTi
∂φ2

k

− ∂2Ri

∂φ2
k

}
,
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a pro k > l

−∂
2l(θ∗)

∂φk∂φl
= −

m∑

i=1

1[vi<y<vi+1]

{
∂2 ln pi
∂φk∂φl

− ∂2Ri

∂φk∂φl

}
,

přičemž uvedené parciálńı derivace jsou dány následovně:

∂2 ln pi
∂φ2

k

= 1[k≤i−1]
1

σkφ2
k

{
2wk
γk

+
w2
kφk
γ2
k

− 2 ln γk
φk

}
− w2

k

γ2
k

i−1∑

j=1

1[k≤j−1]
2 ln γj
σjφj

,

∂2 lnσi
∂φ2

k

= 1[k≤i−1]
−w2

k

γ2
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Prvky očekávané FIM J(θ∗) = (Jij(θ
∗))m+1

i,j=1 lze dále źıskat integraćı dle (2.14). Přitom
je vhodné u parciálńıch derivaćı věrohodnostńı logaritmické funkce l(θ∗) rozlǐsit členy,
které neobsahuj́ı a které obsahuj́ı proměnnou y. Dle předchoźıch vyjádřeńı tak lze každý pr-
vek J̃rs(θ

∗) výběrové FIM vyjádřit jako součet funkćıArsi ,Brs
i (y), přičemž prvky očekávané

FIM obdrž́ıme ve tvaru

Jrs(θ
∗) = −E

(
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)
=
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i (y)pihi(y) dy. (B.5)

Prvńı člen vyjádřeńı (B.5) byl źıskán z (3.13), odkud plyne P (vi < Y < vi+1) =

pi

(
1− γ−1/ξi

i

)
. V závislosti na hodnotách index̊u (r, s) zahrnuje druhý člen vztahu (B.5)

vybrané následuj́ıćı členy [102]:
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i (ξi ln γi).
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C
Software EVDest

Tato část je věnována popisu softwaru EVDest [7], který byl vytvořen primárně za účelem
určeńı odhad̊u návratových úrovńı extrémńıch událost́ı a jejich interval̊u spolehlivosti.
Software využ́ıvá jak blokového, tak prahového modelu, které byly diskutovány v od-
stavci 2.1, na jejichž základě jsou určeny odhady parametr̊u modelového GEV, resp. GP
rozděleńı. Software je možné použ́ıt jednak pro př́ıpad nezávislých pozorováńı, ale také
pro stacionárńı řady, které byly popsány v kapitole 5. Pro účely nakládáńı se závislými
pozorováńımi nab́ıźı software možnost odhadu extremálńıho indexu podle Gomes (viz
odstavec 5.2), př́ıpadně je také vybaven základńı možnost́ı declusterováńı (runs decluste-
rováńı). Software EVDest je dostupný na adrese:

http://www.umat.feec.vutbr.cz/software/evdest.html

Spuštěńı

Ke správné funkčnosti je potřeba Matlab se statistickým toolboxem (software byl testován
na verzi Matlab 8.2 R2013b). Pro správný chod softwaru je nutné, aby byl nainstalován
MATLAB Compiler Runtime; tento je přiložen k softwaru EVDest, př́ıpadně je ke stažeńı
na internetových stránkách Mathworks. Spuštěńı softwaru se provede otevřeńım souboru
EVDest.exe.

Popis programu

Volba modelu se vždy provád́ı v záložce File. Na výběr má uživatel následuj́ıćı možnosti:

Nezávislá pozorováńı (Independent Series)

V této části jsou zahrnuty modely pro analýzu nezávislých pozorováńı. V záložce je dále
možné zvolit mezi modelem blokových maxim a př́ıstupem POT (prahový model). V obou
př́ıpadech je vstupem datový soubor nezávislých měřeńı. K softwaru jsou přiloženy testo-
vaćı datové soubory vycházej́ıćı z analyzovaných srážkových dat, které je možné použ́ıt;
data vhodná pro vyhodnoceńı jednotlivými metodami jsou př́ıslušně označena v názvu.

V prahovém modelu je možné volně nastavit vhodné prahové hodnoty - pro snadněǰśı
volbu jsou v této sekci implementovány grafické metody volby prahu představené v od-
stavci 3.1 (viz obrázek C.1). Při použit́ı modelu blokových maxim je nutné, aby vstupńı
datový soubor obsahoval již hodnoty blokových maxim.

V obou př́ıpadech je nav́ıc uživateli dána možnost testováńı shody modelového rozdě-
leńı pomoćı test̊u dobré shody (χ2 test, K-S test, A-D test) či pomoćı grafických me-
tod (histogram, Q-Q plot). Při použit́ı metody blokových maxim je možné odhadnout
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C. Software EVDest

jen návratové úrovně (RT - Return Levels) T -letých událost́ı, zat́ımco při použit́ı pra-
hového modelu lze nastavit návratovou úroveň pro libovolný počet m pozorováńı. Při
použit́ı prahového modelu je však nutné zadat počet let měřeńı (No. of years). Pro
danou hladinu významnosti α software také určuje asymptotický interval spolehlivosti
pro návratovou úroveň (Lower RT, Upper RT), přičemž všechny odhady jsou zobrazovány
v grafu.

Závislá pozorováńı (Dependent Series)

Při volbě analýzy závislých pozorováńı nab́ıźı software možnost použit́ı prahového mo-
delu s využit́ım runs declusterováńı (odstavec 5.1) nebo s využit́ım odhadu extremálńıho
indexu. Pro oba účely slouž́ı testovaćı data v souboru Dependent.txt. Volba prahu se
opět provede na základě grafických metod.

Při declusterováńı je nutné ve spodńı části nastavit hodnotu decluterovaćıho runs
parametru. Testovaćı data představuj́ı minutová měřeńı, tj. hodnota tohoto parametru
pak určuje, kolika minutami podprahových hodnot jsou odděleny r̊uzné shluky. Pro r̊uzná
nastaveńı declusterovaćıho parametru lze pozorovat změny v odhadech návratových úrovńı
a jejich interval̊u spolehlivosti.

Prahový model postavený na odhadu extremálńıho indexu využ́ıvá odhad Gomes (viz
odstavec 5.2), který se ukazuje jako dostatečně robustńı. Je také odhadnuta variabilita

odhadu θ̂G, přičemž tato je využita při konstrukci intervalových odhad̊u návratových
úrovńı. Nastaveńı pomocných parametr̊u odhadu θ̂G neńı uživateli dáno k dispozici, op-
timálńı hodnoty parametr̊u však vycháźı ze studíı [60, 13, 5].

Obrázek C.1: Prostřed́ı softwaru EVDest.
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D
Popis programů k analýze extrémńıch

hodnot

K analýze extrémńıch hodnot byly v softwaru Matlab vytvořeny následuj́ıćı skripty a funkce.
Tyto využ́ıvaj́ı statistický a optimalizačńı toolbox (testováno pro verzi Matlab 2014a),
který je nutné mı́t nainstalován. Některé z dále představených funkćı jsou také součást́ı
softwaru EVDest (viz dodatek C).

db_hill.m Výpočet asymptotických kvadratických odchylek q∗m,b(k) Hillova
odhadu EV indexu pro použit́ı dvojitě bootstrapového algoritmu
odhadu vhodného počtu k horńıch pořadových statistik (viz algo-
ritmus na str. 61). Funkce je vzhledem k časové náročnosti opako-
vaných výpočt̊u vhodněǰśı než funkce hill.m, nebot’ poč́ıtá hod-
noty q∗m,b(k) pro všechny hodnoty b = 1, . . . , B a k = 2, . . . ,m
současně.

db_moe.m Výpočet odhad̊u asymptotických kvadratických odchylek EV in-
dexu q∗m,b(k) pro použit́ı dvojitě bootstrapového algoritmu od-
hadu vhodného počtu k horńıch pořadových statistik (viz algo-
ritmus na str. 61). Funkce je vzhledem k časové náročnosti opa-
kovaných výpočt̊u vhodněǰśı než funkce moe.m, nebot’ poč́ıtá hod-
noty q∗m,b(k) pro všechny hodnoty b = 1, . . . , B a k = 2, . . . ,m
současně.

decluster.m Vzorkováńı přibližně nezávislých pozorováńı ze souvislé časové
řady pomoćı technik blocks a runs declusteringu (odstavec 5.1).

ems.m Vzorkováńı přibližně nezávislých agregovaných pozorováńı
(mı́něno pro srážkové úhrny) ze souvislé časové řady na základě
nastavitelné separačńı periody dle metodiky [96].

hill.m Hill̊uv odhad EV indexu.

intensity.m Vzorkováńı závislých agregovaných pozorováńı (mı́něno pro
srážkové úhrny) ze souvislé časové řady. Agregace prob́ıhá na
základě disjunktńıch blok̊u dle sledované doby trváńı (např.
deště).
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jth_moment.m Pomocná funkce pro určeńı j-tých moment̊u pro momentové od-
hady parametr̊u ξ a σu (str. 48).

moe.m Momentový odhad EV indexu a parametru měř́ıtka GP rozděleńı
(str. 50, 52).

moe3.m Pomocný momentový odhad ξ̂M3(k) EV indexu založený na mo-
mentech 3. řádu (str. 62).

mrlp_par_plot.m MRL plot, grafy stability parametr̊u GP rozděleńı a testy dobré
shody nadprahových hodnot.

theta_GAT.m Odhad extremálńıho indexu a jeho variability pomoćı metody
Gomes a Ancony-Navarreteho a Tawna (odstavec 5.2).
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[9] HOLEŠOVSKÝ, J., FUSEK, M. Metody analýzy extrémńıch hodnot a jejich softwa-
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[56] FUKUTOME, S., LINIGER, M.A., SÜVEGES, M. Automatic threshold and run
parameter selection: a climatology for extreme hourly precipitation in Switzerland.
Theoretical and Applied Climatology, 2014, vol. 120, no. 3, pp. 403-416.
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B. Frequency analysis of a sequence of dependent and/or non-stationary hydro-
meteorological observation: A review. Journal of Hydrology, 2006, vol. 329, pp. 534-
552.
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[89] KYSELÝ, J., PICEK, J., BERANOVÁ, R. Estimating extremes in climate change
simulations using the peaks-over-threshold method with a non-stationary threshold.
Global and Planetary Change, 2010, vol. 72, no. 1-2, pp. 55-68.

[90] LAGARIAS, J.C., REEDS, J.A., WRIGHT, M.H., WRIGHT, P.E. Convergence pro-
perties of the Nelder-Mead simplex method in low dimensions. SIAM Journal on
Optimization, 1998, vol. 9, pp. 112-147.

[91] LARSEN, R.J., MARX, M.L. An Introduction to Mathematical Statistics and Its
Applications. 5th edition. Boston: Pearson Education, 2012. ISBN-13 978-0-312-
69394-5.

[92] LAURINI, F., TAWN, J.A. New Estimators for the Extremal Index and Other Cluster
Characteristics. Extremes, 2003, vol. 6, pp. 189-211.

139



Literatura

[93] LEADBETTER, M.R., LINDGREN, G., ROOTZÉN, H. Extremes and Related Pro-
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Seznam symbol̊u a zkratek

→, ↑, ↓ Bodová konvergence, konvergence zleva, konvergence zprava

P−→ Konvergence podle pravděpodobnosti

d−→ Konvergence v distribuci

d
= Rovnost v distribuci
d≈ Přibližná rovnost v distribuci, tj. X

d≈ Y ⇒ ∀x :
P (X ≤ x) ≈ P (Y ≤ x)

' Asymptotická ekvivalence, tj. a(t) ' b(t)⇒ limt→∞ a(t)/b(t) = 1

c+, c− max(c, 0),min(c, 0)

bcc Největš́ı celé č́ıslo menš́ı než nebo rovné c

o(g) Landauova notace, f(x) ∈ o(g(x))⇔ limx→∞ f(x)/g(x) = 0

1[A] Charakteristická funkce jevu A

P Pravděpodobnost

supp (f) Nosič funkce f

R Množina reálných č́ısel

Γ Gama funkce

N(µ, σ2) Normálńı rozděleńı s parametrem polohy µ a parametrem měř́ıtka σ2

X, Y Náhodné veličiny

X Náhodný vektor

X ∼ N(µ, σ2) Náhodná veličina X má dané rozděleńı

F Distribučńı funkce

Fn Empirická distribučńı funkce

f← Zleva spojitá inverzńı funkce k f , str. 17

U Kvantilová funkce chvostu, U = (1/(1− F ))←, str. 18

ξ Index extrémńı hodnoty

ρ ≤ 0 Parametr druhého řádu

Rα Množina regulárně se měńıćıch funkćı s indexem α

θ Extremálńı index

σu Parametr měř́ıtka GP rozděleńı

λ̂ Odhad parametru λ

x∗, x∗ Pravý a levý koncový bod rozděleńı, str. 16

Gξ, G Distribučńı funkce GEV rozděleńı s EV indexem ξ, str. 20
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Seznam zkratek

H Distribučńı funkce GP rozděleńı, str. 39

Dξ Limitńı funkce podmı́nky atraktivity, str. 23

Hξ,ρ Limitńı funkce podmı́nky druhého řádu, str. 31

D(Gξ) Obor atraktivity GEV rozděleńı s EV indexem ξ

a, A Pomocná funkce prvńıho a druhého řádu, str. 23 a 31

Φ Distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı

χ2
n χ2 rozděleńı s n stupni volnosti

EV index Index extrémńı hodnoty ξ

GEV rozděleńı Zobecněné rozděleńı extrémńıch hodnot (Generalized Extreme
Value)

GP rozděleńı Zobecněné Paretovo rozděleńı (Generalized Pareto)

KM proces Proces klouzavých maxim

maxAR proces Max-autoregresńı proces

MT-GP Multiple-Threshold Generalized Pareto; metoda určeńı prahové
hodnoty

MV metoda Metoda maximálńı věrohodnosti

MV odhad Maximálně věrohodný odhad

RV index Index regulárńı variace
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