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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva popisem ploch s konstantni Gaussovou kfivosti a jejim hlav-
nim cilem je provést klasifikaci téchto ploch. Prvni ¢ast je vénovana klasifikaci rotacnich ploch
s konstantni Gaussovou kfivosti. Nasleduje popis vybranych ploch s nulovou Gaussovou kii-
vosti, na kterych je ukazano, Ze u nich 1ze dospét ke stejnému tvaru prvni zakladni formy.
Dalsi c¢ast se vénuje klasifikaci vSech ploch s nulovou Gaussovou kfivosti. Prace je doplnéna
obrazky vybranych ploch pro lepsi pfedstavu a snazsi porozumeéni textu.

Abstract

This bachelor thesis deals with description of surfaces with constant Gaussian curvature and
its main goal is to classify these surfaces. The first part is devoted to the classification of sur-
faces of revolution with constant Gaussian curvature. The next part consists of description of
selected surfaces with zero Gaussian curvature, on which is shown that the same shape of the
first fundamental form can be achieved. The last part deals with the classification of all sur-
faces with zero Gaussian curvature. For easier understanding of the text, the thesis includes
images of selected surfaces.
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1 Uvod

Abychom ur¢ili zaktiveni néjaké plochy, musime zadat smér pohybu po plose. Napriklad kru-
hovy valec je maximalné zakfiveny ve sméru tecen k horizontalnim kruznicim, zatimco ve
sméru vertikalnich primek je valec "rovny". Na druhou stranu, rovina nebo sféra jsou ve vsech
smérech zakfiveny stejné.

V klasické diferencialni geometrii se "zakfiveni" plochy vyjadfuje pomoci pojmu norma-
lové kiivosti x4, kde a je teny vektor k plose S (pfesnéji feceno, a € TxS patii do te¢ného
prostoru plochy S v bodé X € S). Extremalni hodnoty k; a x; normalové kiivosti k¢ se pak
nazyvaji hlavni kfivosti plochy. V pfipadé naseho kruhového valce o poloméru r jsou hlavni
kfivosti rovny k; = 0 (ve sméru vertikalnich pfimek) a k; = % (ve sméru tecen k horizontalnim
kruzZnicim).

Plose S vsak muzeme v kazdém jejim bodé X € S priradit Gaussovu kfivost K, ktera na
rozdil od normalové kfivosti k¢ nezavisi na sméru. Gaussova kfivost se definuje jako soucin
K = kj - k3 hlavnich kfivosti v daném bodé a ma v diferencialni geometrii celou fadu pozo-
ruhodnych aplikaci. Uvedme nyni aspon nékteré. Naptiklad pokud K > 0, tak danym bodem
plochy (elipticky bod) neprochazi zadna pfimka a pokud K < 0, tak danym bodem plochy
(hyperbolicky bod) prochazi pravé dvé primky. Pfimkové plochy jsou pak charakterizovany
vztahem K < 0, rozvinutelné plochy vztahem K = 0 a izometrické plochy maji v odpovida-
jicich si bodech stejnou Gaussovu kfivost K. Rovina ma ve vSech bodech nulovou Gaussovu
kiivost a sféra ma ve vSech bodech konstantni kladnou Gaussovu kfivost.

Vzhledem k zasadnimu vyznamu Gaussovy kfivosti v diferencialni geometrii ma tedy smysl
zabyvat se popisem ploch s konstantni Gaussovou kfivosti, coz bude pfedmétem této bakalar-
ské prace. Predlozena prace ma nasledujici strukturu.

V nasledujici druhé kapitole pfipomeneme nékteré pojmy z klasické diferencialni geomet-
rie kiivek a ploch, které budeme pottebovat v dalsim textu. Vétsina pojmu a vysledkt z druhé
kapitoly je pfevzata ze skript [3]. Vysledek z Véty 2.31 je obsazen v monografii [7] jako cvi-
¢eni, my jsme jej zde vSak dokazali jako samostatné tvrzeni. Do druhé kapitoly jsme rovnéz
zaradili podkapitolu 2.3 o eliptickych integralech druhého druhu, které budeme pottebovat v
parametrickém vyjadreni nékterych rotac¢nich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti.

Treti kapitola je vénovana klasifikaci rotac¢nich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti.
Nejdfive odvodime jednoduchy vztah (3.2) pro Gaussovu kfivost rotacni plochy, jejiz profil je
parametrizovan obloukem. Podle Véty 2.31 se pfi klasifikaci ploch miZzeme omezit na pfipady
K =0,K = 1aK = —1.Ukéazeme, ze do parametrického vyjadieni nékterych ploch s konstantni
kladnou a konstantni zapornou Gaussovou kfivosti podstatnym zpasobem vstupuji eliptické
integraly druhého druhu.

Ve ctvrté kapitole uvedeme prehled nejznaméjsich ploch s nulovou Gaussovou kfivosti.
Pata kapitola je pak vénovana klasifikaci vSech ploch s nulovou Gaussovou kfivosti (nikoliv
nutné rotac¢nich ploch). Ukazeme, 7e v pfipadé nulové Gaussovy kfivosti se miZeme omezit
na primkové plochy. V Sesté kapitole ukazeme nékteré souvislosti ploch s konstantni Gaus-
sovou kfivosti s neeuklidovskou geometrii. V zavérecné sedmé kapitole provedeme shrnuti a
uvedeme zde rovnéz nékteré obecné vysledky.
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2 Zakladni pojmy z diferencialni geometrie

Abychom mohli studovat plochy s konstantni Gaussovou kfivosti, musime nejdrive uvést né-
které zakladni pojmy a poznatky z diferencialni geometrie kiivek a ploch. Vétsina pojmi a
vysledki z této pripravné kapitoly pochazi ze skript [3]. Nejdfive definujeme pojem vekto-
rové funkce v, kterou budeme pouzivat k zavedeni ktivek a ploch.

Definice 2.1. Necht I C R je interval. Zobrazeni v : I — R" nazveme vektorovou funkci na
intervalu I.

Vektorovou funkci pak mizeme zapsat ve tvaru ov(t) = (01(t),v(t),....,0,(t)), kde realné
funkce v; : I — R se nazyvaji slozky vektorové funkce v.

Definice 2.2. Vektorova funkce v : I — R” ma limitu vy € R" v bodé ¢, € R, jestlize Ve > 0
35 > 0 takové, ze Vt splnujici |t — to| < 6, t # to, plati ||o(¢) — v]| < €. Potom piSeme
Uy = limt_% U(t).

Definice 2.3. Vektorova funkce v : I — R" je v bodé ¢, € R spojita, jestlize lim,_,; v(t) =
U(t()).

o(t)—v(ty)

> hazveme ji derivaci vektorové funkce o(t) v bodé

Definice 2.4. Existuje-li lim;_,;,

to. Tuto derivaci zna¢ime dvog?) nebo v’ (1y). Derivace vyssiho fadu pak definujeme obvyklym

zpusobem iteraci.

Bez dtikazu uvadime nasledujici tvrzeni o spojitosti a derivaci vektorové funkece.

Véta 2.5. Vektorova funkcev : I — R" je v bodé ty € I spojita, jestlize vSechny jeji slozky jsou
spojité v bodé ty. Vektorova funkcev ma v bodé t, € I derivaci, jestlize vsechny jeji slozky v; maji
derivaci v bodé ty .

2.1 Krivky
Definice 2.6. Necht I C R je interval. Zobrazeni f : I — R" nazveme pohyb v R™.

Definice 2.7. Pohyb f : I — R" nazveme regularni, jestlize V¢ € I plati i 4§ (vpravo je

dt
oznaceni nulového vektoru).

Definice 2.8. Pohyb f : I — R" nazveme jednoduchy, jestlize zobrazeni f je injektivni, tj.
Vi, ty € Ity # tp plati f(t;) # f(t2).

Definice 2.9. Jednoduchou kfivkou tfidy C" nazveme mnozinu C C R" takovou, Ze existuje
jednoduchy a regularni pohyb f : I — R”" tfidy C”, jehoz obrazem je mnozina C, tj. f(I) = C.
Zobrazeni f : I — R" se pak nazyva parametrizace kfivky C.

Regularita pohybu znamena, ze v kazdém bodé mame nenulovou derivaci vektorové funkce
f, tedy nenulovou rychlost pohybu. V kazdém bodé t € I tedy existuje nenulovy te¢ny vektor
kfivky f”(t). Jednoduchost pohybu zajisti, ze kfivka sama sebe neprotina. Oznacenim kiivka
tridy C", resp. funkce tfidy C", mame na mysli kfivku, jejiz parametrizace ma spojité vsechny
derivace az do fadu r véetné.

Definice 2.10. Ktivkou tfidy C" nazveme mnozinu C C R", takovou Ze VX € C existuje okoli
0(X) bodu X tak, ze prinik C N o(X) je jednoducha kfivka t¥idy C". Parametrizace téchto
prunika C N o(X) se pak nazyvaji lokalni parametrizace kiivky C.
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V dal$im textu zavedeme jisté zjednoduseni. Podle vzorce znamého z analyzy se délka
kfivky mezi body X = f(t;) a Y = f(t,) spocita pomoci vzorce

/tl IF(0)dr = / \/dﬁ(f) (”’f;“)

Definice 2.11. Parametrizace f : I — R" se nazyva pfirozena, jestlize Vs € I plati || f"(s)|| = 1,
tedy tecny vektor je v kazdém bodé jednotkovy. V tomto pfipadé parametr znacime pismenem
s a nazyvame ho pfirozeny parametr nebo také oblouk.

Délka oblouku ktivky mezi body X = f(s;) a Y = f(s2) se potom rovna

/ NP Ollde = 55— 51,

S1

V dalsim textu budeme mit pfi pouziti parametru s na mysli pfirozenou parametrizaci kfivky.
Pro definici kfivosti kiivky C budeme potfebovat pojem styku kiivek.

Definice 2.12. Ktivky C;, C; maji ve spolecném bodé X styk radu k, jestlize existuji takové
jejich lokalni parametrizace fi(s), f2(s), fi(s0) = f2(s0) = X, Ze se rovnaji jejich derivace v bodé
d'fi(so) _ d'fp(s0) ‘

so az do fadu k, tj. Vi = 1, ..., k plati o =

Maji-li dvé kiivky ve spolecném bodé X styk 1. fadu, znamena to, Ze maji v daném bodé spo-
le¢nou te¢nu. Ma-li kfivka se svoji tecnou v bodé X styk 2. fadu, dany bod nazyvame inflexni,
napft. kazdy bod pfimky je inflexni. V kazdém neinflexnim bodé kfivky C pak existuje jedina
kruznice, ktera ma styk 2. radu s kiivkou C a tato kruznice se nazyva oskulacni.

Definice 2.13. Kftivosti kfivky C rozumime pfevracenou hodnotu poloméru oskula¢ni kruz-
nice v jejim neinflexnim bodé, v pripadé inflexniho bodu je kfivost rovna nule. K¥ivost v bodé
so znacime k(sg).

d*f(s0)

P ity
—5Z||s pricemz vektor =5

V neinflexnim bodé X = f(sy) plati pro kiivost vztah k(sp) = H

jehoz velikost nam dava kfivost, se nazyva vektor kfivosti.

2.2 Plochy

K definici plochy je potfeba dvou parametri, takze k jejimu zavedeni budeme potfebovat vek-
torovou funkci dvou proménnych. Jedn4 se o zobrazeni f : D — R3, kde D C R? je oteviena
mnozina. Limitu, spojitost a derivaci vektorové funkce dvou proménnych bychom zavedli ana-
logicky jako u vektorové funkce jedné proménné, nebudeme je zde tedy uvadeét.

Definice 2.14. Jednoduchou plochou tiidy C" nazveme mnozinu S C R3 takovou, Ze existuje
oteviend mnozina D C R? a injektivni zobrazeni f : D — R3 t¥idy C", jehoZ obrazem je
mnozina S, tj. f(D) = S a v kazdém bodé (u,v) € D jsou vektory f; a f; linearné nezavislé.
Zobrazeni f : D — R3 nazyvame parametrizace plochy S.

Mnozina D se nazyva oblast parametrii. Stejné jako u jednoduché kfivky pozadujeme u jed-
noduché plochy injektivnost zobrazeni f, coz zajisti, aby plocha sama sebe neprotinala. Poza-
davek linearni nezavislosti vektort f; a f; na celé mnoziné D je ekvivalentni s pozadavkem
fix f # 0. Zaru¢f nam existenci te¢né roviny plochy S v kazdém bodé (u,0) € D. Te¢na
rovina plochy S v bodé X je uréena bodem X € S a vektory f a f,; a znadi se 7xS. Jedna se o
euklidovsky prostor. Miizeme také pracovat s jeho zamérenim TxS := {XB;A, B € 1S}, tento
vektorovy prostor se nazyva te¢ny prostor plochy S v bodé X.

14



Definice 2.15. Plochou t¥idy C" nazveme mnozinu S C R? takovou, Ze VX € S existuje okoli
0(X) bodu X tak, ze S N 0(X) je jednoducha plocha tfidy C". Parametrizace pranika S N o(X)
se pak nazyvaji lokalni parametrizace plochy S.

Lokalné muzeme kazdou plochu vyjadrit tfemi zpsoby:

(i) parametricky: S = {(x,y,2z) € R} x = x(u,0),y = y(u,v), z = z(u,0), (u,0) € D}

(ii) implicitné: S = {(x,y,z) € R3; F(x,y,2z) = 0}

(iii) explicitné: S = {(x,y,z) € R}z = f(x,y), (resp. x = f(y,z) neboy = f(x,2))}
Podobné jako styk kfivek nyni zavedeme také styk kfivky s plochou a styk dvou ploch.

Definice 2.16. Krivka C a plocha S maji ve spolecném bodé X styk fadu k, jestlize 1ze na plose
S najit kfivku C prochéazejici spole¢nym bodem X takovou, ze kfivka C ma s kfivkou C v tomto
bodé styk fadu k.

Definice 2.17. Plocha S; a plocha S, maji ve spole¢ném bodé X styk fadu k, jestlize kazda
krivka na plose S, prochazejici bodem X ma v tomto bodé styk fadu k s plochou S;.

Maji-li dvé plochy S; a S; ve spolecném bodé X styk 1. fadu, znamena to, Ze maji v daném
bodé spole¢nou te¢nou rovinu, tedy 7xS; = 7xS; . Rikime, Ze plochy S; a S, se dotykaj.

Véta 2.18. Plocha S; a plocha S; maji ve spolecném bodeé X styk radu k prave tehdy, kdyz existuji
lokalni parametrizace téchto ploch fi(u,v) a fo(u,v) spliujici fi(ug, v9) = X = fa(uo, vo) takove,
zeVi=0,....k, kde iy + iy = i plati

9" fi(uo,v0) _ ' foluo, vo)
oulldvlz  Quhdoiz

Dale budeme potfebovat pojem prvni a druhé zakladni formy plochy. V obou ptipadech
se bude jednat o kvadratické formy, tedy zobrazeni g z vektorového prostoru V. = TxS do
mnoziny realnych ¢isel R (g : V. — R) takové, Ze k nému existuje symetricka bilinearni forma
f takova, 7ze Yo € V plati g(v) = f(v,v). Bilinearni forma je zobrazeni f : VXV — R
linearni vzhledem k obéma vektorovym argumentim. Uvazujme nyni jednoduchou plochu S
s parametrizaci f(u,v). Jeji te¢na rovina 7xS v bodé X je urcena vektory f; a f, v daném bodé.
Libovolny vektor a z te¢ného prostoru Tx S tak miizeme zapsat jako linearni kombinaci tecnych
vektorti a = a' f] + a*f/, kde a', a® € R jsou koeficienty. Nyni vyjadiime skalarni sou¢in dvou
vektort a, b € TxS ve tvaru

arb= (@ +af) - S+ BL) = @ f) + (@B + @ f) + PV ).
Skalarni souciny vektort f; a f, oznac¢ime nasledovné:
fo-fi=gn fu fi=9u2=9n [ f) =92
Ziskali jsme symetrickou bilinearni formu f na TxS s koeficienty g;;:
fla,b)=a-b= alblgn + (a'b? + azbl)glz + azbzggg = aibjgij.

(V poslednim vzorci pouzivame obvyklou Einsteinovu sumacni konvenci). Existuje tedy kva-
draticka forma ¢; takova, ze Ya € TxS plati ¢1(a) = f(a,a) = a- a,

p1(a) = a-a=|all* = gu(a')? +2g12a'a® + goa(a®)*.
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Definice 2.19. Uvedena kvadraticka forma, kterou znac¢ime symbolem ¢4, se nazyva prvni
zékladni forma plochy S. Symboly g;;, kterymi jsme oznadili skalarni souciny tecnych vektorti
fi a f), se nazyvaji koeficienty prvni zakladni formy.

Koeficienty prvni zékladni formy jsou funkcemi proménnych u,v. Pfeznacime-li vektor a €
TxS nésledujicim zptisobem a = (a!, a*) = (du, dv), tak prvni zakladni formu plochy miizeme
zapsat ve tvaru

@1 = g11(du)® + 2g12dudo + go3(dv)?.

Plocha S vsak nemusi byt vzdy zadana pouze parametricky, proto uvedeme jesté vztahy pro
vypocet koeficientt prvni zakladni formy pro implicitni a explicitni vyjadfeni. Pokud je plocha
S zadana implicitné rovnici F(x, y, z) = 0, pak pro koeficienty g;; plati vztahy

7\ 2 2
1 F 12 =920 = gy 92 Fr

Pokud je plocha S zadana explicitné rovnici z = f(x, y), pak pro koeficienty g;; plati vztahy

gu=1+(f)* gz=9ga =f; fypo 92 = 1+(fy,)2'

Uvazujme nyni plochu S s parametrizaci f (u, v) a kfivku C na plose S, jejiz rovnice v oblasti
parametrt D jsou u = u(s),v = v(s). Kfivka C je tedy v prostoru dana parametrizaci y(s) =
f(u(s),v(s)). Vkazdém bodé X plochy S Ize ur¢it jednotkovy vektor normaly

_ xR
Al

orientace tohoto vektoru nam urcuje orientaci plochy. Pokud by pii spojitém pohybu po uza-
viené kfivce na plose S presel vektor normaly v opac¢ny smér, plochu nazveme neorientova-

telnou. Vyse jsme uvedli vzorec pro kfivost kfivky zadané pfirozenou parametrizaci, ktery

d*y(s)
ds?

nx

muzeme nyni aplikovat na ktivku C lezici na plose S. Potom plati k(s) = H

Definice 2.20. Pro kfivku C na plose S definujeme normalovou kfivost k, v bodé X jako kolmy

d’y(s)
ds?

prumét vektoru kfivosti do sméru normalového vektoru n, tj. k, = n -

Protoze normalova kfivost kfivky C na plose S v bodé X zavisi pouze na tecném vektoru
kfivky v daném bodé (nikoliv na kfivce samotné), mizeme mluvit o normalové kfivosti pro
dany tecny smér na plose S.

Definice 2.21. Pro jednotkovy tecny vektor a € TxS, a = % definujeme normalovou kfivost

o d? . , ;o o ,
plochy S ve sméru vektoru a vztahem k;, = n - % (jedna se o skalarni soucin uvedenych

vektoru).
Nyni pouzijeme symboly h;; pro oznaceni nasledujicich skalarnich soucinti
4 44 4
hu=n-fu he2=ha=n-fn ha=n-f

Zobrazeni ¢;(a) = a'a’h;; je kvadratickou formou na te¢ném prostoru TxS. Nyni budeme opét
vektor a € TxS znacit ve tvaru a = (du, dv).

Definice 2.22. Kvadraticka forma ¢, = hyydu® + 2hdudv + hy,do? se nazyva druhé zakladni
forma plochy S. Symbolim h;; fikdme koeficienty druhé zékladni formy.
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Druha zakladni forma plochy S pfifazuje kazdému jednotkovému te¢nému vektoru a = (du, dv)
normalovou kfivost ve sméru tohoto vektoru, tedy ¢,(a) = k?. Pro libovolny (ne nutné jed-
notkovy) vektor a € TxS plati

a _ @2(a)

Ky = :
¢1(a)

Vyznam normalové kfivosti kf je v tom, zZe vyjadiuje zakiiveni (ohybani) plochy ve sméru
vektoru a € TxS. Dale uvedeme vztahy pro vypocet koeficientts druhé zakladni formy z riz-
nych vyjadieni plochy S. Pokud je plocha S zadana parametricky, tedy S = {(x,y,z) € R*;x =
x(u,0),y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € D}, pak pro koeficienty h;; plati vztahy

/

X,

4
u yu Zu
1 / /

’
hij = X Y %

- 0
V911922 — (g12)? x{} y:; z

ij

/

kde indexy i a j u druhych derivaci funkei x, y, z zna¢i proménné u a v, tj. xl’; = X,
Pokud je plocha S zad4na implicitné rovnici F(x, y, z) = 0, pak pro koeficienty h;; plati vztahy
S N e A N 7
1= R ; 12 = Ng1 = R , 22 = R ;
kde R = |F.|(F.% + Fl’/2 +F?).
Pokud je plocha S zadana explicitné rovnici z = f(x, y), pak pro koeficienty h;; plati vztahy

7 17" 1/

Xy vy
h]l = # hlz = h-z] e —— hzz E——
J1+ A2+ 12 J1+ 2+ 1?2 J1+ A2+ 12

Nyni se budeme vénovat typtiim bodi na plose. Vsechny body mizeme rozdélit do ¢tyft tfid
podle po¢tu asymptotickych smérti v daném bodé.

Definice 2.23. Asymptotickym smérem plochy S v bodé X rozumime smér dany vektorem
a € TxS, pro ktery plati k = 0.

Smér dany nenulovym vektorem a € TxS, a = (du, dv) je asymptoticky pravé tehdy, kdyz pro
néj plati
(pg(a) = h11du2 + 2h12dud0 + h22d02 =0.

Vydélime-li tuto rovnici ¢lenem do? a ozna¢ime-li Z—Z = o, ziskame kvadratickou rovnici
hllgz + 2h12Q + hzz =0,

jejiz diskriminant D je roven zaporné vzatému determinantu koeficienti druhé zakladni formy,
tj. D = —det(h;;) = hfz — hy1hyy. V piipadé zaporného determinantu je diskriminant kladny;,
a tak rovnice v daném bodé dava dva asymptotické sméry. V pripadé nulového determinantu
existuje pouze jeden asymptoticky smér a v pfipadé kladného determinantu neexistuje zadny
asymptoticky smér.

Definice 2.24. Planarnim bodem rozumime bod X € S, ve kterém ma plocha S a jeji te¢na
rovina styk 2. fadu.

V planarnim bodé je normalova kfivost v libovolném te¢ném sméru rovna nule. Také vsechny
koeficienty druhé zékladni formy jsou v planarnim bodé nulové a Ya € TxS plati ¢2(a) = 0,
tedy vSechny sméry jsou zde asymptotické.
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Definice 2.25. Neplanarni bod X € S nazveme elipticky, jestlize je v tomto bodé det(h;;) > 0.
Neplanarni bod X € S nazveme parabolicky, jestlize je v tomto bodé det(h;;) = 0.
Neplanarni bod X € S nazveme hyperbolicky, jestliZe je v tomto bodé det(h;;) < 0.

Z toho vyplyva, ze v eliptickém bodé neexistuji zadné asymptotické sméry, v parabolickém
bodé mame jeden takovy smér a hyperbolickém bodé dva asymptotické sméry.

Definice 2.26. Sférickym bodem rozumime bod X € S, jestlize existuje sféra, ktera ma s
plochou S v daném bodé styk 2. radu.

Sféricky bod je pak specialnim typem eliptického bodu, v némz je normalova kfivost ve vsech
teCnych smérech stejna. Ve sférickém bodé X = f(ug,v9) je druha zakladni forma ¢, (uo, vo)
konstantnim nasobkem prvni zakladni formy ¢1 (uo, vo).

Definice 2.27. Sméry a € TxS v nesférickém bodé X € S, ve kterych nabyva normalova
kiivost ki své extrémni hodnoty, nazyvame hlavni sméry a odpovidajicim kfivostem fikame
hlavni kfivosti, znacime je ki, k2.

Definice 2.28. Gaussovou kfivosti plochy S v nesférickém bodé X € S rozumime soucin
hlavnich kfivosti, zna¢ime K = k; - k. Stfedni kfivosti plochy S v bodé X rozumime prameér

’ e ’ v’ =+,
hlavnich kfivosti a zna¢ime H = %

Hodnoty Gaussovy a stiedni kfivosti lze vypocitat z koeficientti prvni a druhé zakladni formy
plochy S pomoci vztahti

_ det(hy) He gi1h2z — 2g12h12 + g2 hua
det(g;)’ 2det(gi;) '

Protoze plati det(g;;) > 0, Gaussova kfivost pfejima znaménko det(h;;). V eliptickém bodé je
tedy Gaussova kfivost kladna, coz znamena, ze hlavni kfivosti zde maji stejna znaménka. V
hyperbolickém bodé je Gaussova kfivost zaporna, tedy jedna hlavni kfivost je zaporna a druha
kladna. V parabolickém bodé je Gaussova kfivost rovna nule, a tak jedna z hlavnich kfivosti
musi byt nulova. V planarnim bodé pokladame Gaussovu kfivost rovnu nule.

Ackoli se zde nebudeme dopodrobna vénovat vSem riznym zobrazenim mezi plochami,
uvedme nyni definici izometrického zobrazeni mezi plochami S; a S,.

Definice 2.29. Bijektivni zobrazenig : S; — S, tfidy C, které zachovava délky odpovidajicich
si kfivek, nazyvame izometrickym zobrazenim.

Izometrické zobrazeni zachovava nejen délky odpovidajicich si kiivek, ale také uhly, které tyto
krivky sviraji, a obsahy, které vymezuji. Podstatnou vlastnosti izometrickych ploch je to, ze v
odpovidajicich si bodech maji stejny tvar prvni zakladni formy, a dokonce také stejnou Gaus-
sovu kfivost. Bez ditkazu uvedeme jesté Gaussovu vétu, ktera je jednim z hlavnich vysledka
klasické diferencialni geometrie a znaci existenci urcitych vztaht mezi koeficienty prvni a
druhé zakladni formy, a zaroven nam potvrzuje vyse zminénou vlastnost izometrickych ploch.
Do cestiny se jeji nazev preklada jako znamenita véta.

Véta 2.30 (Theorema egregium). Gaussova krivost K plochy S je uplné urcena koeficienty prvni
zakladni formy g;; a jejich prvnimi a druhymi parcialnimi derivacemi.

Nyni dokazeme vétu, kterou vyuzijeme pti samotné klasifikaci ploch s konstantni Gausso-
vou kfivosti.
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Véta 2.31. Necht f(u,v) je parametrizace plochy S a necht'S je plocha spararrftrizaci]_‘_(u, v)
¢ f(u,0), kdec € R. Je-li K Gaussova krivost plochy S, tak Gaussova krivost K plochy S je

= 1
K = = - K.
Dikaz. Ze vztahtl pro vypocet koeficientt 1. zakladni formy pfimo odvodime, Ze plati g;; =
c¢? - gi;. Déle plochy S a S maji spoleény vektor normaly a ze vztahii pro vypocet koeficienti 2.
zékladni formy pak plyne h;; = ¢ - h;;. Pak plati
det(hij)  c*det(hj) 1

K = = =—-K.
det(g;;)  c*det(gi;) c?

O

U ploch s konstantni Gaussovou kfivosti se tedy miizeme bez Gjmy na obecnosti omezit na
pfipady K=0, K=1aK = —1.

2.2.1 Primkové plochy

V této kapitole se budeme vénovat pfimkovym plocham. Tyto plochy jsou pro nas dilezité,
protoze jsou pro né charakteristické urcité vlastnosti, které uplatnime pfi jejich popisu z hle-
diska Gaussovy kfivosti. K definici pfimkové plochy nejdfive zavedeme jednoparametrickou
soustavu primek.

Definice 2.32. Zobrazeni p : (a,b) — R®, které kazdému t € (a,b) ptifadi piimku p(t),
nazyvame jednoparametrickou soustavou primek, pfimka p(t) se nazyva tvorici pfimkou této
soustavy.

Parametrizaci jednoparametrické soustavy piimek lze provést takto:

f(t,0) = g(t) + 0h(2), (2.1)

kde ¢g(t) je néjaky bod tvofici pfimky p(t) a h(t) je jeji nenulovy smérovy vektor. Kazda
jednoparametricka soustava primek ovsem netvori plochu. K tomu je zapottebi, aby vektory
fl =9 (t) + ok’ (t) a f; = h(t) byly ve vSech bodech linearné nezavislé. Také pfedpokladame,
7e zobrazeni g : (a,b) — R® h: (a,b) — R3 atedyi f: (a, b) X R — R? jsou tiidy C".

Definice 2.33. Plocha S C R3, ktera je ¢asti jednoparametrické soustavy piimek, se nazyva
pfimkova plocha.

Tedy (2.1) je parametrické vyjadieni pfimkové plochy. Vidime, Ze zobrazeni g(t) je parametri-
zaci prostorové krivky, tato kfivka se nazyva ridici kfivka pfimkové plochy. Podél této kiivky
se pohybuje tvorici pfimka urcena vektorem h(t). Z definice pfimkové plochy vyplyva, ze
kazdym jejim bodem prochazi alespon jedna primka lezici na této plose, a ze v kazdém bodé
existuje alespon jeden asymptoticky smér. Na primkové plose tedy nenajdeme zadné eliptické
body (protoze v eliptickych bodech neexistuji zadné asymptotické sméry).

Pfimkové plochy mtzeme rozdélit do dvou kategorii, a to na rozvinutelné a zborcené. Vé-
nujme se nyni plocham rozvinutelnym.

Definice 2.34. Jestlize je podél kazdé tvorici pfimky pfimkové plochy S te¢na rovina ve vsech
bodech stejna, plocha se nazyva rozvinutelna.
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Pro pfimkovou plochu s vyse uvedenou parametrizaci (2.1) plati, Ze plocha je rozvinutelna
pravé tehdy, kdyz
[9'(1), h(t), W' (t)] = 0.

Uvedeny smiseny soucin je nulovy, pokud jsou vektory ¢’(t), h(t) a h'(t) linearné zavislé, tj.
pokud lezi v jedné roviné. Vyznamnou vlastnosti rozvinutelné pfimkové plochy je, Ze jeji Gaus-
sova kfivost je nulova, tj. K = 0. Druhou kategorii pfimkovych ploch jsou plochy zborcené, u
kterych se tecna rovina podél tvorici pfimky miize ménit.

2.2.2 Rotacni plochy

Rotacni plocha vznikne rotaci rovinné kfivky (které rikame profil), kolem pfimky lezici v ro-
viné této kiivky, tj. osy rotace. Uvazujme kartézsky souradny systém x-y-z. Bez ijmy na obec-
nosti lze za osu rotace vzit osu z a profil definovat v roviné xz. Parametrizaci profilu pak
zapiSeme takto: y(v) = (y1(v), 0, y3(v)), pfiCemz uvazujeme pfirozenou parametrizaci a poza-
dujeme, aby profil neprotinal osu z. Rotaci profilu kolem osy z ziskame rota¢ni plochu, jejiz
parametrické vyjadfeni je f(u,0) = (y1(v) cosu, y;(v) sinu, y3(v)). Dale pozadujeme linearni
nezavislost vektort f, = (—y;sinu,y;cosu,0) a fj = (yjcosu,y]sinu,y;), ktera je ekviva-
lentni s nenulovosti jejich vektorového soucinu

/ Y . ’ /. / / ’ ’ e
fo X f) = (=y1sinu, y; cosu,0) X (y; cosu,y; sinu, y3) = (y1y5 cosu, —y1y; cosu, y1y;) # 0.
Podminka je splnéna, jestlize v zadném bodé nejsou y; a y; soucasné nulové, coz je ekvivalentni

pozadavku regularity kfivky y.

2.3 Elipticky integral druhého druhu

Pri klasifikaci rota¢nich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti budeme potfebovat pojem elip-
tického integralu druhého druhu. Poznamenejme, Ze se jedna o vyssi transcendentni funkce,
které obecné nelze vyjadfit pomoci kone¢ného poctu operci s elementarnimi funkcemi.

Definice 2.35. Elipticky integral druhého druhu je definovam vztahem
E(u,a) = / V1 — asin? tdt. (2.2)
0

Je zfejmé, Ze plati E(u, 1) = sinu, takze E(u, a) lze povazovat za jisté zobecnéni funkce sinus.
Pouzitim identity sinh ix = i sin x 1ze dale ukazat

u
—iE(iu, —a) = / V1 — asinh?® tdt.
0

Pripomenme, Ze hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus jsou definovany vztahy

. eX —e™* eX+e*¥
sinhx = — coshx = —
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3 Klasifikace rotacnich ploch s konstantni Gaussovou
krivosti

3.1 Gaussova krivost rota¢ni plochy

Pro klasifikaci rota¢nich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti vyjdeme z parametrického
vyjadreni rotacni plochy. Uvazujme parametrizaci plochy

f(u,0) = (y1(0) cosu, y1(0) sinu, y5(v)), (3.1)

ktera vznikla rotaci tvofici kfivky (profilu)

() = (y1(0),0,y3(0))

lezici v roviné xz, pfiCemz uvazujeme prirozenou parametrizaci této kiivky. Z toho plyne, ze

ve viech bodech takové kiivky plati: [|y’(0)|| = y{* + y5* = 1. Vime, Ze pro Gaussovu kfivost
plochy obecné plati: K = szZZ ; . Ur¢ime tedy koeficienty prvni a druhé zdkladni formy rotaéni

plochy (s vyse uvedenou parametrizaci), dosadime do vztahu pro Gaussovu kfivost a pokusime
se ho zjednodusit. K tomu budeme potfebovat prvni a druhé parcialni derivace parametrizace
f ajednotkovy normalovy vektor n.

fu = (=y1sinu, y; cosu,0), f = (y;cosu,y;sinu,y;),

fuu = (=y1cosu, —y; sinu, 0), f,, = (—y;sinu,y;cosu,0), f, = (y; cosu,y; sinu,y;),
. fixfl  (nyzcosuyiygsinu, —y1y;)  (yiyscosu, yryssinu, —yiy;)
Ifi x £l 151

yi(yt+ v
= (y5 cosu, ys sinu, —y;).

Nyni ur¢ime koeficienty g;; prvni zdkladni formy:
911 = f, - f,, = (=y1 sinu, y; cosu,0) - (—y; sinu, y; cosu, 0) = ylz,
gi2=fy - fy = (=y1sinu, y; cosu,0) - (y; cosu, y; sinu,y;) =0,

92 =f1 - f] = (v, cosu,y; sinu,y;) - (y; cosu,y; sinu, y) =y + vy = 1.

Déle urc¢ime koeficienty h;; druhé zakladni formy:
hi1 =n-f,, = (y3cosu, y; sinu, —y;) - (—y1 cosu, —yy sinu, 0) = —y1y3,

4 ’ /e ’ /L ’
hig =n- fi, = (y3cosu, yzsinu, —y;) - (—=y; sinu, yj cosu,0) =0,
Hoo = 'f”_(/ ’ s _/).(// "o //)_///_///
22 = Jyp = (Y3 COS8U, Y3 SINU, —Yy) - (Yy COSU, ¥y SINU Y3 ) = ¥3)1 ~ V1V3-
Koeficienty dosadime do vzorce pro Gaussovu kiivost a upravime. Diky pfirozené parametri-
zaci plati rovnost y/?(v) +y4*(v) = 1. KdyZ tuto rovnici zderivujeme podle proménné v, ziskame

dalsi rovnost yjy;" + y5y5 = 0, kterou vyuZijeme v nésledujicich tpravach:

_det(hy) _ —nn(ar —vivy) - niv -nnty - n R+ n
det(g;)) Yi vi 1 11
Vypocet Gaussovy kfivosti rota¢ni plochy (jejiz profil je parametrizovan obloukem) se nam
tak zjednodusil na tvar

7
Y1
__’

Y1

K= (3.2)

ktery budeme dale vyuzivat.

21



3.2 Nulova Gaussova krivost

Prvni pfipad, kterym se budeme zabyvat, je nulova Gaussova kfivost ve vsech bodech plochy.
Polozme tedy K = —’;—11 =0, coz dava y; = 0. Tuto rovnici dvakrat zintegrujeme a ziskame tak
vyjadreni

Vi) =a, y1(v) =av+b,

kde a,b € R jsou libovolné konstanty. ProtoZe uvazujeme pfirozenou parametrizaci tvorici
kfivky, mizeme ze vztahu y}? + y* = 1 vyjadfit y} ve tvaru y}(v) = £V1 — a?. Odtud integraci
dostaneme

y3(v) =xV1i—-d? v+,

kde ¢ € R je dalsi konstanta. Aby byl vyraz pod odmocninou vétsi nebo roven nule, musi
platit |a| < 1. Bez Ujmy na obecnosti mizeme vybrat znaménko +, protoze kladné znaménko
ze zaporného bychom ziskali rotaci o 180°. Analogicky, konstantu ¢ miizeme polozit rovnu nule
(toho lze docilit posunutim podél osy z). Odvodili jsme tak nasledujici parametrizaci rota¢ni
plochy s nulovou Gaussovou kfivosti

f(u,0) = ((av + b) cosu, (av +b) sinu, Vi-a? v), (3.3)
kde a,b € R, |a| < 1. Pokud zde polozime a = 0, ziskdme parametrizaci kruhového valce
f(u,v) = (b cosu,b sinu,v).
Dale je-li a = +1, tj. |a| = 1, obdrZime parametrizaci roviny xy
f(u,0) = ((zo+b) cosu, (+v+b) sinu,0).

Nakonec pokud 0 < |a| < 1, ziskdme z rovnice (3.3) parametrizaci kruhového kuzele. O tom se
snadno presvédcime transformaci 0 = av + b, ktera prevede (3.3) na parametrizaci kruhového
kuzele

f(u,0) = (0cosu,vsinu, o-b V1 - a?).
a

Cim vice se hodnota |a| bude bliZit k 0, tim bude vrcholovy tihel kuzelové plochy ostiejsi, napf.
pro a = 1 mame nasledujici predpis.

2
f(u,0) = ((%U + b) cosu, (%U + b) sin u, \/g U) (3.4)
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Obrazek 1: Kruhovy kuzel s parametrizaci (3.4).

3.3 Kladna Gaussova krivost

Nyni pfistoupime k druhému ptipadu, kdy je Gaussova kfivost ve vsech bodech plochy kladna

a konstantni. Podle Véty 2.31 se miZeme omezit na pfipad K = 1. S vyuzitim vztahu (3.2) pro

"
Gaussovu kfivost rota¢ni plochy dostaneme diferencialni rovnici K = —’;—11 = 1, coz lze zapsat

ve tvaru
44
Y1 +y1=0.
Tato obycejna diferencialni rovnice druhého fadu ma obecné feseni
y1(v) =acos(v+Db),

kde a,b € R jsou konstanty. Zde mtzeme polozit b = 0, cehoZ dosdhneme reparametrizaci
u* =u,0" =0 +b. Odvodili jsme tedy

y1(v) = acoswo.

Diky pfirozené parametrizaci rotujici kfivky y(v) = (y1(0), 0, y5(0)) l1ze ze vztahu y)* + y5* = 1

vyjadrit y; ve tvaru
y5(0) = £4/1 - y2 = £V1 — a? sin’v, (3.5)
0
y3(v) = / V1 - a?sin®t dt = E(v, %), (3.6)
0

kde E znaci elipticky integral druhého druhu z kapitoly 2.35. Dokéazali jsme tedy nasledujici
vetu

coz dava

Véta 3.1. Necht'S je rotacni plocha s konstantni Gaussovou krivosti K = 1. Pak S je casti plochy
s parametrizaci (3.1), kde

y1(v) =acosv, y3(v) = / V1 —a?sin®t dt = E(v, a*) (3.7)
0

proa € R.
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Poznamenejme, Ze vySe uvedena véta byla v mirné modifikovaném tvaru dokazana v mono-

grafii [4].

Poznamka 3.1. Primitivni funkce pfi vypoctu (3.7) existuje ve tvaru elementarni funkce
pouze v piipadé, Zze a = 0 nebo a = 1. Pro a = 0 dostavame f(u,v) = (0,0,v), coZ ovSem
neni vyjadfeni zadné plochy. Pro a = 1 dostavame parametrické vyjadreni sféry o poloméru r

f(u,0) = (cosvcosu,cosvsinu, sinov).
Pro a = —1 bychom dostali stejnou sféru, jen oto¢enou o 180° kolem osy z.

Poznamka 3.2. I kdy? je elipticky integral E(v, a?) pro a < 1a a > 1 vyssi transcendentni
funkce, tak prislusné funkce (3.7) a jim odpovidajici rota¢ni plochy samoziejmé existuji. Exis-
tuje tedy nekonec¢né mnoho rotacnich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti K = 1 pro rizné
hodnoty a € R, pficemz do vypoctu parametrického vyjadreni (3.7) rotujici kfivky vstupuje
pro a # *1 elipticky integral druhého druhu. Pfipomenme v této souvislosti, Ze vypocet elip-
tickych integralti a fady dalsich vyssich funkci je standardni soucasti riznych matematickych
softwart.

Poznamka 3.3. (3.5) je definovano pouze tehdy, pokud je vyraz (1—a? sin v) pod odmocninou
nezaporny. To dava nasledujici pfipady (viz rovnéz monografie [4], [7]):

(@) Pro a < 1je (1 — a’sin®v) > 0 vidycky, takZe y3(v) je definovana pro véechna v € R.
Prislusné rota¢ni plochy pak maji tvar pfipominajici ragbyovy mic se $picemi v ose rotace.
(b) Pro a = 1 (trivialni ptipad) je rotujici kiivkou ptlkruZnice, ktera je definovana pro -7 <
v < 7. Pfislu$na rotacni plocha je pak sféra.

(c) Proa > 1je (1 - a?sin?v) > 0 pravé kdyz o € (—arcsin(%), arcsin(%)). Prislusné rotac¢ni
plochy pak maji tvar oteviené plochy s okrajem (pfipominajici barel), ktera neprotina osu
rotace.

35—
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Obrazek 2: Pfipad (a) z poznamky 3.3, kde a = 0, 8.

24



Obrazek 3: Pfipad (c) z poznamky 3.3, kde a = 1, 2.

3.4 Zaporna Gaussova krivost

Nyni se zaméfime na ptipad, kdy je Gaussova kfivost ve vsech bodech plochy zaporna a kon-

stantni, pfiCemz se omezime na K = —1. To miZeme udélat podle Véty 2.31 bez 4jmy na
obecnosti. Dosazenim hodnoty K = —1 do vzorce K = —);—11 dostaneme
n-n=o.

Tato diferencialni rovnice mé obecné feseni

y1(v) = ae’ + be™®,

12
1

%@):iJl—ﬁzziJ1—@mv—baﬂ% (3.8)

Podobné jako v pripadé kladné Gaussovy kfivosti, primitivni funkci obecné nelze vyjadrit ve
tvaru elementarni funkce pro libovolnou volbu konstant a, b. Je to mozné pouze v piipadé, ze
a=0nebob =0.

Pripad ¢. 1 Predpokladejme nejdfive, Ze a = 0 nebo b = 0. Bez Gjmy na obecnosti mizeme

kde a,b € R jsou konstanty. Ze vztahu y/? + y;* = 1 lze opét vyjadrit y; ve tvaru

pracovat pouze s variantou b = 0, protoze reparametrizaci v — —ov bychom piesli na pripad
a = 0. Dale aplikaci reparametrizace v — v + ¢, kde ¢ € R je konstanta, se miZeme omezit na
pfipad a = 1. Potom

y1(v) =€’
a(3.8)maproa=1ab=0tvar

y3(v) = V1 —e®.
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Aby byl vyraz pod odmocninou vétsi nebo roven nule, musi platit v < 0. K vypoctu integralu

/ V1 — e?®do pouzijeme substituci € = cos 6. Potom dv = —%d@ a

sin 0 sin® 0 .
V1 —e??dy = —-V1 - cos = - = sin§ — In(sec an ).
1—e%d 1 20 9d9 9d9 0 — In(sec 0 + tan 0)

COS COS

Po zpétné substituci ma y3 az na pridani konstanty tvar
y3(v) = V1— e® —In(e™ + Ve 2 — 1).

Integracni konstantu mizeme polozit rovnu nule, ¢ehoz Ize docilit posunutim podél osy z.
Ziskali jsme tak parametrické vyjadieni profilu (rotujici kfivky)

Y(0) = (y1(0),0,y3(v)) = (x,y,2) = (’,0, V1 — e* —In(e™® + Ve=2* — 1). (3.9)

Obrazek 4: Profil (3.9), tj. kfivka traktrix.

Pripad ¢. 2 Predpokladejme nyni, Zze a - b > 0. Protoze y; > 0, tak obé konstanty a, b
musi byt kladné. Transformaci soufadnic o — v + 3 In % pfevedeme y;(v) = ae’ + be™ na tvar
y1(v) = Vab(e® + e7?). Pokud zde polozime ¢ = 2Vab, tak ma ¥1 vyjadfeni

y1(v) = ¢ - coshwo.
Ze vzorce (3.8) pak plyne ys(v) = /OU V1 - ¢2 sinh? tdt. Pro vypocet posledniho integralu

(ktery je obecné vyssi transcendentni funkci) pak muzeme vyuzit eliptického integralu dru-
hého druhu z kapitoly 2.3. Odvodili jsme tak parametrické vyjadieni profilu ve tvaru

0
y1(v) =c-cosh o, ys3(v) = / V1 — ¢ sinh? tdt = —iE(iv, —c?), ¢ > 0.
0
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Obrazek 5: Plocha s profilem (3.11).

Pripad ¢. 3 Ve zbyvajicim pfipadé a - b < 0 analogicky odvodime posledni vzorec Véty 3.2.

2.5 —

Obrazek 6: Plocha s profilem (3.12).

Celkem jsme tedy odvodili nasledujici vétu, ktera je rovnéz dokazana v monografii [4] (viz

také [7]).
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Véta 3.2. Necht S je rotacni plocha s konstantni Gaussovou krivosti K = —1. Pak S je casti
plochy s parametrizaci (3.1), kde profil (rotujici krivka) y(v) = (y1(0),0,ys(v)) ma jeden ze tri
nasledujicich tvaru:

y1(v) =¢€° y3(v) =V1— e® —In(e™ + Ve 2 — 1), (3.10)
y1(v) =c-cosh o, y3(v)= / V1 — ¢2 sinh? tdt = —iE(iv, —c?), ¢ > 0, (3.11)
0

[ 2
y1(v) =c-sinh o, y3(v) = / V1 — ¢2 cosh? tdt = —iV1 — ¢2E(iv, ¢ ), 0<c<1.
0

1—c?
(3.12)

Priklad 3.3 (Pseudosféra). Vénujme se nyni podrobnéji rotacni plose s profilem (3.10) z pred-
chozi véty. Uvedme nejdfive explicitni rovnici kfivky (3.9) vyjadfenim proménné z ve tvaru

1 1
x=e", z=V1-x2-In[—+4/—-1

X x2

Protoze cosh™! (%) =In (% + (%)2 - 1), vyjadreni z 1ze upravit na tvar
1

z="V1-x2—cosh™ (—) .
X

Kfivka definovana timto vztahem se nazyva traktrix a jeji rotaci kolem osy z ziskame plochu
zvanou pseudosféra, ktera ma konstantni Gaussovu kfivost K = —1. Parametrické rovnice
pseudosféry jsou pak

f(u,0) = (e’ cosu, e’ sinu, V1 — €% — cosh(e™)).

Pseudosféra se nékdy téz nazyva traktroid.

Obrazek 7: Plocha s profilem (3.10), tj. pseudosféra.
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Poznamka 3.4. Podle Véty 3.2 existuje nekonecné mnoho rotac¢nich ploch s konstantni Gaus-
sovou kfivosti K = —1, pficemz do vypoctu parametrického vyjadfeni rotujici kfivky vstupuje
v piipadech (3.11) a (3.12) elipticky integral druhého druhu. Prvni pfipad (3.10) dava pseudo-
sféru. Rotac¢ni plochy s profilem (3.11) pfipominaji jednodilny hyperboloid a rota¢ni plochy s
profilem (3.12) pfipominaji kuzel.

Poznamka 3.5 (Nékteré vlastnosti traktrix). Pfi odvozeni parametrizace (3.9) traktrix jsme
uvedli, Ze musi platit v < 0. Kdyz se podivame na souradnici x tvorici kiivky traktrix, vidime,
ze pokudov < 0, pak x = e’ < 1. Soutadnice x je tedy omezena na interval (0, 1). K¥ivka traktrix
ma jednu zajimavou geometrickou vlastnost. Kdyz v libovolném jejim bodé T sestrojime tecnu

a prusecik této tecny s osou z oznac¢ime P, pak vzdalenost téchto dvou bodu je rovna jedné.
dz _ V1-x?

Ukazme si to. Necht bod T méa soufadnice T = (xo, zg). Protoze o = ———, rovnice teny v

X
bodé T ma rovnici

2
lx0

X0

Bod P (prusecik te¢ny s osou z) ma souradnice P = (x,z1) = (0, z1), tento bod dosadime do
rovnice tecny a spocitdme z;:

1ll—xg
/ 2
z1=zo+ ———(0—x0) = 20 — /1 — X
X0

Nyni mtizeme spocitat vzdalenost boda T a P.

2
ITP| = v/(x0 — x1)% + (20 — 21)% = \/(x0—0)2+ (zo—zo+w/1—x§) = xi+1-xi=1

Vidime, Ze pro libovolny bod kfivky traktrix, v némz sestrojime tecnu, je vzdalenost od tohoto
bodu k pruseciku te¢ny s osou z konstantni a rovna jedné.

0 T T T T — —

-0.5

_5 1 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Obrazek 8: Krivka traktrix a jeji teCna.
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4 Priklady ploch s nulovou Gaussovou krivosti

V této kapitole uvedeme piiklady nejznaméjsich ploch s nulovou Gaussovou kfivosti, jejich
moznou parametrizaci ve tvaru f(u,v), kde parametry (u,0) € D C R?, a také urc¢ime jejich
prvni zakladni formy, abychom ziskali uceleny prehled.

Nejdfive se zaméfime na typy bodu, které se na plose s nulovou Gaussovou kfivosti mohou
vyskytovat. Mezi body, v nichz je Gaussova kfivost nulova patfi parabolické a planarni body.
Zatimco v parabolickém bodé je nulova pouze jedna z hlavnich kfivosti, v planarnim bodeé jsou
obé hlavni kfivosti nulové (normalova kfivost je zde ve vsech smérech rovna nule a kfivost
v libovolném sméru tak mizeme povazovat za hlavni kiivost). Hledame tedy plochy tvorené
vyhradné témito dvéma typy bodu.

4.1 Rovina

Rovina je plocha, jejiz kazdy bod je planarni. V takovém bodé je kazdy smér asymptoticky.
Rovinu muzeme popsat parametricky pomoci jednoho bodu X a dvou nekolinearnich vektorii
a, b rovnici

f(u,0) =X+ au + bo.

Bez Gjmy na obecnosti 1ze uvazovat jednotkové vektory a, b, které jsou na sebe kolmé. Pro
vypocet koeficientl prvni zakladni formy nejdfive uré¢ime parcialni derivace prvniho radu
vektorové funkce f: f/ = a,f] = b.Potomgy; = f/-f/ = a-a = |a|* = 1, stejné tak
922 = f; - f) = b-b =1 (protoze vektory a, b jsou jednotkové) a g2 = f,, - f = a-b = 0 (protoze
vektory a, b jsou na sebe kolmé). Prvni zakladni forma roviny ma tak tvar

@1 = du® + do*.

4.2 Kruhovy valec

Uvazujme plast kruhového valce o poloméru r. Pro jeho parametrizaci pouzijeme cylindrické
soufadnice
f(u,0) = (r cosu,r sinu,v),

kde u € (0,27) a v € R. Na kruhovém valci je kazdy bod parabolicky, tedy v kazdém bodé
existuje jeden asymptoticky smér. Tento smér je pii dané parametrizaci ve vSsech bodech urcen
stejnym jednotkovym vektorem (0,0, 1). VSechny pfimky na plose rovnobézné s osou z jsou
asymptotickymi kfivkami. Nyni spoc¢itame parcialni derivace f; = (—=r sinu,r cosu,0) a f; =
(0,0,1). Potom gy; = f/- {7 = (—r sinu,r cosu,0)-(—r sinu,r cosu,0) = r?sin® u+r? cos?u =
2, goy = £ f) =1(0,0,1)-(0,0,1) =1lagis = f, - f) = (—=r sinu,r cosu,0) - (0,0,1) = 0.
Odvodili jsme prvni zdkladni formu kruhového valce

@1 = ridu’® + do®.

Transformujme nyni soufadnici u nasledujicim zptisobem: u* = ru. Pak parametrizace
véalce bude tvaru f(u*,0) = (r cos “r—*, r sin “r—*, v). Soufadnice v ani hodnota f, se neméni.
Prepocitame pouze parcialni derivaci podle nové proménné: f/. = (- sinu”, cosu™,0) a nové
koeficienty gi; = f. - f/. = (= sinu*,cosu*,0) - (=sinu*, cosu*,0) = sinu* + cos’u* = 1a
g1z = fi. - fy = (=sinu*, cosu*,0) - (0,0,1) = 0. V novych soufadnicich je tedy prvni zakladni
forma kruhového valce rovna

01 = du™ + dov’.
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Existuji tedy soufadnice, ve kterych je prvni zakladni forma kruhového valce stejna jako prvni
zékladni forma roviny. To znamena, Ze tyto dvé plochy jsou izometrické.

4.3 Kruhovy kuzel

Uvazujme kuzelovou plochu s vrcholem v pocatku soufadnicového systému. Pro jeji parame-
trizaci vyuzijeme opét cylindrické souradnice,

f(u,v) = (v cosu,v sinu,v),

kde u € (0,27) a v € R. Z uvazované plochy vylouc¢ime vrchol kuzelové plochy, tedy bod
[0,0,0] urceny hodnotou parametru v = 0, ve kterém neni splnéna podminka, aby byl vek-
torovy soudin te¢nych vektorta f; a f rizny od nuly (f] X f; = 0 pro o = 0). Potom kazdy
bod kuzelové plochy je parabolicky a existuje v ném jeden asymptoticky smér, ktery ukazuje
do pocatku souradnicového systému. Spocitame parcialni derivace f, = (—v sinu,v cosu,0)
a f; = (cosu,sinu, 1). Potom pro koeficienty prvni zékladni formy plati g;; = f, - f, =

(—v sinu,v cosu,0) - (—o sinu,0 cosu,0) = v’sinu + v?cos’u = 0%, gy = i f) =
(cosu,sinu, 1) - (cosu,sinu, 1) = cos®u + sinu+1=2agy; = fr-f) = (—v sinu,0 cosu,0) -
(cosu,sinu,1) = —vsinucosu + vcosusinu = 0. Odvodili jsme tvar prvni zakladni formy

kuzele
@1 = v2du® + 2dv°.

Nyni potfebujeme zjistit, zda se nam podari transformovat souradnice takovym zpuso-
bem, abychom dostali prvni zakladni formu ve stejném tvaru jako v pripadé roviny. Uva-

zujme transformaci u* = au, v* = fov, kde hledame vhodné a,f € R. Potom f 0 ) =
(% cos -, % sni,%) Nyni uréime parcialni derivace f;. = (- 25 sin, ;’(—ﬁ cos£,0) a
fl. = (g cos’, % sin %, %) a vyjadfime koeficienty prvni zadkladni formy:
* * * * * * * * *2
v ut v u v ut v u v
=f.-f.=(-— sin—, — cos—,0) - ——s1n——cos—0 ,
g =foofi = ap a af a ) ap a af )= a’p?
u* 1 u* 1 1 u* 1 u* 1 2
=f.-f. = (— cos —, = sin—, —) - (= cos —, = sin—, —) = —,
[ A LY A B L
v u* o u* 1 u* 1 u* 1
=f. - f.=(- — sin—, — cos—,0) - (= cos — i e

Vidime, Ze g1 = 0 pro libovolné a, f € R. Protoze chceme dostat tvar prvni zakladni formy
shodny s rovinou, druhy vyraz polozime roven jedné, takze f = V2. Nasledné prvni vyraz
polozime roven v*?, odkud ziskavime a = % Hledanéa transformace je tedy tvaru: u* = ‘=

‘/E)

* = v20. Dostavame tvar prvni zakladni formy kuzele
01 = 0*%du™? + dv*?.

Ziskana prvni zakladni forma je shodna s prvni zadkladni formou roviny, je pouze zapsana v
cylindrickych soufadnicich. Rovinu totiz mizeme rovnéz parametrizovat pomoci cylindric-
kych soufadnic naptiklad takto: f(u,v) = (v cosu,vsinu, 0), potom f, = (—vsinu,v cosu,0) a
fy = (cosu, sinu, 0). Koeficienty g;; uré¢ime z jiz znamych vzorcu.

1=flf/ = (-v sinu,0 cosu,0) - (—v sinu,v cosu,0) = o?
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g22 = f, - f, = (cosu,sinu,0) - (cosu, sinu,0) = 1,
g12=f, - f,, = (—v sinu,v cosu,0) - (cosu,sinu,0) = 0.

Prvni zakladni forma roviny s parametrizaci f(u,v) = (v cosu, v sinu, 0) je tedy tvaru
@1 = vdu’® + do*.

Vidime, ze ziskana prvni zakladni forma kuzele se opravdu shoduje s prvni zakladni formou
roviny.

4.4 Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli priklady nejznameéjsich ploch s nulovou Gaussovou kfivosti a uka-
zali jsme, Ze u nich lze dojit ke stejnému tvaru prvni zakladni formy. Patii mezi né rovina,
valcova plocha a kuzelova plocha. Vsechny tyto plochy jsou rozvinutelné pfimkové plochy a
jsou lokalné izometrické oteviené mnoziné v roviné.

5 Klasifikace ploch s nulovou Gaussovou kiivosti

V kapitole 3 jsme provedli klasifikaci rota¢nich ploch s konstantni Gaussovou kfivosti K. Kon-
krétné jsme ukazali, Ze kruhovy valec, kruhovy kuZel a rovina maji nulovou Gaussovu kfivost
K. Poznamenejme, ze kruhovy valec, kruhovy kuzel i rovina jsou pfimkové plochy. V této sou-
vislosti je prirozené polozit si otazku, zda existuji i dalsi plochy s touto vlastnosti a piipadné
klasifikovat vsechny takové plochy.

Definice 5.1. Rekneme, 7e bod X plochy S je umbilicky, jestlize hlavni kfivosti k; a k; v tomto
bodé jsou si rovny.

Je ztejmé, ze kazdy bod roviny nebo sféry je umbilicky. Pfikladem izolovaného umbilického
bodu je napt. vrchol [0, 0,0] paraboloidu z = x% + y2. V monografii [4] je dok4z4no

Véta 5.2. Necht'S je souvisla plocha, jejiz kazdy bod je umbilicky. Pak S je casti roviny nebo sféry.
V knize [6] je dokazana nasledujici véta

Véta 5.3. Necht X je bod plochy S s nulovou Gaussovou krivosti K, ktery neni umbilicky. Pak
existuje parametrizace plochy S obsahujici bod X takova, zZe S je primkova plocha.

K uplnému popisu vsech ploch s nulovou Gaussovou kfivosti tedy staci omezit se na klasi-
fikaci pfimkovych ploch s touto vlastnosti. Nejdfive uvedeme ptiklady tfi pifimkovych ploch
ze skript [3], které maji nulovou Gaussovu kfivost K.

Priklad 5.4. Obecny kuzel Obecnym kuZelem nazyvame takovou pfimkovou plochu, jejiz
kazda tvorici pfimka proch4zi pevnym bodem A € R3. Ridici kiivkou je tedy jediny bod a
parametrizace obecného kuzele ma tvar

f(t,v) =A+oh(t).
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Obrazek 9: Obecny kuzel.

Priklad 5.5. Obecny valec Obecnym valcem nazyvame takovou pfimkovou plochu, jejiz
vSechny tvofici pfimky jsou vzajemné rovnobézné. Vektor h(t) urcujici smér tvofici pfimky
je tedy konstantni, tj. h(t) = a a parametrizace obecného valce ma tvar

f(t,v) =g(t) +va.

Obrazek 10: Obecny valec.
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Priklad 5.6. Plocha tecen Plochou tecen rozumime takovou pfimkovou plochu, jejiz tvorici
primky h(t) jsou tecny fidici kiivky g(t), pficemz pozadujeme, aby g(t) byla parametrizace
fidici kfivky bez inflexnich bodt. Parametrizace plochy teCen ma tvar

f(t,0) = g(t) +vg'(1).

Véta 5.7. Plocha te¢en ma nulovou Gaussovu krivost K.

det(hij
det(gi;)
kdyz det(h;;) = 0. Staci tedy dokazat, Ze det(h;;) = 0. Uvazujme parametrizaci plochy tecen ve
tvaru

Diikaz. Ze vztahu pro vypocet Gaussovy kiivosti K = plyne, Ze K = 0 pravé tehdy,

f(t,0) = g(t) +0g' (1),

kde v # 0. Pro vypocet koeficientt 2. zadkladni formy h;; uréime nejdrive prvni a druhé parcialni
derivace parametrizace f. Ty jsou tvaru

f=gd+og (0, f=g®. fi=g"(O)+og"1) fi=g"(t) fu=0.

Protoze f! = 0, tak plati hy, = n- £ = 0. Dale méame hy, = n- f// = n-g”(t). Smér norméalového
vektoru n je urcen vektorovym soucinem f; X f; = (g'(t) + vg” (1)) X g'(t) = v(g"(t) X g'(1)),
tj. normélovy vektor n je k-nasobkem vektoru v(g”(t) X ¢’(t)), kde k € R*. Koeficient hj; je
potom tvaru hyy = kv(g”(t) X g'(t)) - g” (t). Tento smiSeny soucin (g”(t) X g’(¢)) - g”(t) ovsem
neni tvofen tfemi linedrné nezavislymi vektory, a proto je roven nule, takze také h;; = 0.
Dokazali jsme, ze koeficienty hi, a hy; jsou pro plochu tecen nulové, a tedy plati

det(hij) = hi1hys — (hi2)* = 0.

80
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40 ——
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Obrézek 11: Plocha tec¢en Sroubovice.
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Véta 5.8. Obecny valec ma nulovou Gaussovu krivost K.

Diikaz. V ptipadé obecného valce uvazujme parametrizaci
f(t,v) = g(t) +va.
Prvni a druhé parcialni derivace parametrizace f jsou tvaru
f=gd®, fi=a fi=¢'") .fi=0 [f,=0
Dosadime-li nyni do vztaha pro vypocet hy; a hyy, dostaneme

h12:n'ﬁ,0,:0 a hggzn'fz;”:o.

[

Opét jsme dokazali, ze koeficienty hi, a hyy jsou pro obecny valec rovny nule, takze plati
det(hi j) =0.
]

Véta 5.9. Obecny kuzel ma nulovou Gaussovu krivost K.

Diikaz. Nakonec uvazujme parametrizaci obecného kuzele

f(t,0) =a+og(t),

kde v # 0 a spoctéme jeji prvni a druhé parcidlni derivace. Ty jsou tvaru
fi=vd ), fF=90), fi=0vg"(t), fiz=9), fy=0.

Ihned vidime, Ze hy; = n- f;, = 0. Koeficient hy, = n - f;;, pficemz normalovy vektor n mizeme
opét zapsat jako k-nasobek vektorového soucinu f/ a f, tj. n = k(f/ Xf;) = k(vg’'(¢)xg(t)), kde
k € R*. Dosazenim do vztahu pro vypocet hi; mame hy; = n-f;, = ko(g'(t)xg(t))-g’(t). Stejné
jako v pfedchozim pfipadé, uvedeny smiSeny soucin je tvoren linearné zavislymi vektory, a
proto je roven nule. Tedy také h;; = 0. Dokazali jsme, Ze pro obecny kuzel jsou koeficienty h;;
a hy, nulové, a tedy plati det(h;;) = 0. O

Tedy obecny kuzel, obecny valec i plocha tecen maji nulovou Gaussovu kfivost K. Ve
zbytku této kapitoly se budeme vénovat opacnému problému, tj. klasifikaci vsech pfimkovych
ploch s nulovou Gaussovou kfivosti. Uvazujme parametrizaci pfimkové plochy

f(t,0) = g(t) +oh(1). (5.1)

V dals$im ukazeme klasifikaci pfimkovych ploch s K = 0. Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 2.2.1,
tyto plochy jsou rozvinutelné a plati pro né

[g' (), h(t), K (t)] = 0, (5.2)

tj. vektory ¢’(t), h(t) a b’ (t) jsou v kazdém bodé linearné zavislé.
Nejdrive ukazeme pfimym vypoctem, zZe (5.2) je ekvivaletni rovnosti K = 0.

Véta 5.10. Necht (5.1) je parametrizace primkové plochy. Pak Gausssova krivost K této plochy je
rovna nule pravé kdyz plati rovnice (5.2).
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Diikaz. Podle diikazu Véty 5.7 plati K = 0 pravé tehdy, kdyz det(h;;) = 0, kde h;; jsou koefici-
enty druhé zakladni formy. Pfimym derivovanim dostaneme

fi =g (t)+oh (t), f/ =h(), fi,=HK(@), f,=0.
Pfipomenme, Ze jednotkovy vektor normaly plochy ma vyjadfeni

. f;le;l
I < £1F

a koeficienty hy; a hy, druhé zakladni formy pfimkové plochy maji tvar

h22:n-fv';:0, h12:n-ft”:n-h'.

[

Protoze hy; = 0, tak det(h;;) = 0 pravé kdyz hY, = n- f; = n- k" = 0. Posledni rovnost je
splnéna pravé kdyz (f x f;) - h’ = 0. Plati

(ff xf)-H =(g xh+oh' xh) W =(qxh) I

protoze ziejmé plati (vh’ X h) - B = 0. Ukazali jsme tedy ze K = 0 pravé kdyz (¢’ X h) - b’ =0,
coz je ekvivalentni rovnici (5.2). ]

Necht nyni plati K = 0, coz je podle predchozi véty ekvivalentni rovnici (5.2). UkaZeme,
ze (5.1) je pak bud parametrizaci obecného valce nebo parametrizaci obecného kuzele nebo
parametrizaci plochy tecen. Bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze vektor h(t) je
v kazdém bodé jednotkovy, takze skalarni soucin tohoto vektoru se sebou samym je roven
h(t) - h(t) = 1. Derivaci tohoto vztahu dostavame h’(¢) - h(¢) + h(t) - k' (t) = 0, takze V¢ plati

h(t) - K (t) = 0.

Predpokladejme nejdfive h'(t) = 0 pro vSechna t, coz znamena, Zze h(t) = a je konstantni
vektor. V takovém ptipadé se jedna o parametrizaci obecného valce

f(t,v) =g(t) +va,

kde a je konstantni vektor.

Nyni uvazujme piipad h’'(t) # 0. Protoze vektory h(t) a h'(t) jsou nenulové a na sebe
kolmé, jsou také linearné nezavislé. Aby byl splnén vztah (5.2), musi existovat hladké funkce
a(t), p(t) takové, ze

g (t) = a()h(r) + BOK (1). (5.3)

Nejdfive pfedpokladejme, Ze Vt plati a(t) = p’(t), potom
g'(t) = f(D)h(t) + BN (1) = (B(H)R(1))".

Integraci tohoto vztahu dostavame tvar ridici kfivky

g9(t) = B(H)h(t) +a,

kde a je opét konstantni vektor. Dosazenim do (5.1) dostavame parametrizaci pfimkové plochy
F(t,0) = (B(1) +0)h() + .
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Provedeme-li nyni reparametrizaci t + t, v — v + (t), ziskame parametrizaci v jednodussim
tvaru. Jedna se o parametrizaci obecného kuzele
f(t,0) =0"h(t) +a.

Pfedpokladejme nakonec, Ze plati (5.3) a soucasné h'(t) # 0 a a(t) # p'(t) pro vSechna t.
Oznac¢me nyni
i . v+ p()
(t) = g(t) — B(D)h(2), 0= —————.
s =90 = OO

Derivaci g(t) a dosazenim vztahu (5.3) mame
g (1) =g'(t) = B ()h(t) = BN (t) = a(t)h(t) — f'()h().
Ze vztaht (5.4) vyjadiime ¢g(t) a v ve tvaru
g9(t) = g(t) + (A1), v=3d(a(t) = f(1) - B(1),
a dosadime do (5.1), odtud
f(t0) =4g(t) + B(Oh(t) + [9(alt) - B'(1) - (O] h(t) = (1) +5(a(t)h(t) - B (D)h(1)) =

=g(t) + 94 (1).
Dostali jsme tak parametrické vyjadfeni plochy tecen.

Odvodili jsme tedy nasledujici tvrzeni, které je dokazano rovnéz v monografii [6], str. 202,
203:

(5.4)

Véta 5.11. Pokud Gaussova krivost K primkové plochy S je rovna nule, tak existuje oteviena
podmnozina plochy S, ktera je ¢asti obecného kuZzele, obecného valce nebo plochy tecen.

Poznamenejme, ze pfedchozi véta nefika, Ze cela plocha S musi byt jednou z vyse uvedenych
tfi ploch. V obecném piipadé totiz dana plocha s nulovou Gaussovou kiivosti miize obsahovat
oteviené podmnoziny vsech tii typd, viz napt. nasledujici obrazek.

i iaeictsi|

6 10

Obrazek 12: Plocha tvofena z ¢asti rovinou, obecnym valcem a a obecnym kuzelem.
Z vyse uvedené véty rovnéz plyne, ze plocha s K = 0 je lokalné izometricka roviné.
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6 Souvislosti s neeuklidovskou geometrii

Eukleidovska geometrie je geometrie zaloZena na péti postulatech, které formuloval Eukleides
pred vice nez dvéma tisici lety. V této kapitole budeme vychazet zejména z knihy [5]. Uvedme
zde znéni téchto péti postulati.

Dvéma body lze vést pravé jednu piimku.

Kazdou usecku lze na obé strany neomezené prodlouzit.

V kazdém bodé lze sestrojit kruznici s libovolnym polomérem.

Vsechny pravé dhly jsou shodné.

Bodem nelezicim na pfimce p lze vést pravé jednu primku, ktera piimku p neprotina,
tedy je s ni rovnobézna.

Paty postulat se oznacuje jako postulat o rovnobézkach. Brzy se objevila otazka, zda lze tento
postulat dokazat z predchozich ¢tyt. Tato otazka byla uspokojivé zodpovézena az v devate-
nactém stoleti, kdy se objevila geometrie neeukleidovska, ktera potvrdila, ze paty postulat z
predchozich ¢tyi dokazat nelze. Neeukleidovska geometrie zachovava pouze prvni ¢tyfi vyse
zminéné postulaty. Existuji dva typy neeukleidovské geometrie: hyperbolicka (téZ nazyvana
Lobacevského po svém objeviteli) a elipticka (téZ nazyvana Riemannova). Podivejme se nyni
na obé zminéné geometrie a ukazme si souvislost s plochami s konstantni Gaussovou kiivosti.
Vice se této problematice vénuje prace [1].

G W

6.1 Hyperbolicka geometrie

V hyperbolické geometrii se objevuje novy Lobacevského axiom, ktery rika, ze bodem nele-
zicim na pfimpce p prochazi aspon dvé primky, které pfimku p neprotinaji. Timto tvrzenim
nahrazuje pivodni paty postulat. Zatimco v eukleidovské geometrii plati, Ze soucet vnitinich
uhla jakéhokoli trojuhelniku je roven 27, v piipadé hyperbolické geometrie je soucet vnitf-
nich Ghla trojahelniku vzdy mensi nez 277, dokonce lze sestrojit i trojahelnik s nulovymi uhly.
Vhodnym modelem hyperbolické geometrie je pseudosféra s konstantni zapornou Gaussovou
kiivosti K = —1.

6.2 Elipticka geometrie

V eliptické geometrii nahrazujeme ptvodni paty postulat axiomem, ktery fika, Ze bodem ne-
lezicim na pfimce p nelze vést zadnou primku, ktera pfimku p neprotina. Nexistuji zde tedy
zadné rovnobézky. V pripadé eliptické geometrie je soucet vnitfnich thla trojuhelniku vzdy
vétsi nez 2. Modelem eliptické geometrie muze byt elipsoid, jehoz specialnim pfipadem je
stéra s konstantni kladnou Gaussovou kfivosti K = 1. Takovou geometrii pak nazyvame sfé-
rickou geometrii.
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7 Shrnuti

V paté kapitole jsme provedli kompletni klasifikaci vSech ploch s nulovou Gaussovou kiivosti.
Podle Véty 5.3 se v tomto piipadé staci omezit na plochy pfimkové a prislusna klasifikace
v$ech pfimkovych ploch s K = 0 je pak dana Vétou 5.11.

Na druhou stranu, u ploch s konstantni kladnou a konstantni zadpornou Gaussovou kfivosti
je situace slozitéjsi. V téchto pripadech jsme ve tfeti kapitole provedli pfislusnou klasifikaci
pouze v piipadé rotacnich ploch. Existuji vsak dalsi plochy s konstantni zdpornou Gaussovou
kfivosti, které nejsou rota¢ni. Pfikladem je Kuenova plocha (Kuen’s Surface) s parametrizaci

2(cosu+usinu) sinv 2(sinu — ucosu) sinv v 2cosv
1+ u?sin’ v 1+ u?sin® v 2 1+ u?sin’v

Obrazek 13: Kuenova plocha.

Podle [4] tato plocha ma Gaussovu kfivost rovnu K = —1. Dalsim pfikladem plochy s
konstantni zapornou Gaussovou kfivosti je Diniho plocha (Dini’s Surface) s parametrizaci

v u
f(u,0) = (cosu sino, sinu sin o, In (tan (5)) +cosu + 5) .

Radu dalsich (mnohdy exotickych) ploch lze najit na webu [8].
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Obrazek 14: Diniho plocha.

Nejznaméjsi plochou s nulovou Gaussovou kfivosti je rovina, nejznamé;jsi plochou s klad-
nou Gaussovou kfivosti je sféra a nejznaméjsi plochou se zapornou Gaussovou kfivosti je
pseudosféra. V obecném pripadé plati

Véta 7.1 (Theorem 10.3. 1 v [6]). KaZdy bod plochy s konstantni Gaussovou krivosti lezi v ote-
vrené podmnoZziné této plochy, ktera je izometricka otevrené podmnoziné roviny, sféry nebo pseu-
dosféry.

Nasledujici véta (ktera je dokazana napt. v [2] a [6]) popisuje kompaktni plochy s konstantni
Gaussovou kfivosti

Véta 7.2. Kazda spojita kompaktni plocha s konstantni Gaussovou krivosti je sféra.
V monografii [2] je dale dokazano tvrzeni

Véta 7.3 (Mindingova véta). Libovolné dvé plochy se stejnou konstantni Gaussovou krivosti jsou
lokalné izometrické.

Vyse uvedené véty jinymi slovy fikaji, ze ackoli jsme nedokazali kompletné klasifikovat
vSechny plochy s konstantni kladnou a konstantni zapornou Gaussovou kfivosti, tak plati, ze
existuje lokalni izometrie téchto ploch s vyse popsanymi rota¢nimi plochami, kterymi jsou
sféra a pseudosféra. Z hlediska vlastnosti, které zachovava izometrické zobrazeni lze tedy tuto
klasifikaci povazovat za dostate¢nou.
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