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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera analyzou linearnych ststav zlomkovych diferencialnych rov-
nic s oneskorenym a neoneskorenym ¢lenom. V préci je tiez uvedena zakladna teoria zlomko-
vého kalkulu. Samotna analyza sustav je doplnena o grafickii demonstraciu znamych teore-
tickych vysledkov s komentarom, v ktorom porovnavame vlastnosti sustav s klasickymi su-
stavami obsahujicimi derivaciu celoc¢iselného radu a vzajomné odlisnosti jednotlivych sustav
zlomkovych diferencialnych rovnic. Predovsetkym sa zameriavame na stabilitu a asympto-
tické vlastnosti. V praci tiez prezentujeme aplikaciu zlomkovéhu kalkulu na priklade modelo-
vania dynamiky systému dvoch kyvadiel spojenych pruzinou, ¢im ukazujeme mozné vyuzitie
zlomkovych diferencialnych modelov pri rieseni realnych uloh.

Abstract

This bachelor thesis deals with the analysis of linear systems of fractional differential equations
with and without delay. The thesis also introduces the basic theory of fractional calculus. The
analysis itself is supported by a graphical representation of known theoretical results with
comments comparing various properties of integer-order systems with fractional ones. We
focus mainly on stability and asymptotic properties. We also present an aplication of fractional
calculus on the coupled pendulum problem, where fractional differential equations are used
to solve real problems.
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1 Uvod

Zlomkovy kalkulus je odvetvie matematickej analyzy, ktoré sa venuje zavadzaniu a vy-
skumu vlastnosti diferencialnych operatorov lubovolného realneho alebo komplexného radu.
Z historického hladiska siaha tedria zlomkovej derivacie do ¢ias konca 17. storocia, kedy Leib-
niz vo svojom liste L’Hospitalovi prvykrat spomina a diskutuje vyznam derivacie polovi¢ného
radu. Nasledujuace tri storocia sa teoéria zlomkovej derivacie vyvijala ako Cisto teoreticka zale-
Zitost, ktora mala svoje uplatnenie iba medzi matematikmi. Az v poslednych dekadach zacalo
mnoho autorov poukazovat na moznosti realneho vyuzitia zZlomkovej derivacie a zlomkového
integralu pri opise spravania réznych materialov, napr. polymérov a pri modelovani réznych
procesov z oblasti biologie, fyziky, financii atd. Ako sa ukazuje, zlomkova derivacia je skvelym
nastrojom pre popis pamati a dedi¢nych vlastnosti materialov a procesov. Prave to je aj jedna
z hlavnych vyhod pri systémoch obsahujicich zlomkovt derivaciu oproti klasickym systé-
mom s derivaciou celo¢iselného radu, pri ktorych je zohladnenie pamite systému zanedbané.
Zlomkova derivacia a zlomkovy integral sa tiez ¢asto objavuju v teorii riadenia dynamickych
systémov, kedy je kontrolovany systém popisany pomocou ststavy zlomkovych diferencial-
nych rovnic.

Obsahom tejto prace je ukazka vlastnosti zlomkovych diferencialnych sustav, ktorych vy-
uzitie sa Casto objavuje prave v teoérii riadenia, ale moéze byt tiez aplikovana na rdzne iné
inzinierske a vedecké problémy. Vo Stvrtej kapitole sa najskor venujeme linearnej sustave
zlomkovych diferencialnych rovnic, linearnej stustave zlomkovych diferenciadlnych rovnic s
konstantnym oneskorenim, ktorych teéria je pomerne dobre zvladnuta. V dalsej casti kapitoly
spominame tiez linearnu sustavu zlomkovych diferencialnych rovnic s aj bez oneskoreného
¢lenu. Tedria k tejto sustave je vSak pre svoju zlozitost zna¢ne obmedzena a teoretické vy-
sledky st zname iba v niektorych $pecialnych pripadoch.

Jednym z hlavnych cielov tejto prace je tiez Citatelovi ¢o najnazornejsie predstavit sprava-
nie jednotlivych sustav. Cela piata kapitola je preto venovana grafickej interpretacii znamych
teoretickych vysledkov. Roznou formou vykreslenia rieSeni predstavenych sustav sa snazime
poukazat na rozne kvalitativne vlastnosti, ktoré so sebou prinasa pritomnost zlomkovej deri-
vacie. Kapitola je doplnena o komentar, v ktorom porovnavame spravanie zlomkovych dife-
rencialnych sustav vzhladom ku klasickym sistavam obsahujucich celo¢iselni derivaciu.

V siestej kapitole je uvedeny zovseobecneny model dvoch identickych matematickych ky-
vadiel spojenych pruzinou, ktorého spravanie je mozné popisat pomocou linearnej sustavy
dvoch zlomkovych diferencidlnych rovnic. Na tomto priklade prezentujeme konkrétnu aplika-
ciu zlomkového kalkulu ako vhodného nastroja pre popis spravania sa dynamickych systémov.
Nasledne pridanim regulacného ¢lena k modelu kyvadiel ziskame regulovany systém, ktory
je mozné popisat konkrétnym tvarom linearnej sustavy zlomkovych diferencialnych rovnic s
oneskorenym a neoneskorenym ¢lenom. Tvrdenia, ktoré riesia vlastnosti takto vzniknutej sa-
stavy, vsak nie s doposial teoreticky odvodené. V praci sme preto uviedli numericky pokus,
z vysledkov ktorého sme sa snazili spravanie sa tejto stistavy odhadnut.



2 Uzitoc¢né funkcie a pojmy
V tejto kapitole pripomenieme niekolko délezitych definicii, ktoré su ¢asto vyuzivané v tedrii

zlomkového kalkulu.

Eulerova Gamma funkcia

Definicia 2.1. Funkcia T : (0, 00) — R definovana predpisom

I'(t) = ‘/000 e *x"dx (2.1)

sa nazyva Eulerova Gamma funkcia.
Poznamka. Integral (2.1) konverguje prave pre t € (0, 00).
Jednou z dolezitych vlastnosti Eulerovej Gamma funkcie je fakt, Ze spliia rovnost:

I'(t+1)=1tI(t) t € (0,00), (2.2)

¢o modze byt jednoducho odvodené priamo z definicie 2.1 integrovanim per partes. Tuto vlast-
nost mozme tiez povazovat za akusi analégiu pre vlastnost faktorialu, pre ktory plati:

n! =n(n-1)! n €N, (2.3)
Z vlastnosti (2.2) a (2.3) mdéZeme aplikovanim matematickej indukcie odvodit vztah
I'(n+1)=n! n € Ny,

ktory slazi ako priame prepojenie medzi Eulerovou Gamma funkciou a faktorialom.

Poznamka. Eulerovu Gamma funkciu zavedent podla definicie 2.1 mézeme povazovat za roz-
Sirenie faktoriadlu na kladné nenulové realne ¢isla. Pre viac informacii o Eulerovej Gamma
funkcii vid [12],[15].

Mittag-Lefflerova funkcia

Definicia 2.2. Nech @ € (0, ) a T je Eulerova Gamma funkcia. Potom funkcia E, : C — C
dana predpisom

o0 k
n z
Eu(z) = ; Tk T D (2.4)

sa nazyva jednoparametricka Mittag-Lefflerova funkcia.

V pripade a = 1 prechéadza (2.4) na tvar:

> k ok

El(Z):Zﬁ:Z%:eZ.

k=0 k=0

Jednoparametricka Mittag-Lefllerova funkcia teda predstavuje zovseobecnenie (paramet-
rizaciu) exponencialnej funkcie e*.



Definicia 2.3. Nech «, € (0, ), I je Eulerova Gamma funkcia. Potom funkcia E, 5 : C — C
dana predpisom
o0 k

z
Ea’ﬁ(Z) = ; m (25)

sa nazyva dvojparametricka Mittag-Lefflerova funkcia.

Konkrétnou volbou parametrov « a f§ dostavame dosadenim do (2.5) niektoré dobre zname
funkcie, napriklad:

E = _— = —_— = Z’
11(2) Zk:o Tk + 1) Zkzg o ¢
- zk 2 2k 1 o Kt e —1
E = e = _ = = —
12(2) ; T(k +2) % k+1)! 2z ; k+1)!  z

i 2k

Z b sz
Ez,l(zz) = kz m = Z (2—k)| = COSh(Z),

= —  z2k+l _ sinh(2)
Ero(e”) = Z r(zk 12) Z 2k+1)! z

Pre ucely prace bude tiez potrebné uviest tvar dvojparametrickej Mittag-Lefflerovej funkcie
pre pripad, kedy argument funkcie nie je skalar z € C, ale matica A € C*?, kde d € N.

Definicia 2.4. Nech , f € (0, ), T je Eulerova Gamma funkcia. Potom funkcia Egqp: cdxd _,
C%d dana predpisom

Eqp(A) = ; NETY (2.6)

sa nazyva maticova Mittag-Lefflerova funkcia.

Poznéamka. Znacenim A* v (2.6) myslime k-tu mocninu matice A, teda sicin k matic A. Pre
pripad k = 0, definujeme A° := I, kde I je jednotkova matica s rozmermi d X d, teda rovnakymi
ako matica A.

Ako uvidime neskor, prave pomocou maticovej Mittag-Lefflerovej funkcii budeme schopni
vyjadrit rieSenie sustavy zlomkovych diferencialnych rovnic, s ktorou sa budeme blizsie za-
oberat. Pre dalsie Specialne pripady a viac informacii o Mittag-Lefflerovej funkcii (jednopara-
metrickej aj dvojparametrickej) vid [12]. O vlastnostiach maticovej Mittag-Lefflerovej funkcie
vid [14].

Laplaceova transformacia

V tejto Casti uvedieme struc¢ny prehlad tedrie k Laplaceovej transformacii, ktora je dolezitou
sucastou pri rieSeni sustav zlomkovych diferencialnych rovnic, s ktorymi sa budeme v dalsich
Castiach textu zaoberat. Viac o Laplaceovej transformacii, ako aj dékazy uvedenych viet vid
[16], o vyuziti Laplaceovej transformacie pri vypoctoch diferencialnych rovnic celo¢iselného
radu vid [11].



Definicia 2.5 (Laplaceova transformacia). Nech f : [0,00) — R je realna funkcia. Potom
Laplaceova transformacia funkcie f je komplexna funkcia Z{ f(¢)}(s) dana vztahom

LFDN) = / Ft)edt,

kde s € C, pre ktoré tento nevlastny integral konverguje. Funkciu F(s) = .& { f (t)}(s) nazy-
vame Laplaceov obraz funkcie f.

Predpoklad existencie Laplaceovej transformacie uvadza nasledujuca veta.

Veta 2.6 (existencia Laplaceovej transformacie). Nech f : [0,00) — R je po Castiach spojita
funkcia. Potom ak existuji konstanty a € R, K € (0,00) také, Ze |f(t)] < Ke® na nejakom
intervale [ty, ), kde ty € [0, ), takZ{f(t)}(s)je definovanda pres € C, ktoré spliiajiiRe(s) > a.

Poznamka. Re(s) znacirealnu cast komplexného ¢isla s. Pod pojmom po castiach spojita funkcia
rozumieme, Ze pocCet bodov nespojitosti je kone¢ny, pricom ide o skokovii nespojitost, teda obe
jednostranné limity v tychto bodoch existuju a st kone¢né a rozdielne. Podmienka | f(t)| <
Ke®, ktort od funkcie f pozadujeme, sa tiez nazyva exponencialna obmedzenost.

Laplaceova transformacia je velmi uzitocny nastroj pri rieSeni niektorych sustav diferen-
cidlnych rovnic prave vdaka svojim vlastnostiam, preto je vhodné niekolko z nich spomenut.

Linearita:

Z{af(t) + bg(t)}(s) = aéf{f(t)}(s) + bf{g(t)}(s) a,b eR.

Transformacia n-tej derivacie:
n
L{fPW}6) = " L{f B} 6) - ) s o).
k=1
Délezitou sticastou pri aplikacii Laplaceovej transformacie je, aby sme boli schopni z kom-
plexnej funkcie F(s) ziskat povodnu funkciu f(t), preto zavadzame pojem tzv. Inverznej Lap-
laceovej transformacie.

Definicia 2.7 (Inverzna Laplaceova transformacia). Nech F(s) je komplexna funkcia taka,
7e F(s) = { f (t)}(s). Potom inverzna Laplaceova transformacia funkcie F je realna funkcia
ZLYF(s)}(t), pre ktort plati

L7HEG)N0) = £(0).

Poznamka. Pre vypocet inverznej transformaécie existuje aj explicitny vzorec

c+ioco

L HF)N0) = £(1) = % / F(s)ds.

c—100
Ide vsak o tzv. krivkovy integral v komplexnej rovine, ktorého vypocet je technicky dost na-
ro¢ny, preto sa v praxi pouziva zriedka. Castejsie sa vyuzivaju tabulky so vzorcami pre uréenie
inverznej Laplaceovej transformacie. To nam umoznuje pri spojitych funkciach skuto¢nost, ze
vzor Laplaceovej transformacie je urceny jednoznacne, ako uvadza nasledujica veta.

Veta 2.8 (Lerchova). Nech f,g € CJ0, ), pre ktoré plati,ﬁf{f(t)}(s) = Z{g(t)}(s), potom
f(t) =g(t).

Poznamka. Znacenim C[0, co) myslime mnozinu spojitych funkcii na intervale [0, c0).



3 Zaklady zlomkového kalkulu

V tejto kapitole zadefinujeme zakladné a pre potreby tejto prace dolezité pojmy zlomko-
vého kalkulu. Zameriame sa na definiciu tzv. zlomkového integralu a Caputovej zlomkove;j
derivacie, ktoré zovseobecnuju definiciu n-nasobného integralu a derivacie n-tého radu. Na-
sledne uvedieme vlastnosti, ktoré tieto definicie implikuja. Rozne spdsoby zavedenia pojmu
derivacie (resp. integralu) neceloc¢iselného radu su podrobne popisané v [6],[8] a [12], ktoré
su aj hlavnym zdrojom tejto kapitoly.

Zlomkovy integral

Pre nase potreby je vhodné pri zavedeni zlomkového integralu vychadzat z tzv. Cauchyho
formuly pre n-nasobny integral integrovatelnej realnej funkcie f, ktora je tvaru

D f(t) = / ( / ( / Tzf(n)drl)...drn_l)drn— — / (t -0 f(odr, ()

kde a € R je dolna medza integralu a n € N je nasobnost integralu (tieZ sa pouziva pomeno-

vanie n-ta iteracia integralu). Odvodenie vid napr. [13].

Poznamka. Jediny predpoklad, ktory sa kladie na funkciu f, je uz spominana integrovatelnost.
Zovseobecneny tvar Cauchyho formuly dostaneme nahradenim n za a € (0, co) a faktorialu

(n — 1)! za Eulerovu Gamma funkciu I'(«).

Definicia 3.1 (Zlomkovy integral). Nech @ € (0, ), a,b € R, a<b, f je integrovatelna funkcia
na intervale [a, b]. Potom operator D,* definovany vztahom

D10 = s [ =0 f(oyar (32)

pre t € [a, b] nazveme zlomkovy integral radu «. Pre pripad @ = 0 definujeme DO f(t) = f(¢)
ako identicky operator.

Poznamka. Korektnost takto zavedeného zlomkového integralu je pre @ > 1 zrejma, pretoze
integrand sa sklada zo sué¢inu integrovatelnej funkcie f a spojitej funkcie (t — 7)*7!, teda
integral existuje pre vSetky ¢ € [a, b]. Pripad a € (0, 1) situaciu trochu komplikuje. Existenciu
integralu (3.2) vsak upresnuje nasledujica veta.

Veta 3.2. Nech a € (0,0), a,b € R, a<b, f je integrovatelna funkcia na intervale [a, b]. Potom
zlomkovy integral D;* f(t) existuje skoro vSade na [a, b]. Navyse aj funkcia D;* f(t) je integro-
vatelna na |a, b].

Poznamka. Terminom skoro vSade myslime, ze zlomkovy integral nemusi existovat iba na mno-
zine bodov s nulovou mierou. Pre presnt definiciu mnoziny s nulovou mierou vid [2].

Dalej je vhodné spomenuft ddlezitt vlastnost operatora D,%, ktora je uvedena v nasledu-
jucej vete.

Veta 3.3. Nech a, f € [0,00) a f je integrovatelna na [a, b]. Potom
DD (1) = D P () (3:3)

plati skoro vsade na [a, b].



Poznamka. Terminom skoro vsade opat referujeme na fakt, Ze platnost rovnosti (3.3) moze byt
porusena iba na mnozine bodov s nulovou mierou. Pridanim predpokladu f € C[a, b] alebo
a+f > 1dostavame platnost rovnosti (3.3) na celom intervale [a, b]. Znacenim C[a, b] myslime
mnozinu spojitych funkcii na intervale [a, b].

Dokazy vety 3.2 a vety 3.3 ako aj podrobnu diskusiu zavedenia zlomkového integralu moze
Citatel najst napriklad v [6].

Caputova zlomkova derivacia

Zavedenie zlomkovej derivacie je o nieco zlozitejsia uloha. Analdgia vzorca (3.1) pre pripad
derivacie n-tého radu v realnom obore nie je znadma. Preto na zavedenie zlomkovej derivacie
vyuzijeme zlomkovy integral. Este pripomenme, Ze existuje niekolko sposobov, ako zlomkova
derivaciu definovat. Preto je ich pomenovanie ¢asto viazané k menu autora danej definicie.

Definicia 3.4 (Caputova zlomkova derivacia). Nech a,b € R, a < b, @ € [0,00), n = [a] a
f je realna funkcia, pre ktort f je integrovatelna na [a, b]. Potom operator D¢ definovany
vztahom

DEf(t) = D" (F™(1)) (3.4)

pre t € [a,b] nazveme Caputova zlomkova derivacia radu a.

Poznamka. Symbolom [-] znaéime horni celi ¢ast ¢isla. Pre pripad a = 0 dostavame D f(t) =
f(t) apre @ = n € N dostavame klasickt derivaciu n-tého radu. Predpoklad na integrovatel-
nost f je potrebny z dévodu zarucenia existencie zlomkového integralu D;(n_a) podla vety
3.2.

Ako definicia Caputovej zlomkovej derivacie sa pre n — 1 < a < n, kde n € N, tiez zvykne
vyuzivat rozpisanie vztahu (3.4) na tvar

1 t
DIf(t) = ——— t— )" M (r)dr.
10 = s [ =)

Este poznamenajme, Ze Caputova zlomkova derivacia sa tiez zvykne oznacovat symbolom
€D%, aby sa zddraznilo, Ze ide prave o tento typ zlomkovej derivacie. V tejto praci vsak iny
druh zlomkovej derivacie nevyuzivame, preto budeme pokracovat v znaceni DY.

Pri klasickej teorii je zname, ze derivacia celociselného radu ma lokalny charakter, teda na
jej urCenie potrebujeme poznat iba lubovolne malé okolie bodu, v ktorom derivaciu urcujeme.
To vsak pri Caputovej zlomkovej derivacii neplati. V jej definicii je priamo obsiahnuty zlom-
kovy integral, a preto je nutné poznat hodnotu funkcie na celom intervale [a, t]. S touto sku-
tocnostou suvisi aj zavislost hodnoty Caputovej zlomkovej derivacie od volby pociato¢ného
bodu a. Tato vlastnost sa preto da vhodne vyuzit pri modelovani systémov, ktorych sucasny
stav je zavisly od svojej minulosti.

Poznamka. V pripade @ = n € N prechadza Caputova zlomkova derivacia na tvar klasickej
derivacie, teda v tomto pripade ma aj Caputova zlomkova derivacia lokalny charakter.

Jednou z délezitych vlastnosti Caputovej derivacie je, rovnako ako pri klasickej celociselne;j
derivacii, linearita:

DZ[Af(t) + ug(t)] = ADG f(t) + uDgg(t), (3.5)



kde @ € (0,0) A, u € R a f, g st realne funkcie, pre ktoré su vsetky operacie definované.

Nasledujuce vety uvadzaju vzajomny vztah medzi zlomkovym integralom a Caputovou
zlomkovou derivaciou.

Veta 3.5. Nech « € [0,) a f € Cla, b]. Potom
DgD. f(t) = f(1)
pre vetky t € [a, b].

Veta 3.6. Necha € [0,00),n = [a] a f € AC"[a,b]. Potom

DLEDEF(0) = (1)~ Zf SCIP

pre vetky t € [a, b].

Poznamka. Znatenim AC"[a, b] myslime mnozinu funkcii s absolitne spojitou (n — 1)-ou de-
rivaciou. Pre presnu definiciu tejto mnoziny vid [6].

Z vety 3.5 teda vyplyva, Ze Caputova derivacia plni funkciu Iavej inverzie ku zlomkovému
integralu. Z vety 3.6 vsak vidime, ze Caputova derivacia nie je jeho pravou inverziou, kedze
sa na pravej strane rovnosti objavuje Taylorov polyném stupna n — 1 so stredom v bode a. S
vyskytom spominaného Taylorovho polynému je spojeny aj predpoklad f € AC"[a, b], ktory
zarucuje jeho existenciu. Odvodenie vlastnosti (3.5) a dokazy viet 3.5 a 3.6 ako aj blizsie zdo-
vodnenie jednotlivych podmienok pre platnost tychto tvrdeni vid [6].



4 Linearne sustavy zlomkovych diferencidlnych rovnic

V tejto kapitole uvedieme niekolko typov sustav zlomkovych diferencidlnych rovnic a
k nim pridruzenu tedriu spojent so stabilitou a asymptotickymi vlastnostami rieSenia tychto
sustav.

V tejto praci sa budeme casto stretavat s pojmom asymptotickej stability nulového riese-
nia, preto iba v skratke pripomenme, Ze nulové riesenie danej sustavy diferencialnych rovnic
budeme oznacovat za asymptoticky stabilné prave vtedy, ked pre vSetky rieSenia sustavy y(t)
plati, Ze ||y(¢)|| — 0 pre t — oo. V pripade, ak pre vsetky nenulové rieSenia plati ||y(t)|| — oo
pre t — oo, zas budeme nulové riesenie nazyvat nestabilné. Kedze sa budeme zaoberat iba
linearnymi stistavami, je takato formulacia dostato¢na.

Pripady, kedy pripustame moznost stability (nie asymptotickej) nulového riesenia, vsak
budeme vynechavat, pretoze pre nase potreby su v tejto praci pomerne nepotrebné. Stabilita
nulového riesenia nasledujucich ststav je skor hranic¢na situacia medzi asymptotickou stabi-
litou a nestabilitou, preto je numericky tieto situacie pomerne obtiazne dosiahnut.

4.1 Linearna sustava bez oneskorenia
Linearnou ststavou bez oneskorenia budeme rozumiet sustavu tvaru
Dgy(t) = Ay(t), (4.1)
kde A € R9xd je redlna matica, kde d € N, o € (0,0), n = [a], Df je Caputova zlomkova
derivacia radu @ a y : [0, 00) — R? je vektorova realna funkcia.
K sustave (4.1) pridavame pociato¢né podmienky
y®(0) = yp e RY, k=0,..,n—1. (4.2)

Veta 4.1. Nech A € R¥? o € (0, 00). Potom riesenie y(t) stistavy (4.1) s pociatoénymi podmien-
kami (4.2) je tvaru:

n—1
y(t) = ) t*Ep g (" Ay (4.3)
k=0

Poznamka. Pre odvodenie vety 4.1 vid [14].

Zavedme podmnozinu komplexnej roviny M, dant predpisom
ar
M, = {z eC:larg@)| > = ae(o, oo)}, (4.4)
kde —7 <Arg(z) < « je hlavna hodnota argumentu komplexného ¢isla z.

Otazku stability rieSenia sustavy (4.1) s poCiato¢nou podmienkou (4.2) riesi nasledujtuca
veta.

Veta4.2. NechAe R™4 ), e C prei € {1,...,d} st vlastné cisla A, a nech a € (0, 0) . Potom,
ak vsetky A; € C prei € {1,...,d} patria do mnoZiny M,, tak nulové riesenie stistavy (4.1) je
asymptoticky stabilné.

Poznamka. Pre dokaz vety 4.2 vid [10]. Poznamenajme, Ze pre pripad « € (0, 2) je mozné vetu
4.2 formulovat aj v tvare ekvivalencie. Mézme si tiez vSimnut, Ze pre @ > 2 sa z M, stava

prazdna mnozina. Mnozina M, zobrazena na Obr. 1 sa tiez zvykne nazyvat Matignonov sektor.



im im
2 2
1 1
2 1 0 1 2 Re 2 1 0 1 2 Re
A 1
Ol 2
(a) Vykreslené pre hodnotu: & = 0,4 (b) Vykreslené pre hodnotu: @ = 1,2

Obr. 1: Oblast stability M,

Veta 4.2 nam udava podmienky, pri ktorych je nulové rieSenie sustavy (4.1) asymptoticky
stabilné. Mozeme si tiez v§imnut, Ze na rozdiel od klasickej sustavy, kedy o = 1 (sustava je
celociselného radu), moéze byt nulové rieSenie v zZlomkovom pripade asymptoticky stabilné aj
v pripade Re(1) > 0, ¢o pri celo¢iselnom nie je mozné, vid [9]. Dalsou odlisnostou v pripade
neceloc¢iselného radu je rychlost konvergencie normy riesenia, ktora nie je exponencialneho,
ale algebraického typu. Tuto vlastnost presnejsie uvadzame v nasledujicej vete. Predtym vsak
eSte uvedieme jeden pomocny pojem.

Definicia 4.3 (Asymptoticka ekvivalencia funkcii). Nech f,g : R — R su funkcie. Potom
hovorime, ze funkcie f a g st asymptoticky ekvivalentné prave vtedy, ked plati:

L@l _

im =C,
i |g()|
kde C € (0, o). Asymptoticku ekvivalenciu funkcii f a g znac¢ime: f ~ g.

Veta 4.4. Nech A € R4 o € (0,00) \ {1,2,3,...}, n = [a]. Ak norma riesenia sistavy
(4.1) s pociatocnymi podmienkami (4.2) konverguje k nulovému rieseniu, potom existuje prislusné
j€A{0,....,n—1} také ze||y(t)|| ~ /™% pret — oo.

Poznamka. Pre odvodenie vety 4.4 odkazeme Citatela na [10].

4.2 Linearna sustava s konstantnym oneskorenim

Linearnou ststavou s konstantnym oneskorenim rozumieme sustavu tvaru

Dgy(t) = By(t - 1), (4.5)

kde B € R je redlna matica, kded € N, a,7 € (0,00), n = [a], Dg je Caputova zlomkova
derivacia radu @ a y : [0, 00) — R je vektorova funkcia.

K sustave (4.5) pridavame pociato¢né podmienky
y(1) = ¢(t) t € [-7,0] (4.6)

10



lim yO(t) = ¢ k=0,...,n—1, (4.7)
t—0*

kde ¢ : [-7,0] — R? je vektorova funkcia, ktorej komponenty ¢(),. .., ¢q4(t) st absolitne
riemannovsky integrovatelné funkcie.

Poznamka. Pre vsetky dokazy viet, vztahujucich sa k sustave (4.5), odkazeme Citatela na [5].
Na vyjadrenie riesenia pociato¢nej ulohy (4.5)-(4.7) potrebujeme zaviest nasledujicu po-

mocnu definiciu:

Definicia 4.5. Nech B € R® [ je jednotkova matica o rozmeroch d xd a a, 7 € (0, o). Potom
maticova funkcia R : R — R%? dan4 vztahom:

R(t) = L Y(s*I = Be”*") " }(t),

kde .1 je inverzna Laplaceova transformécia, sa nazyva fundamentdlna matica rieSenia si-
stavy (4.5).

Poznamka. Vsimnime si, Ze v tomto pripade je inverzna Laplaceova transformacia pouzita na
maticu (s*I — Ae™*7)"!, ktorej rozmery st d X d, predpokladame teda, %e operacia je pouZita na
jednotlivé prvky tejto matice.

Riesenie pociato¢nej tlohy (4.5)-(4.7) potom dostavame v nasledujucom tvare.

Veta 4.6. Nech B € R4 o, 7 € (0,00), n = [ar] a R je fundamentalna matica riesenia stistavy
(4.5). Potom riesenie y(t) sustavy (4.5) s pociatoénymi podmienkami (4.6)-(4.7) je tvaru

n—1
y(t) = Z Dg_k_lR(t)gbk + /0 R(t — 7 — u)Bp(u)du.
k=0 -

Zavedme podmnozinu komplexnej roviny M, , dant predpisom:
/4
My, = {z e C: |Arg(2)| > az A z] <

(wy . a,7 € (0, oo)}, (4.8)

kde —7 <Arg(z) < 7 je hlavna hodnota argumentu komplexného Cisla z.

Veta 4.7. Nech B € R™4 ), € C prei € {1,...,d} su vlastné cisla B, a nech a,7 € (0, 0) .
Potom, ak vsetky A; patria do mnoziny M, ., tak nulové riesenie sustavy (4.5) je asymptoticky
stabilné.

Poznamka. Obdobne ako pri vete 4.2 aj v pripade vety 4.7 sme schopni pre hodnoty « € (0, 2)
tvrdenie formulovat vo forme ekvivalencie. Opéat si mozeme vsimnut, Ze pre a > 2 sa z M, ;
stava prazdna mnozina. Taktiez je mozné lahko odvodit, Ze pre 7 — 0 plati M, — M, a
sustava (4.5) prechadza na tvar (4.1), teda sustavu bez oneskorenia. Oblast stability M, ; je
vykreslena na Obr. 2.
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im im
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2 1 0 1 2 Re 2 1 0 1 2 Re
1 1
2 2
(a) Vykreslené pre hodnoty: @ = 0,4 7 =1 (b) Vykreslené pre hodnoty: = 1,2 7 =1

Obr. 2: Oblast stability M, ,

Z dokazu vety 4.7 uvedenom v [5] tiez vyplyva, Ze konvergencia normy k nulovému riese-
niu pre a € (0,00) \ {1,2,3,...} je algebraického typu. Presné tvrdenie uvedieme v nasledu-
jucej vete.

Veta 4.8. Nech B € R™? o € (0,00) \ {1,2,3,...}, n = [a]. Ak riesenie pociatocnej iilohy
(4.5) - (4.7) konverguje k nulovému rieseniu, potom existuje prislusné j € {0,...,n} také, Ze
ly)I ~ /=" pre t — oo.

Teda ak dané riesenie konverguje k nulovému rieSeniu (nulové rieSenie ststavy je asymp-
toticky stabilné), mdZeme pre normu riesenia obdrzat nasledujice moznosti rychlosti konver-
gencie:

« Pre a € (0,1) je rychlost konvergencie ||y(t)||, pre t — oo ako pri t~* alebo

« Pre « € (1, 2) je rychlost konvergencie ||y(t)||, pre t — oo ako pri t™%, t %! alebo ¢'7%.

oL

4.3 Linearna sustava s oneskorenym a neoneskorenym ¢lenom

Posledny typ sustavy, ktorej sa budeme venovat, je tvaru
Dgy(t) = Ay(t) + By(t — 1), (4.9)

kde a € (0, ), D je Caputova zlomkova derivacia radu a, A,B € R 5 1 € (0, ) je
oneskorenie.

Tato sustava predstavuje matematicky model s pomerne velkym aplika¢nym potencialom,
$pecialne v tedrii riadenia. So sustavou (4.9) sa mdzeme cCasto stretnuf pri modelovani dlohy
stabilizacie bodu rovnovahy zlomkového dynamického systému pomocou riadenia so spatnou
vazbou (konkrétne ¢len Ay(t) popisuje spravanie dynamického systému a By(t) predstavuje
spatnovazobny regulacny ¢len, ktory s oneskorenim 7 reaguje na systém Ay(t)). Z tvaru (4.9)
vidime, Ze sa jedna o kombinaciu sustav (4.1) a (4.5), ktorym sme sa venovali v predchadzaja-
cich castiach tejto kapitoly. Dolezité je tiez spomenut, Ze tvrdenia ohladom stability a asymp-
totiky tejto suistavy pre vSseobecné matice A, B neboli doposial teoreticky odvodené. Pri stuistave
(4.9) sa teda obmedzime iba na jej jeden konkrétny tvar, ktory bol podrobne rozobraty v [4] a
pre nase potreby tento ¢lanok predstavuje teoreticky zaklad, z ktorého budeme cerpat.
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Dalej sa uz budeme zaoberat planarnou zlomkovou sistavou s oneskorenym aj neonesko-
renym ¢lenom, ktora je tvaru

Df = ay,(t — 1) + bya(t)

Df = cy,(t) + ayz(t — 1), (4.10)

sovstupmia, b, c € R (b, ¢ # 0), radom Caputovej zZlomkovej derivacie & € (0, 1) a oneskorenim
7 € (0, 00).

Zaujimavym rozdielom medzi (4.10) a predtym spominanou sustavou (4.5) je vplyv onesko-
renia 7 na zmenu stability nulového rieSenia. Pri sistave (4.5) vieme, Ze pri spojitom zvySovani
hodnoty 7 pri zafixovani ostatnych parametrov (rad derivacie a a koeficienty matice B) do-
chadza maximalne k jednej zmene spravania ststavy (4.5). Tym myslime, Ze nulové riesenie
prejde pri zvySovani hodnoty 7 z asymptotickej stability do nestability maximalne jedenkrat.
Mobzeme teda interval hodnét 7 rozdelit na dva podintervaly (0,7%] a (7%, o), kde 7* znaci
maximalnu hodnotu 7, pre ktoré je nulové riesenie sustavy (4.5) asymptoticky stabilné. V pri-
pade sustavy (4.10), ako neskor uvidime, mozu nastat situacie, kedy pri zvySovani hodnoty 7
dochédza k tzv. "prepinaniu stability” nulového riesenia.

K sustave (4.10) pridavame pociato¢né podmienky

y1(t) = $1(2)
Yya(t) = ¢a(t) t € [-7,0],

kde funkcie ¢, ¢, st po Castiach spojité funkcie na intervale [—7, 0].

(4.11)

Poznamka. Kedze sa s radom Caputovej zlomkovej derivacie pohybujeme na intervale o €
(0, 1), vacsi pocet pociatoénych podmienok nie je potrebny.

Tvar rieSenia pociatocného problému (4.10)-(4.11) je nad ramec tohto textu, preto Citatela
odkaZeme na [4], kde je odvodenie riesenia uvedené. Dalej spomenieme iba pojmy tykajice
sa stability nulového rieSenia.

Veta 4.9. Nech o € (0,1), T € (0,), a, b, c € R spliiajiice podmienku bc > 0, a nech t* je ¢islo
definované vztahom

Voc

C=Om | aresin ( ~sin ( %) )

2

(\/az ~ bosin(2) + x/%cos(%))é |

*(a,b,c) =

Potom nulové riesenie sustavy (4.10) je asymptoticky stabilné prave vtedy, ked

*

a+Vbe <0 A T<T.

Poznamka. Pre dokaz vid [4].

Otazka stability sastavy (4.10) je v pripade bc < 0 zna¢ne narocnejsia a vyzaduje niekolko
medzikrokov, ktoré v texte vynechame a Citatela odkaZeme na [4], kde je uvedeny presny
postup a samotny dokaz nasledujucej vety 4.10, ktora pripad stability pre bc < 0 riesi.

Pre formulaciu vysledkov budeme potrebovat hodnoty a* a 8, ktoré st jednoznacne ur-
¢ené sustavou nelinearnych rovnic (sustava je uvedena v [4]) s pribliznym numerickym riese-
nim:

a* ~0,6150768144 a 05 ~ 0,562788670. (4.12)
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Dalej zavedieme hodnoty 9;‘ € (0, arr/2) ako jedine¢né rieSenia rovnic

) [ @j+3-a)x ¢

2
kde j € {0,1,2,...}. Pre tieto hodnoty navyse plati QJ’F > 9;‘+1 pre vsetky j € {0,1,2,...} a
0; — 0" pre j — 0.

sin(6 +
sin(9 -

m|§ N|§

Poznamka. Pre dokazy tychto pomocnych tvrdeni vid [4].

Veta 4.10. Nech o € (0,1), 7 € (0,00), a,b,c € R sp[ﬁajﬁce podmienku bc < 0, a* je dana
(4.12) a 9]7" € (0, ar/2) st jedinecné korene (4.13) pre j € {0,1,2, ...}, dalej za predpokladu |a|/

V—bc > cos(an/2), nechm > 0 je parne celé ¢islo (ak a > 0), alebo neparne celé cislo (ak a < 0),
Jjednoznacne uréené nerovnostami

cos(F) _ lal _ cos(F)

cos(0) ~ V—phe < cos(0%_,)

cos(F) _lal

cos(0) ~ V=bc’

, m>2 alebo

m e {0,1}. (4.14)

Potom nulové riesenie systému (4.10) je asymptoticky stabilné prave vtedy, ked je splnena niektora
z nasledujicich podmienok:

a ar
a < cos(—); (4.15)
—bc 2
m_y
ar a an
cos(—) < < cotg(—) A Te | J(13 1 Toina 1) (4.16)
2 —be 2 jyl 5 J+2,
ar a  cos(%F) £
a > a*,cotg(—) < < = AN Te| (1315 Triva)s (4.17)
2 V=bc  cos(6;) JL;J J> e
m-l_q
a ar ’ . .
2 < —COS(T) AN TE U (T3j41.-15 T2j+3.1)s (4.18)
—bc >
j=-1

. _ , s , e d e
kde T = 0 pre zaporné celé cisla i a pre nezaporné celé ¢isla i si t;, urcené podla vztahu

)

(K\/az - |bc|cosz(a7”) + V=bc sin(%”))

a

N

(i + 52) 7 — K arccos cos(

|

=

7 (a,b,c) = -, 1=0,1,2,..., k==l

a

4.4 Numericka metoda pre vypocet rieseni sustav

V poslednej casti tejto kapitoly este strucne popiseme odvodenie algoritmu numericke;j
meto6dy, ktory pre svoju univerzalnost vyuzivame pri vypocte rieseni vsetkych sustav zlomko-
vych diferencialnych rovnic, ktoré v tejto praci spominame. Este poznamenajme, Ze samotny
algoritmus preberame z prace [1], kde bol numericky algoritmus implementovany v Matlabe.
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Zadanie ulohy

Nech a,b € R,a < b,d € N, A,B : [a,b] — R4 g1 maticové funkcie, ktorych jednotlivé
zlozky st spojité funkcie a f : [a,b] — R? je vektorova funkcia, ktorej jednotlivé zlozky st
spojité funkcie. Ulohou je najst numerické riesenie y : [a, b] — R? stistavy

Dgy(t) = A(t)y(t) + B(t)y(t — 7) + f(t) t € [a, D],

s pociatocnymi podmienkami

y(t) = #(t) t
lim y(k)(t) =@ € RY k=0,...n—-1,
t—a*

kde ¢ : [a— 17, a] — R? je vektorova funkcia, ktorej komponenty ¢;(t), ..., $4(t) st riemannov-
sky integrovatelné funkcie.
Odvodenie algoritmu

Odvodenie riesenia budeme realizovat vSeobecne pre i-tu zlozku neznamej funkcie y, kde i €
{1, ...,d}. Rovnicu si pre i-tu zlozZku mdzeme rozpisat nasledovne:

d

d
DEyi(t) = > ay(tyyi(t) + Y byt = 1) + fi(t), i€ {1,2....d}.
j=1

j=1

Ako dalsi krok na obe strany rovnice aplikujeme zlava zlomkovy integral

D, “Djy;(t) = D,“

d d
D ag(yi(t)+ ) biy(ty(t - 7) + ﬁ(t))-
j=1

=1
Nasledne vyuzijeme vlastnost vyplyvajicu z vety 3.6, ¢im dostavame:
d d
uilt) - Z w9 =1 / (t=r) (}Z ai(r)y;(r) + ]Z bij(r)y;(r = 1) + ﬁ-(r))dr-

Rozdelenim intervalu [a,t] na p podintervalov s konstantnou dizkou k2 > 0 sme potom pomo-
cou ts = to + sh, kde ty = a schopni vyjadrit kazdy podinterval [t;, ts41], kde s € {0,...,p — 1}.
Presunutim vzniknutého Taylorovho polynému z lavej strany na pravu a rozdelenim intervalu
[a, t] na p podintervalov dostavame rovnicu v tvare:

d

d
yi(t) = Z - a)k+r( )Z[ / (t—r)“—l(zaij<r>yj<r>+2bij(r)yj<r—r>+ﬁ<r>)dr].
ts j=1

J=1

Poslednym krokom zostava aproximovat hodnotu integralu na jednotlivych podinterva-
loch. Aproximaciu dostaneme pomocou explicitnej alebo implicitnej obdlznikovej metody. V
nasom pripade pouzivame implicitnti metédu. Pre presny postup odvodenia dalej odkazeme
Citatela na pracu [1], kde su jednotlivé kroky podrobne uvedené.
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Vysledné hodnoty vektoru funkcie y v jednotlivych uzlovych bodoch delenia intervalu [a,t]
potom dostavame vyrieSenim nasledujicej linearnej sustavy rovnic:

n—1

o) = > 2t~ 0t

h(x
(I T Tarn )

ha’
I'(a+1)

p—2
( [KFE(t41)] + B(tp)y(ty) + f(5) ],
i=0

Jj=

kde I je jednotkova matica s rozmermi d X d, K su koeficienty vypocitané pomocou explicitnej
obdlznikovej metody. Clen F(tj41) vyjadruje

F(tjv1) = Atjr1)y(tis1) + Bt )yt — ) + f(Ej41)-

Poznamka. V Matlabe vieme stustavu linearnych rovnic Cx = d vyriesit prikazom C\d.
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5 Vizualizacia teoretickych vysledkov

Tato kapitola bude venovana grafickej prezentacii a porovnaniu uz znamych vlastnosti
rieSeni sustav zlomkovych diferencialnych rovnic, ktoré boli predstavené v kapitole Stvrtej.
Na konkrétnych prikladoch uvedieme charakteristické ¢rty rieseni nadobudnuté numerickym
modelom a budeme tak schopni sledovat a porovnavat spravanie jednotlivych rieseni s teore-
tickymi vysledkami.

5.1 Linearna sustava bez oneskorenia

Predpoklady asymptotickej stability nulového rieSenia sustavy (4.1) boli uvedené vo vete
4.2. Vo vete sa spomina oblast stability M,, a prave z definicie tejto mnoziny, vid (4.4), do-
kazeme jej tvar ovplyvnit pomocou rdznej volby parametru «, ktory predstavuje rad Capu-
tovej zlomkovej derivacie. Tato skuto¢nost nam dovoluje volbou radu Caputovej derivacie
ovplyvnit aj samotnud asymptoticku stabilitu nulového riesenia sustavy (4.1).

Stabilita pre rad Caputovej zlomkovej derivacie « € (0, 1)

Pre nazornd demonstraciu zacneme so zavedenim konkrétnej sustavy, ktora je tvaru

D¢y, (t) = 0,2y,(t) + 0,5y2(t)

D&ys(t) = —0,5y;(t) + 0,2y(t) t € [0, 00). (5.1)

Nie je tazké ukazat, Ze vlastné Cisla matice sastavy (5.1) si A; = 0,2 + 0,5i a A, = 0,2 — 0,5i.
Koeficienty matice sustavy (5.1) st volené prave tak, aby sme poukéazali na skuto¢nost, Ze v
pripade radu Caputovej zlomkovej derivacie z intervalu (0, 1) je pre sustavy typu (4.1) mozné
dostat asymptoticky stabilné nulové rieSenie aj pre vlastné ¢isla s kladnou realnou ¢astou.

K sustave (5.1) este pridavame pociato¢né podmienky

y1(0) =1 y2(0) = 1. (5.2)

Dostavame tak pociato¢nu ulohu s jednym parametrom, a to radom Caputovej zlomkovej de-
rivacie a, ktory v tomto pripade uvazujeme z intervalu (0, 1). Na Obr. 3 st zobrazené oblasti
stability M, pre konkrétne hodnoty a spolu s polohou vlastnych ¢isiel matice sustavy (5.1).

. )\.1 05 )\.1 05 )\.1
E o E o E o
05 )\02 05 ):2 05 )\-2
- 1 4 .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Re Re Re
(@a=04 (b) @ = 0,7 (c)a =09

Obr. 3: Poloha vlastnych ¢isiel matice sustavy (5.1) vzhladom k oblasti stability M,

Z Obr. 3 vidime, Ze pre hodnoty a = 0,4 a ¢ = 0,7 lezia vlastné ¢isla A; a A, vo vnutri oblasti
M,, teda podla vety 4.2 st nulové rieSenia v tychto pripadoch asymptoticky stabilné.
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V pripade a = 0,9 st uz vlastné ¢isla situované mimo mnozinu M,, teda ani nulové rieSenie

nie je asymptoticky stabilné.

Dalej prejdeme k samotnému vykresleniu normy a fazovych portrétov riesenia pociatocnej

ulohy (5.1)-(5.2) pre r6zne hodnoty radu Caputovej zlomkovej derivacie a.

ly@)

a=04
a=0,7
a=20,9

o

y2(t)
S
(4]

ya(t)

0.06

0.04

0.02
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-0.04

-0.06

150

200

(b) Detail

Obr. 5: Fazovy portrét rieSenia pociatocnej tlohy (5.1)-(5.2) pre rézne hodnoty «
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Na Obr. 4 je vykreslena norma jednotlivych rieseni. Pripady @ = 0,4 a @ = 0,7 prezentuju
priebeh normy riesenia pri asypmtoticky stabilnom nulovom rieseni. Pre hodnotu o = 0,9,
kedy sa uz vlastné ¢isla nachadzaji mimo oblast stability M,, mdzeme vidiet priebeh, kedy je
nulové rieSenie nestabilné.

Vo fazovom portréte na Obr. 5a je tiez mozné pozorovat, Ze sa rieSenia pre « = 0,4aa = 0,7
priblizuji k nulovému rieseniu (nulové riesenie je znazornené ¢iernym bodom), zatial ¢o rie-
Senie pociatocného problému (5.1)-(5.2) v pripade o = 0,9 k nulovému rie$eniu “pritahované”
nie je, co spravne prezentuje o¢akavany priebeh vyplyvajici z vety 4.2.

Na Obr. 5b je detailom znazorneny priebeh fazovej trajektorie pre a = 0,7 v blizkosti nu-
lového riesenia. Prave pri tejto fazovej trajektorii moézeme po prvykrat pozorovat pritomnost
singularnych bodov fazovej trajektorie (body, kde krivka pretne samu seba). Tento jav sa pri
sustavach typu (4.1) v celoCiselnom pripade nevyskytuje, kedze by islo o rozpor s jednoznac-
nostou riesenia. V pripade necelociselného radu derivacie vsak tento fenomén nie je nicim
neobvyklym.

Dalej zoberme do uvahy hypotézu predlozent v [3], ktoré tvrdi nasledovné:

Hypotéza 5.1. Nech A € R?2, ¢ € (0, 1). Potom existuju singularne body vo fizovych trajek-
tériach rieseni sustavy (4.1) prave vtedy, ked vietky A;, kde i € {1,2}, vlastné ¢isla A spliiaju:

“7” — 5, < |Arg()| < “7” + 5,

kde 0 < 6; < 0,0067a0 < §, < 0,8.

Hypotéza 5.1 v podstate tvrdi, ze v pripade polohy vlastnych ¢isiel matice sustavy dosta-
tocne blizkej k hranici mnoziny M, (pre definiciu mnoziny M, vid (4.4)) dochadza ku vzniku
singularnych bodov vo fazovych trajektoriach rieseni planarneho systému (4.1) (matica A je
o rozmeroch 2 X 2). Rozsah intervalu, pre ktory by mala hypotéza platit, je vymedzeny ¢is-
lami 6; a &, ktorych hodnota vsak nie je presne stanovena, ale priblizne odhadnuta na zaklade
pocetnych simulacii.

V pripade nasho konkrétneho systému (5.1) moézeme pozorovat, Ze ku vzniku singularnych
bodov vo fazovych trajektoriach doslo iba v pripade o = 0,7.

Dalsim zaujimavym pozorovanim fazovej trajektorie rieSenia v pripade a = 0,7 je tieZ
viditelna oscilacia rieSenia okolo rovnovaznej polohy (nulového riesenia) v oboch zlozkach
y(t)1, y(t)2. Na Obr. 5b je tiez z detailu fazovej trajektorie pre @ = 0,7 viditelny postupny pre-
chod z oscilacii zloziek riesenia k monoténnej konvergencii k nulovému rieseniu. Ako neskor
uvidime, tento trend priebehu riesenia stistav budeme moct pozorovat aj v dalsich prikladoch,
ktoré v tejto praci uvadzame.

Rychlost konvergencie pre rad Caputovej zlomkovej derivacie a € (0,1)

Rychlost konvergencie noriem jednotlivych rieseni v pripade asymptoticky stabilného nu-
lového riesenia je pre sustavy typu (4.1) uvedena vo vete 4.4, z ktorej vyplyva, Ze rychlost
konvergencie normy rie$enia pre t — oo je pre pripad radu Caputovej zlomkovej derivacie
pre hodnoty z intervalu (0, 1) algebraického typu, a to konkrétne ako pri funkcii t~*. Rychlost
konvergencie je teda zavisla od radu derivacie.

V nasledujucej casti sa pokusime vykreslit priebeh normy riesenia sustavy (5.1) pre hod-
noty a, pri ktorych je nulové riesenie asymptoticky stabilné, v nasom pripade pre « = 0,4 a
a = 0,7. Do grafu budeme tieZ vykreslovat priebehy funkcii typu t~* pre prislusnt hodnotu
a.
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Pre dosiahnutie ¢o najnazornejsieho porovnania budeme vsetky funkcie vykreslovat na
logaritmickej skale, ¢im sa z tvaru krivky ¢™ stava priamka so smernicou —a, a teda podla
vety 4.4 predpokladame, Ze vykreslené ||y(¢)|| buda na logaritmickej $kale s touto priamkou
pre rastucu hodnotu t takmer rovnobezné.

101: T T T T T TIT] T LSS L B T T T T T T TIT
' —ly@®)|l,a=0,4
—ly@®)|l,a=0,7
\\\ R t_074
= \.\_ 70T
100:‘ S
=
>
10'1;
102 |
107" 10°

Obr. 6: Rychlost konvergencie normy rieSenia pociatocnej ulohy (5.1)-(5.2) pre rozne o

Z Obr. 6 je vidiet, Ze sa normy v oboch pripadoch takpovediac "vyrovnavaju” a stavaja
sa takmer rovnobeznymi s funkciou t=* s prislusnou hodnotou « (teda napr. pre « = 0,4 ma
norma rie$enia podobny sklon ako funkcia t~%*%), ¢o vhodne prezentuje tvrdenie vety 4.4.

Na zaver tejto casti eSte poznamenajme, Ze rychlost, akou normy rieseni sustav typu (4.1)
konverguja k nule, priamo vyplyva z vyskytu maticovej Mittag-Lefflerovej funkcie v rieseni
tohto typu ststavy (pre cely tvar rieSenia vid veta 4.1). V pripade a € (0, 1) nam do rieSenia
vstupuje ¢len E, 1(t*A) a prave asymptotické vlastnosti tohto ¢lenu priamo vplyvaji aj na
rychlost konvergencie normy rieSenia sustavy typu (4.1).

Ak si zoberieme jeden konkrétny pripad riesenia naSej poc¢iatocnej ulohy (5.1)-(5.2) s hod-
notou @ = 0,4, tak sa bude v rieSeni objavovat ¢len Eg4.1(t%*A) a celkovo tak dostaneme
lly()|| ~ t~%%, ako uvadza veta 4.4.

Poznamka. Pre odvodenie asymptotickych vlastnosti Mittag-Lefflerovych funkcii vid [14].
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Stabilita pre rad Caputovej zlomkovej derivacie « € (1, 2)

V pripade radu Caputovej derivacie « z intervalu (1, 2) musime maticu sustavy volit tak,
aby jej vlastné ¢isla mali zapornu realnu cast. Dévod je prosty, oblast stability M, sa v pripade
a € (1,2) nachadza iba v 2. a 3. kvadrante komplexnej roviny, ako je ukazané na Obr. 1b.
Teda pre kladnu realnu ¢ast vlastnych c¢isiel matice sistavy nemdze byt ziadne nulové rieSenie
asymptoticky stabilné.

Zmenime preto sustavu na tvar

Dgy,(t) = —0,2y1(t) + 0,3y2(t)

DgyZ(t) = —0,3y,(t) — 0,2y(1) t €[0,00). (5.3)

Vlastné ¢isla matice sustavy (5.3) s v tomto pripade A3 = —0,2 + 0,3i a A4 = —0,2 - 0,3i. K
sustave pridavame pociatocné podmienky

y1(0) =1 y2(0) = 1

y1(0) =1 y5(0) = 1. G4)

Podobne ako v predoslej sustave aj v tomto pripade vykreslime polohu vlastnych ¢isiel A3 a A4
spolu s oblastou stability M, pre rézne hodnoty «.

1 1 1
0.5 0.5 1 0.5

Xs X A
E o E o E o

05 M 05 £ 1 05 M
El _ Rl _— B

=1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Re Re Re
(@) a=1,1 (b)ya=13 (c)a=1,5

Obr. 7: Poloha vlastnych ¢isiel matice sustavy (5.3) vzhladom k oblasti stability M,

Na Obr. 7 opat mozeme vidiet, pre ktoré hodnoty « je nulové riesenie sustavy (5.3) asymp-
toticky stabilné (pre ¢ = 1,1 a @ = 1,3).

Priebeh riesenia pociato¢ného problému (5.3)-(5.4) pre rézne hodnoty « je graficky zna-
zorneny na Obr. 8, kde mdzeme numericky nadobudnuté riesenia porovnat s tedriou.
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(b) Fazovy portrét rieSenia pociatotnej ulohy (5.3)-(5.4) pre rézne hodnoty «

Obr. 8: Vykreslenie riesenie pociato¢nej tlohy (5.3)-(5.4)
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Z Obr. 8a mdzeme opat vidiet, ako sa normy rieSeni pri asymptoticky stabilnom nulo-
vom rieseni, teda v pripadoch, ked vlastné ¢isla A3, A4 lezia v prislusnych oblastiach stability
M, zretelne priblizuja k nulovému rieseniu. Aj v tomto pripade sme dostali vysledky, ktoré
vhodne prezentovali tvrdenie vety 4.2. Z Obr. 8b mdzeme tiez pozorovat vyskyt singularnych
bodov obdobne, ako tomu bolo v pripade ststavy (5.1) pre hodnotu @ = 0,7 (vid Obr. 5b). Na
tazovych trajektoriach je tiez mozné velmi dobre pozorovat prechod z kratkodobych oscilacii
k monoténnemu priblizovaniu sa k nulovému rieseniu.

Rychlost konvergencie pre rad Caputovej zZlomkovej derivacie « € (1, 2)

Otazka rychlosti konvergencie normy riesenia je v tomto pripade o ¢osi zaujimavejsia,
kedZe veta 4.4 nam pre pripad radu derivacie @ € (1, 2) umoziuje dva typy rychlosti konver-
gencie pre t — oo, ako pri funkcii t~%, teda rovnako ako v pripade a € (0, 1), a navyse ako pri
funkeif t17¢.

Typ rychlosti konvergencie normy rieSenia mézeme ovplyvnit vhodnou volbou pociatoc-
nych podmienok (bude zd6vodnené neskor).

Zavedieme dve rozne pociatocné podmienky:
PPl :

y1(0) =1 y2(0) = 1
y1(0) =1 y5(0) = 1.

PP2 :
y1(0) =1 y2(0) = 1
y1(0) =0 y5(0) = 0.

Na rozdiel od pripadu PPy, v pripade PP, zmenime hodnotu prvych derivacii na nulu. Pre lepsiu
prehladnost sa obmedzime iba na vykreslenie ||y(t)|| pre jednu hodnotu «, pri ktorom méame
zaruCenu konvergenciu rieSenia k nulovému rieseniu. Konkrétne to bude « = 1,3. Budeme
vsak ||y(t)|| vykreslovat pre rézne pociato¢né podmienky PP; a PP;.
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Obr. 9: Norma rieSenia (5.3), « = 1,3 s rdznymi pociato¢nymi podmienkami

Pripomenme, ze sme tentokrat operovali s jednou hodnotou radu Caputovej zlomkovej de-
rivacie a, a to a = 1,3. Podla vety 4.4 uvazujeme moznost dvoch typov rychlosti konvergencie
normy riesSenia ako pri funkciach t7* a t17% teda konkrétne 13 a +703,

V pripade radu Caputovej zlomkovej derivacie « z intervalu (1, 2) moze nastat rovnaky typ
rychlosti konvergencie normy rie$enia k nulovému rieseniu ako pri rade derivacie z intervalu
(0,1), a to t~*. Navyse, vdaka vhodnej volbe pociato¢nych podmienok, sme schopni docielit
aj tplne novy typ rychlosti konvergencie, a to ako pri t'~%. Tato skutoénost vyplyva z tvaru
rieSenia pociatocnej ulohy (4.1)-(4.2) pre « € (1, 2), ktoré vyzera nasledovne:

y(t) = Ea,l(taA)yO + tEa,Z(ta)yl-

Ako mdzeme z tohoto tvaru riesenia vidiet, v pripade a € (1, 2) nam, na rozdiel od radu a €
(0, 1), zacne v rieSeni vystupovat suma dvoch hlavnych ¢lenov, a to E, 1 (t*A)yo a tE, 2(t*A)y;.
Zaklad oboch tychto ¢lenov tvori maticova Mittag-Lefflerova funkcia, ktorej vlastnosti maja
opat vplyv aj na celkovu rychlost normy konvergencie riesenia.

Poznamka. Pre tvar rieSenia (4.1)-(4.2) s @ € (0, o) vid veta 4.1.

Ak by stali tieto ¢leny v tvare rieSenia pociatocnej ulohy (4.1)-(4.2) samostatne, prvy z
¢lenov by vdaka svojim vlastnostiam spdsobil, Ze ||y(t)|| ~ t~* a druhy ¢len by sposobil, ze
lly(t)|| ~ t'"*. KedZe v rieSeni sa vo vSeobecnosti nachadzaju oba tieto ¢leny, na celkové
asymptotické vlastnosti rieSenia ma vplyv ¢len, ktory konverguje "pomalsie". V tomto pripade
je pomalsie konvergujuci ¢len tE, 2(t*A)y;.
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Vzhladom na to, Ze ¢len tE, 5(t*A)y; obsahuje vektor y;, ktorého hodnotu urcujeme pocia-
tocnymi podmienkami, polozenim tohto vektora za nulovy dokazeme cely ¢len tE, 2(t*A)y; z
tvaru rieSenia "vynulovat”. Tym docielime, Ze sa dominantnym stane ¢len E, ;(t*A)y,, ktory
spdsobi rychlost konvergencie normy riesenia ako v pripade funkcie ™.

V pripade nasej konkrétnej sustavy (5.3) pre « = 1,3 najskor uvazujeme pociato¢né pod-
mienky PPy, kedy za vektory yy a y; dosaddzame vektory s jednotkami v oboch zlozkach. Do-
stavame tak tvar riesenia, ktory obsahuje oba spominané ¢leny, a teda rychlost konvergencie
normy riedenia je zavisla od "pomalsie” konvergujtceho ¢lena, ktory spdsobi, ze ||y(t)|| ~ t17¢,
v nasom pripade je to konkrétne ||y(t)|| ~ t~%3. Na Obr. 9 tito vlastnost ilustrujeme.

Ak budeme uvazovat pociatotné podmienky PP, znamena to, Ze za vektor y; dosadzame
nulovy vektor. Tym dosiahneme, Ze sa ¢len tE, 2(t*A)y; vynuluje a dominantnym sa stane
¢len Eg 1(t*A)yo, ktory sposobi, ze [|y(t)|| ~ t™%, v nasom pripade ||y(t)|| ~ t™">. Na Obr. 9
opat pomerne dobre vidiet, ako sa norma v tomto pripade sprava.

Poznamka. Asymptotické vlastnosti Mittag-Lefflerovych funkcii si odvodené v [14].

5.2 Linearna sustava s konstantnym oneskorenim

Podobne ako v pripade sustavy bez oneskorenia (4.1) aj v pripade sustavy s konstantnym
oneskorenim (4.5) budeme demonstrovat niektoré vlastnosti jej rieseni. V teoretickej casti sme
uviedli vetu 4.7, ktora udavala predpoklady asymptotickej stability nulového riesenia sustavy
(4.5). Toto tvrdenie uvadza, Ze nulové rieSenie je asymptoticky stabilné prave vtedy, ked vsetky
vlastné ¢isla matice sustavy (4.5) lezia v oblasti stability M, ;, teda v oblasti zavislej od dvoch
parametrov a, 7. Pri priamom aplikovani na sdstavu (4.5) tieto dva parametre predstavuju rad
Caputovej zlomkovej derivacie a velkost oneskorenia, z ¢oho vyplyva, zZe pri zafixovani ko-
eficientov matice stistavy mdzeme stabilitu ovplyvnit rovnako ako pri ststave (4.1) pomocou
radu Caputovej zlomkovej derivacie «, navyse vsak m6ézme manipulovat s oneskorenim 7.

Stabilita pre rad Caputovej zlomkovej derivacie a € (0, 1)

Zacneme tym, ze uvedieme sustavu, s ktorou budeme pracovat:

D{yi(t) = —0,5y1(t — 1) + 0,2y»(t — 1)

D%yy(t) = =0,2y(t — 1) — 0,5y,(t — 1) € [0, ). (5.5)

Pevne dané su teda vsetky parametre sustavy (pevne zvolené koeficienty matice sustavy a
7 = 1), az na rad Caputovej zlomkovej derivacie . Vlastné ¢isla matice sustavy (5.5) su Cisla
As = —0,5+0,2i a A¢ = —0,5 — 0,2i.

Poznamka. Z tvaru mnoziny M, ; a tvrdenia vety 4.7 m6zeme usudit, Ze pre o € (0, 1) pripus-
tame asymptoticku stabilitu nulového riesenia aj v pripade vlastnych ¢isiel s kladnou realnou
castou, teda obdobne ako pri stustave (4.1).

Momentalne sme vs$ak zvolili maticu sustavy (5.5) s vlastnymi ¢islami so zapornou real-
nou ¢astou. Dévodom je, Ze budeme s rovnakou ststavou pracovat aj v pripade a € (1,2),
ktory pre vlastné ¢isla s kladnou realnou castou nepripuista existenciu asymptoticky stabil-
ného nulového riesenia. Takouto volbou sustavy (teda (5.5)) budeme neskdr schopni porovnat
spravanie jej rieSeni pre cely interval hodn6t « € (0, 2) o nieCo nazornejsie.

K sustave (5.5) pridavame pociatoéné podmienky:

yi(t) =1 y2(t) =1 t €[-1,0]
lirgl yi1(t) =1 lil’{)l yo(t) = 1. (5.6)
t—0t t—0t
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Na Obr. 10 vykreslujeme polohu vlastnych ¢isiel A5 a A¢ spolu s oblastou stability M, , pre

prislusné hodnoty « a 7, v tomto pripade je hodnota 7 = 1 nemenna.
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Obr. 10: Poloha vlastnych ¢isiel matice sustavy (5.5) vzhladom k oblasti stability M, ,

Z Obr. 10 je vidiet, ze pre vSetky tri zvolené hodnoty « je nulové riesenie asymptoticky
stabilné. Tuto skuto¢nost sa pokusime ilustrovat na Obr. 11, kde vykreslujeme normu rieseni
pociatocnej ulohy (5.5)-(5.6) a na Obr. 12 zobrazujeme prislusné fazové portréty pre jednotlivé

hodnoty a.
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Obr. 11: Norma riesenia pociato¢nej alohy (5.5)-(5.6) pre rozne hodnoty «
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Obr. 12: Fazovy portrét pociatocnej alohy (5.5)-(5.6) pre rozne hodnoty o

Pri rieSeniach zobrazenych na Obr. 11 a Obr. 12 mdzeme pozorovat priebeh konvergencie
noriem jednotlivych rieseni k nulovému rieseniu, teda numericky nadobudnuté riesenia da-
nych pociato¢nych tloh spravne prezentuju teoretické vysledky vyplyvajtce z tvrdenia vety
4.7. Mozeme tiez vidiet, Ze pri rieSeni pre @ = 0,9 ddjde ku vzniku singularneho bodu fazovej
trajektorie, ktory je dobre viditeIny na Obr. 12b.

Rychlost konvergencie pre rad Caputovej zZlomkovej derivacie « € (0, 1)

Rychlost konvergencie rieSenia k nulovému rieseniu je od predoslej sustavy (4.1), ktora
neobsahuje oneskorenie 7, trochu odlisna.

Pociato¢né podmienky kladieme pri oneskorenej sustave odlisne, vid (4.6)-(4.7). V tomto
pripade musime dodefinovat nie jeden vektor funkénych hodnoét v pociatku, ale celu cast vek-
torovej funkcie na intervale [-7, 0], navyse je potrebné pridat hodnotu vektora jednostrannych
limit pre t — 0" pre vektorovi funkciu y, ako aj hodnoty jednostrannych limit samotnej fun-
kcie y a jej celoc¢iselnych derivacii podla radu Caputovej zlomkovej derivacie. Volbou hodnoét
tychto limit m6zeme rychlost konvergencie normy riesenia v pripade asymptoticky stabilného
nulového riesenia ovplyvnit. Ak uvazujeme hodnotu « € (0, 1), podla vety 4.8 méZu v tomto
pripade nastat az dva rozne typy rychlosti, na rozdiel od sustavy (4.1), kde bola v pripade radu
a € (0, 1) iba jedna mozna rychlost poklesu, a to ako pri funkcii t~*. Pri oneskorenej ststave je
mozné dosiahnut rychlost konvergencie ||y(t|| k nule, pre t — oo, aj ako pri funkcii ~*~!. Tato
skutocnost je opat spojena s tvarom rieSenia (vid veta 4.6), v ktorom sa na rozdiel od sustavy
(4.1) objavuje navyse aj integralny clen. Asymptotické vlastnosti tohto ¢lenu by sami o sebe
sposobili, ze by norma rieSenia konvergovala k nule, pre t — oo rychlostou ako pri funkcii
t~%~1. VSeobecne sa vSak tento ¢len nachadza v rieeni spolu s ¢lenom D} ' R(t)¢o, ktory kon-
verguje pomalsie, teda je dominantny. Vynulovanim jednotlivych ¢lenov tak mézeme obdrzat
rozne rychlosti konvergencie obdobne, ako tomu bolo v pripade ststavy (5.3).

Poznamka. Asymptotické vlastnosti jednotlivych ¢lenov st odvodené v [5].
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Uvedieme dva typy pociato¢nych podmienok:

PP3 :
y1(t) =1 ya(t) =1 t € [-1,0],
lim y1(t) =1 lim y,(t) =1
t—0* t—0*

PP4 .
yi(t) =1 ya(t) =1 t € [-1,0]
lim y1(¢) =0 lim y,(t) = 0.
t—0* t—0*

V pripade PP; nastavujeme pri vSetkych hodnotach jednostrannych limit hodnotu 1. Pri PP,
zmenime hodnotu limit na nulu. V§imnime si, Ze v pripade PP, vlastne volime za hodnoty
jednostrannych limit pre t — 0* nulovy vektor. Toto nie je ndhoda a neskor bude zdévodnené,
preco je tomu prave tak.

Na logaritmickej skale vykreslujeme priebeh ||y(t)|| pri zafixovanej hodnote &« = 0,4 a
pociatoénych podmienkach PP3; a PP, spolu s prislusnymi funkciami ¢t~ a t~*~! (konkrétne
104 5 7 14),

0 T T

ol

—ly@l, PPs

L llv@®l, PPy
10 o t—0,4
' 1,4

____t_ ’

107° e
107 10° 10" 10 103
t

Obr. 13: Norma riesenia (5.5) s roznymi pociatocnymi podmienkami

Na Obr. 13 st rozdielne rychlosti konvergencie pomerne dobre viditeIné aj napriek tomu,
ze pracujeme iba s jednym radom Caputovej zlomkovej derivacie o = 0,4.
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V pripade PP3, kedy sme polozili vektor hodnét jednostrannych limit ¢, rovny vektoru
s jednotkami v oboch zlozkach, riesenie obsahuje ¢len D ~'R(t)¢o, ako aj integralny ¢len. V
tomto pripade ||y(¢|| konverguje rychlostou “pomalsie konvergujuceho” ¢lena D§~'R(t)¢o, a
teda rychlostou t~%, v nasom pripade t~%%.

Pre PP, sme zvolili za vektor hodnét jednostrannych limit ¢y nulovy vektor, teda ¢len
DY 'R(t)$y sa vynuluje a dominantnym sa stava integralny ¢len, o spdsobuje, Ze rychlost
konvergencie ||y(t|| je ako pri funkcii t~*~!, v nasom pripade ¢ 14,

Stabilita pre rad Caputovej zlomkovej derivacie « € (1, 2)

Asyptoticku stabilitu nulového riesenia budeme aj v pripade a € (1,2) prezentovat na
sustave tvaru (5.5).

Pracujeme teda s rovnakou maticou sustavy (5.5) a rovnakym oneskorenim 7 = 1. Pripo-
menme tiez, ze vlastné ¢isla matice tejto sustavy sa A5 = —0,5 + 0,2i a A, = —0,5 — 0,2i.

Pociato¢né podmienky vsak doplnime na tvar
B =1 te[-1,0]
lim y,(t) =1

t—0*

yi(t) =1

Ayt =1 (57)

lim yi(t) = 1 lim y5(t) = 1.
Jim gy (2) Jim g5 (2)

Pridali sme teda podmienky pre hodnoty jednostrannych limit aj pre prvé derivacie funkcii y;
a Y. Polohu vlastnych ¢isiel matice tejto sustavy spolu s oblastami stability M, ; pre prislusné
hodnoty sme vykreslili do nasledujacich grafov.
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Obr. 14: Poloha vlastnych ¢isiel matice sustavy (5.5) vzhladom k oblasti stability M, ,

Z Obr. 14 teda vidime, Ze pre hodnoty & = 1,1 a @ = 1,3 je nulové riesenie sustavy (5.5)
asymptoticky stabilné, kedze A5 a A¢ lezia v tychto pripadoch v oblastiach stability M, ;. Na-
opak pre a = 1,5 st uz vlastné ¢isla mimo tejto oblasti, teda ani nulové rieSenie nie je asymp-
toticky stabilné.

Vykreslenim numericky vy¢islenych rieseni pociatocnej tlohy (5.5)-(5.7) pre jednotlivé
hodnoty a dostavame nasledujuce grafy:
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Obr. 15: Vykreslenie rieSeni pociato¢nej ulohy (5.5)-(5.7)



Na Obr. 15a mozme vidiet vykreslené normy rieSeni a fazovych portrétov pociatocne;j
ulohy (5.5)-(5.7). V pripade « = 1,1 a @ = 1,3 pozorujeme priebeh rieSeni, ktoré konver-
guju k nulovému rieseniu. Pre @ = 1,5, kedy sa vlastné ¢isla matice stistavy nachadzaji mimo
prislusnu oblast stability M, ., prezentujeme riesenie, ktoré k nule nekonverguje. Numericky
nadobudnuté riesenia teda vhodne demonstruja vlastnosti uvedené v teoretickej ¢asti (kon-
rétne tvrdenie vety 4.7).

Podobne, ako tomu bolo v predchadzajucich pripadoch, aj teraz konvergujtce rieenia zo
zaciatku osciluju okolo pociatku a ¢asom prechadzaju k monoténnemu poklesu smerom k
nulovému rieSeniu. Z grafov mézeme opat pozorovat vyskyt singularnych bodov vo fazovych
trajektoriach.

Rychlost konvergencie pre rad Caputovej zlomkovej derivacie a € (1, 2)

Rychlost konvergencie riesenia k asymptoticky stabilnému nulovému rieSeniu pre t — oo
rie$i veta 4.8, na zaklade ktorej, v pripade o € (1, 2), pripustame az tri rdzne typy rychlosti
konvergencie normy, a to konkrétne ako pri funkciach t*71,t % a t!%. Opif je to spojené s
tvarom riesenia sustav typu (4.5), vid veta 4.6. V rieSeni sustavy pre @ € (1, 2) vSeobecne figu-
ruju az tri hlavné ¢leny: D3 'R(t)do, DY 2R(t)¢$; a integralny ¢len. Obdobne, ako tomu bolo v
predchédzajucich prikladoch, kazdy s tychto ¢lenov ma vplyv na celkovi rychlost konvergen-
cie, kedze kazdy z nich spdsobuje rozdielnu rychlost konvergencie normy riesenia. Riesenie
obsahuje kombinaciu vsetkych troch spominanych ¢lenov, teda ||y(t)|| konverguje rychlostou
dominantného ¢lena, a teda "najpomalsie” konvergujuceho. Vysledna rychlost konvergencie
lly(t)|| vie byt opat ovplyvnena volbou vhodnych pociatoénych podmienok.

Uvedme teda tri druhy pociato¢nych podmienok, ktoré sposobia tri rdzne rychlosti kon-
vergencie k nulovému rieseniu:

PP5 .
y1(t) =1 ya(t) =1 t €[-1,0]
tlggg yi(t) = 1 tlggg ya(t) = 1
lim y;(t) =1 lim y,(t) =1
Jim g3 (#) Jim y5 (2)
PP(, :
yi(t) = 1 y2(t) = 1 t € [-1,0]
lim y1(t) =1 lim y,(t) =1
t—0* t—0*
lim y;(¢t) = 0 lim y,(t) =0
Jlim y;(2) Jim g5 (t)
PP7 :
yi(t) =1 ya(t) =1 t € [-1,0]

lim y;(t) =0
t—0*

lim yj(t) =0
A )

lim y,(t) =0
t—0*

lim y,(t) = 0.
A velt)

Pre PPs figuruju v rieSeni vsetky tri ¢leny a celkova rychlost konvergencie ||y(t)|| bude
ovplyvnena "najpomalsie” konvergujucim ¢lenom D§?R(t)¢s, a teda [ly(2)]| ~ t'*.
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V pripade PP¢ dosadenim nulového vektora za hodnoty jednostrannych limit y’(t) pre
t — 07, docielime, Ze nam z rieSenia ¢len D} “R(t)¢; vypadne a dominantnym sa stane ¢len
D$7'R(t)¢o ("druhy najpomalsie” konvergujuci), ktory sposobi, ze [ly(t)|| ~ t~¢.

V poslednom pripade PP; kladieme nulovy vektor aj pre vektor jednostrannej limity fun-
kcie y(t) pre t — 0%, teda z rieSenia vypadnu oba ¢leny D' R(t)¢o, DS 2R(t)¢1. Jediny ¢len,
ktory v rieseni zostane, je integralny ¢len, ktory spdsobi konvergenciu normy riesenia ako pri
funkcii %!, Ako sme uZz spominali v pripade, kedy sme rozoberali rychlost konvergencie
tejto sastavy pre a € (0, 1), vyskyt osamoteného integralneho ¢lenu v rieSeni spdsobuje, ze
ly(o)ll ~ £,

Priebeh normy riesenia stustavy (5.5) pre @ = 1,3, 7 = 1 a s réznymi pociatoénymi pod-
mienkami PP5, PP¢ a PP; je vykresleny na logaritmickej skale na Obr. 16.
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Obr. 16: Norma rie$enia (5.5) s roznymi pociato¢nymi podmienkami

Z Obr. 16 mdzeme pomerne dobre pozorovat tri rézne “rychlosti” konvergencie vplyvom
roznych pociatocnych podmienok tak, ako sme popisovali vyssie, konkrétne:

Pre PPs: [ly(t)[| ~ t'~* teda [ly(t)[| ~ t7°°.
Pre PP: [ly(t)|| ~ ¢t~ teda [ly(t)]| ~ 7.

Pre PP7: [ly(t)]| ~ t7*7" teda [[y(t)[| ~ t72°.
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Celkovo je pri porovnani ststavy (4.1) so stustavou (4.5) pre rad Caputovej derivacie o €
(0, 2) vzdy mozné dosiahnut o jednu “rychlost” konvergencie viac pri sistave s konstantnym
oneskorenim (4.5). Tato skutocnost je spojena s pritomnostou integralneho ¢lenu pri rieseni
tejto sustavy, ktory spdsobuje, Ze pri istej volbe pociatoénych podmienok moze nastat moz-
nost, 7e |ly(t)|| ~ t~*"1. Takyto typ rychlosti konvergencie normy pri ststave (4.1) nastat
nemohol. My sme tuto vlastnost demonstrovali graficky, kde bolo jednotlivé typy rychlosti
konvergencie mozné pozorovat.

Vplyv oneskorenia 7

Nakoniec este pre sustavu s konstantnym oneskorenim spomenieme, akym spdsobom
vplyva na asymptoticku stabilitu nulového rieSenia oneskorenie 7. Ako sme uz spomenuli v
predoslych Castiach textu, samotna asymptoticka stabilita nulového riesenia sustav typu (4.5)
zavisi od polohy vlastnych ¢isiel matice sustavy vzhladom k oblasti stability M, ;. Ta je vsak
zo svojej definicie (vid (4.8)) zavisla aj od parametru 7, ktory predstavuje prave oneskorenie.
V tomto pripade sa budeme zaoberat s konkrétnou sistavou

0 yl(t) = —y1(t — 1) + 0,4y,(t — 1)

(5.8)
0 yz(t) = —0,4y1(t —7) —yo(t — 7) t €0, ).

Mame teda zafixované vsetky parametre, az na hodnotu oneskorenia 7. Matica ststavy (5.8)
ma v tomto pripade vlastné ¢isla A; = —1 + 0,4i a Ag = —1 — 0,4i, za rad Caputovej zlomkove;j
derivéacie volime a = 0,4 a ako pociato¢né podmienky volime

yi(t) =1 ya(t) = 1 t € [-7,0],
lim 1 (1) = 1 lim () = 1. (5.9)
t—0t t—0+

Na nasledujucom grafe vykreslime polohu vlastnych ¢isiel ststavy (5.8) spolu s oblastou
stability M, ; pre danti hodnotu a = 0,4 a r6zne hodnoty 7.

el Mopar=05
. / A-[u 0,4,7=1

‘-—1 J‘Ju 0,4,7=2
ﬂ’-[u 0,4,7=5

1 2 Re

Obr. 17: Oblast stability M, , pre rozne hodnoty 7 spolu s polohou vlastnych ¢isiel
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Z Obr. 17 mozeme dobre vidiet, Ze zmenou hodnoty oneskorenia 7 zostava tvar mnoziny
M, ; v podstate nemenny, dochadza iba ku zmene velkosti. Zafixovanim parametru o, v naSom
pripade je to konkrétne o = 0,4, sme teda dostali systém mnozin My 4.;. Z Obr. 17 je tiezZ dobre
viditelna skutocnost, Ze My 45 C Moz C Moa1 C Moa05. MOZme si tiezZ vSimnut, Ze vlastné
Cisla A7, Ag lezia v oblastiach My 4,05 a My 4.1, teda nulové riesenie je asymptoticky stabilné iba
v tychto pripadoch, vo zvysnych dvoch sa uz jedna o nestabilitu.
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Obr. 18: Vykreslenie rieSenia pociatoc¢nej ulohy (5.8)-(5.9)

Na Obr. 18a je zobrazeny priebeh normy rieseni pociatocného problému (5.8)-(5.9) pre
rozne hodnoty 7, na ktorom ilustrujeme priebeh v pripade konvergencie noriem rieseni pre
hodnoty 7 = 0,5a 7 = 1. Pre hodnoty 7 = 2 a 7 = 5 vykreslujeme priebehy noriem pre pripady
nestabilného nulového riesenia.

Z Obr. 18b a Obr. 18c opét vidime aj vyskyt singularnych bodov vo fazovych trajektoriach,
ako tomu bolo v predchadzajicich prikladoch. Zaujimavé je, ze pre pripad 7 = 2 mozZeme
pomerne dobre pozorovat vyskyt singularnych bodov aj vo fazovej trajektorii riesenia, ktoré k
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nulovému rieSeniu nekonverguje. Takéto spravanie sa v nasich prikladoch vyskytlo prvykrat.

Vo fazovych portrétoch rieseni sustav typu (4.5) sme teda mohli vyskyt singularit vo fa-
zovych trajektoriach pozorovat za podmienok, ked vlastné ¢isla matice sustav boli situované
pomerne blizko hranice oblasti stability M, ;. Toto pozorovanie nAm moéze pripominat tvrdenie
hypotézy 5.1, ktora pri neoneskorenej ststave (4.1) tiez pripustala moznost vzniku singularit
vo fazovej trajektorii, ak sa vlastné ¢isla matice sustavy nachadzaja v urcitej blizkosti hranice
oblasti M,.

Este upozornime na fakt, ze ak pre istd hodnotu 7 nulové riesenie strati asymptoticka
stabilitu, potom pri naslednom zvysovani hodnoty 7 sa uz asypmtoticka stabilita nulového
rieSenia znovu neobjavi. Tato vlastnost zdoéraznujeme z dévodu, Ze pri ststave typu (4.10)
moéze nastat aj situdcia, pri ktorej dochadza k tzv. "prepinaniu stability” nulového riesenia
vplyvom zmeny hodnoty oneskorenia 7.

5.3 Linearna sustava s oneskorenym a neoneskorenym ¢lenom

V poslednej casti tejto kapitoly budeme opét graficky demonstrovat spravanie sustavy
(4.10). Zaujimavou vlastnostou tohoto typu ststavy je tzv. "prepinanie” medzi asymptotickou
stabilitou a nestabilitou nulového riesenia pri zmene hodnoty oneskorenia 7, ako je uvedené
vo vete 4.10.

Majme sustavu tvaru

D§ = —0,5y;(t — 7) — 0,5y2(t) (5.10)
D§ = 1,5y;(t) — 0,5y(t — 7) t € [0, 00]. '
K sustave pridame pociato¢né podmienky
t)=1
i(0) (5.11)

ys(t) =1 t € [-7,0].

Vdaka vete 4.10 sme schopni vy¢islit presné hodnoty « a 7, pre ktoré je nulové rieSenie
sustavy (5.10) asymptoticky stabilné. Dosadenim hodnét a = —-0,5;b = -0,5ac = 1,5 do
podmienok (4.15)-(4.18) dostavame pre niektoré konkrétne hodnoty « nasledovné:

« Ak a = 0,8, potom nulové riesenie systému (5.10) je asymptoticky stabilné prave vtedy,
ked
r € (0;1,781364151); (5.12)

« ak a = 0,64, potom nulové riesenie systému (5.10) je asymptoticky stabilné prave vtedy,
ked
7 € (0;3,589360507) U (10,06793272; 10,77857157). (5.13)

Mozeme tiez lahko overit, Ze dosadenim do podmienky (4.15) dokazeme vy¢islit kriticku
hodnotu as, =~ 0,6081734480. Znizenim radu Caputovej zlomkovej derivacie « pod tuto hod-
notu dostavame asymptoticku stabilitu nulového riesenia, ktora nie je zavisla od oneskorenia,
teda nulové riesenie je asymptoticky stabilné pre vSetky hodnoty 7 € (0, o).

Poznamka. Jednotlivé hodnoty « a 7 pre sustavu (5.10) boli vy¢islené v [4], odkial ich prebe-
rame.

Najskor rozoberieme moznost @ = 0,8. V tomto pripade je nulové rieSenie asymptoticky
stabilné pre hodnoty 7 € (0;1,781364151). Na Obr. 19 uvadzame priebeh normy rieSenia pre
rozne hodnoty 7.
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Obr. 19: Vykreslenie normy rieSenia pociatocnej ulohy (5.10)-(5.11) pre a = 0,8

Z Obr. 19 mdzeme v pripadoch 7; = 0,5 a 7, = 1 vidiet priebeh konvergujacich rieseni
k nule, kedZe 11, 7, patria do intervalu (5.12). Naopak, v pripade 73 = 2,74 = 6, 75 = 10 a
Ts = 20 prezentujeme priebeh, kedy riesenia k nulovému rieseniu nekonverguju. To stuhlasi
aj so skutoc¢nostou, ze 73, 74, 75, 76 uZ do intervalu (5.12) nepatria. Numericky vypocet teda su-
hlasi s tvrdenim vety 4.10. M6zme si tiez v§imnut, Ze zmenou hodnot oneskorenia 7 dojde k
prechodu z asymptotickej stability nulového riesenia k nestabilite prave jedenkrat, teda spra-
vanie, vzhladom k zmene 7, je v tomto pripade obdobné ako pri sustavach typu (4.5), ktoré
sme demonstrovali na Obr. 18.

Zaujimavejsi je pripad o = 0,64, kde je nulové riesenie stustavy (5.10) asymptoticky stabilné
pre hodnoty 7 € (0;3,589360507) U (10,06793272;10,77857157). Na Obr. 20 opét ilustrujeme
priebeh normy rieseni pre rozne hodnoty 7.
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Obr. 20: Vykreslenie normy rieSenia pociatocnej ulohy (5.10)-(5.11) pre a = 0,64

Z Obr. 20 si mdzeme vsimnut, Ze je nulové rieSenie pre zvysujice sa hodnoty oneskorenia
7 nasledovné: Pre hodnoty 7y, 7; a 73 rieSenia prejavuju znamky konvergencie k nulovému
rieSeniu, ¢o suhlasi so skuto¢nostou, Ze tieto hodnoty patria do zjednotenia intervalov (5.13).
Naslednym zvysenim hodnoty na 74 sa v§ak uz dostaneme mimo tohoto zjednotenia intervalov
(5.13), a teda podla vety 4.10 sa jedna o nestabilny pripad nulového riesenia. Na vykreslenom
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grafe z Obr. 20b je tuto skutocnost mozno pozorovat, kedze sa ani norma numerického riesenia
k nule nepriblizuje. Dalsim zvysenim hodnoty oneskorenia na 75 véak opaf mozme vidiet, ako
norma riesenia konverguje k nule, kedze sme sa opét s hodnotou 75 dostali do zjednotenia
intervalov (5.13). ZvySenim hodnoty na 74 znova prechadza nulové riesenie do nestabilného
stavu. Na tomto priklade bolo prezentované “prepinanie” medzi asymptotickou stabilitou a
nestabilitou nulového rieSenia pri postupnom zvysovani hodnoty oneskorenia 7.

Mozeme si tiez vSimnut, Ze v niektorych pripadoch sa javil priebeh konvergencie normy
k nule pomerne rychly (myslime tym, ze v radoch par desiatok sekind, ak pripustame moz-
nost, Ze premenna t predstavuje ¢asovy priebeh riesenia). Naopak, ak sa zameriame na priebeh
rieSeni na Obr. 20b, aby sme mohli dostato¢ne nazorne interpetovat vysledky, bolo potrebné
vykreslit priebeh riesenia radovo v stovkach az tisicoch sekind. Rovnako to plati pre pripady
nestabilného riesenia, kedy hodnota normy narastala pomerne pomaly a pri grafickej inter-
pretacii by bola pri vykresleni na kratkom ¢asovom intervale slabo viditelna.

Nakoniec uvedieme pripad a = 0,5. Tato hodnota je mensia nez kritickad hodnota a. =
0,6081734480, takze podla vety 4.10 plati, ze nulové rieSenie je asymptoticky stabilné pre vsetky
hodnoty 7 € (0, ).

Priebeh rieseni (5.10)-(5.11) pre ro6zne hodnoty 7 ilustrujeme na Obr. 21.

25

=05 =6
=1 7 =10
2r T3 =2 2r 76 =20 |

ly@)ll

051 >\&

-0.5 -

40

t

(@)

60

80

100

ly@ll

25

05

3

-0.5

1%

UWW 7
VYV ’\/&W\)\\/ﬁﬁqﬁv&ﬁ’é"‘“‘*‘"i

50

100

t

150

(b)

200

250

Obr. 21: Vykreslenie normy rieSenia pociatocnej ulohy (5.10)-(5.11) pre & = 0,5

Kedze o = 0,5 < @0, z Obr. 21 moézeme vidiet, ako jednotlivé normy rieseni konverguja k

nulovému rieSeniu.
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6 Aplikacia: Stabilita regulovanej sustavy kyvadiel

V tejto kapitole bude predstavena mozna aplikacia zlomkového kalkulu pri popise jedno-
duchého dynamického systému. Predstaveny bude zovseobecneny model dvoch identickych
matematickych kyvadiel spojenych pruzinou, ktorych dynamiku je mozné popisat sustavou
dvoch diferencialnych rovnic druhého radu, ktorej vlastnosti porovname so ststavou, kde kla-
sicku derivaciu nahradime Caputovou zlomkovou derivaciou. K takto vzniknutému zlomko-
vému modelu nasledne pridame tzv. regulacny ¢len, ¢im dostaneme konkrétny tvar linearne;j
sustavy (4.9). Vlastnosti takto vzniknutej sustavy vsak nie su teoreticky odvodené. My sa na
konci kapitoly pokusime jednoduchym numerickym testom najst vhodnu kombinaciu para-
metrov, pre ktord je mozné tuto sustavu stabilizovat.

Formulacia ulohy

Mame dve identické zavazia o hmotnosti m zavesené vedla seba na tenkom vlakne o dizke
L (hmotnost vlakna zanedbavame), ktoré si spojené pruzinou s tuhostou k. Jedna sa teda o
dve matematické kyvadla spojené pruzinou. Budeme predpokladat, Ze jedno zo zavazi vychy-
lime o vzdialenost a z rovnovaznej polohy a nasledne voIne pustime. Uloha je schematicky
znazornena na Obr. 22.

@

Obr. 22: Schematické zobrazenie tlohy spojenych kyvadiel

a

Na kyvadla pésobi kombinacia dvoch sil: gravita¢na sila a sila spdsobena predlzenim pru-
ziny. Budeme uvazovat popis pohybu kyvadla vzhladom k horizontalnej osi x. Z 2. Newto-
novho zakona po istom zjednoduseni dostadvame pohybovu rovnicu pre obe kyvadla vo forme
linearnej sustavy diferencialnych rovnic druhého radu, ktora je tvaru

d2
mi = —@xl + k(xy — x1)
dt? L 6.1)
d®x, . mg k( ) '
m dz2 = 2 X2 X2 — X1),

kde m je hmotnost zavazia, g je gravita¢né zrychlenie, L je dlzka zavesného vlakna, vyraz
2y,

%, i € {1, 2} predstavuje zrychlenie jednotlivych kyvadiel v horizontalnom smere.

Poznamka. Pre odvodenie modelu (6.1) vid [7].

K sustave pridavame pociatocné podmienky:

x1(0) = a y2(0) =0

<O=0 Y=o, (62)

38



kde a € R. Z pociato¢nych podmienok vidime, Ze z rovnovazneho bodu vychylujeme jedno z
kyvadiel o vzdialenost a (v pripade zapornej hodnoty a myslime vychylenie v zapornom smere
X-ovej osi).
Da sa ukazat, Ze rieSenie takto formulovanej pociato¢nej tlohy je tvaru
x1 = —[cos(wpt) + cos(w;t)]
(6.3)
Xo =

[ 2k
Wy = %, Ws = + pot (6.4)

Dosadenim hodnét: a = 0,02m;L = 1m;g = 9,81ms™%;m = 1kg;k = 7,4Nm™!. do (6.3) a
(6.4) dostavame rieSenie pociato¢nej ulohy (6.1)-(6.2), ktorého priebeh je vykresleny na Obr.
23.

[cos(wpt) — cos(wst)],

NNl

kde w, a w, st definované

Il

kil \"V‘\l"l' i

Obr. 23: Vykreslenie rieSenia pociatoc¢nej ulohy (6.1)-(6.2)

Na Obr. 23 mo6zme vidiet oscila¢ny pohyb kyvadiel. Tento model vsak nezohladnuje pri-
padné tlmenie, ktoré sa klasicky modeluje pridanim ¢lena obsahujuceho derivaciu prvého
radu. My namiesto toho budeme pracovat s modelom obsahujiucim Caputovu zlomkovu deri-
vaciu radu « z intervalu (1, 2), ¢im st simulované straty energie plyntce z vntutorného uspo-
riadania systému kyvadiel.
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Zamenou derivacie druhého radu za Caputovu zlomkovu derivaciu obdrzime sustavu tvaru

mD{§x1(t) = —%xl + k(x2 — x1)
mD{x,(t) = —%xz — k(x2 — x1).

Naslednym vydelenim oboch rovnic tejto sistavy ¢lenom m (predpokladame jeho nenulovost)
a po miernych Gpravach dostavame stustavu tvaru

. gm + kL k
Dgxi(t) = ————x1 + —x3
» k gm+ kL
Dgxy(t) = ——x3 — =——x3.

m Lm

Jedna sa teda v podstate o pripad sustavy (4.1), s ktorou sme sa uz zaoberali v piatej kapitole.
Pociato¢né podmienky ponechavame tvaru (6.2). Vykreslenim numericky nadobudnutého rie-
Senia pociatoc¢nej ulohy (6.5)-(6.2) pre hodnoty a = 0,02;L = 1;9 = 9,81;m = 1; k = 7,4 aradu
Caputovej derivacie o = 1,97 dostavame priebeh zobrazeny na Obr. 24.

0.03 : . . . :
0.02
0.01
s
-0.01
-0.02 - ]
-0.03 : : : : :
0 5 10 15 20 25 30
t

Obr. 24: Vykreslenie rieSenia pociatoc¢nej tlohy (6.5)-(6.2) pre rad Caputovej derivacie a = 1,97

Na Obr. 24 uz mozme vidiet, Ze sa amplitady oscilacii kyvadiel pomaly zmensuju. Viditelné
je tiez, Ze na rozdiel od celo¢iselného modelu (Obr. 23), kedy boli oscilacie kyvadiel po cely cas
vo faze (jednotlivé amplitady oscilacii boli vzajomne posunuté), v pripade zlomkového modelu
(Obr. 24) sa jednotlivé amplitudy postupne snazia ¢oraz viac zosynchronizovat.
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Pridanie regula¢ného ¢lena

Dal$ou otazkou, ktorou sa budeme zaoberat, je moznost, ako sme schopni oscilacie ky-
vadiel regulovat. Klasicky spdsob, akym je mozné dosiahnut regulaciu systémov, je pridanie
regula¢ného ¢lena do ststavy, ¢im typicky obdrzime sustavu tvaru (4.9). V pripade nasho vzo-
rového prikladu spojenych kyvadiel ¢lenom Ay(t) popisujeme prave dynamiku samotného
systému kyvadiel. Pridanim regula¢ného ¢lena By(t — 7) sme schopni oscilacie v istom zmysle
spatnovazobne regulovat.

V tejto praci dalej nerozoberame, akym sposobom by bola regulacia realizovana, ale sa
budeme na tuto problematiku pozerat z hladiska ¢isto matematického.

Kedze sa v pripade nasho zlomkového modelu kyvadiel v podstate jedna o planarnu line-
arnu sustavu tvaru

Dgyi(t) = —ayi(t) + bya(t)

Dy(t) = byi(t) — ays(2), (6.6)

kde a, b € (0, o), hodnota Caputovej zlomkovej derivacie a bola uvazovana z intervalu (1, 2).

Poznamka. V pripade modelu kyvadla boli parametre a, b volené tak, aby mal model svoje
opodstatnenie z hladiska fyzikalnej realizacie.

Pridanim regula¢ného ¢lena do (6.6) nakoniec obdrzime kone¢nu sustavu tvaru

Dgyi(t) = —ayy(t) + bya(0) + cys(t — 7)

(6.7)

Dgyi(t) = byi(t) — aya(t) + cya(t — 1),
kdea, b, € (0, 0),c € Rarad Caputovej zlomkovej derivacie uvazujeme z intervalu a € (1, 2).
Pre tato sastavu kladieme pociato¢né podmienky

y(t) = ¢(t)

lm y®(0) = ¢ ke {01} (6.8)
kde ¢(t) : [-7,0] — R? a ¢y, ¢; € R2.

Takto formulovana pociato¢na tloha vsak predstavuje problém, ktorého predpoklady na
stabilitu resp. asymptoticku stabilitu nulového riesenia nie st teoreticky zname. Nasim cie-
lom je odhadnut spravanie rieseni pociatocnej ilohy (6.7)-(6.8) pomocou jednoduchého nu-
merického testu. Pred predstavenim samotného testu uvedieme tvar poc¢iatocnej ulohy, ktoru
testujeme.

Méme sustavu tvaru

Dy®yi(t) = =17, 21y2(t) + 7,4y(t) + ey (t = 7)

L85 (6.9)

Dy yi(t) = 7,4y1(t) — 17,21y,(t) + cya(t — 7) t € [0, ).
Poznamka. Ciselné hodnoty koeficientov a, b boli uréené tak, aby korespondovali s hodnotami
koeficientov ako pri priklade modelu kyvadiel (6.5) po dosadeni konkrétnych hodnét g, k, L, m.
Este poznamenajme, Ze v pripade ¢ = 0 dostaneme z nasej vzorovej sustavy (6.9) sustavu typu
(4.1), ktorej matica sustavy by mala vlastné ¢isla Ay = —24,61 a A9 = —9, 81, teda pre tato
sustavu by bolo nulové riesenie asymptoticky stabilné (vyplyva z vety 4.2).
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K sustave pridavame pociato¢né podmienky:

yl(t) = 0,02 yZ(t) =0 te [_T’ 0]

lim y1(t) = 0,02 Jlim, y2(t) =0 (6.10)
lim v.(¢) = 0 lim y,(t) = 0.

2 20

Takouto formulaciou pociato¢nej ilohy nam vznikne stustava s dvoma parametrami: koeficient
c a oneskorenie 7. Nas$ test spociva v numerickom vycisleni rieseni tejto ulohy pri postupne;j
zmene parametrov c a 7. Nasledne pre jednotlivé rieSenia prepocitavame ich normy vo vy¢isle-
nych bodoch. Poznamenajme, Ze rieSenia su vy¢islené pre interval ¢t € [—7, 100], pre prislusnu
hodnotu 7, s dizkou kroku medzi jednotlivymi bodmi h = 0,01. Takto vy¢isleny priebeh no-
riem rozdelujeme na dva intervaly t € (0,50] a t € (50, 100]. Pre takto upravené intervaly
vyc¢islujeme priemernd hodnotu, ktort normy v danych intervaloch nadobudajua. Tieto hod-
noty zna¢ime m; — priemerna hodnota normy riesenia na intervale (0,50] a m, — priemerna
hodnota normy riesenia na intervale (50, 100]. Dostavame teda dve hodnoty, ktoré popisuja
spravanie rieSenia sustavy. Pre hodnotu radu Caputovej zlomkovej derivacie « = 1,85 bol na
zéklade porovnania hodnét m; a m, vytvoreny graf ¢ — 7, ktory je uvedeny na Obr. 25.

Obr. 25: Odhad oblasti stability nulového riesenia (6.9)-(6.10) od parametrov ¢, 7 a @ = 1,85
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Na Obr. 25 je zobrazeny graf parametrov c—r, ktory je farebne rozdeleny do styroch oblasti
vytvorenych na zaklade nasledujacich kritérii:

« Do oblasti S; sme priradili dvojicu (c, 7), pri ktorej bola hodnota m; stonasobne vacsia

ako hodnota m,.

« Do oblasti S, sme priradili dvojicu (c, 7), pri ktorej bola hodnota m; vacsia ako hodnota

ma, ale nebola viac ako stonasobne vacsia.

« Do oblasti S3 sme priradili dvojicu (¢, 7), pri ktorej bola hodnota m; mensia ako hodnota

ms, ale nebola viac ako stonasobne mensia.

« Do oblasti S4 sme priradili dvojicu (c, 7), pri ktorej bola hodnota m; stonasobne mensia

ako hodnota ms.

Obr. 25 teda predstavuje akési rozdelenie pravdepodobnosti. Oblast S; je tvorena dvojicami
(¢, 7), pri ktorych nadobudala norma rieSenia daného pociato¢ného problému (6.9)-(6.10) v
priemere stonasobne vys$sie hodnoty v prvej Casti intervalu ako v druhej. Vzhladom na tento
pomerne signifikantny rozdiel hodnét m; a m;, sme sa rozhodli s istou pravdepodobnostou
predpokladat, Ze pri kombinacii parametrov z oblasti S; by sa mohlo jednat o sustavu so sta-
bilnym resp. asymptoticky stabilnym nulovym riesenim.

Naopak pri oblasti S4, kde normy danych rieseni nadobudali v priemere viac ako stona-
sobne vyssie hodnoty v druhej Casti intervalu nez v prvej, mézeme usudit, Ze sa jedna o kom-
binéciu dvojice parametrov (c, 7), pri ktorych je nulové riesenie stabilné iba s velmi malou
pravdepodobnostou. S4 by sme tiez mohli oznacovat za oblast kombinacie dvojice parametrov
(¢, 7), kde je dost mozné, Ze pre ststavu (6.9) obdrzime nestabilné nulové riesenie.

Dvojice parametrov (c,7) z S; a S3 mdzeme povazovat za akési prechodové oblasti, pri
ktorych boli priemerné hodnoty na jednotlivych castiach intervalu velmi podobné, a teda ne-
vieme ani priblizne rozhodnut, ¢i sa v tychto pripadoch jedna o stabilné nulové riesenie alebo
nie. Ich presnejsie urcenie by bolo mozné pripadnym vy¢islenim priebehu riesenia na vi¢som
intervale.

Z nasho pohladu sa teda javi, Ze by sa v pripade oblasti parametrov S; mohlo s istou pravde-
podobnostou jednat o priblizny odhad kombinacie parametrov c¢ a 7, pre ktora by bolo nulové
rieSenie sustavy (6.9) stabilné, resp. asymptoticky stabilné. Za predpokladu tejto hypotézy by
sme tiezZ zo samotného tvaru tejto oblasti mohli predpokladat, Ze je rovnako ako v pripade
sustavy (4.10) mozné, pri zafixovani hodnoty ¢, dosiahnut "prepinanie” stability nulového rie-
Senia zmenou hodnoty 7.

Nanestastie, ako sme uz spominali, doposial nie je odvodena tedria, ktora by mohla nase
hypotézy potvrdit. Minimalne je vS$ak zaujimavé pozorovat tvar oblasti na Obr. 25, ktoré sa
podobaju na analyticky odvodené oblasti stability v pripade sustavy (4.10) z prace [4]. Tato
skutocnost tiez prispieva k nasim ivaham o moznej existencii vety podobnej s vetou 4.10 pre
sustavy typu (4.1) pre rad Caputovej zlomkovej derivacie o > 1.

Este pre doplnenie uvadzame aj Obr. 26, kde je znazornena oblast parametrov c—7 pre hod-
notu radu Caputovej zlomkovej derivacie a = 1,95, ktory bol vytvoreny na zaklade rovnakych
kritérii, ako tomu bolo v pripade Obr. 25.
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Obr. 26: Odhad oblasti stability (6.9)-(6.10) od parametrov ¢, 7 a @ = 1,95

Aj z tohto obrazku mézeme vidiet, Ze tvar oblasti moznej stability S; je podobny ako na
Obr. 25. V tomto pripade je vSak zaujimavé pozorovat vzniknuty utvar v lavej spodnej casti,
ktory sa mierne vymyka z charakteru tvaru oblasti S; pre @ = 1,85. Tento atypicky utvar
zobrazujeme detailnejsie na Obr. 27.

Obr. 27: Odhad oblasti stability (6.9)-(6.10) od parametrov ¢, 7 a @ = 1,95 - Detail
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7 Zaver

V tejto praci boli predstavené kvalitativne vlastnosti niekolkych typov linearnych su-
stav zlomkovych diferencidlnych rovnic. Predovsetkym sme sa zaoberali otazkami stability
a asymptotického spravania rieseni tychto sustav. V priebehu prace bola ¢itatelovi najskor vo
Stvrtej kapitole predstavena znama teoria k trom typom linearnych ststav zlomkovych dife-
rencialnych rovnic. Nasledne sme v piatej kapitole na konkrétnych prikladoch pociatocnych
tloh zname vlastnosti spominanych stistav demonstrovali pomocou grafickej vizualizacie. Ci-
tatela sme tieZ textovym doprovodom upozornovali na pripadné odlisnosti, ktoré so sebou
prinasa pritomnost zlomkovej derivacie v porovnani s klasickou celo¢iselnou derivaciou. Kon-
krétne sme poukazovali na odlisnosti podmienok, ktoré zarucuji asymptoticku stabilitu nulo-
vého riesenia jednotlivych ststav a rozdielnu rychlost konvergencie noriem rieseni, ktora je
algebraického typu a nie exponencialneho, ako pri ststavach s celo¢iselnou derivaciou. Cita-
telovi sme tiez na fazovych portrétoch rieseni sustav prezentovali klasicku vlastnost fazovych
trajektorii, ktorou je vyskyt singularnych bodov, ktoré sa vo fazovych trajektoriach pri kla-
sickom celo¢iselnom pripade derivacie nevyskytujd, kedZe by sme boli v rozpore s jednoznac-
nostou. Poslednu vlastnost, ktort sme v tejto kapitole pozorovali, bol vplyv oneskorenia na
ststavy, ktoré oneskoreny ¢len obsahuju. Citatelovi sme predstavili konkrétny typ linearnej
sustavy zlomkovych diferencialnych rovnic, ktorého teéria priptsta tzv. "prepinanie” stability
nulového riesenia. Tato vlastnost bola tiez graficky demonstrovana.

Aplikaciu sustavy zlomkovych diferencialnych rovnic sme uviedli v kapitole Siestej na
priklade dvoch matematickych kyvadiel spojenych pruzinou, na ktorom boli prezentované
mozné fyzikalne interpretacie zlomkovej derivacie pri modelovani dynamickych systémov.
Do modelu kyvadiel sme tiez pridanim regulacného clena obdrzali priklad stistavy obsahu-
jucej oneskoreny aj neoneskoreny ¢len (vid (6.6)). Teoreticky odvodené vlastnosti takejto su-
stavy vSak nie si zname. V praci sme preto uviedli jednoduchy numericky test, v ktorom sme
sa pokusili odhadniat mozny vyskyt stabilného nulového riesenia pri urcitej kombinacii pa-
rametrov sustavy, kde jednym z parametrov bola hodnota oneskorenia 7. Na Obr. 25 a Obr.
26 sme prezentovali nas konzervativny odhad oblasti kombinacie parametrov, pre ktoré by
sme ocakavali pripadnu stabilitu resp. asymptoticku stabilitu nulového riesenia. Vzhladom na
tvar tejto oblasti a tvrdenie vety 4.9, ktora potvrdzuje “prepinanie” stability nulového riesenia
vplyvom zmeny parametru oneskorenia 7 pre sustavu tvaru (4.10) , prichadzame k zaveru, ze

rrrrr

- . e o~ .. .
nania” stability nulového riesenia aj pre $ir§iu mnozinu problémov.
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