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Abstrakt

V této praci se zabyvam fraktaly. Prvni kapitola pfedstavuje ivod do problematiky, kterou
se tato pracec zabyva. Druha kapitola obsahuje zakladni pojmy z oblasti fraktalu a fraktdlni
geometrie. Ve tieti kapitole je uvedena historie fraktdli a nékteré vyznamné osobnosti z
fraktalni védy. Kapitola ¢tvrtd obsahuje klasifikaci fraktali dle raznych kritéril. V této
¢asti prace také uvadim piiklady fraktdla jednotlivych typt. V paté kapitole jsou uvedeny
nékteré nejpouzivanéjsi programy zabyvajici se vykreslovanim fraktali. Sestd kapitola je
vénovana demonsrtacni aplikaci, kterou jsem v ramci této bakalaiské prace vytvoril.
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Abstract

The goal of this work is to give introduction and specification of fractals. The first chapter
presents the basics of fractal geometry. The second chapter maps the history of fractals and
points out the most important people of fractal science. The third chapter presents fractal
classification based on several criteria and gives basic examples. The fourth chapter is a
summary of widely used applications for fractal creation. The last chapter describes the
application that was made to demonstrate given algorithms and fractals mentioned in this
thesis.
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Kapitola 1

Uvod

Fraktaly jsou vizudlné a matematicky velice zajimavé tutvary. Tyto dtvary muzeme najit
v mnoha jevech, dokonce i nékteré objekty z redlného svéta maji fraktdlni vzhled. Fraktdlni
strukturu muzeme vidét napiiklad u stromu nebo hor. Jevy a objekty, které maji fraktdlni
strukturu zacali zkoumat matematici a tak se zrodila fraktdlni geometrie jako védecky
obor. Od prvnich objevi v tomto oboru se fraktalni véda velmi rozvinula. V dnesni dobé jiz
rozliSujeme nékolik typu fraktdla, které se lis{ zplsobem vytvéareni. Fraktalni utvary byly
nalezeny jiz v mnoha védnich disciplindch a jejich pouziti se zna¢né rozsitilo. Fraktalni ob-
razce jsou zajimavé hlavné pro svoji nekone¢nou ¢lenitost a to, ze mohou vznikat i z velmi
jednoduchych rovnic. Zajimavé na fraktalech je také to, ze dodnes neexistuje presna mate-
matickd definice, kterd by dostatecné presné definovala vsechny fraktaly jako celek.

Tato prace se zabyvéa predevsim rozdélenim fraktdli do skupin, které se v prubéhu
studia fraktalni geometrie utvotily. Také uvadi nékteré zajimavé piiklady fraktala, které
tyto skupiny reprezentuji. U kazdého konkrétniho piikladu bude vzdy uveden zpiisob jeho
vytvareni. K rozvoji fraktalni geometrie jako samostatné védni discipliny velkou mérou
prispély pocitace, pomoci nichz se mohou fraktdly jednoduSe pocitat a také vykreslovat
v ruznych podobéch, coz predtim §lo jen velmi obtizné. Dnes jiz existuje fada kvalitni pro-
gramu, které se specializuji na vytvareni fraktdlu. Nékteré z téchto programu jsou popsany
i v této praci. Soucdsti mé bakalarské prace je také demonstraéni aplikace, pomoci které se
daji vykreslovat a upravovat nékteré fraktaly. Proto, abychom mohli pracovat s fraktaly, je
nutné znat alespon zakladni pojmy z problematiky. Vycet téchto zdkladnich pojmu jsem
také uvedl v této praci. Cilem mé bakalarské préace je také poukdzat na moznosti praktického
vyuziti fraktala.



Kapitola 2

Teorie fraktalu

2.1 Fraktalni geometrie

Geometrie, ktera je vyucovana na skolach, se zabyva pravidelnymi obrazci, jako je ¢tverec,
kruznice nebo ptfimka. Kolem nas v redlném svété vSak jsou nepravidelné ttvary. Tyto
utvary vétsinou vyjadiujeme aproximaci jejich tvaru, tim vsak dochéazi ke zkresleni a ztraté
presnosti. Pokud napiiklad budeme chtit zméfit obvod néjakého ostrova muzeme toho
docilit tak, ze obejdeme cely ostrov s néjakym méfidlem, které ma odpovidajici délku.
Timto v8ak ziskdme pouze ptiblizny obvod ostrova a pokud bychom si vzali métidlo s kratsi
délkou vysel by nam obvod toho samého ostrova o trochu vétsi, protoze jsme zachytili vice
detaili. Teoreticky pokud bychom zmensSovali délku méridla do nekoneéna, pak by nam
vySel i obvod ostrova nekoneény. Fraktdlni geometrie se na rozdil od klasické geometrie
zabyvé nepravidelnosti objektu.

2.2 Fraktal

Poprvé slovo fraktal pouzil Benoit B. Mandelbrot, ktery se snazil pro svij objev vymyslet
néjaké pojmenovani a kdyz listoval seSitem svého syna narazil na slovo fractus, z néhoz
je odvozené slovo frangere, coz znamena rozldmat na nepravidelné kousky. Fraktal je tedy
jakykoliv geometricky nepravidelny utvar, ktery kdyz rozdélime tak v idedlnim piipadé
vznikne nékolik sobépodobnych dtvart nezavislych na méritku. Fraktaly maji ¢asto jesté
jiné zajimavé vlastnosti, jako napiiklad nekonecné maly obsah nebo, jiz zminovany, ne-
delbrot, ktery ho definoval takto: Fraktdl je mnozina, jejiz hodnota Hausdorffovy dimenze
presahuje hodnotu dimenze topologické.

2.3 Topologicka dimenze

Topologicka dimenze je dimenze, kterou zname, a ktera urc¢uje geometricky rozmér télesa.
Muzeme také fici, ze topologickd dimenze urcuje minimalni pocet parametru, kterymi lze
dané téleso popsat. Bod ma topologickou dimenzi rovnu nule, pfimka rovnu jedné, kruznice
rovnu dvéma a krychle rovnu tiem. V topologické dimenzi, Ze rozméry mohou byt zadavany
v ruznych jednotkach a na vlastnostech télesa to nic nezmeéni.



2.4 Hausdorffova dimenze

Tuto dimenzi zacali védci studovat az se studiem fraktalu, protoze do té doby jsme si
vystacili s dimenzi topologickou. Hausdorffovu dimenzi asi nejlépe vysvétlime na ptikladu.
Pokud napiiklad métime délku piimky vyjde nam i pfi zméné méfidla stejny vysledek.
Ovsem vezmeme-li si jako piiklad méfeni obvod ostrova, pak se vysledky lisi podle délky
pouzitého méfidla. Obvod ostrova tedy zabird v roviné vice mista nez primka, nezabira vsak
celou plochu. Z toho vyplyva, ze jeho dimenze je vétsi nez dimenze piimky, ale zaroven
mensi nez dimenze plochy. Pokud ovSem dimenze ptimky je rovna jedné a dimenze plochy
rovna dvéma, pak musi byt dimenze k¥ivky znazornujici obvod ostrova neceloc¢iselné. Toto
necelociselné ¢islo je Hausdorffova dimenze. Rozdil mezi dimenzi Hausdorffovou a topolo-
gickou pak udava jak moc je urcité téleso ¢lenité, nebo také jakou rychlosti roste délka,
nebo odpovidajici veli¢ina v jinych rozmeérech.

2.5 Sobépodobnost

Kromé dimenze se obcas pro definici fraktali pouziva pojem sobépodobnost nebo také inva-
riance vuci zméné meéfitka. To znamend, Ze pokud se podivame na urcity objekt v ruznych
zvétsenich, nebo-li v ruznych méritkach, bude objekt vypadat podobné. Tuto vlastnost maji
skoro v8echny fraktdly kromé nékterych nahodnych. V redlném svété muzeme sobépodobnost
pozorovat napiiklad u mrakt, rostlin nebo hor. Sobépodobné mnoziny vznikaji opakovanim
sebe samych pii ur¢ité transformaci. Transformace v tomto piipadé muze byt napiiklad
zména velikosti nebo rotace. Tyto mnoziny jsou také invariantni viéi zméné méritka.
Musime si ovSsem uvédomit, ze sobépodobnost je podobnost objektu pouze pii zméné
méiitka. V klasické geometrii totiz najdeme utvary, které jsou si podobné nebo jsou do-
konce tuplné totozné po provedeni urcité transformace. Pokud vezmeme naptiklad ¢tverec
a budeme ho zrcadlit podle stifedu dostaneme tplné stejny ¢tverec. To samé se da udélat
i napiiklad s kruznici. Pokud spolu s touto sobépodobnosti neni i sobépodobnost pii zméné
méiitka nemuzeme mluvit o definici fraktalu, ale o norméalnim geometrickém objektu.

2.6 Atraktor

Atraktor dynamického systému je mnozina bodu, do kterych systém smétfuje. Nebo se
atraktor dé vyjadrit jako mnozina hodnot, kterych muze nabyt stavovy vektor po do-
statec¢né dlouhé dobé od inicializace systému. Atraktor se vyuziva napiiklad u systému ite-
rovanych funkei, kde se vétsinou vykresluje prave jeho atraktor. Atraktory muzeme rozdélit
do nékolika kategorii:

e Atraktor z pevnych bodu

e Atraktor z periodickych nebo kvaziperiodickych bodu
e Chaoticky atraktor

e Podivny atraktor

Je-li atraktor slozen z pevnych bodu, pak se systém v nekone¢ném case ustalil v néjakém
predem stanovitelném a spocitatelném stavu.



Pokud je atraktor tvofen periodickymi nebo kvaziperiodickymi body pak se systém
v nekone¢ném ¢ase ustali tak, Ze osciluje mezi nékolika stavy. Tyto stavy mohou byt budto
spocitatelné nebo nespocitatelné.

U chaotického atraktoru nelze s urcitosti predpovédét, kde se dany systém ustéli, coz
ovSem neznamend, ze by nemél svij atraktor. Takovou vlastnost maji systémy, které jsou
velmi citlivé na pocateéni podminky, nebo-li systémy, které i pii malé zméné pocateénich
podminek vykazuji velmi odlidné vysledky. Slovo ,,chaoticky “ v tomto pfipadé neptedstavuje
nahodnost, protoze se stale jednd o deterministické systémy.

Podivny atraktor je z hlediska fraktalni geometrie nejzajimavéjsi. Systém s timto ty-
pem atraktoru muze vzniknout, pokud je tento systém definovdn minimélné tfemi navzdjem
souvisejicimi diferencidlnimi rovnicemi. Atraktor tohoto systému bude vykazovat vlastnosti
pravidelného, ale i chaotického atraktoru. Pfesnd matematickd definice podivného atrak-
toru jesté neexistuje, protoze definice, které existuji nezahrnuji vSechny typy podivnych
atraktortu. Nejpouzivanéjsi popis podivnych atraktort je takovy, Zze maji podobné vlast-
nosti jako fraktdly. Také plati, ze vSechny chaotické atraktory jsou zaroven i podivnymi
atraktory opacné to vSak neplati.

Jednim z Casto probiranych piikladi dynamickych systému s podivnym atraktorem je
systém slozeny ze tii téles, kde zname pocateéni podminky jako jejich polohu, hmotnost,
rychlost a smér pohybu. Ukolem je spocitat polohu téles v libovolném ¢asovém okamziku.
Tento 1kol se ukézal jako nevyfesitelny, nebot koncem 19. stoleti dokdzal francouzsky
matematik Henri Poincaré, ze analytické feSeni neexistuje. Neni tedy mozné jakymkoliv
zpusobem ur¢it aspon pfiblizné chovani vzajemné se ovliviujicich t¥{ téles. Tento piipad
muzeme sledovat naptiklad v pasu asteroidu mezi Marsem a Jupiterem, kde obiha skupina
t¥{ velkych asteroidi.

2.6.1 Lorenzuv atraktor

Prvni dynamicky systém s podivnym atraktorem, ktery byl podrobnéji popséan je vidét na
obrazku 2.1. Tento atraktor je pojmenovan po americkém matematikovi a meteorologovi
Edwardu Nortonovi Lorenzovi, ktery v roce 1963 pfi simulovani vyvoje pocasi na velmi
zjednoduseném modelu pouzil systém popsany tiemi diferencidlnimi rovnicemi. Na tomto
modelu se také numericky i analyticky ovérila velkd citlivost na poc¢atecni podminky, coz
Lorenz pojmenoval jako motyli efekt. Pokud bychom vzali matematicky presny model pak
nastane situace, ze kazdd smycka bude mit unikatni drahu, to znamend, Ze se nebude
prekryvat s zddnou jinou smyckou. Dalsi informace o tomto fraktdlu lze nalézt na [0].

Obrézek 2.1: Lorenzuv atraktor



2.7 Chaos

Pojmem chaos oznac¢ujeme takovou vlastnost dynamického, ale i deterministického, systému,
kdy nemuzeme s urcitosti spocitat budouci stavy daného systému. Tento chaos nastdva
muzeme pozorovat u systému, které jsou velmi citlivé na poc¢ateéni podminky. Pokud u ta-
kovychto systému zvolime dvoje pocateéni podminky, které jsou nekonecné blizké budou
se nam vysledky vychazejici z téchto pocateénich podminek exponencialné vzdalovat, coz
nakonec vede k nepiedpovidatelnosti systému.

Velmi casto se se jako piiklad chaotického systému pouziva jiz zminovany model pocasi,
kterym se zabyval Edward Norton Lorenz. DalSim systémem s chaotickym chovanim je
napiiklad systém, jehoz soucasti je kuzel a na jeho vrcholu umisténa kulicka. U tohoto
systému pokud jen nepatrné zménime pocateéni polohu kulicky velice to ovlivni smér padu
kulicky a tim i chovéani celého systému. Pro tyto systémy také plati, Ze jejich poc¢ateéni stav
nelze presné zmérit, protoze uz samotné méfeni ovliviiuje tyto pocateéni podminky.

2.8 Uplatnéni fraktala

2.8.1 V riuznych védnich disciplinach

Princip opakovani podobnych tvaru ve zmensené podobé je vidét prakticky u jakékoliv kom-
plexni, slozité struktury, kterd je vytvarena i pomoci velmi jednoduchych pravidel. Zpiusob,
jakym probihd vétveni stromu ¢i cév a zil v télech zivocichu nebo hromadéni baktérii a fas
v koloniich, se d4 matematicky uspokojivé popsat pouze fraktalni geometrii, pokusy o popis
pomoci klasické geometrie byly bud neimérné komplikované, a/nebo neodpovidaly realité.

Jednim z védnich obort, kde muzeme fraktaly pozorovat je zména stavu nékterych ma-
teriali. Pokud bychom studovali zménu stavu magnetického materidlu na materidl nemag-
neticky, zjistili bychom, ze materidl se skldada z elementarnich magnett, které v zavislosti
na teploté zda je material jako celek magneticky nebo ne. Pti nizkych teplotach je material
jako celek magneticky, ale pokud bychom ho zkoumali podrobnéji pod mikroskopem, zjis-
tili bychom, Ze existuji malé skupiny neuspoiddanych elementarnich magneti. Pokud tento
material zahfejeme na vysoké teploty, pak je jako celek nemagneticky, ale opét se najdou
mista, kde jsou elementarni magnety usporadany. Magnetismus je tedy zavisly na méritku
pohledu v jakém se na materidl divame. Pokud bychom upravovali teplotu materidlu tak,
aby ménil svoji magnetickou vlastnost at uz z magnetického stavu do nemagnetického nebo
naopak, nalezli bychom teplotu, pfi které se tato zména odehrava. Tato teplota se nazyva
Curierova teplota. Pfi této teploté jednak nemuzeme dokazat zda je materidl magneticky
nebo ne a také pii této teploté vypada materidl ve vSech méritkach stejné a ma fraktdlni
strukturu.

Fraktalni strukturu mizeme pozorovat i pfi zméné jinych stavi materidlu. Jednim z ta-
kovych pfipadi muze byt zména skupenstvi latky. Napiiklad zména vody na paru nebo téani
ledu. Pokud bychom hledéli na hmotu z makroskopického hlediska, pak existuji t¥i zakladni
stavy a to: pevné, kapalné a plynné. Pokud ovSem za¢neme hmotu zkoumat blize, zjistime,
ze téchto stavu je daleko vice a pii prechodech mezi jednotlivymi stavy muzeme pozorovat
fraktalni strukturu.

Dalsim jevem, ktery ma fraktalni strukturu je Brownuv pohyb. Tento pohyb vznika
chaotickym pohybem ¢astic v hmoté a je zpusoben nenulovou teplotou hmoty. Brownuv
pohyb lze dobfe sledovat napiiklad tehdy, kdybychom vzali dvé ruzné zbarvené kapaliny
a smichali je dohromady. Také lze tento pohyb relativné vérohodné simulovat, pomoci
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fraktalni geometrie, na pocitaci.

Fraktalni geometrie nachézi své vyuziti také v biologii a mediciné. Naptiklad pfi zkoumani
krve se méri Hausdorffova dimenze jejich ¢astecek. Dokonce néktefi odbornici véri, ze exis-
tuji jista spojitost mezi Hausdorffovou dimenzi povrchu mozku a inteligenci toho ur¢itého
jedince. Spojitost je v poc¢tu a ¢lenitosti mozkovych zaviti, kterd ma ovliviiovat uréité
vlastnosti mozku, jako napiiklad pamét nebo inteligenci.

2.8.2 'V pocitacové grafice

Fraktalni geometrie vSak nachazi své nejvétsi uplatnéni v oboru pocitacova grafika. Po-
moci ni 1ze totiz fraktaly zkoumat velmi podrobné. Poéitacova grafika pak naopak vyuziva
poznatky ziskané o fraktdlech ve sviij prospéch.

Jak se stale zvysuje narok na kvalitu obrazu prezentovaného pomoci pocitace je potieba
se zabyvat postupy pfi modelovani objektu z redlného svéta. V podstaté existuji t¥i moznosti
jak vytvorit model néjakého skuteéného objektu v pocitaci:

1. Pouziti néjakého modelovaciho programu, naptiklad typu CAD. Tento zpusob je
vhodny pii modelovani technickych a geometrickych utvart. Pokud bychom ovsem
timto zpusobem chtéli modelovat piirodni dtvary jako napiiklad hory nebo stromy,
potiebovali bychom pro popis téchto objektu velké mnozstvi dat, a ani po dlouhém
asili by nebyl vysledek uspokojujici.

2. Piimé snimédni objektu, ktery chceme zobrazit v pocitaci. Tento zpusob je ovSem
velmi omezeny co se tyka rozmérta skenovaného objektu. Trojrozmérné skenery totiz
maji omezenou rozliSovaci schopnost, tudiz skenovany objekt nemuze byt ptilis maly,
ale také nemuze byt pfilis velky, protoze je fyzicky nemozné naskenovat tieba horu
nebo dum. Dalsim nedostatkem této metody je skenovani velmi Clenitych objektu.
Naprtiklad skenovani néjakého chlupatého zvitete. Po skenovani vznika velké mnozstvi
dat, jelikoz skenovany objekt je v pocitaéi reprezentovan trojuhelniky, a aby bylo
zobrazeni vérohodné musi tyto trojihelniky byt velice malé musi jich byt mnoho.
Dalsi nevyhodou je vysoka cena skenovaciho zafizend.

3. Proceduralni modelovani. U tohoto zpusobu se objekt nereprezentuje tvarem, ale
zpusobem jeho generovani. Vyhoda této metody spociva v mnozstvi dat, které jsou
potieba zadat pro vytvoreni objektu. Vysledny objekt se da lehce zménit zménou
pocéatecnich podminek. Pii pouzivani této metody je nutné spravné vybrat metodu
pro generovani ur¢itych typu objekti. Dédle musime védét co ktery parametr té urcité
metody znamend a co ovliviiuje. Nevyhodou této metody je to, Ze neni hned vidét
vysledny objekt, ale musi se nechat vygenerovat a poté je mozné jej upravovat zménou
pocatecnich podminek. Takto se daji vytvorit i rizné animace, napiiklad rust stromu.

U této metody se vyuzivaji i znalosti fraktalni geometrie. Fraktaly se pouzivaji pii ge-
nerovani realnych objektu jako jsou rostliny, stromy, kameny, hory, mraky a podobné.
Pro tento 1cel se fraktdly hodi nejlépe a také maji ze vSech metod nejlepsi vysledky.

Fraktéaly se také mohou velmi efektivné pouzit pro generovani textur. Vyhodou takto
vytvorenych textur je jejich velmi mald naro¢nost na data potiebnd pro vygenerovani.
Dalsi vyhodou tohoto zptisobu je moznost zmény velikosti vysledné textury bez jakéhokoliv
zkresleni, které muzeme pozorovat u béznych bitmapovych textur.
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Fraktaly 1ze také vyuzit pii animaci. Rozsifime-li generovani fraktalu o jeden rozmeér,
lze tento nadbyteény rozmér povazovat za cas a timto zpisobem fraktal animovat. Tato
metoda je pouzita pii zobrazovani ohné nebo pohybujicich se mraku. Lze ji také kombinovat
se systémem cCastic, coz umoznuje animaci mnoha jevi, které nelze béznymi metodami
zobrazit.

Fraktalni geometrie se s tspéchem pouziva na rozpoznavani obrazu. V tomto oboru se
zatim asi nejvice rozvinulo rozpoznavani pisma. Presto vSak uspokojivé vysledky vykazuje
pouze rozpoznavani strojového pisma. Ani nejmodernéjsi technologie totiz nejsou schopny
rozeznat rukou psané pismo od ruznych lidi s riznym typem rukopisu.

I pti kompresi dat se da pouzit fraktalni geometrie. V tomto piipadé se pouziva systém
iterovanych funkci, coz je jeden z typu fraktdlu. Algoritmus, ktery se dnes pouziva pro kom-
presi dat byl pfedstaven nejprve jako algoritmus pro generovani textur. Az po pozdéjsSim
zkoumani a rozboru se tato metoda ukazala jako vhodna pro kompresi dat. Metodu kom-
prese dat pomoci fraktalni geometrie vyuziva graficky format FIF.

V neposledni fadé jsou fraktily velice zajimavé svymi tvary, a proto si néktefl mate-
matici, ktefi zkoumali fraktaly, vytvareli fraktaly jen pro jejich esteticnost. V dnesni dobé
existuje jiz velké mnozstvi programu, které generuji fraktdly riznych tvara a jejich jediny
ucel je pouze esteticky.
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Kapitola 3

Historie fraktalu

Kolem roku 1960 se néktetri védci zabyvali pocasim a jeho predpovédi. Jednim z téch, kteii
se touto problematikou zabyvali byl i Edward Lorenz. Fraktalni geometrie je rozvijena od
60. let 20. stoleti. Dnes je to samostatna a jiz pomérné rozsahla védni disciplina. K rozvoji
tohoto oboru velmi vyraznou mérou piispél rozvoj osobnich pocitaci. Za zakladatele této
discipliny je povazovéan objevitel fraktdlu Benoit B. Mandelbrot. Tento polsky védec uvedl
definici fraktala, kterd se pouziva v podstaté dodnes, i pies to, ze jeho definice neni naprosto
presnd. O definovani fraktdli se pokouseli i nékteii védci a matematici, ale jejich popis
a definice fraktali nebyla ani dost pfesnd ani tak vSeobecnd jako pravé Mandelbrotova
definice. Dalsi velice vyraznou postavou dé&jin fraktdlu je Edward Norton Lorenz. Historie
fraktélu je popsana i na [1].

3.1 Edward Norton Lorenz

Tento americky matematik a meteorolog byl jednim z méla védcu, ktef{ méli ke své préaci
a vyzkumum k dispozici pocitac. Snazil se vytvorit rovnice, které by popisovali chovani
pocasi na na8i planeté. Na tehdejsich pocitacich vSak byly vypocty i velmi jednoduchych
rovnic pomérné zdlouhavé, a proto si Lorenz jednou vypocet zkratil vypoctem pouze po-
loviny grafu. Pocate¢ni hodnoty zvolil dle pfedchoziho vypoctu. OvSem kdyz Lorenz srov-
nal pravé vykresleny graf s jiz diive vypocitanym grafem zjistil, Ze se tyto dva grafy po
néjaké dobé rozchézeji. Nejprve si myslel, Ze tato chyba je zpusobena chybou pocitace,
ale pii zopakovani celého procesu dostal uplné stejny vysledek. Nakonec zjistil, ze tento
ukaz je zpusoben tim, Ze pocita¢ pracuje s osmi desetinnymi misty, ale on jich zadal pouze
Sest. Praveé po této zkuSenosti si uvédomil, ze tento systém je velmi citlivy na pocateéni
podminky, a ze je velmi obtizné predpovidat chovani tohoto systému na delsi dobu doptedu.
Tato vlastnost se projevuje u vétsiny chaotickych systém.

Dalsi problém, kterym se Lorenz zabyval se tyka chovani vodniho kola. Na tomto kole
jsou pripevnény nadoby, do kterych postupné pritéka a odtéka voda. Tento systém lze
vidét na obrazku 3.1. Voda pritéka zeshora vzdy do vrchni nddoby, ta vlivem gravitaéni sily
roztoc¢i kolo. Lorenz vyjadril chovani tohoto systému soustavou rovnic, zadal je do pocitace
a nechal si vykreslit vysledny graf. Oc¢ekdval, Ze vodni kolo se bude otdcet bud jednim
smérem, nebo se budou sméry otaceni rovnomeérné stiidat, jenze tento systém neudélal ani
jedno. Pfi zvolenych pocateénich podminkéch se systém dostal do nestability a nebylo jasné
jak se tento systém bude chvat v priStich nékolika okamzicich.

Lorenz a jeho poznatky ovSsem v jeho dobé nebyly pochopeny a jeho prace zapomenuta
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Obrézek 3.1: Vodnf{ kolo, kterym se Lorenz zabyval

az do roku 1972, kdy jeden z Lorenzovych ¢lanki objevil jisty matematik a ten jej vénoval
Jamesi Yorkemu. Clanek na néj velice zaptisobil a uvédomil si, Ze nelze na vsechny véci
nahlizet jako na linedrni. Zacal ¢lanek rozddvat svym kolegiim. Jednu kopii také pujéil
Stevu Smaleovi. Na tuto kopii napsal své jméno a adresu, aby se mu vratila. Smale shledal
¢lanek velmi zajimavym a jako York rozdaval jeho kopie. OvSsem na téchto kopiich bylo
jméno a adresa Jamese Yorkeho, a proto si néktefi lidé mysleli, Ze ¢lanek pochéazi praveé
od néj. Yorke ale neni znam pouze touto pithodou, je to velmi vyznamny védec, ktery se
zabyval chaosem a dynamickymi systémy.

3.2 Benoit B. Mandelbrot

Narodil se 20. 1. 1924 ve Varsavé. I kdyz se narodil v Polsku, zil jiz od svych dvanacti let ve
Francii, kde studoval pod vedenim Gastona Julii a také Paula Lévyho. Mandelbrot mimojiné
publikoval Juliovu préaci a tim ho velice zviditelnil. Podle Julia byly pozdéji také pojme-
novany Juliovy mnoziny. Mandelbrot se zabyval matematikou, vyucoval fyziku a filozofii.
Béhem své védecké ¢innosti dosahl nejvyssiho akademického ocenéni na Yalské univerzité.

Jedno z Mandelbrotovych zaméstnani bylo u firmy IBM, kde pusobil ve vyzkumném
a vyvojovém oddéleni, ovSem ne jako programétor. Zde studoval mimojiné rozlozeni chyb,
které vznikaly na prenosové lince. Takova chyba je pokud se na zac¢atku a na konci jedno-
bitové prenosové linky objevily bity s prevracenou hodnotou. Takova chyba méla na prvni
pohled ndhodné rozlozeni, ale po dukladném prozkoumédni se zjistilo, ze chyba m4 urcitou
pravidelnost. Chyby se vyskytovali ve shlucich a pfi zméné casového méritka se objevovali
podobné vzory.

Podobné jevy, nezavislost na ¢asovém méfitku a pravidelnost, objevil Mandelbrot i pii
studiu jinych oboru. Napftiklad pfi studiu vyvoje cen na burze zjistil podobné znaky, coz
pirekvapilo jisté spoustu lidi. Kdyz nalezl podobné znaky u takovych, spolu nesouvisejicich
obort, jen ho to podpofilo v dalsim vyzkumu. Pii téchto vyzkumech popsal Mandelbrot
nékteré dnes jiz znamé fraktaly, tak vSak byly nazvany az pozdéji pravé podle néj. Fraktdly
nachazel v zivé i nezivé ptrirodé. Podobné vlastnosti totiz nalezl také napiiklad u rozlozeni
hmoty ve vesmiru.

V tomto obdobi také vydava své knihy Fraktdly a Fraktdlni geometrie prirody. V téchto
knihach pouziva vyklad, ve kterém bez mnoha podrobnosti porovnava zdanlivé nesouvisejici
jevy. Také si pii vykladu misto slozitych vzorcui pomaéahal analogii s jinymi podobnymi
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jevy nebo také geometrii. Casto ve svych knihdch déval jen tvrzeni a dikazy a rozbory
nechéval na jinych lidech. Takto se mohl vénovat novym zajimavym vécem, zatimco ostatni
se zabyvali jeho tvrzenimi. Timto zpusobem vykladu se do zna¢né miry lisil od zabéhnutého
stylu vykladu definici, tvrzenim, vétou a dukazem.

Benoit Mandelbrot je v dnesni dobé znam hlavné proto, ze je po ném pojmenovan
jeden z nejslavnéjsich fraktdli. Mandelbrotova mnozina je dynamicky systém, ktery lezi
v komplexni roviné. Tento fraktal byl poprvé prezentovan v roce 1979 a po Mandelbrotovi
ho pojmenoval na zacatku 80. let 20.stoleti Johnem Hubbardem. Mandelbrot nebyl prvni,
kdo tento fraktal vytvorfil, jako prvni ho vsak publikoval. Vice informaci o Mandelbrotovi
1ze nalézt na [5].
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Kapitola 4

Typy fraktalu

4.1 Dynamické systémy

Dynamické systémy jsou typem fraktalu, které maji v praxi nejsirsi uplatnéni. Dynamické
systémy tvori model, ktery je zavisly na nezavislé veli¢ciné. Touto veli¢inou je vétSinou
cas a od toho je také odvozen nazev dynamické systémy. Dynamicky systém je urcen
pocatecnimi podminkami, podle kterych dynamicky systém vypada. Existuji i dynamické
systémy, které se ani v nekone¢ném c¢ase neustali ani nediverguje. Dynamicky systém s ta-
kovymi vlastnostmi miva fraktalni strukturu a je oznacovan pojmem deterministicky chaos.

Dynamicky systém je determinovan pocatetnimi podminkami a tyto podminky popi-
suji zménu systému v c¢ase. Systém ma stavovy vektor, ktery urCuje stav tohoto systému
v ur¢itém okamziku. Pocdteéni podminky jsou vétSinou zadany ve formé diferencialnich
rovnic, které popisuji zménu stavu systému v ¢ase. Abychom mohli zjistit budouci stav
systému musime spocitat diferencialni rovnice z pocateénich podminek a nahradit stavovy
vektor nové spocitanym vektorem.

Jako priklad dynamického systému s fraktdlni strukturou bych zde uvedl vypocet po-
pula¢niho rustu. Tento systém je zajimavy tim, Zze chovani systému lze urcit jedinym pa-
rametrem. Podle hodnoty tohoto parametru totiz muze byt systém budto ustédleny, osci-
lujici nebo chaoticky. Pti zkouméni popula¢niho rustu byly objeveny konstanty, které plati
obecné, nejen pro tento konkrétni pitklad. I v komplexni roviné existuji dynamické systémy
s fraktalni strukturou, nejzndméjsimi typy z této kategorie jsou Mandelbrotova a Juliova
mnozina.

To, jaké m& urcity systém chovani, tedy zda je ustdleny nebo ne, je velmi dulezité
pii vypoctech nad timto systémem. Pokud bychom totiz chtéli zjistit stav fraktalné dyna-
mického systému v ¢asovém okamziku déle v budoucnosti museli bychom simulovat cely
vyvoj od zacatku. Je to tak proto, ze tento typ systému je velice citlivy na poc¢ateéni
podminky, coz znamend, Ze i sebemensi nepfesnost muze vést k uplné jinému vysledku.

V pocitacové grafice se mohou dynamické systémy i vhodné obarvit podle néjaké vlast-
nosti systému. U dynamickych systému v komplexni roviné muzeme vznikly fraktal obarvit
podle poctu iteraci, které bylo potieba spocitat, abychom rozhodli zda urc¢ity bod lezi uv-
nitf nebo vné fraktalu. Vysledny vykresleny fraktal mizeme pouzit napiiklad jako texturu,
kterou muzeme nanaset na prostorové objekty. Takto vytvorené textury zabiraji velmi mélo
mista, je to proto, ze se textury vygeneruji podle pocdte¢nich podminek. Vyhodou je také
to, ze texturu muzeme libovolné zmensovat nebo zvétsovat a vysledek nebude nijak zkres-
len. Nevyhodou je ovSem velkd naroc¢nost na vypocet, pokud chceme vygenerovat texturu
s velkym rozliSenim, muze to relativné zdrzovat.
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4.1.1 Jednodimenzionalni dynamické systémy

Piikladem jednodimenzionalniho dynamického systému je popula¢ni rust v uzavieném pro-
storu. Pri zkouméni zjednoduseného modelu tohoto systému vyslo najevo, ze rust populace
v jednom Casovém rozmezi zavisi na pouze jednom piedchézejicim stavu tohoto systému.
Systém si tedy nepamatuje vsechny své predchozi stavy. Rust populace v tomto systému
zacne klesat kdyz celkovy pocet jedinct v prostoru systému dosdhne urcité hodnoty. Po-
kud mé naopak populace méné jedincu dochézi k rustu této populace. Nézev tohoto dyna-
mického systému je Verhulstiuv proces. Vypocet dalsiho stavu systému se provadi vypocétem
jednoduché rovnice, ve které se pocitd s velikosti rustu a jednim pfedchozim stavem systému.
Rovnice pro vypocet néasledujiciho stavu systému vypada takto:

Tpy1 = G xxy*x (1 —xzp)

V tomto vzorci z,, znamend pocet jedincii v n-tém stavu systému a G znaéi velikost rustu
populace. Pocet jedincu x,, muze nabyvat hodnot od 0, coz znaéi vymieni populace, do 1,
to znamena dplnou saturaci.

Zajimavé je sledovat vyvoj systému pro ruzné hodnoty rastu populace G:

e (G < 2.0 Pokud je hodnota rustu populace mensi nez 200%, pak se systém, tedy pocet
jedinci, po urc¢ité dobé ustali na jedné hodnoté. Tato hodnota je atraktorem systému.

e (G = 2.0 Kdyz zvolime hodnotu rustu rovnu 200% pak se systém neustéli, ale osciluje
mezi dvémi hodnotami. Tyto dvé hodnoty se stiidaji a jsou periodickym atraktorem
takto nastaveného systému.

e (G = 2.45 Pii hodnoté rustu na 245% dochézi k oscilaci systému mezi ¢tyimi hodno-
tami, které opét tvoii atraktor systému.

e Pro nékteré hodnoty populaéniho rustu vétsi nez 245%, napiiklad 300%, 345%, 354%
a dalsi, se systém dostava do oscilace mezi osmi, Sestnacti, dvaatficeti a tak dale
stavy. Zkoumdanim této posloupnosti byla objevena konstanta, kterd se nazyva Fe-
igenbaumova konstanta. Tuto vlastnost bychom mohli najit u mnoha dynamickych
systému, nejen jednorozmérnych, a nazyva se zdvojovani period.

e (G > 2.57 Pokud hodnota rustu populace presdhne 257% systém se stavé chaotickym,
coz znamena, ze nelze Gspésné predpovédét budouci stav systému.

Priklad, ktery je zde uveden lze vyjadiit graficky napiiklad pomoci logistické mapy.
Je to plosny graf, na kterém je piimo zobrazena funkce f(x). Podle zvolenych pocéteénich
podminek jakymi jsou pocateéni hodnota poctu jedinct a hlavné velikost popula¢niho riastu
muze nastat nékolik moznosti. Graf se bude ustalovat, az zustane na jedné hodnoté, nebo
muze oscilovat mezi nékolika stavy a nebo se systém bude chovat chaoticky. VSechny tyto
moznosti jsou vidét na obrazku 4.1.

Dalsim zptusobem jak vyjadrit jednodimenzionalni dynamicky systém je bifurkacni dia-
gram. Zobrazeni jaké ndm poskytuje logistickd mapa pftili§ neobjastiuje jak se systém chové
pii ruznych pocateénich podminkéch. Pro tento tcel je vhodny praveé bifurka¢ni diagram, na
kterém se na horizontalni osu nanasi hodnoty nékterého vstupniho parametru, u ptikladu,
ktery je zde uveden se na tuto osu nanasi hodnota populaéniho ristu G, a na vertikalni osu
se nanasi stavy dynamického systému. Pokud bychom vzali ptiklad, ktery je uveden vyse,
pak tyto stavy jsou hodnoty x,,, kterych systém nabyva po ur¢itém poctu kroku. Tyto hod-
noty jsou vykreslovany jako body, graf tedy neni spojity, ale je tvofen izolovanymi body.
Priklad bifurkac¢niho diagramu je vidét na obréazcich 4.2 a 4.3.
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Obrézek 4.1: Logistickd mapa pro systémy s riznym chovanim

Obréazek 4.2: Bifurkaéni diagram pro kladné hodnoty popula¢niho rustu G

4.1.2 Dvoudimenzionalni dynamické systémy

Vicedimenzionalni systémy jsou z hlediska pocitacové grafiky zajimavéjsi nez jednodimen-
ziondlni systémy. Pro vizualizaci vicedimenzionélnich systému je vhodné zobrazovat jejich
orbit. Tento zpusob je vlastné zobrazovani stavovych vektoru systému, které chceme vykres-
lit. Pro nékteré vicedimenzionalni systémy je je vhodné vykreslovat jejich mapu s tim, ze
vykresli napiiklad pocet iteraci potiebnych pro splnéni ur¢ité podminky. Vykresleni orbitu
bychom mohli pomoci obecného jazyka definovat takto:

Zadani pocatecnich hodnot x0, yO
Zadani poltu iteraci

Zadani hodnot vSech parametru pO ... pn

for (n = 0 to poZet_iteraci)
xnl = rovnicel(xn, yn, zn, pO ... pn)
ynl = rovnice2(xn, yn, zn, pO ... pn)
vykresli_bod(xnl, ynl)

end
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Obrazek 4.3: Bifurka¢ni diagram pro zaporné hodnoty populacniho rastu G

Hénonuv atraktor

Tento dvoudimenzionalni dynamicky systém, ktery je vidét na obrizku 4.4 pati{ k nejjed-
nodussim systémum s podivnym atraktorem. Rovnice, pomoci kterych se poécita nésledujici
stav tohoto systému objevil Michel Hénon, kdyz se zabyval studiem pohybu astronomickych
téles. Hausdorffova dimenze tohoto systému je rovna pfiblizné 1,261. Rovnice pro vypocet
tohoto systému vypadaji nasledovneé:

2
Tpy1 = 14y, —ax,

Yn+1 bxy,

Obrédzek 4.4: Hénonuv atraktor

Martin

Tento dynamicky systém se poprvé objevil v ¢asopise Computer Recreation, kde ho zvefejnil
Alexander Keewatin Dewdney. Pro vypocet tohoto systému se pouzivaji dvé velmi jedno-
duché rovnice. P#i zobrazeni tohoto systému vznikne zajimavy obrazec, ktery je vidét na
obrazku 4.5. Rovnice pro vypocet tohoto systému maji nasledujici tvar:
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Obrézek 4.5: Dynamicky systém Martin

Gingerbreadman

Nazev tohoto dvoudimenzionalniho dynamického systému s podivnym atraktorem vznikl
v programu Fractint. Vztahy pro vypocet tohoto systému jsou opét velmi jednoduché. Jediné
co muzeme u tohoto systému zménit jsou pocatecni parametry xg a yo. Vztahy pro vypocet
tohoto systému, ktery je mozné vidét na obrazku 4.6, jsou zde:

Tn4+l = 1_yn+|$n|

Ynt+1 = Tn

Obrézek 4.6: Dynamicky systém Gingerbreadman

20



Hopalong

Dalsim typem dynamické systému, ktery je vidét na obrazku 4.7 je systém nazvany Hopa-
long. Tento systém byl poprvé uveden A. K. Dewdneym v ¢asopise Computer Recreations.
Hopalong vytvaii velice pékné obrazce. Zajimavé na tomto systému je to, ze pfi vypoctu
pouzivd podle hodnoty proménné x, ruzného vypoctu. Ovlivnit tvar systému je mozné
zménou pociteénich podminek zg a yo a také zménou parametru a, b, c. Cely vypocet se
provadi podle nasledujiciho navodu:

Pokud plati z,, > 0 pak

Tyl = Yo — V|b*xp — |

Yn+1 = G — Tp

Pokud plati x,, < 0 pak
Tptl = Yn T+ |b * Ty — C’
Yn+1 = G — Tp

Obrazek 4.7: Dynamicky systém Hopalong

Chip

Tento dynamicky systém s podivnym atraktorem pouzil poprvé Michael Peters ve svém
programu HOP. Stejné jako v predchozim piikladé je vypocet tohoto systému zavisli na
znaménku parametru x,. Vypocet fraktdlniho obrazce z obrazku 4.8 vypada nésledovné:
Pokud plati x,, > 0 pak

Tptl = Yn — cos/log|b* x, — c| * arctan y/log |c * x,, — D]
Yn+1 = @ —Tp

Pokud plati z,, < 0 pak

Tpt1 = Yn +cos/log|bx* x, — c|*arctan y/log |c * x,, — b|

Yn+1 = G — Tp
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Obrézek 4.8: Dynamicky systém Chip

Kamtorus

Tento systém nazvany Kamtorus, ktery je vidét na obrazku 4.9, je zajimavy v tom, Ze se ne-
vykresluje pouze jeden orbit, ale hned nékolik na sobé nezavislych orbiti. Vypocet kazdého
orbitu probih4 podle stejnych vzorcu i parametru, méni se pouze poc¢atecni podminky pro
kazdy orbit. Vztahy pro vypocet tohoto systém jsou zde:

Tpy1 = Tpcosa+ (Tpxy — Yn)sino
Yn+1 = Tpsina — (TpZyp — Yn) COS @
Pocateéni podminky:
o = k/3
yo = k/3

Hodnota k je konstantou, ktera plati pro jeden orbit.

Obrazek 4.9: Dynamicky systém Kamtorus
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Pickover

Tento dynamicky systém byl pojmenovan po svém autorovi Cliffordu Pickoverovi, coz fyzik
a matematik, ktery vydal kromé jiného také knihy, ve kterych se zabyva fraktalni geometrii.
Systém, ktery nese jeho jméno se pocita pomoci tfech rovnic. V téchto rovnicich jsou a, b, ¢
a d parametry. U tohoto systému se ignoruje z-ova soutradnice, ktera se pouziva pouze pro
vypocet. Rovnice pro vypocet systému,ktery je vidét na obrizku 4.10, vypadaji nasledovné:

Tnt1l = sinay, — zn cosbxy,
Untl = 2psincx, — cosdy,
Zntyl = sinz,
{
. LN
¥ A ,
4 p ) [
f \, \ ("
i 1
¥ =

Obrazek 4.10: Dynamicky systém Pickover

Latoocarfian

Tento dynamicky systém s podivnym atraktorem je vlastné pouze zobecnénim piedchoziho
dynamického systému Pickover. Zobecnéni spo¢iva v pouziti obecnych funkci, které ovsem
musi mit definiéni obor v realnych ¢islech. Tyto funkce jsou v rovnicich oznaceny f; az fy.
Rovnice pro vypocet tohoto systému na obrazku 4.11:

Tny1 = f1(byn) + cfa(bzn)
f3(azyn) + dfs(ayn)

Yn+1

4.1.3 Dynamické systémy v komplexni roviné

U dynamickych systému je dilezité studium jejich chovani v ¢ase, to znamenda jak méni
svij stav. Pokud bychom chtéli vidét vSechny stavy, ve kterych se systém nachézi po
urc¢ity ¢asovy tsek, mame na vybér ze dvou moZnosti. Bud animaci postupné vsech stavi,
nebo muzeme najednou zobrazit cely stavovy prostor. Jak jsem jiz uvedl stav diive, stav
systému je definovan stavovym vektorem. Pokud stavovy vektor obsahuje jednu, dvé nebo
tfi slozky muzeme je pouzit pro definici pozice bodu pii vykreslovani stavu systému.
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Obrazek 4.11: Dynamicky systém Latoocarfian

Kdyz stavovy vektor obsahuje vice slozek pak muzeme zbyvajici slozky pouzit pro defi-
nici barvy nebo intenzity bodu definovaného prvnimi slozkami vektoru. Tento zptusob byl
pouzit u piedchozich piikladi. Misto orbiti dynamického systému muzeme vykreslit mapu
dynamického systému. Mapa je chapana jako rastrovy obrazek, kde barva kazdého pixelu je
definovana stavem dynamického systému v bodé. Soufadnice tohoto bodu jsou mapovany
do pixeli. V tomto rastrovém obrazku pak tedy muzeme kazdému pixelu prifadit pouze
a jen jednu komplexni hodnotu. Zpusob, ktery se nejvice pouzivé pii zobrazovani dyna-
mickych systému v komplexni roviné je zobrazeni podle poctu iteraci, ktery je potieba, nez
se rozhodne zda plati podminka urc¢itého systému.

Juliovy mnoziny

Juliovy mnoziny nesou jméno francouzského matematika Gastona Julii, ktery se od roku
1917 zabyval analyzou chovani komplexni paraboly. Touto problematikou se zacal pozdéji
zabyvat i Pierre Fatou. Na spoletnou préaci téchto dvou muzu se prakticky zapomnélo
az do 80. let 20. stoleti, kdy se stejnou problematikou zacal zabyvat jejich zak Benoit
B. Mandelbrot. Po Gastonu Juliovi maji jméno Juliovy mnoziny a Fatouuv prach, coz je
specialni ty Juliovych mnozin, dostal jméno po Pierrovi Fatouovi. Néktefi védci tomuto
specidlnimu typu Juliovych mnozin fikaji také Cantorav prach.

Vypocet Juliovych mnozin vychézi pravé z funkce komplexni paraboly a je zalozen na
jejl postupné iteraci:

Zn+1 = zZ +c

V této rovnici z, a c lezi v komplexni roviné. Po¢atetni podminka je zg. Hodnota ¢ je stejna
pro cely vypocet a velikost této hodnoty neni vétsi nez 2, protoze jinak by doslo k diver-
genci. Juliovy mnoziny muzeme definovat jako mnozinu v8ech zg, pro které posloupnost z,
nediverguje.

Existuje nekoneéné mnozstvi Juliovych mnozin, které jsou odliSeny pomoci hodnoty c,
kterd se pouziva pii vypoctu. Juliovy mnoziny muzeme rozdélit do tii kategorii, jak je vidét
na obrazku 4.12:

1. Vysledny obraz Juliovy mnoziny tvoii spojity utvar, to znamena ze jakékoliv dva
body v této verzi Juliovy mnoziny muzeme spojit kiivkou, kterd lezi celd uvnit¥
Juliovy mnoziny. Obraz tvoii jeden utvar, takze neexistuji zddné oddélené ¢asti.
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2. Body, které lezi uvnitt Juliovy mnoziny jsou spojité, ale celkové nemaji zadnou plochu.
Vysledny obraz vypada jako kfivka. Obraz tvoii opét jen jeden utvar.

3. Body tvofici Juliovu mnozinu jsou zcela izolovany od vsech ostatnich bodu. Zadny
bod nemé vedle sebe jiny bod, ktery by tvofil Juliovu mnozinu. Této katergorii se
#ikd Fatouuv nebo také Cantoruv prach.

Souvisla plocha Spojité body s nulovou plochou Samostatné body

Obrézek 4.12: Typy Juliovych mnozin

Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnozina, kterou muzeme vidét na obrdazku 4.13, mé jako zaklad opét re-
lativné jednoduchou rovnici. Vyzkumem této rovnice se podrobné zabyvali Gaston Julia
a Pierre Fatou. OvSem na jejich praci navazal az na prelomu 70. a 80. letech 20. stoleti
védec jménem Benoit B. Mandelbrot. Ten pouzival ke své praci, tehdy jesté nerozsifeny,
pocitac. Byl to pravé Mandelbrot, ktery jako prvni vytvoril a zverejnil obrazy Mandelbro-
tovy mnoziny. I kdyz prvenstvi Mandelbrota neni tak dplné pravdivé, protoze zhruba rok
predtim nez Mandelbrot zvefejnil svij objev se touto problematikou zabyvali panové Bro-
oks a Matelski, ktetff svoje studium zvefejnili az o t¥i roky pozdéji. Ovsem Mandelbrot byl
ve svém zkoumadani pfesnéjsi a Sel vice do hloubky. Proto také v roce 1982 John Hubbard
pojmenoval tento fraktdl po Mandelbrotovi.

Pri vykreslovani Mandelbrotovy mnoziny na tehdejsi vypocetni technice vznikl sa-
moziejmé obrazek s malym rozliSenim, ktery byl pouze ¢ernobily. OvSem i tak vzbudil velky
zdjem jak u odborniki tak u laikil. Cernobilé obrézky rozlisovaly pouze zda posloupnost
v daném bodé konverguje nebo diverguje, tedy zda bod patii do mnoziny nebo ne. Pozdéji
s rozvojem techniky se zacali do obrazkiu pfidavat barvy, asi nejpouzivangj$im zpusobem
obarveni je podle poc¢tu iteraci nez se rozhodne zda posloupnost konverguje nebo diverguje.

To zda urc¢ity bod do Mandelbrotovy mnoziny patii nebo ne zjistime tak, ze porovname
hodnotu z, s hodnotou 2. Pokud plati, ze z, > 2 pak posloupnost diverguje bod pro ktery
jsme posloupnost pocitali do Mandelbrotovy mnoziny nepatii. Pokud z,, < 2 pak provadime
vypocet dal. Pred vypoctem si stanovime maximélni pocet iteraci, které chceme provadeét
a pokud provedeme vypocet tolikrat na kolik mame nastavenou hodnotu maximaéalniho po¢tu
iteraci, pak prohldsime, ze bod do mnoziny patii. To znamen4, ze muzeme s urcitosti pouze
oznacit ty body, které do mnoziny nepatii a o téch bodech, u kterych na zadaném poctu
iteraci tuto skutecnost nezjistime prohldsime ze do mnoziny patii. To je ovSem nepiesné,
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protoze kdybychom provedli o jednu iteraci vice pak zjistime nékolik dalsich bodu, které do

Obrazek 4.13: Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnozina existuje pouze jedna a to proto, ze pro kazdy pocitany bod
je hodnota zy nastavena na nulu a méni se pouze hodnota parametru c, ktera se nastavi
podle soufadnic pravé pocitaného bodu. Oproti tomu Juliovy mnoziny maji nekoneéné
mnoho moznosti. P¥i vypo¢tu Juliovych mnozin se libovolné méni hodnota parametru c
a kazdé hodnoté tohoto parametru odpovida pravé jedna Juliova mnozina. Pti svém studiu
Gaston Julia zjistil, ze proto, aby mohl urcit zda je néjaka Juliova mnozina spojita je mozné
provést iterace komplexni nuly, coz je takzvany orbit nuly. Pokud se vsak podivame na
Mandelbrotovu mnozinu, zjistime, Zze to neni nic jiného nez mnozina bodu, pro které orbit
nuly nediverguje. Z toho vyplyva, ze Mandelbrotova mnozina je skute¢nosti mapou vsech
Juliovych mnozin. Takze pokud vezmeme soufadnice jakéhokoliv bodu, ktery lezi uvnit¥
Mandelbrotovy mnoziny a dosadime je misto parametru ¢ do vypoctu Juliovy mnoziny pak
vznikne spojitd Juliova mnozina.

Newton

U tohoto typu fraktalu se pro vypocet pouzivé, jak jiz ndzev napovidd, Newtonova itera¢ni
metoda. Pokud vezmeme rovnici 23 — 1 = 0, miizeme spocitat viechny jeji kofeny. Tyto
kotfeny se nachézi v komplexni roviné. Pokud bychom do rastrového obrizku polozeného
do komplexni roviny vykreslovali body zy a barevné odlisili ke kterému kofenu se reSeni
dostalo, ziskdme tim mapu atraktort. Reseni, které bychom si mohli myslet, Ze vznikne by
mohlo vypadat asi tak, ze komplexni rovina se rozdéli do tii stejné velkych ¢asti, které budou
rozdéleny néjakymi pravidelnymi hranicemi a ze tyto tfi ¢asti se budou setkdvat v komplexni
nule. Toto se v8ak nestane. Vysledny obraz totiz vytvoii fraktalni obrazec, ktery muzeme
vidét na obrdzku 4.14. Na tomto obrazku je pouzita pravé metoda obarvovani pixelu podle
prislusnosti bodu k uréitému korenu. Kazda barva odpovida jednomu koienu, podle toho jak
jsou k nému body pritahovany. Na obrazku opravdu vznikly tii oblasti, které jsou stejné
velké, ale hranice mezi tvoii fraktalni strukturu, pokud bychom totiz pfiblizili obrazek
v oblasti prechodu, vidéli bychom podobné obrazce ptivodnimu utvaru. To, Ze hranice tvoii
fraktalni strukturu znaci, ze Newtonova itera¢ni metoda, pouzitd na komplexni rovnice, je
zna¢né citliva na pocatecni podminky.

Ov8em nemusime se omezovat pouze na tuto jednu rovnici. Newtonovu metodu muzeme
pouzit i na jiné rovnice a vysledky budou také zajimavé. S rostoucim poc¢tem kofent bude
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Obrézek 4.14: Newtonuv fraktél

ve vysledném obrazku stale vice barev. Moznosti je opravdu mnoho. Na obrazku 4.15 jsou
vidét priklady pro ruzné polynomy.

2°5-1=0 X8+ 155 —16=0 sin(x) =0

Obrézek 4.15: Newtonovy fraktdly pro rizné polynomy

Barnsley

Barnsley ve své knize Fractals Everywhere uvedl tii nové fraktaly. Tyto fraktaly jsou v pod-
staté modifikaci Mandelbrotovy mnoziny a ke kazdé z téchto modifikaci existuje jeji Juliova
varianta. Puvodni vzorec Mandelbrotovy mnoziny je zménén a je priddna podminka pro
zpusob vypoctu.

V podmince pro prvni typ Barnsleyho fraktalu se vyskytuje realné slozka z,, coz jsem
oznacil pfidanym indexem r. Postup pro vypocet prvniho typu Barnsleyho fraktalu, ktery
muzeme spolu s jednou z jeho Juliovych variant vidét na obrazku 4.16, je zde:

Pokud z., > 0 pak
Znt1 = C* (2, — 1)

Pokud z., < 0 pak
Znt1 = C* (2, + 1)

Druha verze Barnsleyho fraktilu m& oproti prvni varianté jinou podminku pro zvo-
leni vzorce vypoctu. Zde se zohlednuji i imagindrni slozky jak z,, tak c. Tuto imaginarni
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Obrézek 4.16: Prvni typ Barnsleyho fraktalu s jednou z jeho Juliovych variant

slozku jsem oznacil indexem 4. Obréazek 4.17 ukazuje druhou verzi Barnsleyho fraktalu spolu
s jednou z jeho Juliovych variant. Vypocet probihd takto:
Pokud z,, * ¢; + ¢ * z,; > 0 pak

Znt1 = C* (2, — 1)
Pokud z,, % ¢; + ¢ * zp; < 0 pak

Znt1 = C* (2, + 1)

Obrazek 4.17: Druhy typ Barnsleyho fraktalu s jednou z jeho Juliovych variant

Treti fraktal, ktery Barnsley predstavil ve své knize mé stejnou podminku pro vybér

spolu s jednou ze svych Juliovych variant je vidét na obrazku 4.18. Nasleduje postup
vypoctu:
Pokud z., > 0 pak

Zn4l = zfn — z?n — 149 %222,

Pokud z,., < 0 pak

2 2 ~
Zntl = 2oy — Zim — L+ Crzpn + 1% (220n2in + Cizrn)
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Obrazek 4.18: Tteti typ Barnsleyho fraktélu s jednou z jeho Juliovych variant

Magnet

Dalsi typ dynamického systému v komplexni roviné byl objeven pti zkoumani magnetickych
vlastnosti nékterych materidli. P#i studiu zmény téchto materidli z magnetickych na ne-
magnetické. Pokud se na material podivame s velkym zvétSenim, zjistime, ze se sklada
z elementarnich magneti. Kdyz jsou tyto magnety usporadané, pak je materidl magne-
ticky, pokud magnety uspofadany nejsou, pak materidl magneticky neni. To zda budou
elementarni magnety uspoiadany nebo nikoliv zdlezi na teploté materidlu. P#i nizkych tep-
lotach jsou elementarni magnety usporadany a material jako celek je magneticky, pokud je
v8ak teplota materidlu vyssi, pak elementarni magnety usporadany nejsou a material jako
celek tedy magneticky neni. OvSem uspotradanost ¢i neuspoiddanost neni tak uplné jedno-
znacnd. I pritom kdyZz je materidl jako celek magneticky muZzeme na ném najit mista, kde
magnety usporadany nejsou a naopak i pres to, ze je materidl nemagneticky muzeme na ném
najit usporadané skupiny elementarnich magnetu. Magnetismus je tedy zdvisly na tom jak
se na materidl divame. Materidl méni svuj stav z magnetického na nemagneticky a naopak
pii urcité teploté. Tato teplota se nazyva Curierova teplota a pfi této teploté také nelze urcit
zda je materidl magneticky nebo nikoliv. Pfi této teploté také tvoii elementarni magnety
fraktalni strukturu. Fraktaly Magnet vznikly pravé pii studiu magnetickych vlastnosti ma-
teriali. Stejna fraktdlni struktura byla vSak nalezena i u zmény skupenstvi latek. Obecné
existuji tfi skupenstvi latek a to pevné, kapalné a plynné, ale pokud budeme material
v prubéhu zmén sledovat podrobnéji, zjistime, Ze je jich daleko vice. Fraktalni strukturu
muzeme pozorovat opét pii prechodech mezi jednotlivymi stavy.

Prvni verze dynamického systému s podivnym atraktorem, ktery lezi v komplexni ro-
viné se pocitd a vykresluje podobné jako Mandelbrotova mnozina a podobné jako u Man-
delbrotovy mnoziny i zde existuji Juliovy verze tohoto fraktdlu. Kazdy bod v rastrovém
obrazku dostane urcité komplexni ¢islo podle jeho soufadnic a testuje se u néj zda posloup-
nost s pocatkem v tomto bodu vede ke konvergenci nebo divergenci a podle toho se mu
podminka divergence je jind nez u Mandelbrotovy mnoziny. Tam byla podminka z, > 2,
zde se podminka méni na z, > 100 a vice. Také je zde pridana podminka pro zjisténi kon-
vergence k fixnimu bodu. Vypocet prvni verze fraktalu Magnet, ktery je spolu s jednou
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z jeho Juliovych variant vidét na obrazku 4.19, je zalozen na nésledujicim vzorci:

7+ (c—1)

2z + (¢ — 2))2

Zn+1 = (

Obrazek 4.19: Prvni typ fraktalu Magnet s jednou z jeho Juliovych variant

Druhéa verze fraktalu Magnet se pocitd uplné stejné, ale s pouzitim jiného vztahu pro
vypocet dalsi iterace. Na obrdzku 4.20 muzeme vidét druhou verzi fraktdlu Magnet opét
s jednou z jeho Juliovych variant. Vzorec pro vypocet je zde:

22+ 3(c— 1)z + (c—1)(c—2)

322+ 3(c—2)zp + (c—1)(c —2) + 1)2

Zn+1 = (

Obréazek 4.20: Druhy typ fraktalu Magnet s jednou z jeho Juliovych variant

Phoenix

Dynamicky systém v komplexni roviné nazvany Phoenix se poprvé objevil v ¢asopise IEEE
Transactions on Circuits and Systems. Vzorec, kterym se fraktdl Phoenix pocita se sklada
ze dvou ¢asti. Druhd ¢ast vzorce plni v podstaté jen pomocnou funkci pro vypocet fraktalu.
Na pocatku vypoctu zda bod patii nebo nepatii do mnoziny se nastavi hodnoty zy na
na souradnice poc¢itaného bodu a hodnotu yg na komplexni nulu. Fraktal Phoenix a jednu
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z jeho Juliovych variaci lze vidét na obrazku 4.21. Vzorec pro vypocet dynamického systému
Phoenix vypadé nasledovné:

2
Zntl = Zp T Cr FCiln

Yn+1 = Z2n

Obréazek 4.21: Fraktdl Phoenix s jednou z jeho Juliovych variant

4.2 Systémy iterovanych funkci

Pro systémy iterovanych funkci se pouziva zkratka IFS. Tato zkratka je odvozena z ang-
lického nézvu Iterated Function System. Prvnimi védci, ktefi se zabyvali IFS byli Demko
a Barnsley, ktefi také jako prvni vydali publikace o tomto typu fraktalu [2] a [3]. Systémy
iterovanych funkci se vytvaii generativni metodou. Téchto metod existuje vice a budou
popsany dale v této praci. Systémy iterovanych funkci jsou definovany sadou transfor-
maci a kazdd z téchto transformaci ma urc¢itou pravdépodobnost, Ze bude pouzita. Nékteré
zakladni fraktaly typu systému iterovanych funkci jsou vidét na obrazku 4.22.

4.2.1 Vyuziti v pocitacové grafice

Systémy iterovanych funkci nachézi nejedno uplatnéni v oboru pocitacovd grafika. Asi
nejvyznamnéjsi je fraktalni komprimace rastrovych obrazkl. Touto problematikou se zabyval
Michael Barnsley. Tato metoda je vhodnd pro komprimaci rastrovych obrazki, na nichz
jsou zobrazeny realné predméty. Kazda transformace je definovana osmi €isly, z nichz Sest
¢isel udava posun bodu a zbyla dvé ¢isla definuji jas a kontrast. Metodu fraktalni kompri-
mace pouziva také graficky format FIF. V porovnani napiiklad s formatem JPEG dosahuje
stejnych, vétsinou vsak lepsich vysledku z pohledu objemu dat a kvality vysledného obrazu.
Format FIF se vSsak moc nerozsitil, protoze fraktalni komprimace, kterou tento formét
vyuzivd, je vykonové narocny. Dalsim duvodem pro¢ format FIF s fraktdlovou kompresi
neni rozsiten je fakt, ze pan Barnsley a jeho spolupracovnici si nechali metodu fraktalni
komprese patentovat. To znamenalo zavedeni poplatku za pouzivani formatu FIF a to vedlo
k vybéru jiné metody pro kompresi rastrovych dat. Velkou vyhodou forméatu FIF je moznost
zvétseni obrazu, aniz by byla vidét jakakoliv ztrata kvality, coz o formatu JPEG rozhodné
fici nemuzeme.
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Obrazek 4.22: Zakladni fraktaly typu IFS

Af uZ to byl Demko nebo Barnsley, oba ve svych publikacich vysvétlovali jak pouzivat
systémy iterovanych funkci pro generovani rastrovych obrazu, které se dnes pouzivaji i jako
textury v pocitacovych hriach. Dnes jiz existuje pomérné velké mnozstvi ndstroju pro
vytvéieni rastrovych obrazku pomoci systému iterovanych funkeci. Tyto ndstroje jsou bud
jako samostatné programy, nebo mohou byt ve formé nadstaveb na jiz existujici grafické
programy.

V pocitacové grafice se systémy iterovanych funkci pouzivaji také pro generovéani troj-
rozmérnych objekti. Pomoci systému iterovanych funkei vygenerujeme body v prostoru,
které pak podle potieby muzeme pouzit jako neorientované ¢dstice nebo jako orientované
plogky. Systémy iterovanych funkci se pouzivaji pro generovani modelu stromu, ¢éi jinych
rostlin, zde maji systémy iterovanych funkci dobré vysledky.

4.2.2 Algoritmus nadhodné prochazky

Algoritmus ndhodné prochézky patii k nejjednodussim zptisobum jak generovat systémy
iterovanych funkci. Tento algoritmus spocivd v tom, ze se zvoli urcity bod, v roviné nebo
v prostoru. Na tom, kde se tento poc¢atecéni bod zvoli nezalezi, protoze systém se po nékolika
transformacich dostane do svého atraktoru. Vét§inou se voli prvni bod v po¢atku soufadnic.
Poté se na tento bod aplikuji transformace, které jsou pfedem zadany. To, ktera transfor-
mace se pouzije je uréeno nahodné podle pravdépodobnosti jakou ma kazda transformace
zadanou. Po provedeni transformace se tento bod vykresli. Vysledny obraz se potom sklada
ze vSech vygenerovanych bodi. Vzhledem k tomu, Ze pozice prvniho bodu je zvolena libo-
volné nevykresluje se prvnich par transformaci, protoze nevime zda se nachizime v atrak-
toru systému. Po prvnich pér transformaci se systém sam dostane do atraktoru a potom

32



v ném jiz zustane. Jelikoz je vysledny fraktal tvofen z vygenerovanych bodu, je zapotiebi
provést velké mnozstvi iteraci. Cim vétsi pocet iteraci, tim detailnéjsi bude vysledny obraz,
naopak pokud pouzijeme piili§ malo iteraci muze se stdt, ze nékteré ¢dsti fraktalu se vubec
nevygeneruji.

4.2.3 Deterministicky algoritmus

Deterministicky algoritmus se od algoritmu nahodné prochazky odliSuje tim, ze na vyge-
nerované body se aplikuji vSechny transformace, které jsou zadany. Tim padem se nemusi
pocitat s pravdépodobnostmi jednotlivych transformaci a tento algoritmus, jak jiz nazev
napovidd, je deterministicky.

Deterministicky algoritmus za¢ina stejné jako algoritmus ndhodné prochazky zvolenim
pocatecniho bodu. Tento bod muzeme opét zvolit libovolné a voli se bod v po¢atku soufadnic.
Poté se na tento bod aplikuji postupné vsechny transformace, které jsou zadany. Vznikne
tolik novych bodu, kolik je zaddno transformaci. Poté se na vSechny nové vzniklé body apli-
kuji postupné vsechny zadané transformace a takto se postupuje tolikrat, kolik je zadany
pocet iteraci, které se maji provést. Pocet bodu, které jsou v kazdé iteraci vygenerovany
stoupa exponencidlné, proto neni nutné provadét tolik iteraci jako u algoritmu nahodné
prochézky.

4.2.4 Upraveny algoritmus nahodné prochazky

Upraveny algoritmus nahodné prochazky se snazi spojit zédkladni algoritmus ndhodné pro-
chazky, ze kterého vychazi, s deterministickym algoritmem. Postup generovani touto me-
todou zacind opét u zvoleni pocateé¢niho bodu. Voli se opét libovolné, vétsinou v pocatku
soufadnic. Oproti normalnimu algoritmu ndhodné prochéazky se ovSem na tento bod apli-
kuji vSechny transformace, které jsou zadany. Mohlo by se zdat, ze se tedy spiSe jedna
o deterministicky algoritmus, avSak pro vypocet dalsi iterace se nepouziji vSechny vygene-
rované. Zvoli se pouze nékteré, minimalné jeden, na kterych se opét uplatni vSechny trans-
formace postupné. Vybér bodu, na kterych se budou dale provadét zadané transformace se
déla pomoci pravdépodobnosti zadanych u jednotlivych transformaci. Pfi tomto zpusobu
generovani fraktalniho obrazce se v jednom kroku vygeneruje vice bodu nez tomu bylo
u zakladniho algoritmu ndhodné prochazky avsak jejich pocet se nezvysSuje exponencialné,
jak tomu bylo u deterministického algoritmu.

4.2.5 Algoritmus minima pixelid

Algoritmus minima pixelu vyuzivd toho, Ze obraz, ktery generujeme se skladd z kone¢ného
poctu pixelt. Nesnazi se proto vygenerovat fraktdl naprosto piesné, jak to délaji predchozi
algoritmy a k ¢emu by byl potfeba nekoneény pocet bodu a tudiz nekonecény ¢as pro vypocet.
Ve skutecnost je totiz mozné vykreslit jen tu ¢ést fraktdlu ktera je potieba a ktera reprezen-
tuje fraktél s ohledem na rozliSeni co nejlépe. Tento algoritmus tedy pracuje pfimo s pixely
a ne s bezrozmérnymi body v ploSe. Bezrozmérnych bodu je totiz i v omezeném prostoru
nekoneéné mnoho, protoze at vezmeme jakékoliv dva tyto body, mezi nimi lez{ nekoneéné
mnoho bezrozmérnych bodu, které maji riizné soutradnice. Pokud oviem pracujeme s pixely,
pak se nam na omezenou plochu vejde omezeny pocet pixela.

Algoritmus minima pixelu se lis{ uz v tom, ze poc¢atecni bod, ze kterého budeme vychazet
se nevybira libovolné. Ke kazdé transformaci je nejprve dopocten pocateéni bod. Tyto
vypoctené body, jsou poté pouzity jako pocatecni body celého algoritmu. Na tyto body
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se postupné aplikuji vSechny transformace. Nové vzniklé body se porovnaji s jiz vygene-
rovanymi a pokud je dany pixel jiz obarveny, vygenerovany bod se zahazuje. Pokud je
noveé vygenerovany bod na pixelu, ktery neni obarveny, pak se obarvi a provadi se na ném
znovu vSechny transformace. U tohoto zplisobu generovani se neomezuje pocet iteraci, které
se maji provést, protoze vypocet skoné¢i jakmile se vycerpaji vSechny body, na kterych se
maji provadét transformace. Algoritmus je také deterministicky, protoze se provadi vsechny
transformace na kazdy vygenerovany bod, ktery je na neobarveném pixelu.

Vyhodou tohoto algoritmu je tedy to, ze kazdy pixel v obrazku bude obarven pouze
jednou a pokud jednou pixel takto obarvime, uz se pro néj podruhé nebudou pocitat
zadné transformace. Z toho vyplyva, ze tento algoritmus musi skonc¢it v koneéném case.
V nejhorsim piipadé budeme pro kazdy pixel pocitat vSsechny transformace, ale maximalné
jednou, takze se nemuZze algoritmus dostat do smycky. Nevyhodou tohoto algoritmu je
ovSem nutnost hledani zda novy vygenerovany pixel neni jiz obarveny. Na plose by to nebyl
problém, avSak nové vygenerované pixely, pro které se maji dédle provadét transformace,
jsou ulozeny ve fronté a jsou prehdzeny v potradi v jakém byly generovany, proto miuze
byt hledani zdlouhavé. Tim se doba vypoctu zna¢né prodlouzi. Dalsi nevyhodou je to,
Ze nemuzeme generovat pouze urcitou vyse¢ fraktalu. Tento algoritmus totiz bude nutné
pocitat i s pixely, které nejsou vidét. Tuto nevyhodu mé i deterministicky algoritmus.

4.2.6 Flame

Tento druh systému iterovanych funkci, jehoz priklady muzeme vidét na obrazku 4.23 se
od zékladnich typu lisi tim, Zze mé nékteré funkce navic. Zdkladni algoritmus se pouziva
stejny jako u zakladniho typu a to algoritmus nahodné prochazky. Kde se na bod aplikuje
nahodnd transformace a vysledny bod je obarven v rastrovém obrazku. Rozdilem, ktery
odlisuje zékladni systémy iterovanych funkci od fraktdlu Flame je pouziti i nelinedrnich
transformaci. U zdkladniho typu se pouzivali funkce pouze linearni. Diky témto transfor-
rozdilem je symetrie, kterou fraktdly typu Flame pouzivaji. Symetrii rozezndvame dvou
typu a to zrcadlovou a rotaéni. Symetrie muzeme dosdhnout prakticky dvéma zpusoby.
Prvni zptsob spoc¢iva v tom, ze po vypocteni soufadnic nového bodu se nevykresli pouze
jeden bod, ale nékolik bodt, které jsou zrcadlové nebo rotacné symetrické. Druhy zpusob
symetrie se zajist{ uz pii vybéru funkci pouzitych pro vypocet nového bodu. Tento zpusob
je lepsi, protoze nevytvaii zcela symetricky obraz, coz vypada ptilis uméle. Symetrie je
z toho zpusobu na obrazku vidét, ale neni plné dokonald. Funkce pro vytvofeni symetrie
se vybiraji celkem snadno. Stfedova symetrie potiebuje funkci, kterd zajisti, aby se bod
orotoval kolem pocatku soutfadnic. Symetrie zrcadlova pak potiebuje funkci, se zménou
znaménka jedné z os soufadnic.

4.3 L-systémy

L-systémy jsou popsany pomoci regularnich nebo bezkontextovy gramatik. Na studiu téchto
fraktala se nejvétsi mérou podileli Aristid Lindenmayer a Przemyslav Prusinkiewicz. Nazev
tohoto systému je odvozen od programovaciho jazyka LOGO. V tomto programovacim
jazyce se dd pomoci jednoduchych piikazu ovlddat takzvana zelva, se kterou se daji kreslit
obrazce slozené z tsecek. Tvorba L-systému spocivd v prepisovani fetézu podle pravidel,
kterd jsou bud zadéna pfedem nebo se mohou také ménit v prubéhu vytvareni fraktalu.
Kazdému symbolu z fetézce je pfifazen urcity geometricky vyznam. V ptipadeé jazyka LOGO
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Obrazek 4.23: Fraktély typu Flame

jsou to piikazy pro pohyb a otoceni. Vytvafené obrazce zacnou byt zajimavé po zavedeni
rekurze, coz odpovida iteraci. L-systémy se vyuzivaji pro generovani piirodnich itvaru, jako
jsou stromy nebo rostliny.

4.3.1 Cantorova mnozina

Cantorova mnozina je jednim z vubec nejjednodussich fraktalu. Pti tvorbé tohoto fraktdlu
se zacina konstrukei usecky s jednotkovou délkou. Tato tsecka se poté rozdéli na tii stejné
Casti. Prostfedni ¢ast tsecky se odebere, takze nam vzniknou dvé usecky z nichz kazdé
ma tietinovou délku oproti uiseéce puvodni. V dalsim kroku se vezmou nové vzniklé tisecky
a aplikuje se na né stejny postup. Takto se pokracuje nekonec¢nékrat. Poté co se provede
nekoneény pocet iteraci vzniknou izolované body. Takto vznikly ttvar vSak tvoii pouze
¢ast celého fraktalu. Abychom dostali cely fraktal je potieba vznikly obraz nekonecnékrat
zkopirovat na piimce, kterd ma stejnou orientaci jako puvodni isecka. Vzddalenost na piimce
mezi témito kopiemi, pii délce puvodni dsecky jedna, musi byt dva.

Pomoci Cantorovy mnoziny bylo upozornéno na nékteré vlastnosti algebry a geometrie,
které se do té doby ignorovali. Cantorova mnozina je také dulezitd pro svoji jednoduchost,
protoze se na ni snadno vysvétluji pojmy o fraktalech. Tuto mnozinu si lze také snadno
nakreslit pouze na papir, coz by napiiklad u mandelbrotovy mnoziny bylo nemozné.

Obrazek 4.24: Cantorova mnozina

35



4.3.2 Kochova kiivka

Pro vytvofeni Kochovy kiivky musime podobné jako u Cantorovy mnoziny vykreslit jed-
notkovou usecku. Tuto useCku nasledné rozdélime na tii stejné dily. Prostiedni ¢ast této
rozdélené tsecky nahradime dvéma rameny rovnoramenného trojihelniku. Kazdé z ramen
ma délku jako odstranénd ¢ast. Vznikly obrazec, ma tedy o tfetinu vétsi délku. N vSechny
takto vzniklé ¢ésti se znovu aplikuje rozdéleni a nahrazeni za ramena. Postup vypada jako
na obrazku 4.25.
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Obrazek 4.25: Kochova kiivka

Pokud zménime pocatetni podminku tak, aby se v prvni iteraci vykreslil trojihelnik
misto primky, vznikne ndm Velice znamda Kochova vlocka, kterou muzeme vidét i na obrazku
4.26.

Obréazek 4.26: Kochova vlocka

4.4 Stochastické fraktaly

Fraktaly stochastické vnaseji do generovani ndhodu. Tyto fraktdly totiz nejsou tak tplné
sobépodobné, jsou totiz jen sobépiibuzné. Pii praktickém pouziti na pocitaci se ovSem
nahoda musi nahradit pouze pseudondhodou, kterou muzeme na pocitaci ziskat. Stochas-
tické fraktdly maji ze v8ech fraktalu nejlepsi vysledky, pii generovani piirodnich utvaru.
Pokud totiz vezmeme obrazy prirodnich Utvari vygenerovanych pomoci L-systému nebo
systému iterovanych funkci, zjistime, ze vysledkem jsou symetrické stromy, ¢i jiné rost-
liny. Ovsem pokud se podivame do pfirody, neuvidime ani jeden symetricky strom. Strom
v piirodé je nepravidelny, jeho vétve dorustaji do rozdilnych délek a §itek. Proto zavadime
do procesu generovani fraktali ndhodu, kterd ndm ma vérnéji simulovat napiiklad rust
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rostlin. Podle toho, jak ndhodu zapojime do generovani, nam vyjde vysledny obraz a také
se podle toho odviji Hausdorffova dimenze objektu. Pro generovani ¢isel na pocitacich se
pouzivaji generatory pseudondahodnych cisel.

4.4.1 Brownuv pohyb

Pokud bychom simulovali Browntv pohyb, vytvareli bychom tim fraktalni obrazec. Brownuv
pohyb je jev, pfi kterém jsou ¢astecky néjaké hmoty, pevné, kapalné nebo plynné, roznaseny
postupné v jiné hmoté. Naptiklad pokud bychom sledovali jak se navzajem promichavaji dvé
riizné barevné kapaliny nalité do jedné sklenice. Clenitost a Hausdorffovu dimenzi muzeme
upravovat zménou absolutni velikosti zmény. Simulace Brownova pohybu se pouziva pfi
vytvareni modelu napiiklad fek. Tato metoda neni pfili§ vhodnd pro generovéni troj-
rozmérnych modelu, protoze vysledny model se skldda z izolovanych bodu a grafické vy-
baveni dnesnich pocitac¢u je uzpusobené pro préaci s polygony. Fraktal vygenerovany touto
metodou je vidét na obrazku 4.27

Obrazek 4.27: Stochasticky fraktal vytvoreny simulaci Brownova pohybu

4.4.2 Posun stredniho bodu

Metoda posunu stfedniho bodu, ktera se dé pouzit jak na plochu tak na prostor, je velmi
rozSitenou metodou. Tato metoda se s tuspéchem pouzivd v pocitacové grafice pro ge-
nerovani piirodni krajiny. To jaky typ krajiny bude vygenerovan lze meénit maximdélni
moznou odchylkou pfi posunu stiedniho bodu. Muzeme generovat krajinu od rovinaté az
po skalni utvary. Maximalni odchylka stfedniho bodu nam také méni Hausdorffovu dimenzi
vysledného utvaru.

4.4.3 Spektralni analyza

Dalsi druh stochastickych fraktalu je zalozen na vypoctu Fourierovy fady. Pii spektrdlni
analyze se nahodné vygeneruji Fourierovy obrazy, jejichz spektralni hustota odpovidéd Haus-
dorffové dimenzi. Poté se provede inverzni Fourierova transformace na vygenerované koefici-
enty. Vysledkem tohoto postupu je fraktdlni obrazec. Touto metodou se daji generovat opét
krajiny v8ech ruznych tvari. Vyhodou této metody je moznost ptimého ur¢ovani Hausdor-
ffovy dimenze a tim i ¢lenitosti vysledné krajiny.
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Kapitola 5

Software

5.1 Fractint

Fractint je jednim z nejzndméjsich programu, které zobrazuji fraktaly. Obsahuje v sobé
velké mnozstvi ruznych typu fraktala. Vysledny obraz lze nastavit mnozstvim nastaveni.
Vyhodou tohoto programu je, ze pracuje s celymi éisly, ne jako vétsina programii tohoto
typu, které pracuji s ¢isly v plovouci fadové carce. To znamend, ze neni potieba speci-
alizovany koprocesor pro provadéni operaci v plovouci fadové Carce. Zobrazuje fraktdly
dvourozmérné a také nékteré trojrozmérné. Fractint ma riznd nastaveni pro mnoho gra-
fickych adaptéru. Tento program puvodné vytvofil Bert Tyler, ale do dne$ni doby se na
tomto programu podilelo jiz mnoho lidi. Program je freeware.

5.2 Fractal eXtreme

Program Fractal eXtreme pouzivéd pii vykreslovani vicepriuchodovou metodu, kterd umoz-
nuje i pro pomalejsi pocitace prozkoumavat fraktaly. Zobrazuji se totiz stdle presnéjsi apro-
ximace vybraného fraktalu. Tato aplikace pouziva okna pro zobrazovani fraktala a proto je
mozné zobrazovat vice fraktali najednou. Je zde moznost vytvareni vlastnich palet pomoci
vestavéného editoru. Lze tvorit animace pruletu jednotlivymi fraktaly. Fractal eXtreme ma
podporu pro vice procesoru. Tento program je placeny. Ukazka z programu Fractal eXtreme
je na obrazku 5.1.

5.3 XaoS

Program XaoS je velice dobfe optimalizovand a pfiblizovani ve fraktalu je plynulé. Program
v sobé obsahuje vyukové animace, které poddvaji vysvétleni jak o vlastnostech fraktala, tak
demonstruji moznosti programu. Program ma Siroky vybér fraktdla, které muze vykreslit.
XaoS umoznuje upravu fraktdlu poté co byl vygenerovan, napiiklad pseudo-3D projekce
nebo antialiasing. XaoS ma také velké mnozstvi obarvovacich metod jak pro pixely které
jsou uvniti fraktdlu, tak pro pixely, které do fraktdalu nepatii. Z programu se mohou ukladat
obrazky s vytvorenymi fraktaly. Také se da ulozit pfimo nastaveni fraktalu a pozdéji ho
vyvolat. Je moznost také ukladat animace pruletu fraktdlem. XaoS je multiplatformni.
Ukéazka programu XaoS je vidét na obrazku 5.2.
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Obrazek 5.1: Ukazka programu Fractal eXtreme

806 X/ XaoS

Obrézek 5.2: Ukéazka programu XaoS
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Kapitola 6

Demonstracni aplikace

Aplikace, kterou jsem vytvofil, demonstruje nékteré typy fraktalnich obrazct. V této apli-
kaci je mozné interaktivné ménit nastavi parametru zobrazovaného fraktalu. Ménit lze ma-
ximalni pocet iteraci, které se maji vykonat, dale pak muzeme zménit obarveni fraktali. Da
se zménit sada pouzitych barev, v programu je to nazvano barvova paleta, ale také se dé&
zménit styl obarvovani jednotlivych fraktalu. Barvové palety se daji ménit u viech fraktéla
a styly obarvovani jsou ruzné pro ruzné typy fraktalu. Déle se u vétsiny fraktali muze
ménit podtyp, u Mandelbrotovy mnoziny se misto typu méni mocnina z, ve vypoctu to-
hoto fraktalu. U typu fraktala, které maji sobé odpovidajici Juliovy varianty se da zobrazit
i takto jejich moznost. U zdkladnich typt fraktalu systémi iterovanych funkei a u fraktala
Flame je moznost ovlivnéni barev jesté navic v povolovani ¢i zakazovani urcité barevné
slozky a také ve zméné barevného piirustku. Dalsi moznosti jak interaktivné ovlivnit gra-
ficky vysledek je priblizovani a oddalovani.

Tato aplikace je vytvofena v programovacim jazyce C++ s pouzitim knihovny Qt. Tato
knihovna umoznuje délat multiplatformni software, takze tento program je mozné pielozit
a spustit i na linuxu. Pro pfelozeni tohoto programu je nutné mit nainstalovanu knihovnu
Qt verze 4.0 a vyssi. Tento program vyuzivda OpenGL prostiedi, které je v knihovné Qt
poskytovano. Fraktalni obrazce se pii vypoctu ukladaji do takzvané pixmapy, kterd se po
skon¢eni vypoctu vykresli. Vypocty fraktali mohou byt ¢asové velmi ndrocné, obzvlisté
pii zadani vétsiho poctu iteraci. Dokud je aplikace spusténa, pak si kazdé zalozkova karta
pamatuje svoje nastaveni zvlast. Pii zméné podtypu fraktalu se nastaveni karty neméni,
pouze se nové vykreslovany podtyp zobrazi v zdkladni poloze se zakladnim pfiblizenim.
Stejné tak je tomu pii zobrazeni Juliovych variant. Vygenerované obrazky lze ulozit do
grafického formatu targa. Nastaveni pro vypocet a vykreslovani fraktalt je udéldno v sa-
mostatném okné, které lze prichytit k oknu, kam se vykresluje, coz je nastaveno od spusténi
program, dale 1ze okno uvolnit a pohybovat s nim nezavisle na vykreslovacim okné, toto je
vidét na obrazku 6.1, a také lze toto okno s nastaveni 1iplné schovat.

Pri vypoctu slozitéjsiho obrazce se muze stat, ze pocita¢ prestane reagovat. Je to proto,
ze je zameéstnan vypoctem fraktalu, v tom piipadé se musi pockat nez cely vypocet do-
konci. Proto doporucuji jakékoliv zmény fraktdlu: zména méfitka, barev a podobné, délat
s nastavenym malym poctem iteraci a az poté iterace zvysit pro lepsi kvalitu. Také pokud
je schovand ¢ast okna a chceme jej posunout na obrazovku, pak pii posouvani musi fraktal
prekreslovat a pokud je nastaven vétsi pocet iteraci muze to zpusobit, ze poc¢ita¢ nebude
na chvili odpovidat. Program je délany pro rozliSeni nejméné 1024x768.
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Obrézek 6.1: Aplikace a volné okno s nastavenim

6.1 Zoom

Vsechny fraktdlni obrazce, které tato aplikace nabizi lze priblizovat a oddalovat. Ptiblizovani
je nastaveno na levé tlac¢itko mysi. Funguje tak, ze pokud klikneme kamkoliv do okna
s fraktalem, pak se jako novy stfed zobrazeni vezme bod, na ktery bylo kliknuto a obraz
se zvétsi o 10%. To samé plati o oddalovéni, které je nastaveno na pravé tlacitko mysi,
akorat se po presunuti na novy stfed zobrazeni obraz oddali rovnéz o 10%. Po zmacknut{
prostiedniho tlacitka mySi se obraz vrati na puvodni zvétSeni a pozici.

6.2 Juliova varianta

Nékteré fraktaly maji svoje Juliovy varianty. Zobrazeni téchto variant lze dosdhnout zatrh-
nuti policka Julia. Po zaskrtnuti tohoto policka se okno programu rozsiti o dalsi pixmapu.
Na levé poloviné je vidét Mandelbrotova verze a v pravé ¢asti je Juliova verze. Mandel-
brotova verze je zobrazena proto, ze je mapou vSech Juliovych verzi fraktalu. Proto pokud
klikneme na levé tlacitko mysi v levé pulce okna zménime tim parametry pro vypocet Juli-
ovy verze a ta se zméni podle nové nastavenych parametru. Na pravé poloviné okna funguje
priblizovani jak je uvedeno vyse. Jak vypada demonstra¢ni aplikace se zapnutou Juliovou
variantou je vidét na obrazku 6.2.

Souborzobre

ot ax

Obrézek 6.2: Aplikace se zapnutou Juliovou variantou
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6.3 Pocet iteraci

Pro vsechny fraktaly lze stanovit hranici poctu iteraci, které se maji pro vypocet fraktalu
provést. Tento parametr nejvice ovliviiuje dobu vypoctu fraktalu. Proto doporucuji provadeét
veskeré zmény fraktalu pfi nizkych hodnotiach maximéalniho poétu iteraci a az po nastaveni
v8ech ostatnich moznosti zvétSovat pocet iteraci.

6.4 Podtyp

U vétsiny fraktalu lze ménit jejich podtyp. U fraktalt v komplexni roving, tedy Mandelbrot,
Barnsley, Magnet a Newton znamend zména podtypu upravu vzorce pro vypocet fraktalu.
U IFS a Flame znamend zména podtypu pouziti jinych transformaci. U Mandelbrotovy

mnoziny je vybér podtypu nahrazen zvolenim mocniny pro z, pro vypocet fraktalu. Vybér
typu je vidét na obrazku 6.3.

M Fraktily

BEE

Soubor  Zobrazt  HMapoveda

Settings

Mandelorot | Bamnsley | Magnet | Phoenix | Mewten | IFS | Flame
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Vritrri barvy
() konstantnf barva
@ Plosny histogram

O padle transformace

) Plosny histogram podie transformace

Trp:
% | [Kapradina 2 v
sierpinského trajlhelnik
Bindrni stram
Sobepodobng spiraly 1
Sohepodobné spirdky 2

Spiralni kyvet
Krystalicka struktura
Kaligraficks pismeno 2
Kapradina 1

Kapradina 2

10 BIES %10

<3

Obrézek 6.3: Aplikace a vybér podtypu

6.5 Barvy

Ovliviiovani barev lze v aplikace délat riznymi zpusoby. Lze bud'to ménit barvové palety,
které pouziji dale 1ze ménit styl obarvovani a u IFS a Flame fraktali lze ménit jednotlivé
barevné slozky. Ruzné nastaveni barev u fraktala je vidét na obrazku 6.4.

Barvové palety v podstaté méni sadu barev, kterd se ma pouzit pii vykreslovani fraktélu.
Palety jsou pro vSechny fraktaly stejné.
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Obarveni podle poctu iteraci je nejpouzivanéjsi metodou. Barva z barvové palety se
vybere podle iterace v jaké se rozhodlo o tom, ze bod do fraktdlu nepatii.

Zbarveni podle redlné slozky orbitu a podle imagindrni slozky orbitu se dosdhne tak,
ze po skonceni vSech iteraci se podle redlné respektive imaginarni slozky vybere z barvové
palety piislusna barva.

Obarveni podle hodnoty orbitu znamenad, Ze po probéhnuti maximalniho poc¢tu iteraci se
Spocitd |z,| a podle ni se z vybrané barvové palety vybere piislusnd barva.

Barva podle podilu redlné a imagindrni slozky orbitu se ziskd po provedeni vSech iteraci
podélenim redlné a imaginarni slozky orbitu Z—: a poté se podle vysledku vybere z barvové
palety prislusnd barva.

Barva podle whlu orbitu se ziskd vypoctenim arctan ’Z—Z po provedeni vSech iteraci
vypoctu. Podle thlu se nédsledné z barvové palety vybere piislusna barva.

Obarveni podle prislusnosti ke korfenu se podle toho k jakému kofenu systém dojde pfi
vypoctu toho urcitého bodu. Pro tento typ obarveni jsou pevné stanoveny barvy, proto na
né nefunguje zména barvové palety.

Zvoleni barvy podle poctu iteraci i prislusnosti ke korenu se déla tak, ze se vybere barva
podle iterace, ve které vypocet skoncil a poté se tato barva jesté upravi podle toho k jakému
kofenu vypocet dosel.

Plosnyj histogram je metoda obarveni takova, pti které se barva na pixelu, na jehoz
soutfadnice se bod vygeneroval, zesvétli. Vysledny obrazec je tedy svétlejsi na téch mistech
kam se Castéji generuji body.

Obarveni podle transformace znamend, ze bod je obarven podle toho, kterd transformace
na néj byla pouzita.

Plosny histogram podle transformace je metoda, kterd kombinuje predeslé zpusoby. Opét
je zobrazovan plosny histogram, ovSsem barva, kterd se zesvétluje je vybrana podle pouzité
transformace.

U nékterych typu obarveni lze povolovat a zakazovat rtzné slozky barev. Timto lze urcit,
které barevné slozky se budou podilet na vysledné barveé.

Zménou prirustki barev lze definovat o kolik se pixel zesvétli pii tvorbé plogného histo-
gramu.

Settings ings Settings

Mondebrot | Bamsley | Magnet | Phosrix | Newton | IF5 | Flame Mandebrot | Bamsky | Magnet | Phosnix Newton | IFS | Flame

© Podie rediné slozky orbitu
© Podie maginamisicky orbitu
® Podie i orbitu

Obrézek 6.4: Aplikace s riznym nastavenim barev
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Kapitola 7
Zaveér

Cilem této prace bylo vysvétlit zakladni pojmy z fraktalni geometrie, které jsem pozdéji
pouzil pro podrobnéjsi popis jednotlivych fraktalnich obrazcti. V mé bakaldfské praci jsem
také uvedl v jakych védnich disciplinach je mozné se s fraktaly setkat a kde je mozné fraktaly
pouzit. Asi nejvétsi uplatnéni maji fraktaly v pocitacové grafice.

Dalsim tématem uvedenym v této praci je fraktalni historie. Tam jsem mimo jiné uvedl,
ze fraktalni geometrie jako védni disciplina je velmi mlady obor, ktery se stale jesté rozviji.
7 vyznamnych osobnosti, které se zabyvaly fraktaly bych vyzdvihl Mandelbrota, ktery je
povazovan za objevitele fraktdl a tim také zakladatele védy o fraktalech.

V nejobsédhlejsi ¢édsti této prace se zabyvam jednotlivymi typy fraktala. Nejzakladnéjsi
rozdéleni fraktalu je do ¢tyT skupin. Tyto skupiny se od sebe lisi zpusobem, jakym se jed-
notlivé typy fraktala vytvareji. U kazdého typu se dédle zabyvdm podrobnéjsim rozdélenim
a jejich vlastnostmi. V této ¢asti jsem také uvedl priklady nékterych fraktala, které repre-
zentuji jednotlivé typy popsané v této kapitole.

Dalsi ¢ast mé bakalaiské prace je vénovana programum, pomoci nichz se daji vykres-
lovat fraktalni obrazce. Existuje jiz velké mnozstvi programu pro praci s fraktaly. Nekteré
programy jsou vytvoieny jen za uéelem vizualizace a tpravy fraktalnich obrazcu. Tyto pro-
gramy plni pouze estetickou funkci. OvSem existuji i programy, které se pouzivaji pro tvorbu
modelu nebo textur. Piiklady nékterych nejpouzivanéjsich programu jsem uvedl i ve své
praci.

Vysledkem mé bakalaiské prace je také demonstracni aplikace, kterd umoznuje vykres-
lovat nékteré fraktaly. Jsou to vybrané fraktdly z téch, které jsou popsané v této praci.
U fraktala, které maji svoje Juliovy varianty, je mozné vykreslit i tyto jejich varianty.
Implementovanym fraktalim lze ménit nékteré vlastnosti a barevné provedeni. Vysledny
obréazek vygenerovany touto aplikaci lze ulozit na disk.

Prostor pro budouci vyvoj této prace vidim v prozkoumavani dalSich typu fraktala.
V této praci jsem se zabyval pfedevsim jednorozmérnymi a dvourozmérnymi fraktaly, proto
bych dale vyzkousel fraktaly vicerozmérné. Dalsi moznosti by bylo vytvareni trojrozmérnych
modelu fraktalu, které by se dali pouzit i v jinych aplikacich. Déle je mozné do aplikace
pridélat vice moznosti obarvovani a nastaveni vice parametru, kterymi se ovliviiuje vysledny
vygenerovany obrazec. Vytvareni animaci z pfiblizovani, oddalovani a pohybu po fraktalu
je dalsim moznym budoucim vylepSenim demonstracéni aplikace.
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