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50 let matematické teorie metody koneénych prvkia

ALEXANDER ZENISEK

ABSTRAKT. Rozvoj a uzit{ metody kone¢nych prvku (MKP, the finite element me-
thod) byl spjat v inZenyrskych kruzich (hlavné v USA) s rozvojem a uzitim vy-
konnych samocinnych pocitaci. Proto zacala byt MKP rozvijena az v poloviné pa-
desatych let, a to zejména ve stavebnim a leteckém inzenyrstvi.

V tomto ¢lanku jsou popsany hlavné zacatky matematické teorie MKP v letech
1967-1973, které diky jednomu bystrému brnénskému inzenyrovi byly v Sedesatych
letech pouze v rukou matematika z provincidlniho Brna, jak si to pamatuje autor
¢lanku. Ostatni pamétnici popsanych uddlosti jsou jiz po smrti. Zbytek matema-
tického svéta se s matematikou MKP seznamoval z ¢lanku brnénskych autoru.

Dne 17. dubna 1969 odstoupil z funkce prvniho tajemnika KSC Alexander Dub-
ek a tim i formélné skonéil posledni zachvév prazského jara 1968. Vétsina Cechi a
Slovaku asi toto datum zapomnéla; j& si je pamatuji jenom proto, ze matematicka
teorie metody koneénych prvkia méla v ten den pravé jeden rok.

Je ovSem nutné definovat, ¢im rozumime prvni den matematické teorie. Ztotoz-
nuji se s nazorem, ze je to datum zaslani ¢lanku, ktery vysSel prvni v ramci této
teorie v matematickém casopise. Prvni matematicky ¢lanek o metodé konecnych
prvki vysel v roce 1968 v Numerische Mathematik, mél nazev On the finite element
method, autorem byl Milos Zlamal a pod jeho jménem stilo: Received April 17,

1968 — viz [15]. (Muj ¢clanek [20] sice dosel do Aplikaci matematiky 28. 3. 1968,
ale vysel az v roce 1969. Oba ¢ldnky [15, 20] by nespatfily svétlo svéta, kdyby se

jejich autofi neseznamili v roce 1967 s Ing. Jitim Kratochvilem, CSc., odbornym
asistentem na stavebni fakulté Vysokého uéen{ technického (FAST VUT) v Brné,
inicidtorem dvojice ¢ldnku [11, 12].)

Pojem ,metoda kone¢nych prvka“ potiebuje alesponi miniméalni vyklad. Je to
metoda pro nalezeni pfibliznych feSeni varia¢nich problému. Varia¢nim problémem
pritom rozumime problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maximalizuje) néjaky
kvadraticky funkcional na tiidé pfipustnych funkci, které se casto nazyvaji stavy.
Nejjednodussim a nejpiistupnéjsim piikladem je princip minima potencidlni ener-
gie, podle kterého se ze vSech piipustnych stavu realizuje ten, ve kterém je po-
tencidlnf energie dané soustavy minimdlni. (Jesté konkrétnéji: pfedstavte si kuli¢-
ku, kterou vlozime do misky kulovitého tvaru, a to nikoliv na dno. Kulicka v misce
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4 A. ZENISEK

chvili kmit4, az se ustali na dné misky. Kazda z poloh kulicky v misce je piipustna,
na dné mé vsak kulicka potencidln{ energii minimalni.)

Formulovat néjaky variacni problém matematicky vyzaduje jisté tusili. Proto
je velké stésti, ze existuji tiidy varia¢nich problému; v kazdé tiidé se problémy
lis{ pouze geometrickym tvarem oblasti, na které jsou definovany, a dodate¢nymi
podminkami (vétsinou okrajovymi a po¢dtecnimi) a materidlovymi konstantami.
Mame-li dva varia¢ni problémy téze tiidy dané na riznych oblastech a s riznymi
vedlejsimi podminkami, jde o dva matematicky ruzné problémy, z nichz kazdy se
musi Tesit samostatné. Jsou to vSak velmi podobné matematické problémy. Do-
neddvna (tj. do konce Sedeséatych let dvacdtého stoleti) jediny zpusob, jak tyto
problémy ftesit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici piislusného problému. Dostali
jsme tak pocdtecni (¢i pocatecni-okrajovy) problém pro parcidlni diferencidlni rov-
nici. Z matematického hlediska sestaveni takového pocdteéniho-okrajového problé-
mu znamend vyfeSeni puvodniho variacniho problému, protoze byl formulovan
snazs$i matematicky problém. Z praktického hlediska ovSsem bylo nutné pokusit se
o teSeni tohoto snazsiho problému. Drtivou vétsinu téchto problému nelze fesit
analyticky a z pfibliznych metod byla k dispozici pouze tzv. metoda siti. Ta se
vSak neumi dobte vypotradat s nepravidelnym tvarem oblasti a s Neumannovou
okrajovou podminkou (¢i jinou nestabilnd okrajovou podminkou). Situace byla pro
matematiky v poloviné Sedesatych let dosti tristni: o metodé siti mohli pilné teore-
tizovat, dobré vysledky vsak ned4vala. Nedobfe na tom byla také Ritzova varia¢ni
metoda vzhledem ke své nestabilité. A tu pfisel Zldmal se svym ¢lankem a témér
pfes noc (presnéji béhem necelého roku) se stal svétovou jedni¢kou v numerické
analyze. Vysvétlim proc.

Vitézslav Nezval napsal ve ¢tvrtém zpévu Edisona:

Je to timysl a trochu nahoda
stat se presidentem svého naroda.

Stejné je to tmysl (pokud tim nazyvdme ctizddostivou pili) a trochu ndhoda
stat se svétovou jednickou ve svém oboru. Milos Zlamal diky jednomu svému
kladnému povahovému rysu této ndhodé dosti pomohl. Tim jeho pozitivem byla
ochota naslouchat kazdému inzenyrovi a snazit se mu pomoci, pokud zadal o po-
moc. A protoze jako feditel vypocetniho centra VUT v Brné se casto setkaval
s inzenyry, ktefi tam pocitali na tehdy modernim pocitaci DATASAAB D21,
zajimal se také o jejich préaci. V roce 1967 tam casto pocitali ve dvojici inzenyii
Kratochvil a Leitner. Protoze Zlamal skoro o né zakopaval, jednoho dne mu to
nedalo a zeptal se, co pordd pilné pocitaji. A k svému velkému piekvapeni se
dozveédél jemu nezndmy vyraz: metoda konecnijch prvkiu. Pocitali touto metodou
staticky vypocet jedné prehrady. Ing. Jifi Kratochvil, potom dlouhd léta profesor
a DrSc., byl totiz duse zvidava a vypéstoval si uz pred mnoha lety zvyk sledovat
vSechnu dostupnou ¢asopiseckou inzenyrskou literaturu, kterd jen trochu souvisela
s jeho oborem. A tak, ackoliv byl vodar, alespon okrajové, ale pravidelné sledo-
val americké letecké zurndly (ve védecké knihovné Vojenské akademie Antonina
Zapotockého (VAAZ) byly v Brné k dispozici), a tak jednou na poc¢dtku roku 1965
ho v ¢asopisu ATAA zaujaly konstrukce trupu letadel sestavené z trojihelnicka
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a malivky ruznych trojihelnikovych prvka. Docetl se tam o finite element me-
thod, coz si pro sebe pielozil jako metoda koneényjch prvki. (Prirozenéjsi preklad
metoda koneéného prvku, ktery byl pozdéji propagovén, se neujal.) Zacal studovat
¢lanky podrobné.! Po dikladnéjsim zvazeni se rozhodl pokusit se o samostatnou
praktickou aplikaci: dal si za tkol vytvorit v praxi aplikovatelny program pro sta-
tické vypocty zemnich hrézi a prehrad. Ukol nelehky: nejenze se musel doucit
mnohé z programovani, ale musel také roziesit to nejtézsi, totiz sestavit algorit-
mus vytvoreni celkové matice tuhosti a vektoru pravé strany vysledné soustavy
linearnich algebraickych rovnic z elementarnich matic a vektoru. To v ¢lancich
totiz nebylo. Jak fesit velkou soustavu linedrnich algebraickych rovnic co nejrych-
leji, dal za kol svému spolupracovniku Ing. Frantisku Leitnerovi z Hydroprojektu
Brno, ktery byl mym bridzovym partnerem. Ten mé také seznamil v bfeznu 1967
s Ing. Kratochvilem, protoze podle Ing. Kratochvila uz potfebuji matematika,
a Frantisek kromé mne jiného matematika osobné neznal (ackoliv j& mél k ma-
tematikovi jesté dost daleko). Hned pii nasem prvnim setkdni mi Ing. Kratochvil
pujéil Syngeovu knihu [5], kde jsem nalezl interpolaéni teorém pro hladké funkce,
které jsou na trojuihelnicich aproximovany linedrnimi polynomy. Zajimavé je, ze
tento teorém respektuje podminku mazrimdlniho uhlu, ktera se zacala systematicky
studovat az v devadesatych letech. Jednim z prvnich takovych ¢lanka byl ¢lanek
[41].

V #ijnu 1967 mi dal Ing. Kratochvil fotografickou kopii ¢lanku inzenyru Pin
Tonga a T. H. H. Piana [10] z ¢asopisu Solids and Structures o konvergenci metody
kone¢nych prvku. (Tim, Ze jsem ten ¢lédnek ,pielozil“ do matematiky, néco zobecnil
a pridal, prizpusobil pasdze ze slavné Michlinovy knihy [2], uzil téz [4], a néco navic
vymyslel, jsem napsal obhajovatelnou kandidatskou praci, kterou jsem v hrubém
rukopise dokon¢il 5. brezna 1968.)

Takovy byl stav, kdyz v listopadu 1967 dal Ing. Kratochvil svou prvni informaci
o MKP prof. Zldmalovi (jako fediteli vypocetniho centra VUT v Brné), kdyz se
Kratochvila zeptal, co s Leitnerem u nich v Laboratofi pocitacich stroju (LPS)
porad pocitaji. Popsal mu v ni princip metody a na co ji konkrétné aplikuji.
Zlamalova prvni reakce byla: ,No, myslim, Zze metoda siti je lepsi“.

Zlamal v8ak rozpoznal v inzenyrském pristupu polozapomenutou Courantovu
myslenku z roku 1943 publikovanou v [1], kterd zapadla proto, ze tehdy nebyly
pocitace, na kterych by se dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal Krato-
chvila a nechal si od néj podrobnéji o MKP poreferovat. Dozvédél se tak mimo jiné
o do té doby znamych interpola¢nich polynomech 2. a 3. stupné na trojihelniku,
které dodnes inzenyii nazyvaji Veubekuv prvek [7] a Holanduv prvek [13] podle
jejich prvnich uzivatelu. Navic ukédzal Kratochvil Zldmalovi Zienkiewiczovu knihu
[9], kterou mu zrovna poslali z Londyna.

Protoze Zlamal zrovna nemél na ¢em pracovat, dal si za cil dokdzat konvergenci
metody kone¢nych prvku pii pouziti Veubekova prvku. Prace se mu tak dafila, ze

LJednim z nejzndméjsich clankd byl élanek [3], kde misto finite element method se uzival jesté
pojem stress and displacement analysis.
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dokézal konvergenci i pro Holandv prvek a navic zkonstruoval trojihelnikovy C*-
prvek, tj. polynom jednozna¢né urceny takovymi parametry, ze globalni funkce,
kterd je pomoci néj na triangulaci zkonstruovana, je spojitd i s obéma svymi
prvnimi parcidlnimi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygonalni hra-
nici. To uz byl velky vysledek, a kdyz po vtipném triku dokézal také ptislusny
interpola¢ni teorém, byl ¢lanek hotov.

V kvétnu 1968 sice v Numer. Math. vysel ¢lanek americkych autoru Birkhoffa,
Schultze a Vargy [14] na podobné téma — pojednédval o konvergenci Galerkinovy—
Ritzovy metody pfi pouziti Ahlinovych polynomt z roku 1964 (viz [6]), coz jsou
vlastné obdélnikové C"*-prvky. Vzhledem k malé pouzitelnosti obdélnikovych prv-
ku byl Zldmalav vysledek obecnéjsi, navic originalnéjsi, mél ve svém nazvu MKP
a poukazoval na soucasné inzenyrské trendy. (Byl jsem zrovna u Zladmala, kdyz
poprvé cldnek [14] oteviel. Zarazil se, zbledl, ale po chvili fekl: ,To jsou jen
obdélnikové prvky a o MKP zde nepiSou nic!“) Zlamal je tedy prvni matema-
tik, ktery ve své praci uzil vyraz metoda kone¢nych prvkua. Svym clankem Zlamal
poukézal na jednu oblast matematiky velmi malo zmapovanou — jeji mapa méla
velky napis HIC SUNT LEONES. Zajimavé je, ze v roce 1968 publikovali ¢tyfi
rizn{ inzenyii stejny trojihelnikovy Cl-prvek — ovéem bez pifslusného interpolaé-
niho teorému, pouze s poukazem na moznosti pii reseni tenkych desek (viz [16, 17,

, 19]). Tento C'-prvek je zadan 21 parametry: v kazdém vrcholu trojihelnikového
prvku funkéni hodnota, obé prvni parcialni derivace a vSechny tii druhé parcidlni
derivace. (Zatim jsme piedepsali 18 hodnot.) Posledn{ tfi hodnoty jsou tyto: v pu-
licim bodé strany P;P; (i = 1,2, j = 2,3, i < j) je predepséna derivace podle
normaly. Tato normaéla je orientovana tak, ze pfi pohledu v jejim sméru je vrchol
P; po nasi levé ruce.

I kdyz byl ve své podstaté Zlamal vzdy vlk — samotaf, v té dobé jsme si to ani
neuvédomovali. Ing. Kratochvil se u néj pravidelné pii svych navstévach v LPS
stavoval, Zldmal se nemél kromé mne s nikym o MKP moznost bavit a tak jsme
dosti casto spolu vsichni tfi druzné sedavali v Zlamalové pracovné. Tento kolek-
tiv se na jafe 1968 rozrostl o dalsiho ¢lena: programétora Ing. Holusu — budouci
programatorskou jednicku pres MKP v Ceskoslovensku. Zlamal totiz chtél svoje
vysledky ovéfit v pocetni praxi a povéril proto Holusu, aby mu jeho algoritmus pro
vypocet tenké desky pii pouziti jeho trojihelnikového C'-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako koneé¢néprvkovou nasadu funkce, které
byly po trojihelnicich polynomy prvniho stupné, takze HoluSova uloha nebyla
lehk&: musel Kratochvilovy programatorské postupy zobecnit pro polynom patého
stupné, kde kromé derivaci prvniho a druhého fadu vystupovaly také derivace
podle normély. Holusa vzdy fikal, ze programovat koneéné prvky je snadnd véc
(ale v zdvorce dodédval, ze hledat chyby pfi ladén{ je velmi obt{zné). A ladén{
pii tak komplikovaném programu bylo k zoufani, protoze vysledky testovacich
prikladu byly takové neslané nemastné — zkratka nepiesvédcivé vzhledem k teore-
ticky predpovézené presnosti. Zlamal se ptal Kratochvila: ,,A pocital tou metodou
vubec nékdo néco.“ Kratochvil se jen smél a fikal Zlamalovi, aby byl trpélivy.
V poloviné cervence 1968 nasel Holusa po nékolikandsobné kontrole chybu v jed-
nom indexu a testovaci priklady najednou vysly s presnosti na osm platnych ¢islic
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— ¢ili naprosto presvédéiveé potvrzend teorie. Zlamal tyden na to odjel na konferenci
do Edinburgu a tam pozadal predsedajiciho, aby smél hovofit o né¢em naprosto
jiném nez na zacatku roku ozndmil. To byl prvni mezinarodni referat o metodé
kone¢nych prvkia.

Kdyz se metoda kone¢nych prvku osvédéila i v tak komplikovaném piipadé jako
pruhyb tenkych desek, projevil se Kratochviluv cit pro situaci a jeho organizaéni
talent. Navrhl Zlamalovi, aby v prvni poloviné roku 1970 probéhl v LPS kurs z me-
tody koneénych prvka pro inzenyry z ruznych podniku a vysokych $kol. Aby mél
kurs dustojnou trovern, musela se k nému pripravit dobré skripta [26]. Také sesta-
vit osnovu kursu dalo jistou préaci. Proto Kratochvil navrhl az rok 1970. V kursu
méli piedndset Zldmal (jako feditel LPS) s Kratochvilem a HoluSou; j& jsem se
podilel na skriptech. Kurs mél velky ohlas a tspéch a nékolikrat se opakoval.

Kratochvil koncem roku 1967 seznamil s MKP také své dva piatele z FAST:
prof. Ing. Vladimira Kolafe, DrSc., a prof. Ing. Ladislava Mejzlika, DrSc. Cily
Kolaf zacal v roce 1969 organizovat napsani knihy [30], kterd vysla v poloviné
roku 1972. Byla to prvni ¢eskd ucebnice o MKP.

Po vstupu vojsk jsme se jesté vice zakousli do préce. Zlamal psal soucasné dva
¢léanky; jeden o algoritmizaci MKP [21], druhy o redukei parametru [22] — oba vysly
kratce po sobé v Numer. Math. a spolu s prvnim ¢lankem z roku 1968 mu vynesly
pozvani do USA a Francie celkem na tii mésice za velmi vyhodnych finan¢nich
podminek. Odjel koncem roku 1969.

J& (kromeé prace na ¢lanku [23], ktery byl napsdn na zdkladé véty o hustoté
C*>(Q) v libovolném Sobolevové prostoru na oblasti 2) jsem zacal v ijnu 1968 bu-
dovat hierarchii interpola¢nich polynomu na trojihelniku — byla to cesta dlouhym
tmavym tunelem a smésné na celé véci je, Ze z matematiky jsem na to nepotieboval
nic, nepoc¢itam-li védomost, ze soucet pfirozenych cisel od jedné do n je roven
1n(n +1). V hlavé se mi rozsvitilo nékdy na zacdtku roku 1969 pii vecernich
zpravéch tu sobotu, kdy dévali druhé pokracovani Randalla a Hopkirka. Clének
[24], ktery mi udélal jméno, jsem pak sepsal béhem meésice. Stacilo dokédzat jeste
jedno duchaplngjsi lemma a zobecnit trochu Zlamalovo dukazové schéma z jeho
prvniho ¢lanku o MKP. Zldmal tento muj vysledek odvezl na podzim 1969 do USA
a spolu s prof. J. H. Bramblem jej odéli do lepsiho havu, tj. pislusné interpola¢ni
teorémy dokdzali v sobolevovskych norméch [25].

V druhé poloviné roku 1970 zacal Zlamal pracovat na své koncepci zakiivenych
trojihelnikovych CO-prvki. Prvni ¢dst [32] tohoto dila vysla v roce 1973 v STAM
J. Numer. Anal. a pojednédvala o idedlnich zakfivenych trojuhelnikovych prvcich,
jejichz kiivéd strana je totoznd s Cdst{ hranice dané oblasti Q. Druhd ¢dst [35]
pojednavala o redlnych kfivych trojihelnicich a numerické integraci na nich. Pfi
psani této prace udélal Zlamal jen jednu chybu: referoval o dosazenych vysledcich
v prubéhu préce pii jedné ze svych zahrani¢nich cest. Prof. Raviart z Pafize mi
v roce 1975 tekl: ,,Védéli jsme, Ze jeSté néjakou dobu potrva nez Zlamal ¢lanek posle
do tisku. Museli jsme jej predehnat. Délali jsme na tom s Ciarletem témér dnem
i noci a praci [29] o kiivych izoparametrickych prveich a numerické integraci na
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nich jsme uverejnili v Azizové knize o matematickych zakladech metody konecnych
prvku, kterd vysla v roce kondni konference (tj. 1972).“

Béhem roku 1969 jsem se pokusil zkonstruovat trojrozmérny C*-prvek na ctyi-
sténu. Byl to polynom 9. stupné, takze k jeho jednoznaé¢nému urceni bylo zapotiebi

N:é(n+1)(n+2)(n+3) :%~10-11~12:220
parametrii. Jak jsem dospél k éislu n = 9?7 V jedné dimensi je nejjednodussim C'-
prvkem Hermiteuv polynom 3. stupné na usecce, ve dvou dimenzich je to polynom
5. stupné na trojihelniku. Zdélo by se, ze ve tifech dimenzich to bude polynom
7. stupné na ctyfsténu. Je vsak tfeba podivat se na vztah mezi polynomy v jedné
a dvou dimenzich. Uvazujme proto jiz zndmy polynom 5. stupné p(x,y), ktery
je C'-prvkem na trojihelniku. Na kazdé strané trojihelnika méme po parametri-
zaci polynom 5. stupné, ktery je jednorozmérnym C2-prvkem. Ovéime to: Necht
Pi(z1,y1), Pa(2,y2) jsou dva vrcholy trojihelnika. Parametrickd vyjadieni strany
Py P, 1ze napsat ve tvaru

r=x1+ (v2 —21)8, Yy =y1 + (¥2 — y1)s, s € (0, 1).
Hodnoty polynomu p(x,y) na strané Py P, vyjadiuje funkce
g(s) = p(x1 + (2 — 21)s,y1 + (Y2 — Y1)8),

takze g(0) = p(Py), g(1) = p(P2). Pomoci véty o derivaci slozené funkce zjistime,
ze

(0) = (a2 = 22) SR + (02 = 1) G (1),
(1) = (22 = 232 (P)+ (1 — 1) g (Ps).

Podobneé (jenom slozitéji) 1ze zjistit hodnoty ¢”(0) a g”(1). Tedy polynom 5. stupné
g(s) je jednorozmérnym C2-prvkem.

Extrapolujeme-li tuto skuteé¢nost na vztah mezi polynomy dvou a tii dimenzi,
usuzujeme, ze na trojihelnikové sténé ¢tyisténu musime dostat dvojrozmérny C?2-
prvek. Tim je ve dvou dimenzich polynom 9. stupné. Odtud dostavame n = 9.
Cisla 3, 5 a 9 jsou specidlnimi pipady obecného vztahu

n(d) =241 (d=1,2,3,...).
O C™-prvcich na ¢tyfsténu mi vysly ¢élanky [28, 33, 36].

V roce 1972 zacalo Brno ztracet svou vyjimecnost, protoze v matematickych
casopisech a sbornicich konferenci se zacaly objevovat MKP ¢ldanky mimobrnéns-
kych matematiku (jako jiz zminény ¢ldnek [29]). V tomto obdob{ vysly dva ¢ldnky
dalsich dvou Bridku: Melkese [27] a Koukala [31]. Prvni m4 tu prioritu, Ze se v jeho
nazvu objevuje nelinedrni problém, druhy ¢lanek vtipné navazuje na konstrukce
trojihelnikovych C™-prvka uvedenych v [24].

Moje ,aritmetické“ obdob{ v MKP uzaviela tato trojice ¢ldnku: [33] (ruko-
pis jsem zaslal v prosinci 1970 ze Swansea), [36] (zde jsem popsal konstrukci
Ctytsténnych C™-prvki pro obecné m; musel jsem uzit triky, které jsem v 2D



BYL JSEM U TOHO! 9

nepotieboval) a [37] (ktery jsem napsal na zadost Raviarta pro nové RAIRO?
které zacali ¥idit Ciarlet s Raviartem).

S napsénim ¢ldnku [37] je spojena jedna zajimava historka: O prazdninach v roce
1973 koupil Zlamal do knihovny LPS knihu An analysis of the finite element me-
thod od americkych matematik Stranga a Fixe [34]. Byla to prvni matematickd
kniha o MKP. Nasel jsem v ni tento vyrok: ,Zenisek proved the following result:
To achieve piecewise polynomials of class C™ on an arbitrary triangulation of
a polygonal domain, the nodal parameters must include all derivatives of order
less or equal to 2m at the vertices of the triangle.“ Zadnou takovou vétu jsem
nedokazal. Kdyz to vSak Strang s Fixem povazuji za zajimavy vysledek, dokdzu
to a napisu o tom ¢lanek. U Balatonu jsem tak byl pfipraven, co Raviartovi od-
povim na jeho vyzvu: dokdzu vétu o nutné podmince existence trojiihelnikového
C™-prvku a c¢lanek bude mit nazev A general theorem on triangular finite C™ -
elements. To zatim nedokazané moje tvrzeni od Stranga a Fixe jsem potom uvedl
jako summary svého ¢lanku. (Clanek [37] byl zase jenom ,aritmeticky*.)

Ke konci roku 1984 oslavoval Zlamal svou Sedesatku v Maridnskych Léaznich.
Byl jsem také pozvan, ale tésné pred odjezdem jsem si osklivé poranil koleno.
Tak jsem lezel doma a koukal do stropu. Najednou jsem si uvédomil toto: jesté
zalozena na nékolika Zlamalovych vysledcich a jednom neobvyklém obratu, ktery
je popsén v Lemmatu 31.19 (viz Dodatek 3). S mnohaletym odstupem vidim,
jaky to byl hvézdny okamzik. Tenkrat (v roce 1984) jsem byl jenom rozcilen. Ta
cesta od setkani s Ciarletem v roce 1978 (kdy jsem dostal zelenou pro feseni svych
problému) byla témeér na den Sest let dlouhd a kone¢né skoncila. Stal jsem se ma-
tematikem. Ted uZ staci tento skvély trik aplikovat. D4 to sice praci, ale bude to
prace radostna. Svym zpusobem to velkd matematika nebyla; byl to pouze neob-
vykly napad. To Zlamal pro svou konstrukei idedlnich zakiivenych trojiuhelnikovych
prvki potifeboval hodné matematiky.

Rozhodl jsem se ziskany trik aplikovat nejprve na linedrni problémy, ve kterych
jsem byl doma. Rekl jsem si, ze nejvhodnéjsi nézev ¢ldnku bude How to avoid
the use of Green’s theorem in the Ciarlet-Raviart theory of variational crimes a ze
manuscript poslu Ciarletovi, ktery s tim nenadélda zddné cavyky. Protoze jsem
trojiihelnikovy C°-prvek, prace na ¢lanku mi trvala dost dlouho a byl jsem s nf
hotov az v roce 1986. Zatim jsem se na Equadiffu 1985 v Brné spojil se Sldvou
Feistauerem, abychom muj velky trik aplikovali na nelinedrni eliptické problémy
[10]. Ciarlet i Zldmal ndm zdvidéli. No jo, ale oni ve svych modelovych tivahdch
predepisovali na celé hranici uvazované oblasti pouze homogenni Dirichletovu okra-
jovou podminku.

Vrafme se ale k prof. Zldmalovi. Clanky [32] a [35] zakoncily Zldmalovo sta-
ciondrni (¢i eliptické) obdobi. Od roku 1973 zacal pracovat na evoluénich problé-
mech, které fesil kombinaci metody koneénych prvku a diferenéni metody. Zprvu

2Rev. Frangaise Automat. Informat. Recherche Opérationnelle.
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to byla linearni rovnice pro vedeni tepla, kde se vénoval zejména vicekrokovym me-
toddm; od roku 1975 zacal analyzovat ruzné nelinedrni typy. V obdobi 1975-1978
navic zdsadnim zpusobem pfispél k teoretickym otdzkdm superkonvergence MKP.
V obdobi 1981-1988 se vénoval jednak feseni kvazistacionarntho magnetického pole
v nestejnorodém prostiedi a dale metodé koneénych prvka aplikované na rovnice
polovodicu. Pozoruhodné je, ze kromé zasadnich matematickych vysledku publi-
kovanych v renomovanych americkych ¢asopisech se vzdy zucastnil na piipravé
algoritmu a podstatné tak prispél k praktické realizaci feSeni problému pomoci
prumyslového programu.

Prof. Zlamal nenapsal zZadnou knihu — byl pfili§ soustiedén na hleddni feSeni
praktickych problému. Nevydrzel u zadné problematiky ptitom tak dlouho, aby ji
zcela vycerpal. Obrazné feceno: jeho brazda byla Sirokd, ale ne tak hlubokd, aby
tam zadné brambory nezustaly. A pfi peclivém zkoumani ¢lovék zjistil, Ze jich tam
zustalo pozehnané. Je to moje dobra zkusenost.

7Z formalnich uznéni stoji za zminku dvé: fadu let byl predsedou matematického
kolegia CSAV a obdrzel ¢estny doktorat Technische Universitit Dresden.

Prof. Zlamal zemiel ndhle ve véku 73 let dne 22. ¢ervna 1997. Seznam jeho
¢lankt mé 70 polozek, z toho je 47 vénovano metodé koneénych prvkia. Od roku
1968 pracoval jenom na této metodé. Z téch 47 je 18 ¢lanku zcela zdsadnich.

Zlamalovo velké stésti bylo, ze prvni inzenyr na evropském kontinenté, ktery
zacal pracovat v metodé koneénych prvku, pusobil v Brné. Dalsi vyvoj udélosti uz
vSak nahoda nebyla.

Kdyz védeckd rada strojni fakulty VUT v Brné prala prof. Zlamalovi k jeho
sedmdesatinam, prozradil na sebe: ,Kdyz jsem v roce 1961 piesel z prirodovédecké
fakulty brnénské univerzity na strojni fakultu, uvédomil jsem si, ze musim délat
matematiku jinak nez jak se déla na univerzité.“ A to se mu podafilo dokonale.

Prof. Jifi Kratochvil zemfel ve ¢tvrtek 11. 10. 2018. Dozvédél jsem se to v nedéli
14. 10. v 15:30, kdy jsem dokon¢il korekturu textu ,Byl jsem u toho!“ a zavolal
na mobil prof. Kratochvila, kdy jsem ho chtél potésit hotovym ¢lankem. Bohuzel
jsem jiz mluvil pouze s jeho zenou, pani Alici Kratochvilovou, kterd mi sdélila
velmi smutnou zpravu, ze Jiff zemiel. Rekla mi také, ze rozlouceni s profesorem
Kratochvilem se bude konat 19. fijna 2018 ve 12 hodin v obfadni sini Krematoria
na Jihlavské. Z aktivnich pamétnika brnénské skoly MKP jsem tak zustal jenom
ja, protoze Ing. Libor Holusa zemfel o 4 tydny pozdéji, ve ¢tvrtek 8. 11. 2018.
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DODATEK 1

V roce 1992 vysla v STAM Review tato skvéld recenze na mou londynskou knihu
[42]* od prof. Larse B. Wahlbina (Cornell University). Byla jako by ji psal basnik.
(Vsak on také verSe psal.) Protoze uvddim ¢esky preklad kvuli vétsimu pohodli
Ctenafe, ochuzuji tak zbéhlejsi ¢tendfe o poeticnost origindlu, kterd je pro mne
nepfelozitelna:

Vsechny frustrujici zkuSenosti shrnuje Prvni Zdkon aplikované matematiky do
dvou slov: ,,Nic nepasuje!“ (Nothing fits!) Chcete-li napt. citovat vysledek o konver-
genci konecnéprvkovych aproximaci, pravdépodobné jej naleznete pro oblast s po-
lygonalni hranici, zatimco vase oblast mé po ¢astech zakfivenou hranici, nebo kdyz
naleznete clanek, ktery se zabyva vasim typem nelinearity, tak funkce ug(z,y) vy-
stupujici v pocatecni podmince u(z,y,0) = ug(x, y) je v ném hladsi nez potiebujete
ve své aplikaci, a tak dale a podobné.

Ve snaze vyporddat se s Prvnim Zékonem, pojednéni profesora Zeniska je
syntézou mnoha vysetfovani, které byly provedeny, aby ruzné obtize byly izolovany
a v této izolaci analyzovany a vyfeSeny.

4Kniha [42] je prvni matematickou knihou o MKP, ktera byla napsdna v provincidlnim Brné.



BYL JSEM U TOHO! 13

Dovolim si stru¢né popsat vysledny Super teorém knihy v Casové zavislych
pifpadech. (Podobny teorém existuje ve staciondrnich piipadech.) Uvazujme tedy
parabolicky problém v prostorovych proménnych z, y a ¢asové proménné ¢ s (1) ne-
linedrnimi (monoténnimi) operdtory, (2) poc¢ateéni podminkou u(z,y) = uo(z,y),
kde uo(z,y) € L2(£2), (3) nejobecnéjsimi smisenymi nehomogennimi Dirichlet-
Neumannovymi okrajovymi podminkami. Proto uzijeme koncepci slabého FeSeni.
Ptiblizné reseni je pocitano v oblasti 2 metodou konecnych prvku spolu se zpétnou
Eulerovou casovou diskretizaci. TakZe uvazujeme (4) aproximaci zakiivené hranice
a (5) numerickou integraci.

Super teorém pak zaruCuje konvergenci numerickych aproximaci a v piipadé
hladsiho feSenf uvadi rychlost konvergence v mocnindch h a At, kde h je nejvétsi
strana trojuhelnikovych prvku, které tvori triangulaci oblasti €2, a At je délka
casového kroku.

Pii cesté k takovym Super teorémum je kazda obtiz v knize studovana oddélené.
Uvodnf kapitola (majici 44 stran) je vénovdna funkénim prostorum, Bochnerovym
integralim a ostatnim nutnym prostfedktim, napf. co je minéno pojmem ,slabé
feseni“. Potom je kniha zorganizovana do péti kapitol takto: 1. Linearni eliptické
problémy v oblastech s polygonaln{ hranici (96 stran), 2. Trojihelnikové konecné
prvky (74 stran), 3. Koneénéprvkova technika v oblastech s kiivou hranici (20
stran) (t¥et{ kapitola obsahuje zdklady aproximace kiivé hranice), 4. Nelinedrni
eliptické problémy (52 stran), 5. Nelinedrni evoluéni problémy (96 stran). Osm
kratsich dodatkt, seznam uzité literatury a abecedni rejstiik uzaviraji knihu.

Je to jasné psany a podrobny piehled prace autora a jinych. Velmi peclivy
vyklad ruznych ,varia¢nich zlo¢inu“ v piipadé uziti koneénych prvkua tvoii z knihy
cennou referenci pro vyzkumné pracovniky, kterd komplementuje obé Ciarletova
pojednéni [C1, C2].

REFERENCE

[C1] P. G. Ciarlet, Basic error estimates for elliptic problems, Handbook of Numerical Analysis,
Vol. IT (P. G. Ciarlet and J. L. Lions, eds.), North-Holland, Amsterdam, 1991,19-351.

[C2] P. G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North-Holland, Amsterdam,
1978.

Prof. Wahlbin byl matematik svétového vyznamu: napt. v Handbook of Nu-
merical Analysis, Vol. IT ma na str. 353-522 kapitolu s nazvem Local Behavior in
Finite Element Methods.

Je nutné zduraznit, ze moje londynskd kniha vysla v roce 1990, kdezto Ciarle-
tova prace [C1] az v roce 1991. Déle: (1) V mé londynské knize neni na zadném
misté pouzit vyraz ,Super teorém®. (2) S prof. Wahlbinem jsem se nikdy nesetkal,
ani si s nim nevymeénil jakykoliv dopis ¢i e-mail.
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DODATEK 2 (O SLABYCH RESENICH A KVADRATICKYCH FUNKCIONALECH)

Necht Q je ohrani¢en4 oblast v roviné (x1,z2) s po ¢astech hladkou hranici 9.
Uvazujme tento linedrni okrajovy problém:

2.9 ou
- Z 87% (kwaxz> =f v, (1)

ij=1
u=up nally, (2)
2
ou
ijz::l kij%nj =q na FQ, (3)

kde I'1, T's jsou takové relativné oteviené podmnoziny hranice OS2, ze
I'iNTy =0, meas; 'y + meas; 'y = meas; 02, meas; ' > 0.

Symboly k;;, f, up a g oznacuji dané dostatecné hladké funkce bodu z = (x1, z2)
(jejich hladkost je specifikovdna na piislusném misté, zejména v Predpokladech
31.1 uvedenych v Dodatku 3) a n = (n1,ns) je jednotkovd vnéjsi normala k hranici
09, n; = n;(x). Koneéng, symbol meas; I' znaé{ jednorozmérnou miru oblouku I'.

Pozndmka 1. a) V piipadé jednoduse souvislé oblasti © nejjednodussi piipad
oblouki I'y, I'y, kde I's # ), Ize popsat takto: Existuji dva rtuzné body A € 99,
B €09, ze 00 =T, UTy,U{A, B}, Ty =Ty U{A, B}, kde I'; oznacuje relativni
uzaver I';.

b) Ve specidlnim piipadé k;; = ¢;;, kde d;; = 1 pro ¢ = j a d;; = 0 pro i # j,
se rovnice (1) redukuje na Poissonovu rovnici —Au = —i’l‘ — Py f vQa
okrajova podminka (3) na tvar: % = ¢ na I's.

Definice 2 (klasického feseni okrajového problému (1)—(3)). Necht funkce k;;
jsou spojité i se svymi obéma prvnimi parciadlnimi derivacemi na mnoziné Q UT's,
tj. struéné k;; € C1(QUTs). Necht déle up € C°(I'1) a ¢ € C°(I'2). Potom funkce
u € C%(Q), ktera splituje rovnici (1) a podminky (2), (3), se nazyva klasickym
Fesenim okrajového problému (1)—(3).

Abychom ziskali slabou (resp. varia¢n{) formulaci problému (1)—(3), predpoklé-
dejme, ze jeho klasické Feseni existuje, a ndsobme (1) libovolnou funkef v € V|
kde

V={veH(Q):v=0nal}. (4)
Symbol H!(Q) piitom zna¢i mnozinu funkei, které jsou na  kvadraticky inte-
grovatelné (tj. v € L2(€)) a které maji na Q kvadraticky integrovatelné prvn{
zobecnéné derivace (viz Definici C v Dodatku 3). Prozatim poznamendvdme, ze
napi. funkce, kterd je spojitd na Q a ma v € po ¢astech spojité klasické prvni
derivace, nalezi do H'(2). Po integraci pies {2 dostaneme

2

0 ou

ij=1
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Levou stranu (5) upravme pomoc{ Greenovy formule fQ B uv)dx = [puvn;ds:

‘Z/ axj( >dx

1,0=1
ou v
__Z/anj<”a >dx+z Q Uaffzaxgdx

1,9=1
ou Ov
:_Z/ “k”a ”Jdﬁz/k”axzam
4,j=1 i,5=1

Podle (3) a (4) plat{

- Z/ vkij=— anS——/ vgds,
[2]9] Ox; Iy

7,7=1

takze vztah (5) muze byt psén ve tvaru

ou (%
Z/ i D axj /Qvfdx—i-/quds. (6)

3,j=1
Polozme kvuli stru¢nosti

ov 6w
U ’LU Z / 17 al’z ax] €T, (7)

1,7=1
L(v)z/gvfdx—k/F vgds. (8)

Potom (6) m4 tvar

a(u,v) = L(v) YveV.
Protoze tento vztah muze byt splnén funkci u, kterd je méné hladkd nez klasické
feseni problému (1)—(3), jsme motivovéani formulovat nésledujici variaéni problém.

Problém 3. Nechtf ohrani¢end oblast 2 mé po éistech hladkou hranici 6
bez bodi vratu. Necht k;; € C°(Q). Necht déle u* € H?(2) je funkce takova, ze
up = u* na I'y. Necht f € La(Q) a ¢ € Ly(T'2). Problém zni: naleznéte takovou
funkci u € HY(Q), 7e

u—u* eV, 9)

a(u,v) = L(v) Yv eV, (10)

kde prostor V je definovdn vztahem (4) a forma a(u,v), resp. L(v) vztahem (7),
resp. (8).

Pozndmka 4. a) Predpoklady problému 3 o funkcich k;j;, f, ¢ zarucuji, ze in-
tegraly definujici formy a(v,w) a L(v) jsou koneéné pro viechna v, w € H'(Q).

b) Vztah (9) implikuje u = up s.v. na 'y, coz je okrajovd podminka (2) napsand
pro funkci u € H'(Q).
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Lemma 5. a) Necht problém (1)—(3) md klasické veseni u. Potom u je Fesenim
problému 3.

b) Necht problém 3 md reseni u. KdyZ toto FeSeni i funkce kij, f,q jsou do-
statecné hladké, potom u je klasickym teSenim problému (1)—(3).

Tvrzeni a) plyne ze vztahu (1)-(10). Tvrzeni b) je dokdzdno v [12, Lemma 1.5].
Lemma 5 zduvodriuje, pro¢ feseni problému 3 se téz nazyvé slabym resenim okra-
jového problému (1)—(3).

Véta 6 (o minimu kvadratického funkciondlu). Nechf bilinedrni forma a(v, w),
kterd vystupugje ve formulaci problému 3 je symetrickd, tj.

a(v,w) = a(w,v) Yv,w € HY(Q). (11)
Je-li také V -eliptickd, tj. kdyz plati
a(v,v) > BHUH%Q YoeV (8 = konst > 0), (12)

kde V ={ve HY(Q):v=0naTl1} (viz (4)), potom funkce u € H'(Q) je jedingm
resenim vartacniho problému 3, kdyZ a jen kdyZ ostre minimalizuje kvadraticky
funkciondl

II(v) = = a(v,v) — L(v) (13)
na mnoziné u* + 'V, tj.
M(u) <TI(v) Yveu 47V, (14)
kde znameni rovnosti plati pouze pro v =u a kde
w+V={we H(Q):w=u"+vVveV}L
Drikaz. Mnozina u* + V muze byt psana také ve tvaru
WV ={ve H(Q):v=u+ w VR Yw c V}, (15)
protoze u = u* na I'y. Necht v € u* + V. Potom podle (13) a (11) plati

M(u 4+ Aw) —H(u) = ! alu + dw,u + Aw) — L(u + dw) — % a(u,u) + L(u)

2
2
= %a(u, w) + %a(w,u) + % a(w,w) — AL(w) (16)
)\2
= ANa(u,w) — L(w)] + 5 alw,w).
a) Necht u je jediné feSen{ varia¢niho problému 3. Potom podle (10) a (16)
2
M(u + Mw) — (u) = /\? a(w,w).

Tento vysledek a V-elipticita formy a(v,v) implikuji, ze funkce u ostfe minimali-
zuje kvadraticky funkciondl II(v) na mnoziné u* + V.

b) Nyn{ dokdZeme opa¢nou implikaci. Necht n&jak4 funkce u ostfe minimalizuje
kvadraticky funkcionél I1(v) na mnoziné u* + V. Existuje-li takova funkce wy € V,
ze

a(u, wy) # L(wo), (17)
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potom, zvolime-li A = —[a(u, wg) — L(wp)]/a(wo, wp), dostaneme ze (16)
[a(u, wo) — L(wg)]?
II —II(u) = —
(1 + Auwo) () 2a(wq, wo) <0,

protoze podle (12) je a(wg, wo) > 0 (funkce wy nemuze byt ekvivalentni nule — viz
(17)). Dostali jsme IT(u + Awg) < II(u), coz je ve sporu s predpokladem, ze plati
(14). Tedy (17) neplati, takze funkce u splituje (10), tj. funkce u je jediné fesent
varia¢niho problému 3. O

Pozndmka 7. Necht k;; € CO(Q).

a) Vztah (11) plati prave tehdy, kdyz k;;(z) = kj;(x) Vo € Q.

b) Kdyz 38 > 0 takové, ze > k;ij(x)&:6; > B(E3 + &3) Vo € Q, V&1, & € R, potom
plat{ (12).

DODATEK 3 (INTERPOLACE JEDNODUCHEHO SLOZITEJSIM)
(Zde pouzité ¢&islovani je prevzato z knihy [13].)

28.12. Definice. Necht ohrani¢ens oblast @ C R? m4 polygonalni hranici.

Mmnozinu
T = (T\,Ts,....T,)

sestavajici z koneéného poctu uzavienych trojihelniki Tj nazyvame triangulact
oblasti £, jsou-li splnény tyto dvé podminky:
a) Q= U?:l Ty,
b) libovolné dva trojihelniky TZ-,TJ- € 7T jsou bud disjunktni, nebo maji spoleé¢ny

vrchol, nebo spole¢nou stranu.

Symbol Tj znati triangulaci sestavajici z trojuhelniku majicich vsechny strany
krats{ nez h. V dalsim pfedpokldddme, ze h € (0,1) a ze kazdd triangulace Ty,
oblasti € s polygonalni hranici je konzistentni s hranici 0.

29.1. Definice. Rekneme, ze triangulace Tp, je konzistentni s polygondlni hra-
nicf 08, jestlize zadny trojihelntk 7" € Tj s vlastnost{ meas; (97 NT'1) > 0 nemd
spolecny bod s 'y = 9Q \ T'y.

Definice A (Triangulace 7, a idedlni triangulace 7'¢ ohranicené oblasti €2,
kterd obecné nemé polygondln{ hranici).

a) Aproximujme uzavienou oblast { uzavienou oblasti €2}, s polygonaln{ hranic{
0, tak, ze vrcholy polygonalni ¢ary 90y, lezi na 0f). Triangulaci oblasti 2, podle
Definice 28.12 nazveme triangulaci oblasti € a budeme ji opét znacit Ty, kdyz
h e (0,1).

b) Trojihelnik T € T; s prdvé dvéma vrcholy na 9 se nazyvd hranicnd
trojuhelnik.

¢) Necht T € T, je hrani¢n{ trojihelntk a PL, P, PI jsou jeho vrcholy (v lo-
kdlnfm znaceni), piicemz PJ,P{ € 0. Necht 2k je ¢ast 99, kterd je apro-
ximovéna tiseckou P{ PY. Uzavieny trojihelnik T'¢ s dvéma pifmymi stranami
PIPI, PI'PI a kiivou stranou ¥4 nazyvéme idedind trojihelnik. (Trojihelnik T
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aproximuje idealn{ trojihelnik 7%, ktery je sdruzen (asociovan) s T.) Nahradime-
li vSechny hranién{ trojihelniky v triangulaci 7j, jejich asociovanymi idedlnimi
trojtihelniky T4, dostaneme idedini triangulaci 7' oblasti Q asociovanou s trian-
gulaci 7p,.
Definice B (Multiindexy, derivace). Necht N = dim 2. Vektor
a = (al,...,aN)
se slozkami o; € Ny (i = 1,...,N), kde Ng = N U {0}, se nazyvd multiindexem
dimense N. Cislo |a| = a1 + - - + an se nazyva délka multiindezu . Symbol D
definovany vztahem
olely
ozt ... 0x3\N

se pak nazyva derivace v multiindexovém znaceni.

D%y =

Definice C (Zobecnéné derivace a Sobolevovy prostory H*(Q)). Funkce u(®) €
L2(9Q) (|a] < k), které vystupuji na levé strané defini¢niho vztahu

[ upde = (-1 [ uprods vp e CR@), lal <k, (+)
Q Q

se nazyvaji zobecnéngmi derivacemi funkce u € Lo(Q2), kterd vystupuje v inte-
grandu na pravé strané (x). Zobecnéné derivace jsou ¢astéji oznacovany symboly
D%u.

Necht € je ohrani¢end dvojrozmérnd oblast, jejiz hranice sestava z koneéného
poctu hladkych éasti®. Symbol H¥(Q) znaéi linedrni normovany prostor funkei
u € Ly(Q), které maji zobecnéné derivace u(®) = D% € Ly(Q) spliujici definicni
vztah (x) pro viechny |a| < k; norma || - [lx.q je v H*(Q) déna vatahem [|ull} o, =
(’LL, u)k,g, kde

(u, Vg0 = Z / D%u(z)D%v(x) d.
Q

la|<k
Definice D (ruzné oznaceni).
a) Pa(n) je mnozina vSech polynomu dvou proménnych nanejvys stupné n.
b) V={ve HY(Q): v|F1 = 0}.
c) Xp ={v e’ Q) : ’U‘T je linedrni VT € Tp}; X} je koneénéprvkovd aproxi-
mace prostoru H().
d) Vi, ={veX,: 11|F} = 0}; Vi, je konecnéprvkové aproximace prostoru V.
31.1. Pfedpoklady. Necht {Q,} (h € (0,ho)) je mnozina polygonélnich apro-
ximaci mnoziny €. Nechf Q C R? je ohranitend oblast takovd, ze © D QU Q,
Vh € (0, ho). Necht funkce f:Q — R up: Ty > RY, g: Ty > R a k1 Q — R
(i = 1,2) maji nédsledujici vlastnosti:
a) f je spojitd a ohraniCend na O spolu se svymi prvnimi derivacemi.
b) Existuje u* € H2() tak, Ze up = u*|r,.

5Tj. pripoustime existenci fezu do €.
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c¢) Funkce ¢ a hranice 9Q jsou po &astech tiidy C3.
d) Funkee k;; jsou spojité a ohranic¢ené na 0SQ.
e) Existuje 8 > 0 tak, ze

2
D ki&ig; > BE +€3) VE,& eRY
ij=1
je tedy splnéna podminka V-elipticity pro formu a(v,w) definovanou v (7).
31.2. Slaba formulace spojitého problému. Naleznéte funkci u : Q — R!
takovou, ze
uwe HY(Q), u—u* €V,
a(u,v) = L(v) Yv eV,
kde forma a je definovédna v (7) a forma L v (8).
Slabou formulaci diskrétniho problému ziskame ve dvou krocich: Napied vy-

tvorime slabou formulaci prechodového problému a potom vsechny formy vysky-
tujici se v této formulaci aproximujeme numerickou integraci.

31.3. Slab4 formulace pfechodového problému. Nechf
Wh = {’U € Xh : ’U(Pl) = u*(Pi) VR € op ﬁf1}7

kde o5, je mnozina uzlovych bodu v triangulaci 7. Naleznéte funkci u, € Wy
takovou, ze

Adh(ﬁh,v) = Eh(v) Vv € Vy,
kde

2
~ ov Jw ~
ap(v,w) = g /Qh kija—xia—xjdx a Lh(v)—/ﬂhvfdx—t—/rquhds,

i,j=1
pficemz ¢ je funkce definovana na I'jo, kterd vznikne pfenosem funkce g z I'; na
T'ha (podrobné viz [13, 31B.4]).

31.4. Slaba formulace diskrétniho problému. Necht formy ay, (v, w) a Ly (v)
jsou ziskany z forem @y, (v, w) a Ly (v) pomoci numerické integrace. Naleznéte funkci
up, € Wy, takovou, ze

ap(up,v) = Lp(v) Yo € Vj,. (31.41)

31.10. Véta (Abstraktni odhad chyby). Jsou-li dand data dostatecné hladkd,
pak plati pro vsechna h € (0, hg)

an(uc,w) — Ly (w
we—unln, < €4 inf e~ o, + sup PG = el
vEW), wev, l[wll1,0,
w#0
- 31.47
. |an (v, w) — ap(v, w)| ( )
+ inf sup ,
vEthEVh ||w||179h
w#0

kde uc je Calderonovo prodlouzeni veseni u € H®(Q) (k > 1) slabé formulace
spojitého problému 31.2, up € Wy je reSent slabé formulace diskrétniho problému
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31.4 a kde konstanta C nezdvisi na teseni u € H*(Q) a prostorech X;, = {v €
C°(,) : v|r je linedrni VT € Ty}. Forma ay, je definovdna v 31.3 a formy ap
a L, v3l4.

Prvni vyraz na pravé strané (31.47) vyjadiuje interpola¢ni chybu metody ko-
ne¢nych prvki. Tieti vyraz vyjadiuje chybu numerické integrace. Oba tyto vyrazy
Ize odhadnout zobecnénim standardnich obratu. Konetné, druhy vyraz vyjadiuje
chybu, ktera zavisi na aproximaci zakfivené hranice. Pti jejim odhadu se doposud
uzivala Greenova véta; pro jeji aplikaci je zapotiebi, aby presné feSeni variacniho
problému nélezelo alespont do H2(2).

Abychom odhadli druhy vyraz na pravé strané (31.47) pomoci interpolace jed-
noduchého slozitéjsim (tj. bez pouziti Greenovy véty), uvedeme jisté pomocné véty
a pojmy. Jako obvykle, symbol Ty znaci uzavieny trojiuhelnik, ktery lezi v roviné
&1,& a mé vrcholy Py = [0,0], Py = [1,0], Py =[0,1].

31.15. Lemma (Zldmaliv idedlni koneény prvek). a) Necht T'¢ je idedini
trojiihelnik s vrcholy PE (i = 1,2,3), pricemz Py, PL € 0. Ezistuje transfor-
mace

x1 =2 (&1, &), 2 =25 (&, %) (31.69)
kterd zobrazuje Ty jednojednoznacné na T'Y, pricemz vrchol P} je zobrazen na vr-
chol PT (i = 1,2,3). Jestlize & € (0,1), & = 0, potom (31.69) je parametrickym
vyjddrenim tsecky PL PY; jestlize & = 0, & € (0,1), potom (31.69) je paramet-
rickym vyjddrenim tsecky Pl PL; jestlize & € (0,1), & = 1— &1 potom (31.69) je
parametrickym vyjddrenim zakiivené strany f; proku T,

b) Necht p(&1,&2) € Pr, (1) = {p|r, : p € P2(1)} a necht

& =& (e, m2), & =& (w1, 22) (31.70)
je inverznd transformace k (31.69). Potom funkce (idedlni konecny prvek)
@(-TlaJ:Z) :p(gild(xlva)?giZd(xlaxQ)) (3171)

md tyto vlastnosti:
a) w(wy,xz2) je linedrni podél tisecek PL P, PLPT.
B) w(PT) = p(PF) = w(PT) (i =1,2,3), kde w(PF) jsou dané hodnoty.
v) Kdyz w(P]) = w(PL) =0, potom w(P) = 0 pro viechny body P € i;,
Dukaz je v [32], resp. [12, kap. 22], pficemz odvozen{ a explicitni vyjddieni
transformace (31.69) je uvedeno v [12, kap. 22, vztah (22.17)].

Interpola¢ni vlastnosti funkce w(x1, z2) jsou popsdny v ndsledujicim lemmatu,
které je specidlnim piipadem [32, Theorem 2[; viz také [12, kap. 25] .

31.16. Lemma (Zldmaliv interpolaéni teorém). Necht w € H?(T'Y) a nechf
w(Pl) =w(Pl) (i=1,2,3), (31.72)
kde w je idedlni konecény prvek z Lemmatu 31.15. Potom

@ — wl|spia < CR* *||lw|lapia  (s=0,1). (31.73)
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31.17. Definice (pfirozeného prodlouéeni);Nech’iw € i(h‘ Funkei w : Qp, Ug —
R! nazyvame prirozengym prodlouzenim w z Qp na Q;, UQ, kdyz w = w na Qy, a
E’Tid = P|pia DA T4 5T, kde p € P2(1) je polynom splitujici p’T = w’T.

31.18. Definice (funkce @ € V, kterd je asociovani s w € V},). Necht w € Vj,.
Funkci @ € V nazyvdme asociovanou s w, kdyz
a) W€ C%Q);
b) w(P;) = w(P;) VP; € oy, kde oy, je mnozina vsech uzlovych bodi (tj. vrcholu
trojihelnika) v Tp;
¢) @ je linedrni na kazdém trojihelniku 7' € {7, N 79} a na kazdém idedlnim
trojihelniku T'9 € 719, ktery lez podél I'y (tj. @ = w na T'Y D T a @|pia je
restrikef funkce w|7 na T C T');
d) kdyz T'9 € T4 lezi podél T'y a T € Tj, je jeho aproximace, potom
a) v pifpadé T C T plati @ = 0na T4\ T a @ =wna T,
B) v pifpadé T4 C T plati @ = w na T', kde @ je idedlni koneény prvek
definovany v (31.71).

31.19. Lemma. Necht funkce w € V je asociovand s w € V,, kde V;, = {v €
Xp i vlr, =0} a Xp = {v € C%Q) : v|r je linedrni VT € Ty}. Necht idedlni
trojuhelnik T'Y lezi podél Ty a necht T € Ty, je jeho aprozimace. Kdyz 7 cT,
potom

lw— @y e < Ch|lwllyria < Chllw||yr, (31.74)
kde C je konstanta nezdvisld na h a w.

Ditkaz. Lemma 31.19 je bezprostfednim dusledkem Lemmatu 31.16 a Defi-
nice 31.18, protoze |[wl|y pia = [[wl|; ria < Cllwll1,r pro w € Pa(1). O

31.19a. Poznamka. V Lemmatu 31.19 aproximujeme linedrni polynom ome-
zeny na T'4 komplikovanéjsim Zldmalovym idedlnim koneénym prvkem, ktery je
zaddn stejnymi tFemi hodnotami, abychom dostali na pravé strané (31.74) pouze
normu ||wl||;, 7. Tento relativné jednoduchy trik, ktery byl nepovsimnut 15 let,

hraje vyznamnou roli v [40] v analyze nelinedrnich eliptickych problému. Pomoc{
interpolace jednoduchého slozitéjsim 1ze totiz odvodit
|Ln(w) = @n (@, w)| < Ch*2||wl|0, Yw € Vi, (%)

kdyz u € H*(Q)), s = 1,2. Vztah () je podrobné dokézdn v [43] v zévéru kapi-
toly 31.
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