
Kvaternion 1–2/2019, 3–21 3

BYL JSEM U TOHO!

aneb

50 let matematické teorie metody konečných prvk̊u

ALEXANDER ŽENÍŠEK

Abstrakt. Rozvoj a užit́ı metody konečných prvk̊u (MKP, the finite element me-

thod) byl spjat v inženýrských kruźıch (hlavně v USA) s rozvojem a užit́ım vý-
konných samočinných poč́ıtač̊u. Proto začala být MKP rozv́ıjena až v polovině pa-

desátých let, a to zejména ve stavebńım a leteckém inženýrstv́ı.

V tomto článku jsou popsány hlavně začátky matematické teorie MKP v letech
1967–1973, které d́ıky jednomu bystrému brněnskému inženýrovi byly v šedesátých

letech pouze v rukou matematik̊u z provinciálńıho Brna, jak si to pamatuje autor

článku. Ostatńı pamětńıci popsaných událost́ı jsou již po smrti. Zbytek matema-
tického světa se s matematikou MKP seznamoval z článk̊u brněnských autor̊u.

Dne 17. dubna 1969 odstoupil z funkce prvńıho tajemńıka KSČ Alexander Dub-
ček a t́ım i formálně skončil posledńı záchvěv pražského jara 1968. Většina Čech̊u a
Slovák̊u asi toto datum zapomněla; já si je pamatuji jenom proto, že matematická
teorie metody konečných prvk̊u měla v ten den právě jeden rok.

Je ovšem nutné definovat, č́ım rozumı́me prvńı den matematické teorie. Ztotož-
ňuji se s názorem, že je to datum zasláńı článku, který vyšel prvńı v rámci této
teorie v matematickém časopise. Prvńı matematický článek o metodě konečných
prvk̊u vyšel v roce 1968 v Numerische Mathematik, měl název On the finite element
method, autorem byl Miloš Zlámal a pod jeho jménem stálo: Received April 17,
1968 – viz [15]. (Můj článek [20] sice došel do Aplikaćı matematiky 28. 3. 1968,
ale vyšel až v roce 1969. Oba články [15, 20] by nespatřily světlo světa, kdyby se
jejich autoři neseznámili v roce 1967 s Ing. Jǐŕım Kratochv́ılem, CSc., odborným
asistentem na stavebńı fakultě Vysokého učeńı technického (FAST VUT) v Brně,
iniciátorem dvojice článk̊u [11, 12].)

Pojem
”
metoda konečných prvk̊u“ potřebuje alespoň minimálńı výklad. Je to

metoda pro nalezeńı přibližných řešeńı variačńıch problémů. Variačńım problémem
přitom rozumı́me problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maximalizuje) nějaký
kvadratický funkcionál na tř́ıdě př́ıpustných funkćı, které se často nazývaj́ı stavy.
Nejjednodušš́ım a nejpř́ıstupněǰśım př́ıkladem je princip minima potenciálńı ener-
gie, podle kterého se ze všech př́ıpustných stav̊u realizuje ten, ve kterém je po-
tenciálńı energie dané soustavy minimálńı. (Ještě konkrétněji: představte si kulič-
ku, kterou vlož́ıme do misky kulovitého tvaru, a to nikoliv na dno. Kulička v misce
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chv́ıli kmitá, až se ustáĺı na dně misky. Každá z poloh kuličky v misce je př́ıpustná,
na dně má však kulička potenciálńı energii minimálńı.)

Formulovat nějaký variačńı problém matematicky vyžaduje jisté úsiĺı. Proto
je velké štěst́ı, že existuj́ı tř́ıdy variačńıch problémů; v každé tř́ıdě se problémy
lǐśı pouze geometrickým tvarem oblasti, na které jsou definovány, a dodatečnými
podmı́nkami (většinou okrajovými a počátečńımi) a materiálovými konstantami.
Máme-li dva variačńı problémy téže tř́ıdy dané na r̊uzných oblastech a s r̊uznými
vedleǰśımi podmı́nkami, jde o dva matematicky r̊uzné problémy, z nichž každý se
muśı řešit samostatně. Jsou to však velmi podobné matematické problémy. Do-
nedávna (tj. do konce šedesátých let dvacátého stolet́ı) jediný zp̊usob, jak tyto
problémy řešit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici př́ıslušného problému. Dostali
jsme tak počátečńı (či počátečńı-okrajový) problém pro parciálńı diferenciálńı rov-
nici. Z matematického hlediska sestaveńı takového počátečńıho-okrajového problé-
mu znamená vyřešeńı p̊uvodńıho variačńıho problému, protože byl formulován
snazš́ı matematický problém. Z praktického hlediska ovšem bylo nutné pokusit se
o řešeńı tohoto snazš́ıho problému. Drtivou většinu těchto problémů nelze řešit
analyticky a z přibližných metod byla k dispozici pouze tzv. metoda śıt́ı. Ta se
však neumı́ dobře vypořádat s nepravidelným tvarem oblast́ı a s Neumannovou
okrajovou podmı́nkou (či jinou nestabilńı okrajovou podmı́nkou). Situace byla pro
matematiky v polovině šedesátých let dosti tristńı: o metodě śıt́ı mohli pilně teore-
tizovat, dobré výsledky však nedávala. Nedobře na tom byla také Ritzova variačńı
metoda vzhledem ke své nestabilitě. A tu přǐsel Zlámal se svým článkem a téměř
přes noc (přesněji během necelého roku) se stal světovou jedničkou v numerické
analýze. Vysvětĺım proč.

Vı́tězslav Nezval napsal ve čtvrtém zpěvu Edisona:

Je to úmysl a trochu náhoda
stát se presidentem svého národa.

Stejně je to úmysl (pokud t́ım nazýváme ctižádostivou ṕıli) a trochu náhoda
stát se světovou jedničkou ve svém oboru. Miloš Zlámal d́ıky jednomu svému
kladnému povahovému rysu této náhodě dosti pomohl. T́ım jeho pozitivem byla
ochota naslouchat každému inženýrovi a snažit se mu pomoci, pokud žádal o po-
moc. A protože jako ředitel výpočetńıho centra VUT v Brně se často setkával
s inženýry, kteř́ı tam poč́ıtali na tehdy moderńım poč́ıtači DATASAAB D21,
zaj́ımal se také o jejich práci. V roce 1967 tam často poč́ıtali ve dvojici inženýři
Kratochv́ıl a Leitner. Protože Zlámal skoro o ně zakopával, jednoho dne mu to
nedalo a zeptal se, co pořád pilně poč́ıtaj́ı. A k svému velkému překvapeńı se
dozvěděl jemu neznámý výraz: metoda konečných prvk̊u. Poč́ıtali touto metodou
statický výpočet jedné přehrady. Ing. Jǐŕı Kratochv́ıl, potom dlouhá léta profesor
a DrSc., byl totiž duše zv́ıdavá a vypěstoval si už před mnoha lety zvyk sledovat
všechnu dostupnou časopiseckou inženýrskou literaturu, která jen trochu souvisela
s jeho oborem. A tak, ačkoliv byl vodař, alespoň okrajově, ale pravidelně sledo-
val americké letecké žurnály (ve vědecké knihovně Vojenské akademie Antońına
Zápotockého (VAAZ) byly v Brně k dispozici), a tak jednou na počátku roku 1965
ho v časopisu AIAA zaujaly konstrukce trup̊u letadel sestavené z trojúhelńıčk̊u
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a mal̊uvky r̊uzných trojúhelńıkových prvk̊u. Dočetl se tam o finite element me-
thod, což si pro sebe přeložil jako metoda konečných prvk̊u. (Přirozeněǰśı překlad
metoda konečného prvku, který byl později propagován, se neujal.) Začal studovat
články podrobně.1 Po d̊ukladněǰśım zvážeńı se rozhodl pokusit se o samostatnou
praktickou aplikaci: dal si za úkol vytvořit v praxi aplikovatelný program pro sta-
tické výpočty zemńıch hráźı a přehrad. Úkol nelehký: nejenže se musel doučit
mnohé z programováńı, ale musel také rozřešit to nejtěžš́ı, totiž sestavit algorit-
mus vytvořeńı celkové matice tuhosti a vektoru pravé strany výsledné soustavy
lineárńıch algebraických rovnic z elementárńıch matic a vektor̊u. To v článćıch
totiž nebylo. Jak řešit velkou soustavu lineárńıch algebraických rovnic co nejrych-
leji, dal za úkol svému spolupracovńıku Ing. Frantǐsku Leitnerovi z Hydroprojektu
Brno, který byl mým bridžovým partnerem. Ten mě také seznámil v březnu 1967
s Ing. Kratochv́ılem, protože podle Ing. Kratochv́ıla už potřebuj́ı matematika,
a Frantǐsek kromě mne jiného matematika osobně neznal (ačkoliv já měl k ma-
tematikovi ještě dost daleko). Hned při našem prvńım setkáńı mi Ing. Kratochv́ıl
p̊ujčil Syngeovu knihu [5], kde jsem nalezl interpolačńı teorém pro hladké funkce,
které jsou na trojúhelńıćıch aproximovány lineárńımi polynomy. Zaj́ımavé je, že
tento teorém respektuje podmı́nku maximálńıho úhlu, která se začala systematicky
studovat až v devadesátých letech. Jedńım z prvńıch takových článk̊u byl článek
[41].

V ř́ıjnu 1967 mi dal Ing. Kratochv́ıl fotografickou kopii článku inženýr̊u Pin
Tonga a T. H. H. Piana [10] z časopisu Solids and Structures o konvergenci metody
konečných prvk̊u. (T́ım, že jsem ten článek

”
přeložil“ do matematiky, něco zobecnil

a přidal, přizp̊usobil pasáže ze slavné Michlinovy knihy [2], užil též [4], a něco nav́ıc
vymyslel, jsem napsal obhajovatelnou kandidátskou práci, kterou jsem v hrubém
rukopise dokončil 5. března 1968.)

Takový byl stav, když v listopadu 1967 dal Ing. Kratochv́ıl svou prvńı informaci
o MKP prof. Zlámalovi (jako řediteli výpočetńıho centra VUT v Brně), když se
Kratochv́ıla zeptal, co s Leitnerem u nich v Laboratoři poč́ıtaćıch stroj̊u (LPS)
pořád poč́ıtaj́ı. Popsal mu v ńı princip metody a na co ji konkrétně aplikuj́ı.
Zlámalova prvńı reakce byla:

”
No, mysĺım, že metoda śıt́ı je lepš́ı“.

Zlámal však rozpoznal v inženýrském př́ıstupu polozapomenutou Courantovu
myšlenku z roku 1943 publikovanou v [1], která zapadla proto, že tehdy nebyly
poč́ıtače, na kterých by se dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal Krato-
chv́ıla a nechal si od něj podrobněji o MKP poreferovat. Dozvěděl se tak mimo jiné
o do té doby známých interpolačńıch polynomech 2. a 3. stupně na trojúhelńıku,
které dodnes inženýři nazývaj́ı Veubek̊uv prvek [7] a Holand̊uv prvek [13] podle
jejich prvńıch uživatel̊u. Nav́ıc ukázal Kratochv́ıl Zlámalovi Zienkiewiczovu knihu
[9], kterou mu zrovna poslali z Londýna.

Protože Zlámal zrovna neměl na čem pracovat, dal si za ćıl dokázat konvergenci
metody konečných prvk̊u při použit́ı Veubekova prvku. Práce se mu tak dařila, že

1Jedńım z nejznáměǰśıch článk̊u byl článek [3], kde mı́sto finite element method se už́ıval ještě

pojem stress and displacement analysis.
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dokázal konvergenci i pro Holand̊uv prvek a nav́ıc zkonstruoval trojúhelńıkový C1-
prvek, tj. polynom jednoznačně určený takovými parametry, že globálńı funkce,
která je pomoćı něj na triangulaci zkonstruovaná, je spojitá i s oběma svými
prvńımi parciálńımi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygonálńı hra-
nićı. To už byl velký výsledek, a když po vtipném triku dokázal také př́ıslušný
interpolačńı teorém, byl článek hotov.

V květnu 1968 sice v Numer. Math. vyšel článek amerických autor̊u Birkhoffa,
Schultze a Vargy [14] na podobné téma – pojednával o konvergenci Galerkinovy–
Ritzovy metody při použit́ı Ahlinových polynomů z roku 1964 (viz [6]), což jsou
vlastně obdélńıkové Cm-prvky. Vzhledem k malé použitelnosti obdélńıkových prv-
k̊u byl Zlámal̊uv výsledek obecněǰśı, nav́ıc originálněǰśı, měl ve svém názvu MKP
a poukazoval na současné inženýrské trendy. (Byl jsem zrovna u Zlámala, když
poprvé článek [14] otevřel. Zarazil se, zbledl, ale po chv́ıli řekl:

”
To jsou jen

obdélńıkové prvky a o MKP zde neṕı̌sou nic!“) Zlámal je tedy prvńı matema-
tik, který ve své práci užil výraz metoda konečných prvk̊u. Svým článkem Zlámal
poukázal na jednu oblast matematiky velmi málo zmapovanou – jej́ı mapa měla
velký nápis HIC SUNT LEONES. Zaj́ımavé je, že v roce 1968 publikovali čtyři
r̊uzńı inženýři stejný trojúhelńıkový C1-prvek – ovšem bez př́ıslušného interpolač-
ńıho teorému, pouze s poukazem na možnosti při řešeńı tenkých desek (viz [16, 17,
18, 19]). Tento C1-prvek je zadán 21 parametry: v každém vrcholu trojúhelńıkového
prvku funkčńı hodnota, obě prvńı parciálńı derivace a všechny tři druhé parciálńı
derivace. (Zat́ım jsme předepsali 18 hodnot.) Posledńı tři hodnoty jsou tyto: v p̊u-
ĺıćım bodě strany PiPj (i = 1, 2, j = 2, 3, i < j) je předepsána derivace podle
normály. Tato normála je orientována tak, že při pohledu v jej́ım směru je vrchol
Pi po naš́ı levé ruce.

I když byl ve své podstatě Zlámal vždy vlk – samotář, v té době jsme si to ani
neuvědomovali. Ing. Kratochv́ıl se u něj pravidelně při svých návštěvách v LPS
stavoval, Zlámal se neměl kromě mne s nikým o MKP možnost bavit a tak jsme
dosti často spolu všichni tři družně sedávali v Zlámalově pracovně. Tento kolek-
tiv se na jaře 1968 rozrostl o daľśıho člena: programátora Ing. Holušu – budoućı
programátorskou jedničku přes MKP v Československu. Zlámal totiž chtěl svoje
výsledky ověřit v početńı praxi a pověřil proto Holušu, aby mu jeho algoritmus pro
výpočet tenké desky při použit́ı jeho trojúhelńıkového C1-prvku naprogramoval.

Kratochv́ılovy programy obsahovaly jako konečněprvkovou násadu funkce, které
byly po trojúhelńıćıch polynomy prvńıho stupně, takže Holušova úloha nebyla
lehká: musel Kratochv́ılovy programátorské postupy zobecnit pro polynom pátého
stupně, kde kromě derivaćı prvńıho a druhého řádu vystupovaly také derivace
podle normály. Holuša vždy ř́ıkal, že programovat konečné prvky je snadná věc
(ale v závorce dodával, že hledat chyby při laděńı je velmi obt́ıžné). A laděńı
při tak komplikovaném programu bylo k zoufáńı, protože výsledky testovaćıch
př́ıklad̊u byly takové neslané nemastné – zkrátka nepřesvědčivé vzhledem k teore-
ticky předpovězené přesnosti. Zlámal se ptal Kratochv́ıla:

”
A poč́ıtal tou metodou

v̊ubec někdo něco.“ Kratochv́ıl se jen smál a ř́ıkal Zlámalovi, aby byl trpělivý.
V polovině července 1968 našel Holuša po několikanásobné kontrole chybu v jed-
nom indexu a testovaćı př́ıklady najednou vyšly s přesnost́ı na osm platných č́ıslic
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– čili naprosto přesvědčivě potvrzená teorie. Zlámal týden na to odjel na konferenci
do Edinburgu a tam požádal předsedaj́ıćıho, aby směl hovořit o něčem naprosto
jiném než na začátku roku oznámil. To byl prvńı mezinárodńı referát o metodě
konečných prvk̊u.

Když se metoda konečných prvk̊u osvědčila i v tak komplikovaném př́ıpadě jako
pr̊uhyb tenkých desek, projevil se Kratochv́ıl̊uv cit pro situaci a jeho organizačńı
talent. Navrhl Zlámalovi, aby v prvńı polovině roku 1970 proběhl v LPS kurs z me-
tody konečných prvk̊u pro inženýry z r̊uzných podnik̊u a vysokých škol. Aby měl
kurs d̊ustojnou úroveň, musela se k němu připravit dobrá skripta [26]. Také sesta-
vit osnovu kursu dalo jistou práci. Proto Kratochv́ıl navrhl až rok 1970. V kursu
měli přednášet Zlámal (jako ředitel LPS) s Kratochv́ılem a Holušou; já jsem se
pod́ılel na skriptech. Kurs měl velký ohlas a úspěch a několikrát se opakoval.

Kratochv́ıl koncem roku 1967 seznámil s MKP také své dva přátele z FAST:
prof. Ing. Vladimı́ra Koláře, DrSc., a prof. Ing. Ladislava Mejzĺıka, DrSc. Čilý
Kolář začal v roce 1969 organizovat napsáńı knihy [30], která vyšla v polovině
roku 1972. Byla to prvńı česká učebnice o MKP.

Po vstupu vojsk jsme se ještě v́ıce zakousli do práce. Zlámal psal současně dva
články; jeden o algoritmizaci MKP [21], druhý o redukci parametr̊u [22] – oba vyšly
krátce po sobě v Numer. Math. a spolu s prvńım článkem z roku 1968 mu vynesly
pozváńı do USA a Francie celkem na tři měśıce za velmi výhodných finančńıch
podmı́nek. Odjel koncem roku 1969.

Já (kromě práce na článku [23], který byl napsán na základě věty o hustotě
C∞(Ω) v libovolném Sobolevově prostoru na oblasti Ω) jsem začal v ř́ıjnu 1968 bu-
dovat hierarchii interpolačńıch polynomů na trojúhelńıku – byla to cesta dlouhým
tmavým tunelem a směšné na celé věci je, že z matematiky jsem na to nepotřeboval
nic, nepoč́ıtám-li vědomost, že součet přirozených č́ısel od jedné do n je roven
1
2 n(n + 1). V hlavě se mi rozsv́ıtilo někdy na začátku roku 1969 při večerńıch

zprávách tu sobotu, kdy dávali druhé pokračováńı Randalla a Hopkirka. Článek
[24], který mi udělal jméno, jsem pak sepsal během měśıce. Stačilo dokázat ještě
jedno duchaplněǰśı lemma a zobecnit trochu Zlámalovo d̊ukazové schéma z jeho
prvńıho článku o MKP. Zlámal tento můj výsledek odvezl na podzim 1969 do USA
a spolu s prof. J. H. Bramblem jej oděli do lepš́ıho hávu, tj. př́ıslušné interpolačńı
teorémy dokázali v sobolevovských normách [25].

V druhé polovině roku 1970 začal Zlámal pracovat na své koncepci zakřivených
trojúhelńıkových C0-prvk̊u. Prvńı část [32] tohoto d́ıla vyšla v roce 1973 v SIAM
J. Numer. Anal. a pojednávala o ideálńıch zakřivených trojúhelńıkových prvćıch,
jejichž křivá strana je totožná s část́ı hranice dané oblasti Ω. Druhá část [35]
pojednávala o reálných křivých trojúhelńıćıch a numerické integraci na nich. Při
psańı této práce udělal Zlámal jen jednu chybu: referoval o dosažených výsledćıch
v pr̊uběhu práce při jedné ze svých zahraničńıch cest. Prof. Raviart z Pař́ıže mi
v roce 1975 řekl:

”
Věděli jsme, že ještě nějakou dobu potrvá než Zlámal článek pošle

do tisku. Museli jsme jej předehnat. Dělali jsme na tom s Ciarletem téměř dnem
i noćı a práci [29] o křivých izoparametrických prvćıch a numerické integraci na
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nich jsme uveřejnili v Azizově knize o matematických základech metody konečných
prvk̊u, která vyšla v roce konáńı konference (tj. 1972).“

Během roku 1969 jsem se pokusil zkonstruovat trojrozměrný C1-prvek na čtyř-
stěnu. Byl to polynom 9. stupně, takže k jeho jednoznačnému určeńı bylo zapotřeb́ı

N =
1

6
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) =

1

6
· 10 · 11 · 12 = 220

parametr̊u. Jak jsem dospěl k č́ıslu n = 9? V jedné dimensi je nejjednodušš́ım C1-
prvkem Hermite̊uv polynom 3. stupně na úsečce, ve dvou dimenźıch je to polynom
5. stupně na trojúhelńıku. Zdálo by se, že ve třech dimenźıch to bude polynom
7. stupně na čtyřstěnu. Je však třeba pod́ıvat se na vztah mezi polynomy v jedné
a dvou dimenźıch. Uvažujme proto již známý polynom 5. stupně p(x, y), který
je C1-prvkem na trojúhelńıku. Na každé straně trojúhelńıka máme po parametri-
zaci polynom 5. stupně, který je jednorozměrným C2-prvkem. Ověřme to: Necht’

P1(x1, y1), P2(x2, y2) jsou dva vrcholy trojúhelńıka. Parametrická vyjádřeńı strany
P1P2 lze napsat ve tvaru

x = x1 + (x2 − x1)s, y = y1 + (y2 − y1)s, s ∈ 〈0, 1〉.

Hodnoty polynomu p(x, y) na straně P1P2 vyjadřuje funkce

g(s) = p(x1 + (x2 − x1)s, y1 + (y2 − y1)s),

takže g(0) = p(P1), g(1) = p(P2). Pomoćı věty o derivaci složené funkce zjist́ıme,
že

g′(0) = (x2 − x1)
∂p

∂x
(P1) + (y2 − y1)

∂p

∂y
(P1),

g′(1) = (x2 − x1)
∂p

∂x
(P2) + (y2 − y1)

∂p

∂y
(P2).

Podobně (jenom složitěji) lze zjistit hodnoty g′′(0) a g′′(1). Tedy polynom 5. stupně
g(s) je jednorozměrným C2-prvkem.

Extrapolujeme-li tuto skutečnost na vztah mezi polynomy dvou a tř́ı dimenźı,
usuzujeme, že na trojúhelńıkové stěně čtyřstěnu muśıme dostat dvojrozměrný C2-
prvek. T́ım je ve dvou dimenźıch polynom 9. stupně. Odtud dostáváme n = 9.
Č́ısla 3, 5 a 9 jsou speciálńımi př́ıpady obecného vztahu

n(d) = 2d + 1 (d = 1, 2, 3, . . . ).

O Cm-prvćıch na čtyřstěnu mi vyšly články [28, 33, 36].

V roce 1972 začalo Brno ztrácet svou výjimečnost, protože v matematických
časopisech a sborńıćıch konferenćı se začaly objevovat MKP články mimobrněns-
kých matematik̊u (jako již zmı́něný článek [29]). V tomto obdob́ı vyšly dva články
daľśıch dvou Brňák̊u: Melkese [27] a Koukala [31]. Prvńı má tu prioritu, že se v jeho
názvu objevuje nelineárńı problém, druhý článek vtipně navazuje na konstrukce
trojúhelńıkových Cm-prvk̊u uvedených v [24].

Moje
”
aritmetické“ obdob́ı v MKP uzavřela tato trojice článk̊u: [33] (ruko-

pis jsem zaslal v prosinci 1970 ze Swansea), [36] (zde jsem popsal konstrukci
čtyřstěnných Cm-prvk̊u pro obecné m; musel jsem už́ıt triky, které jsem v 2D
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nepotřeboval) a [37] (který jsem napsal na žádost Raviarta pro nové RAIRO2,
které začali ř́ıdit Ciarlet s Raviartem).

S napsáńım článku [37] je spojena jedna zaj́ımavá historka: O prázdninách v roce
1973 koupil Zlámal do knihovny LPS knihu An analysis of the finite element me-
thod od amerických matematik̊u Stranga a Fixe [34]. Byla to prvńı matematická
kniha o MKP. Našel jsem v ńı tento výrok:

”
Žeńı̌sek proved the following result:

To achieve piecewise polynomials of class Cm on an arbitrary triangulation of
a polygonal domain, the nodal parameters must include all derivatives of order
less or equal to 2m at the vertices of the triangle.“ Žádnou takovou větu jsem
nedokázal. Když to však Strang s Fixem považuj́ı za zaj́ımavý výsledek, dokážu
to a naṕı̌su o tom článek. U Balatonu jsem tak byl připraven, co Raviartovi od-
pov́ım na jeho výzvu: dokážu větu o nutné podmı́nce existence trojúhelńıkového
Cm-prvku a článek bude mı́t název A general theorem on triangular finite Cm-
elements. To zat́ım nedokázané moje tvrzeńı od Stranga a Fixe jsem potom uvedl
jako summary svého článku. (Článek [37] byl zase jenom

”
aritmetický“.)

Ke konci roku 1984 oslavoval Zlámal svou šedesátku v Mariánských Lázńıch.
Byl jsem také pozván, ale těsně před odjezdem jsem si ošklivě poranil koleno.
Tak jsem ležel doma a koukal do stropu. Najednou jsem si uvědomil toto: ještě
nikdo neinterpoloval jednoduché složitěǰśım. Tato neobvyklá interpolace je
založena na několika Zlámalových výsledćıch a jednom neobvyklém obratu, který
je popsán v Lemmatu 31.19 (viz Dodatek 3). S mnohaletým odstupem vid́ım,
jaký to byl hvězdný okamžik. Tenkrát (v roce 1984) jsem byl jenom rozčilen. Ta
cesta od setkáńı s Ciarletem v roce 1978 (kdy jsem dostal zelenou pro řešeńı svých
problémů) byla téměř na den šest let dlouhá a konečně skončila. Stal jsem se ma-
tematikem. Ted’ už stač́ı tento skvělý trik aplikovat. Dá to sice práci, ale bude to
práce radostná. Svým zp̊usobem to velká matematika nebyla; byl to pouze neob-
vyklý nápad. To Zlámal pro svou konstrukci ideálńıch zakřivených trojúhelńıkových
prvk̊u potřeboval hodně matematiky.

Rozhodl jsem se źıskaný trik aplikovat nejprve na lineárńı problémy, ve kterých
jsem byl doma. Řekl jsem si, že nejvhodněǰśı název článku bude How to avoid
the use of Green’s theorem in the Ciarlet-Raviart theory of variational crimes a že
manuscript pošlu Ciarletovi, který s t́ım nenadělá žádné cavyky. Protože jsem
však sv̊uj trik interpolovat jednoduché složitěǰśım chtěl zobecnit na libovolný
trojúhelńıkový C0-prvek, práce na článku mi trvala dost dlouho a byl jsem s ńı
hotov až v roce 1986. Zat́ım jsem se na Equadiffu 1985 v Brně spojil se Slávou
Feistauerem, abychom můj velký trik aplikovali na nelineárńı eliptické problémy
[40]. Ciarlet i Zlámal nám záviděli. No jo, ale oni ve svých modelových úvahách
předepisovali na celé hranici uvažované oblasti pouze homogenńı Dirichletovu okra-
jovou podmı́nku.

Vrat’me se ale k prof. Zlámalovi. Články [32] a [35] zakončily Zlámalovo sta-
cionárńı (či eliptické) obdob́ı. Od roku 1973 začal pracovat na evolučńıch problé-
mech, které řešil kombinaćı metody konečných prvk̊u a diferenčńı metody. Zprvu

2Rev. Française Automat. Informat. Recherche Opérationnelle.
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to byla lineárńı rovnice pro vedeńı tepla, kde se věnoval zejména v́ıcekrokovým me-
todám; od roku 1975 začal analyzovat r̊uzné nelineárńı typy. V obdob́ı 1975–1978
nav́ıc zásadńım zp̊usobem přispěl k teoretickým otázkám superkonvergence MKP.
V obdob́ı 1981–1988 se věnoval jednak řešeńı kvazistacionárńıho magnetického pole
v nestejnorodém prostřed́ı a dále metodě konečných prvk̊u aplikované na rovnice
polovodič̊u. Pozoruhodné je, že kromě zásadńıch matematických výsledk̊u publi-
kovaných v renomovaných amerických časopisech se vždy zúčastnil na př́ıpravě
algoritmu a podstatně tak přispěl k praktické realizaci řešeńı problému pomoćı
pr̊umyslového programu.

Prof. Zlámal nenapsal žádnou knihu – byl př́ılǐs soustředěn na hledáńı řešeńı
praktických problémů. Nevydržel u žádné problematiky přitom tak dlouho, aby ji
zcela vyčerpal. Obrazně řečeno: jeho brázda byla široká, ale ne tak hluboká, aby
tam žádné brambory nez̊ustaly. A při pečlivém zkoumáńı člověk zjistil, že jich tam
z̊ustalo požehnaně. Je to moje dobrá zkušenost.

Z formálńıch uznáńı stoj́ı za zmı́nku dvě: řadu let byl předsedou matematického
kolegia ČSAV a obdržel čestný doktorát Technische Universität Dresden.

Prof. Zlámal zemřel náhle ve věku 73 let dne 22. června 1997. Seznam jeho
článk̊u má 70 položek, z toho je 47 věnováno metodě konečných prvk̊u. Od roku
1968 pracoval jenom na této metodě. Z těch 47 je 18 článk̊u zcela zásadńıch.

Zlámalovo velké štěst́ı bylo, že prvńı inženýr na evropském kontinentě, který
začal pracovat v metodě konečných prvk̊u, p̊usobil v Brně. Daľśı vývoj událost́ı už
však náhoda nebyla.

Když vědecká rada strojńı fakulty VUT v Brně přála prof. Zlámalovi k jeho
sedmdesátinám, prozradil na sebe:

”
Když jsem v roce 1961 přešel z př́ırodovědecké

fakulty brněnské univerzity na strojńı fakultu, uvědomil jsem si, že muśım dělat
matematiku jinak než jak se dělá na univerzitě.“ A to se mu podařilo dokonale.

Prof. Jǐŕı Kratochv́ıl zemřel ve čtvrtek 11. 10. 2018. Dozvěděl jsem se to v neděli
14. 10. v 15:30, kdy jsem dokončil korekturu textu

”
Byl jsem u toho!“ a zavolal

na mobil prof. Kratochv́ıla, kdy jsem ho chtěl potěšit hotovým článkem. Bohužel
jsem již mluvil pouze s jeho ženou, pańı Alićı Kratochv́ılovou, která mi sdělila
velmi smutnou zprávu, že Jǐŕı zemřel. Řekla mi také, že rozloučeńı s profesorem
Kratochv́ılem se bude konat 19. ř́ıjna 2018 ve 12 hodin v obřadńı śıni Krematoria
na Jihlavské. Z aktivńıch pamětńık̊u brněnské školy MKP jsem tak z̊ustal jenom
já, protože Ing. Libor Holuša zemřel o 4 týdny později, ve čtvrtek 8. 11. 2018.
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metodou konečných prvk̊u, SNTL, Praha, 1972.
[31] S. Koukal: Piecewise polynomial interpolations in the finite element method. Apl. mat. 18

(1973), 146–160.
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Dodatek 1

V roce 1992 vyšla v SIAM Review tato skvělá recenze na mou londýnskou knihu
[42]4 od prof. Larse B. Wahlbina (Cornell University). Byla jako by ji psal básńık.
(Však on také verše psal.) Protože uvád́ım český překlad kv̊uli větš́ımu pohodĺı
čtenáře, ochuzuji tak zběhleǰśı čtenáře o poetičnost originálu, která je pro mne
nepřeložitelná:

Všechny frustruj́ıćı zkušenosti shrnuje Prvńı Zákon aplikované matematiky do
dvou slov:

”
Nic nepasuje!“ (Nothing fits!) Chcete-li např. citovat výsledek o konver-

genci konečněprvkových aproximaćı, pravděpodobně jej naleznete pro oblast s po-
lygonálńı hranićı, zat́ımco vaše oblast má po částech zakřivenou hranici, nebo když
naleznete článek, který se zabývá vaš́ım typem nelinearity, tak funkce u0(x, y) vy-
stupuj́ıćı v počátečńı podmı́nce u(x, y, 0) = u0(x, y) je v něm hladš́ı než potřebujete
ve své aplikaci, a tak dále a podobně.

Ve snaze vypořádat se s Prvńım Zákonem, pojednáńı profesora Žeńı̌ska je
syntézou mnoha vyšetřováńı, které byly provedeny, aby r̊uzné obt́ıže byly izolovány
a v této izolaci analyzovány a vyřešeny.

4Kniha [42] je prvńı matematickou knihou o MKP, která byla napsána v provinciálńım Brně.
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Dovoĺım si stručně popsat výsledný Super teorém knihy v časově závislých
př́ıpadech. (Podobný teorém existuje ve stacionárńıch př́ıpadech.) Uvažujme tedy
parabolický problém v prostorových proměnných x, y a časové proměnné t s (1) ne-
lineárńımi (monotónńımi) operátory, (2) počátečńı podmı́nkou u(x, y) = u0(x, y),
kde u0(x, y) ∈ L2(Ω), (3) nejobecněǰśımi smı́̌senými nehomogenńımi Dirichlet-
Neumannovými okrajovými podmı́nkami. Proto užijeme koncepci slabého řešeńı.
Přibližné řešeńı je poč́ıtáno v oblasti Ω metodou konečných prvk̊u spolu se zpětnou
Eulerovou časovou diskretizaćı. Takže uvažujeme (4) aproximaci zakřivené hranice
a (5) numerickou integraci.

Super teorém pak zaručuje konvergenci numerických aproximaćı a v př́ıpadě
hladš́ıho řešeńı uvád́ı rychlost konvergence v mocninách h a ∆t, kde h je největš́ı
strana trojúhelńıkových prvk̊u, které tvoř́ı triangulaci oblasti Ω, a ∆t je délka
časového kroku.

Při cestě k takovým Super teorémům je každá obt́ıž v knize studována odděleně.
Úvodńı kapitola (maj́ıćı 44 stran) je věnována funkčńım prostor̊um, Bochnerovým
integrál̊um a ostatńım nutným prostředk̊um, např. co je mı́něno pojmem

”
slabé

řešeńı“. Potom je kniha zorganizována do pěti kapitol takto: 1. Lineárńı eliptické
problémy v oblastech s polygonálńı hranićı (96 stran), 2. Trojúhelńıkové konečné
prvky (74 stran), 3. Konečněprvková technika v oblastech s křivou hranićı (20
stran) (třet́ı kapitola obsahuje základy aproximace křivé hranice), 4. Nelineárńı
eliptické problémy (52 stran), 5. Nelineárńı evolučńı problémy (96 stran). Osm
kratš́ıch dodatk̊u, seznam užité literatury a abecedńı rejstř́ık uzav́ıraj́ı knihu.

Je to jasně psaný a podrobný přehled práce autora a jiných. Velmi pečlivý
výklad r̊uzných

”
variačńıch zločin̊u“ v př́ıpadě užit́ı konečných prvk̊u tvoř́ı z knihy

cennou referenci pro výzkumné pracovńıky, která komplementuje obě Ciarletova
pojednáńı [C1, C2].

Reference

[C1] P. G. Ciarlet, Basic error estimates for elliptic problems, Handbook of Numerical Analysis,

Vol. II (P. G. Ciarlet and J. L. Lions, eds.), North-Holland, Amsterdam, 1991,19–351.

[C2] P. G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North-Holland, Amsterdam,
1978.

Prof. Wahlbin byl matematik světového významu: např. v Handbook of Nu-
merical Analysis, Vol. II má na str. 353–522 kapitolu s názvem Local Behavior in
Finite Element Methods.

Je nutné zd̊uraznit, že moje londýnská kniha vyšla v roce 1990, kdežto Ciarle-
tova práce [C1] až v roce 1991. Dále: (1) V mé londýnské knize neńı na žádném
mı́stě použit výraz

”
Super teorém“. (2) S prof. Wahlbinem jsem se nikdy nesetkal,

ani si s ńım nevyměnil jakýkoliv dopis či e-mail.
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Dodatek 2 (o slabých řešeńıch a kvadratických funkcionálech)

Necht’ Ω je ohraničená oblast v rovině (x1, x2) s po částech hladkou hranićı ∂Ω.
Uvažujme tento lineárńı okrajový problém:

−
2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
= f v Ω, (1)

u = uD na Γ1, (2)

2∑
i,j=1

kij
∂u

∂xi
nj = q na Γ2, (3)

kde Γ1, Γ2 jsou takové relativně otevřené podmnožiny hranice ∂Ω, že

Γ1 ∩ Γ2 = ∅, meas1 Γ1 + meas1 Γ2 = meas1 ∂Ω, meas1 Γ1 > 0.

Symboly kij , f , uD a q označuj́ı dané dostatečně hladké funkce bodu x ≡ (x1, x2)
(jejich hladkost je specifikována na př́ıslušném mı́stě, zejména v Předpokladech
31.1 uvedených v Dodatku 3) a n = (n1, n2) je jednotková vněǰśı normála k hranici
∂Ω, ni = ni(x). Konečně, symbol meas1 Γ znač́ı jednorozměrnou mı́ru oblouku Γ.

Poznámka 1. a) V př́ıpadě jednoduše souvislé oblasti Ω nejjednodušš́ı př́ıpad
oblouk̊u Γ1, Γ2, kde Γ2 6= ∅, lze popsat takto: Existuj́ı dva r̊uzné body A ∈ ∂Ω,
B ∈ ∂Ω, že ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {A,B}, Γ̄1 = Γ1 ∪ {A,B}, kde Γ̄1 označuje relativńı
uzávěr Γ1.

b) Ve speciálńım př́ıpadě kij = δij , kde δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j,

se rovnice (1) redukuje na Poissonovu rovnici −∆u ≡ −∂
2u
∂x2

1
− ∂2u

∂x2
2

= f v Ω a

okrajová podmı́nka (3) na tvar: ∂u
∂n = q na Γ2.

Definice 2 (klasického řešeńı okrajového problému (1)–(3)). Necht’ funkce kij
jsou spojité i se svými oběma prvńımi parciálńımi derivacemi na množině Ω ∪ Γ2,
tj. stručně kij ∈ C1(Ω∪Γ2). Necht’ dále uD ∈ C0(Γ1) a q ∈ C0(Γ2). Potom funkce

u ∈ C2(Ω), která splňuje rovnici (1) a podmı́nky (2), (3), se nazývá klasickým
řešeńım okrajového problému (1)–(3).

Abychom źıskali slabou (resp. variačńı) formulaci problému (1)–(3), předpoklá-
dejme, že jeho klasické řešeńı existuje, a násobme (1) libovolnou funkćı v ∈ V ,
kde

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 na Γ1}. (4)

Symbol H1(Ω) přitom znač́ı množinu funkćı, které jsou na Ω kvadraticky inte-
grovatelné (tj. v ∈ L2(Ω)) a které maj́ı na Ω kvadraticky integrovatelné prvńı
zobecněné derivace (viz Definici C v Dodatku 3). Prozat́ım poznamenáváme, že
např. funkce, která je spojitá na Ω a má v Ω po částech spojité klasické prvńı
derivace, nálež́ı do H1(Ω). Po integraci přes Ω dostaneme

−
2∑

i,j=1

∫
Ω

v
∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
dx =

∫
Ω

vf dx. (5)
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Levou stranu (5) upravme pomoćı Greenovy formule
∫

Ω
∂
∂xi

(uv)dx =
∫

Γ
uvni ds:

−
2∑

i,j=1

∫
Ω

v
∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
dx

= −
2∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi
v

)
dx+

2∑
i,j=1

∫
Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx

= −
2∑

i,j=1

∫
∂Ω

vkij
∂u

∂xi
nj ds+

2∑
i,j=1

∫
Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx.

Podle (3) a (4) plat́ı

−
2∑

i,j=1

∫
∂Ω

vkij
∂u

∂xi
nj ds = −

∫
Γ2

vq ds,

takže vztah (5) může být psán ve tvaru

2∑
i,j=1

∫
Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx =

∫
Ω

vf dx+

∫
Γ2

vq ds. (6)

Položme kv̊uli stručnosti

a(v, w) =

2∑
i,j=1

∫
Ω

kij
∂v

∂xi

∂w

∂xj
dx, (7)

L(v) =

∫
Ω

vf dx+

∫
Γ2

vq ds. (8)

Potom (6) má tvar

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V.
Protože tento vztah může být splněn funkćı u, která je méně hladká než klasické
řešeńı problému (1)–(3), jsme motivováni formulovat následuj́ıćı variačńı problém.

Problém 3. Necht’ ohraničená oblast Ω má po částech hladkou hranici ∂Ω
bez bod̊u vratu. Necht’ kij ∈ C0

(
Ω
)
. Necht’ dále u∗ ∈ H2(Ω) je funkce taková, že

uD = u∗ na Γ1. Necht’ f ∈ L2(Ω) a q ∈ L2(Γ2). Problém zńı: nalezněte takovou
funkci u ∈ H1(Ω), že

u− u∗ ∈ V, (9)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V, (10)

kde prostor V je definován vztahem (4) a forma a(u, v), resp. L(v) vztahem (7),
resp. (8).

Poznámka 4. a) Předpoklady problému 3 o funkćıch kij , f , q zaručuj́ı, že in-
tegrály definuj́ıćı formy a(v, w) a L(v) jsou konečné pro všechna v, w ∈ H1(Ω).

b) Vztah (9) implikuje u = uD s.v. na Γ1, což je okrajová podmı́nka (2) napsaná
pro funkci u ∈ H1(Ω).
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Lemma 5. a) Necht’ problém (1)–(3) má klasické řešeńı u. Potom u je řešeńım
problému 3.

b) Necht’ problém 3 má řešeńı u. Když toto řešeńı i funkce kij , f, q jsou do-
statečně hladké, potom u je klasickým řešeńım problému (1)–(3).

Tvrzeńı a) plyne ze vztah̊u (1)-(10). Tvrzeńı b) je dokázáno v [42, Lemma 1.5].
Lemma 5 zd̊uvodňuje, proč řešeńı problému 3 se též nazývá slabým řešeńım okra-
jového problému (1)–(3).

Věta 6 (o minimu kvadratického funkcionálu). Necht’ bilineárńı forma a(v, w),
která vystupuje ve formulaci problému 3 je symetrická, tj.

a(v, w) = a(w, v) ∀v, w ∈ H1(Ω). (11)

Je-li také V -eliptická, tj. když plat́ı

a(v, v) ≥ β‖v‖21,Ω ∀v ∈ V (β = konst > 0), (12)

kde V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 na Γ1} (viz (4)), potom funkce u ∈ H1(Ω) je jediným
řešeńım variačńıho problému 3, když a jen když ostře minimalizuje kvadratický
funkcionál

Π(v) =
1

2
a(v, v)− L(v) (13)

na množině u∗ + V , tj.

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ u∗ + V, (14)

kde znameńı rovnosti plat́ı pouze pro v = u a kde

u∗ + V = {w ∈ H1(Ω) : w = u∗ + v ∀v ∈ V }.

D̊ukaz. Množina u∗ + V může být psána také ve tvaru

u∗ + V = {v ∈ H1(Ω) : v = u+ λw ∀λ ∈ R1 ∀w ∈ V }, (15)

protože u = u∗ na Γ1. Necht’ v ∈ u∗ + V . Potom podle (13) a (11) plat́ı

Π(u+ λw)−Π(u) =
1

2
a(u+ λw, u+ λw)− L(u+ λw)− 1

2
a(u, u) + L(u)

=
λ

2
a(u,w) +

λ

2
a(w, u) +

λ2

2
a(w,w)− λL(w)

= λ[a(u,w)− L(w)] +
λ2

2
a(w,w).

(16)

a) Necht’ u je jediné řešeńı variačńıho problému 3. Potom podle (10) a (16)

Π(u+ λw)−Π(u) =
λ2

2
a(w,w).

Tento výsledek a V -elipticita formy a(v, v) implikuj́ı, že funkce u ostře minimali-
zuje kvadratický funkcionál Π(v) na množině u∗ + V .

b) Nyńı dokážeme opačnou implikaci. Necht’ nějaká funkce u ostře minimalizuje
kvadratický funkcionál Π(v) na množině u∗+V . Existuje-li taková funkce w0 ∈ V ,
že

a(u,w0) 6= L(w0), (17)
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potom, zvoĺıme-li λ = −[a(u,w0)− L(w0)]/a(w0, w0), dostaneme ze (16)

Π(u+ λw0)−Π(u) = − [a(u,w0)− L(w0)]2

2a(w0, w0)
< 0,

protože podle (12) je a(w0, w0) > 0 (funkce w0 nemůže být ekvivalentńı nule – viz
(17)). Dostali jsme Π(u + λw0) < Π(u), což je ve sporu s předpokladem, že plat́ı
(14). Tedy (17) neplat́ı, takže funkce u splňuje (10), tj. funkce u je jediné řešeńı
variačńıho problému 3. �

Poznámka 7. Necht’ kij ∈ C0(Ω).

a) Vztah (11) plat́ı právě tehdy, když kij(x) = kji(x) ∀x ∈ Ω.
b) Když ∃β > 0 takové, že

∑
kij(x)ξiξj ≥ β(ξ2

1 + ξ2
2) ∀x ∈ Ω, ∀ξ1, ξ2 ∈ R, potom

plat́ı (12).

Dodatek 3 (Interpolace jednoduchého složitějš́ım)

(Zde použité č́ıslováńı je převzato z knihy [43].)

28.12. Definice. Necht’ ohraničená oblast Ω ⊂ R2 má polygonálńı hranici.
Množinu

T = {T 1, T 2, . . . , T p}
sestávaj́ıćı z konečného počtu uzavřených trojúhelńık̊u T j nazýváme triangulaćı

oblasti Ω, jsou-li splněny tyto dvě podmı́nky:

a) Ω =
⋃p
j=1 T j ,

b) libovolné dva trojúhelńıky T i, T j ∈ T jsou bud’ disjunktńı, nebo maj́ı společný
vrchol, nebo společnou stranu.

Symbol Th znač́ı triangulaci sestávaj́ıćı z trojúhelńık̊u maj́ıćıch všechny strany
kratš́ı než h. V daľśım předpokládáme, že h ∈ (0, 1) a že každá triangulace Th
oblasti Ω s polygonálńı hranićı je konzistentńı s hranićı ∂Ω.

29.1. Definice. Řekneme, že triangulace Th je konzistentńı s polygonálńı hra-
nićı ∂Ω, jestliže žádný trojúhelńık T ∈ Th s vlastnost́ı meas1(∂T ∩ Γ1) > 0 nemá
společný bod s Γ2 = ∂Ω \ Γ1.

Definice A (Triangulace Th a ideálńı triangulace T id ohraničené oblasti Ω,
která obecně nemá polygonálńı hranici).

a) Aproximujme uzavřenou oblast Ω uzavřenou oblast́ı Ωh s polygonálńı hranićı
∂Ωh tak, že vrcholy polygonálńı čáry ∂Ωh lež́ı na ∂Ω. Triangulaci oblasti Ωh podle
Definice 28.12 nazveme triangulaćı oblasti Ω a budeme ji opět značit Th, když
h ∈ (0, 1).

b) Trojúhelńık T ∈ Th s právě dvěma vrcholy na ∂Ω se nazývá hraničńı
trojúhelńık.

c) Necht’ T ∈ Th je hraničńı trojúhelńık a PT1 , PT2 , PT3 jsou jeho vrcholy (v lo-
kálńım značeńı), přičemž PT2 , P

T
3 ∈ ∂Ω. Necht’ ΣhT je část ∂Ω, která je apro-

ximována úsečkou PT2 P
T
3 . Uzavřený trojúhelńık T id s dvěma př́ımými stranami

PT1 P
T
2 , PT1 P

T
3 a křivou stranou ΣhT nazýváme ideálńı trojúhelńık. (Trojúhelńık T
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aproximuje ideálńı trojúhelńık T id, který je sdružen (asociován) s T .) Nahrad́ıme-
li všechny hraničńı trojúhelńıky v triangulaci Th jejich asociovanými ideálńımi
trojúhelńıky T id, dostaneme ideálńı triangulaci T id oblasti Ω asociovanou s trian-
gulaćı Th.

Definice B (Multiindexy, derivace). Necht’ N = dim Ω. Vektor

α = (α1, . . . , αN )

se složkami αi ∈ N0 (i = 1, . . . , N), kde N0 = N ∪ {0}, se nazývá multiindexem
dimense N . Č́ıslo |α| = α1 + · · ·+ αN se nazývá délka multiindexu α. Symbol Dα

definovaný vztahem

Dαu :=
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαN

N

se pak nazývá derivace v multiindexovém značeńı.

Definice C (Zobecněné derivace a Sobolevovy prostory Hk(Ω)). Funkce u(α) ∈
L2(Ω) (|α| ≤ k), které vystupuj́ı na levé straně definičńıho vztahu∫

Ω

u(α)ϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕdx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), |α| ≤ k, (∗)

se nazývaj́ı zobecněnými derivacemi funkce u ∈ L2(Ω), která vystupuje v inte-
grandu na pravé straně (∗). Zobecněné derivace jsou častěji označovány symboly
Dαu.

Necht’ Ω je ohraničená dvojrozměrná oblast, jej́ıž hranice sestává z konečného
počtu hladkých část́ı5. Symbol Hk(Ω) znač́ı lineárńı normovaný prostor funkćı
u ∈ L2(Ω), které maj́ı zobecněné derivace u(α) = Dαu ∈ L2(Ω) splňuj́ıćı definičńı
vztah (∗) pro všechny |α| ≤ k; norma ‖ · ‖k,Ω je v Hk(Ω) dána vztahem ‖u‖2k,Ω =

(u, u)k,Ω, kde

(u, v)k,Ω =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx.

Definice D (r̊uzná označeńı).

a) P2(n) je množina všech polynomů dvou proměnných nanejvýš stupně n.
b) V = {v ∈ H1(Ω) : v

∣∣
Γ1

= 0}.
c) Xh = {v ∈ C0(Ωh) : v

∣∣
T

je lineárńı ∀T ∈ Th}; Xh je konečněprvková aproxi-

mace prostoru H1(Ω).
d) Vh = {v ∈ Xh : v

∣∣
Γh1

= 0}; Vh je konečněprvková aproximace prostoru V .

31.1. Předpoklady. Necht’ {Ωh} (h ∈ (0, h0)) je množina polygonálńıch apro-

ximaćı množiny Ω. Necht’ Ω̃ ⊂ R2 je ohraničená oblast taková, že Ω̃ ⊃ Ω ∪ Ωh
∀h ∈ (0, h0). Necht’ funkce f : Ω̃→ R1, uD : Γ1 → R1, q : Γ2 → R1 a kij : Ω̃→ R1

(i = 1, 2) maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

a) f je spojitá a ohraničená na Ω̃ spolu se svými prvńımi derivacemi.
b) Existuje u∗ ∈ H2(Ω) tak, že uD = u∗|Γ1

.

5Tj. připoušt́ıme existenci řez̊u do Ω.
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c) Funkce q a hranice ∂Ω jsou po částech tř́ıdy C3.
d) Funkce kij jsou spojité a ohraničené na ∂Ω.
e) Existuje β > 0 tak, že

2∑
i,j=1

kijξiξj ≥ β(ξ2
1 + ξ2

2) ∀ξ1, ξ2 ∈ R1;

je tedy splněna podmı́nka V -elipticity pro formu a(v, w) definovanou v (7).

31.2. Slabá formulace spojitého problému. Nalezněte funkci u : Ω → R1

takovou, že
u ∈ H1(Ω), u− u∗ ∈ V,
a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V,

kde forma a je definována v (7) a forma L v (8).

Slabou formulaci diskrétńıho problému źıskáme ve dvou kroćıch: Napřed vy-
tvoř́ıme slabou formulaci přechodového problému a potom všechny formy vysky-
tuj́ıćı se v této formulaci aproximujeme numerickou integraćı.

31.3. Slabá formulace přechodového problému. Necht’

Wh = {v ∈ Xh : v(Pi) = u∗(Pi) ∀Pi ∈ σh ∩ Γ1},
kde σh je množina uzlových bod̊u v triangulaci Th. Nalezněte funkci ũh ∈ Wh

takovou, že

ãh(ũh, v) = L̃h(v) ∀v ∈ Vh,
kde

ãh(v, w) =

2∑
i,j=1

∫
Ωh

kij
∂v

∂xi

∂w

∂xj
dx a L̃h(v) =

∫
Ωh

vf dx+

∫
Γh2

vqh ds,

přičemž qh je funkce definovaná na Γh2, která vznikne přenosem funkce q z Γ2 na
Γh2 (podrobně viz [43, 31B.4]).

31.4. Slabá formulace diskrétńıho problému. Necht’ formy ah(v, w) a Lh(v)

jsou źıskány z forem ãh(v, w) a L̃h(v) pomoćı numerické integrace. Nalezněte funkci
uh ∈Wh takovou, že

ah(uh, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh. (31.41)

31.10. Věta (Abstraktńı odhad chyby). Jsou-li daná data dostatečně hladká,
pak plat́ı pro všechna h ∈ (0, h0)

‖uC − uh‖1,Ωh
≤ C

{
inf
v∈Wh

‖uC − v‖1,Ωh
+ sup
w∈Vh
w 6=0

|ãh(uC , w)− Lh(w)|
‖w‖1,Ωh

+ inf
v∈Wh

sup
w∈Vh
w 6=0

|ãh(v, w)− ah(v, w)|
‖w‖1,Ωh

}
,

(31.47)

kde uC je Calderonovo prodloužeńı řešeńı u ∈ Hk(Ω) (k ≥ 1) slabé formulace
spojitého problému 31.2, uh ∈ Wh je řešeńı slabé formulace diskrétńıho problému
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31.4 a kde konstanta C nezáviśı na řešeńı u ∈ Hk(Ω) a prostorech Xh = {v ∈
C0(Ωh) : v|T je lineárńı ∀T ∈ Th}. Forma ãh je definována v 31.3 a formy ah
a Lh v 31.4.

Prvńı výraz na pravé straně (31.47) vyjadřuje interpolačńı chybu metody ko-
nečných prvk̊u. Třet́ı výraz vyjadřuje chybu numerické integrace. Oba tyto výrazy
lze odhadnout zobecněńım standardńıch obrat̊u. Konečně, druhý výraz vyjadřuje
chybu, která záviśı na aproximaci zakřivené hranice. Při jej́ım odhadu se doposud
už́ıvala Greenova věta; pro jej́ı aplikaci je zapotřeb́ı, aby přesné řešeńı variačńıho
problému náleželo alespoň do H2(Ω).

Abychom odhadli druhý výraz na pravé straně (31.47) pomoćı interpolace jed-
noduchého složitěǰśım (tj. bez použit́ı Greenovy věty), uvedeme jisté pomocné věty
a pojmy. Jako obvykle, symbol T0 znač́ı uzavřený trojúhelńık, který lež́ı v rovině
ξ1, ξ2 a má vrcholy P ∗1 = [0, 0], P ∗2 = [1, 0], P ∗3 = [0, 1].

31.15. Lemma (Zlámal̊uv ideálńı konečný prvek). a) Necht’ T id je ideálńı
trojúhelńık s vrcholy PTi (i = 1, 2, 3), přičemž PT2 , P

T
3 ∈ ∂Ω. Existuje transfor-

mace

x1 = xid
1 (ξ1, ξ2), x2 = xid

2 (ξ1, ξ2) (31.69)

která zobrazuje T 0 jednojednoznačně na T id, přičemž vrchol P ∗i je zobrazen na vr-
chol PTi (i = 1, 2, 3). Jestlǐze ξ1 ∈ 〈0, 1〉, ξ2 = 0, potom (31.69) je parametrickým
vyjádřeńım úsečky PT1 P

T
2 ; jestlǐze ξ1 = 0, ξ2 ∈ 〈0, 1〉, potom (31.69) je paramet-

rickým vyjádřeńım úsečky PT1 P
T
3 ; jestlǐze ξ1 ∈ 〈0, 1〉, ξ2 = 1− ξ1 potom (31.69) je

parametrickým vyjádřeńım zakřivené strany Σ
h

T prvku T id.
b) Necht’ p(ξ1, ξ2) ∈ PT0

(1) = {p|T0
: p ∈ P2(1)} a necht’

ξ1 = ξid
1 (x1, x2), ξ2 = ξid

2 (x1, x2) (31.70)

je inverzńı transformace k (31.69). Potom funkce (ideálńı konečný prvek)

w̃(x1, x2) = p(ξid
1 (x1, x2), ξid

2 (x1, x2)) (31.71)

má tyto vlastnosti:

α) w̃(x1, x2) je lineárńı podél úseček PT1 P
T
2 , PT1 P

T
3 .

β) w̃(PTi ) = p(P ∗i ) ≡ w(PTi ) (i = 1, 2, 3), kde w(PTi ) jsou dané hodnoty.

γ) Když w̃(PT2 ) = w̃(PT3 ) = 0, potom w̃(P ) = 0 pro všechny body P ∈ Σ
h

T .

Důkaz je v [32], resp. [42, kap. 22], přičemž odvozeńı a explicitńı vyjádřeńı
transformace (31.69) je uvedeno v [42, kap. 22, vztah (22.17)].

Interpolačńı vlastnosti funkce w̃(x1, x2) jsou popsány v následuj́ıćım lemmatu,
které je speciálńım př́ıpadem [32, Theorem 2]; viz také [42, kap. 25] .

31.16. Lemma (Zlámal̊uv interpolačńı teorém). Necht’ w ∈ H2(T id) a necht’

w̃(PTi ) = w(PTi ) (i = 1, 2, 3), (31.72)

kde w̃ je ideálńı konečný prvek z Lemmatu 31.15. Potom

‖w̃ − w‖s,T id ≤ Ch2−s‖w‖2,T id (s = 0, 1). (31.73)
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31.17. Definice (přirozeného prodloužeńı). Necht’ w ∈ Xh. Funkci w : Ωh∪Ω→
R1 nazýváme přirozeným prodloužeńım w z Ωh na Ωh ∪ Ω, když w = w na Ωh a
w
∣∣
T id = p

∣∣
T id na T id ⊃ T, kde p ∈ P2(1) je polynom splňuj́ıćı p

∣∣
T

= w
∣∣
T

.

31.18. Definice (funkce ŵ ∈ V, která je asociovaná s w ∈ Vh). Necht’ w ∈ Vh.
Funkci ŵ ∈ V nazýváme asociovanou s w, když

a) ŵ ∈ C0(Ω);
b) ŵ(Pi) = w(Pi) ∀Pi ∈ σh, kde σh je množina všech uzlových bod̊u (tj. vrchol̊u

trojúhelńık̊u) v Th;
c) ŵ je lineárńı na každém trojúhelńıku T ∈ {Th ∩ T id} a na každém ideálńım

trojúhelńıku T id ∈ T id, který lež́ı podél Γ2 (tj. ŵ = w na T id ⊃ T a ŵ|T id je
restrikćı funkce w|T na T id ⊂ T );

d) když T id ∈ T id lež́ı podél Γ1 a T ∈ Th je jeho aproximace, potom
α) v př́ıpadě T ⊂ T id plat́ı ŵ = 0 na T id \ T a ŵ = w na T ,
β) v př́ıpadě T id ⊂ T plat́ı ŵ = w̃ na T id, kde w̃ je ideálńı konečný prvek

definovaný v (31.71).

31.19. Lemma. Necht’ funkce ŵ ∈ V je asociovaná s w ∈ Vh, kde Vh = {v ∈
Xh : v|Γh1

= 0} a Xh = {v ∈ C0(Ωh) : v|T je lineárńı ∀T ∈ Th}. Necht’ ideálńı

trojúhelńık T id lež́ı podél Γ1 a necht’ T ∈ Th je jeho aproximace. Když T
id ⊂ T ,

potom
‖w − ŵ‖1,T id ≤ Ch‖w‖2,T id ≤ Ch‖w‖1,T , (31.74)

kde C je konstanta nezávislá na h a w.

D̊ukaz. Lemma 31.19 je bezprostředńım d̊usledkem Lemmatu 31.16 a Defi-
nice 31.18, protože ‖w‖2,T id = ‖w‖1,T id ≤ C‖w‖1,T pro w ∈ P2(1). �

31.19a. Poznámka. V Lemmatu 31.19 aproximujeme lineárńı polynom ome-
zený na T id komplikovaněǰśım Zlámalovým ideálńım konečným prvkem, který je
zadán stejnými třemi hodnotami, abychom dostali na pravé straně (31.74) pouze
normu ‖w‖1,T . Tento relativně jednoduchý trik, který byl nepovšimnut 15 let,
hraje významnou roli v [40] v analýze nelineárńıch eliptických problémů. Pomoćı
interpolace jednoduchého složitěǰśım lze totiž odvodit

|Lh(w)− ãh(ũ, w)| ≤ Chs/2‖w‖1,Ωh
∀w ∈ Vh, (∗∗)

když u ∈ Hs(Ω), s = 1, 2. Vztah (∗∗) je podrobně dokázán v [43] v závěru kapi-
toly 31.
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