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Abstrakt

Tato préce se zabyva vyuzitim konformni geometrické algebry CGA pro zpracovani barev-
ného obrazu. Zamétruje se piredevSim na segmentaci barev. K tomuto uc¢elu neni vhodné
pracovat v barevném prostoru RGB. Z tohoto duvodu je pfedstaven prostor CIELAB,
ktery je opatien euklidovskou metrikou odpovidajici lidskému vnimani barev. Soucasti
prace je navrh algoritmu vyuzivajiciho CGA pro detekci objektu v obraze na zakladé ba-
revnych vlastnosti. Zavérecna ¢éast prace je vénovana prokladéni bodu v prostoru sférou
vyuzivajici metodu nejmensich ¢tverci. Pro méfeni vzdalenosti je v CGA pouzit ska-
larni soucin. Aproximace bodu sférou je poté pouzita na barevny obraz za tcelem tpravy
vzdalenosti mezi barvami.

Abstract

This thesis deals with conformal geometric algebra CGA for colour image processing,
particularly with colour segmentation. For this reason it is not sufficient to work in RGB
colour space. It is more convenient to use a colour space called CIELAB. CIELAB is
endowed by Euclidean metric corresponding with human perception of colours. Afterwards
an algorithm for an object detection via CGA based on colour differences is included. The
final part of the thesis deals with least squares fitting of sphere to points using CGA.
The sphere fitting is then used to adjust colour differences in an image to improve the
algorithm for an object detection.
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Uvod

Pojem geometrické algebry v tomto textu chapeme jako alternativni nazev pro Cliffor-
dovy algebry pfti aplikacich vyuzivajicich euklidovskou geometrii. Na teorii geometrickych
algeber muzeme nahlizet jako na matematicky jazyk kombinujici algebru a geometrii.
Umoziuji ndm jednoduSe reprezentovat a tesit velké mnozstvi geometrickych problémi.
Z tohoto diivodu jsou dnes geometrické algebry vyuzivany v robotice ¢i pocitacové grafice
a jejich vliv stale roste s novymi pocitacovymi softwary, které poskytuji jejich stéle se
zlepSujici implementaci.

Cilem této prace je zkoumat moznosti vyuziti geometrickych algeber ve zpracovani ob-
razu, predevsim v segmentaci barevného obrazu. K tomuto ucelu 1ze velice efektivné vyuzit
konformni geometrickou algebru (CGA), coz je specilni typ geometrické algebry umoz-
nujici jednoduchou interpretaci geometrickych objektii, jako jsou body, roviny, sféry, atd.
a naslednou praci s nimi. CGA nadm umozni pracovat s celym barevnym obrazem, na roz-
dil od klasického pfistupu, kde se obraz typicky pfevadi do odstint Sedi nebo se pracuje
s jednotlivymi barevnymi slozkami zvlast. Pii segmentaci barevného obrazu pomoci CGA
neni vhodné pracovat v barevném prostoru RGB z diivodu k tomuto tcelu nevyhovujicich
vlastnosti barev. Vhodnéjsim prostorem je CIELAB, ktery diky euklidovské metrice mezi
jednotlivymi barvami navic vhodné koresponduje s vlastnostmi CGA. Kombinace CGA
a prostoru CIELAB pfinasi v segmentaci obrazu celou fadu vyhod.

Prace je ¢lenéna do nékolika hlavnich kapitol. Nejprve bude vybudovana teorie geome-
trickych algeber. Geometrické algebry lze definovat vice zpiisoby, dva z nich zde budou
uvedeny s dirazem na souvislosti mezi Grassmannovou a geometrickou algebrou. Déle
predstavime CGA, tato algebra ndm umozni reprezentovat a transformovat geometrické
objekty. T¥eti a ¢tvrta kapitola budou vénovany aplikaci CGA pro zpracovani obrazu.
Konkrétné ve tieti kapitole se budeme zabyvat predevsim segmentaci obrazu, kde se nam
kombinaci barevného prostoru CIELAB a algebry CGA podafilo ve vyvojovém prostiedi
MATLAB, za pomoci specidlniho toolboxu navrzeného pro préaci s geometrickymi alge-
brami, vytvofit algoritmus, ktery je schopny detekce zvoleného objektu na barevném
obraze. Toolbox pro préaci s geometrickymi algebrami byl v pribéhu psani této préce
znacné modifikovan a vylepsSen, k ¢emuz prispély nase experimenty a naslednd komuni-
kace s autory toolboxu. Zdrojovy kod a nékteré obrazky ziskané pii testovani algoritmu
jsou soucasti prilohy této prace. V posledni kapitole bude predstaveno prokladani bodu
v prostoru sférou pomoci CGA zalozené na metodé nejmensich ¢tvercu. Pro vypocet op-
timélni sféry pouzijeme pouze zakladni toolbox pro linearni algebru. Prokladani bodu
sférou se nadm povedlo vyuzit pro upravu vzdalenosti barev obrazu. Tuto operaci jsme
zakomponovali do algoritmu pro detekci objektu a nasledné experimenty ukazali, Ze doslo
ke zlepseni dosazenych vysledki.
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Kapitola 1

Geometrické algebry

Geometricka algebraﬂ je asociativni algebra nad polem skalart (nej¢astéji nad polem re-
alnych ¢isel R), kterd nAm umoziuje jednoduchou interpretaci zakladnich geometrickych
utvart (primka, rovina, sféra, ...) a jejich transformace pomoci operaci p¥islugné geome-
trické algebry (viz |9, 12 [13]). Jak uvidime déle v této kapitole, zdkladni operaci defino-
vanou v geometrickych algebrach je takzvany geometricky soudin (v anglické literatuie se
pouZiva pojem ,geometric product”). V této kapitole popiSeme strukturu geometrickych
algeber a zvlastni pozornost bude poté v kapitole [2| vénovana tzv. konformni geometrické
algebte, kterd bude klicova pro aplikaci v kapitole [3| této prace.

1.1 Uvod do geometrickych algeber

Zpusobt jak lze definovat geometrickou algebru je vice (viz [12]). Pro nas ucel pouzijeme
nasledujici.

Definice 1.1. Necht V' je vektorovy prostor (nad R) a @ je kvadraticka forma na V.
Asociativni algebru nazveme geometrickd algebra G(Q) nedegenerované kvadratické formy
(@ na vektorovém prostoru V', jestlize obsahuje V' a R = R-1 jako ruzné podprostory, takové
ze

I. x2=Q(x) pro VxeV
2. V generuje algebru G(Q) nad R
3. Algebra G(Q) neni generované zadnym vlastnim podprostorem V.

Vezmeme-li napiiklad vektorovy prostor V' = R4, tedy RP*? s kvadratickou formou typu?]
(p, q), podle definice mame jednoznac¢né urc¢enou algebru generovanou timto prostorem,
kterou budeme znacit G, ,. Zakladnimi prvky této algebry jsou bazové vektory prostoru
RP4, které tvoii ortogonalni bazi {e1,es,...,e,}, kde n = p+q. Podle typu (signatury)
algebry (kvadratické formy) plati pro tyto vektory dle podminky [I] v definici[l.1|nasledujici
vztahy:

e2=1 prol<i<p, e2=-1 prop<i<n.

1V nékterych zdrojich se pouziva pojem Cliffordovy algebry, pojem geometrické algebry se upfednost-
nuje zejména v piipadé aplikaci vyuzivajicich euklidovskou geometrii.
2V anglickeé literatufe se pouziva pojem ,,signature”.
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Tyto prvky budeme v geometrické algebie nazyvat bazové elementy stupné 1. Nasobeni
na geometrické algebfe nazyvame geometricky soucin a z definice lze odvodit zakladni
pravidlo pro geometricky soucin mezi témito elementy. Mé&jme libovolné bézové elementy
stupné 1, tedy e;,e;, i # j, z duvodu distributivity (algebra je distributivni z definice)
plati

(e;+e€;) =€ +eej +eje; + €7,
zarovei, protoze elementy e; a e; jsou ortogonalni a skaldrni soucin je bilinedrni, plati
(ei+e;)*=Q(e;+e;) =€l +e7,
slozenim téchto dvou vztaht dostavame
el +eej+eje;+ e? =e? + e? = e;ej +eje; = 0.
Tuto podminku lze vyjadrit v ekvivalentnim tvaru
e;ej = —e;€;, pro i+ j. (1.1)

Zaroven jsme timto postupem ziskali dalsi bazové elementy e;e;, i # j. Tyto elementy jsou
formalni kompozici dvou elementtu stupné 1, fikdme tedy, Zze maji stupen 2. Elementy
stupné 2 tvoii vektorovy prostor dimenze (’;) s béazi e;e;, 1 < j, kterou budeme znacit
e; A e;. Obdobnym postupem lze ziskat bazové elementy vSech stupiiti az do stupné n,
element stupné n (existuje pouze jeden) se nazyva pseudoskaldr a budeme ho znagit I =
e1neaA. . .Aey,. Skalar 1 je potom bazovy element stupné 0. Geometricka algebra dimenze n
mé tedy Y1, () = 2" zdkladnich elementi (v tabulcenajdeme celou bazi algebry Gs ).
Linearni kombinaci elementt stupné k ziskame k-vektory (vektory, bivektory, trivektory,
atd.). Linearni kombinaci elementi raznych stupia ziskame obecny prvek geometrické
algebry zvany multivektor. V dalsim popiSeme dilezité operace definované v geometrickych
algebrach a detailnéji strukturu nékterych dulezitych algeber.

Poznamka 1.1. Déle v textu si ukidZzeme, Ze symbol A miuzeme chapat jako operaci
v celé geometrické algebie G, , zvanou wedge nebo vnéjsi soucin. Vyznam a vlastnosti
této operace budou vysvétleny v dalsim tseku této prace.

1.2 Operace na geometrickych algebrach

Zakladni operaci geometrické algebry je geometricky soucin. Dalsimi dvéma dilezitymi
operacemi, které lze odvodit z geometrického soucinu, jsou vnéjsi soucin neboli wedge ,,A“
a vnitini soucin ,,*“. Podrobné&jsi popis operaci geometrickych algeber a kompletni vycet
jejich vlastnosti najdeme v monografii [13].

Nyni uvedeme definice vnéjstho a poté i vnitiniho soucinu. Poznamenejme nejprve, Ze
mnozinu bazovych elementi geometrické algebry G, , budeme znacit @ILQ' Nez pristou-
pime k samotné definici vnéjsiho souc¢inu, budeme potiebovat jesté jednu operaci, kterou
nazyvame projekce na stupen.

Definice 1.2. Ozna¢me E € @p,q libovolny bazovy element. Potom projekci elementu E
na stupei k oznacime (E); a definujeme

E, r(E) =k,
(B = { 0, zr(E) +k,

kde gr(F) je stupen bazového elementu.
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Definici Ize snadno zobecnit na libovolny multivektor A € G, ,. Kazdy multivektor je
totiz linedrni kombinaci bazovych elementt, tedy A = Y, a;F;, a; € R, E; € G, ,. Operéa-

tor projekce na stupeii definujeme jako zobrazeni (-); : G, , - G, kde G% = je mnozina

k—vektort, které je distributivni, asociativni a plati (a;E;)x = a;{ E;). Projekci multivek-
toru A tedy miiZeme napsat jako:

(A =) ai(Ey)y.- (1.2)

(2

Nyni miizeme kone¢né definovat vztah pro vypocet vnéjsiho soucinu dvou bézovych ele-
mentu.

Definice 1.3. M&jme Ej, E; € G, ,, takové ze gr(E}) = k, gr(E;) = [, potom vn&jsi soucin
B A B definujeme vztahem

Ek; A El = (EkEl>k:+l‘ (13)

Vztah (1.3)) 1ze s vyuzitim vztahu (1.2) jednoduse rozsifit na libovolny multivektor. Pro
nizornou ukidzku muzeme nyni ovéfit, Ze ejeses = e A eg A €3, tedy 7e vyjadieni ejeses
a ey A e Aeg (ve smyslu operace vnéjsi soucin) predstavuji tentyz bazovy element.

i ANea Neg = (€1€2>1+1 Neg = ((6162)63)2+1 = (616263)3 = €1€9€3,
stejny vysledek ziskame i jinym ,;uzavorkovanim®
i NeaNeg=er N (€2€3>1+1 = (61(6263))1+2 = (616263)3 = €1€2€3.

Celou bazi geometrické algebry Gs vyjadfenou pomoci vnéjsiho soucinu najdeme v ta-
bulce a tutéz bazi vyjadfenou pomoci geometrického soudinu demonstruje tabulka

Podobnym zpiisobem, jakym jsme nadefinovali vnéjsi soucin, nadefinujeme i vnitini soucin
a také operaci skaldrni soucin na bazovych elementech geometrické algebry.

Definice 1.4. M&jme E, E; € G, ,, takové 7e gr(Ey) = k,gr(E;) =1,k # 0,1 # 0. Vnitini
sou¢in znaCime Fj * Ej, skalarni sou¢in znac¢ime Ej - E; a obé tyto operace definujeme
vztahy:

Ey » By = (B Ep) gy,

Ey- B = (ExEpo,

Eyx By =FE,-E; =0 pokud k=0 nebo [ =0.

Tuto definici lze opét s vyuzitim vztahu (1.5)) jednoduse aplikovat na libovolné multivek-
tory. Déle se podivame na vlastnosti téchto operaci.

1.2.1 Vnéjsi soucin (wedge)

Operace wedge muze byt v jistém smyslu pouzita pro ur¢ovani rovnobéznosti dvou geo-
metrickych objekti (pfimek, rovin,...), proto se ji budeme zabyvat podrobné&ji. Mé&jme
A, B € G, , libovolné multivektory z geometrické algebry se signaturou (p,¢), potom pro
libovolné A, B, C € G, , plati nasledujici vlastnosti:
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1. Distributivitaf}f AA(B+C)=AAB+AAC, (B+C)AA=BAA+CAA
2. Asociativita: AA(BAC)=(AAB)AC

Pro vektory (linearni kombinace bazovych elementi stupné 1) u,v € RP? c G, , navic
plati:

3. Antikomutativita: uAv = —(v Au)
Z této vlastnosti lze odvodit diisledek. Pro libovolny vektor u
uru=-(uau)=0. (1.4)
Navic pro a,b e R plati:
4. Nésobeni skalarem: (aA) A (bB) = ab(A A B)
Tedy kone¢né pro vektor u dostavame vztah
(au) A (bu) =0,

kde a,b e R. To znamena, ze wedge dvou rovnobéznych vektoru je 0. Pozdéji v této praci
si ukdzeme, Ze v geometrickych algebrach lze dalsi geometrické objekty vyjadfit pomoci
wedge vektorii, funkce wedge tedy miize byt vyuzita napiiklad pro ,,méfeni“ rovnobéznosti
rovin. Vlastnost [3joperace wedge a tedy i vztah vSak neplati obecné pro multivektory,
coz budeme demonstrovat na nésledujicim jednoduchém piikladu.

Piiklad 1.1. Necht A =e; A ey + €3, potom

AnA=(e;nes+e3) (e Aeg+es)
=(erne)n(egnex)+(esnes)+(erAeanes)+(esner Aey)
=—(eane)A(ernes)+(e1neanes) +(—ep AezAes)
=—egA(erne) nes+ (egneanes)+(eg AeaAes)

= 2(61 N eg A 63).

V prvnim kroku jsme vyuzili distributivitu, v druhém kroku antikomutativitu vektort
a poté asociativitu.

Bazovy element Stupen
1 0
€1,€2,€3 1
e1 A eg,e1Aes, ey Aes 2
I= €1 N ey Nes 3

Tabulka 1.1: Geometrickd algebra Gg

Ve 3D geometrické algebie G (viz Tabulka bazové vektory predstavuji zdkladni
vektory euklidovského 3D prostoru. Tedy libovolny euklidovsky vektor vyjadiime

(z,y,2) = xey + yes + zes.

17
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Obrazek 1.1: Geometrickd interpretace operace wedge

Wedge dvou vektort, tedy bivektor potom v euklidovském prostoru ptredstavuje rovinu
a trivektor neboli pseudoskalar predstavuje objem. Pro ukazku geometrické interpretace
bivektoru a trivektoru jsme pouzili toolbox pro Matlab s nazvem GABLE [5] (obr. [1.1).
Bivektory jsou tu znézornény pomoci kruhu, kde rovina, ve které kruh lezi, je rovina
urcend bivektorem a plocha kruhu je velikost jeho normy. Trivektory jsou znazornény
pomoci sféry, jejiz objem je norma piislusného trivektoru.

1.2.2 Vnitini soudin a skalarni souc¢in

Vnitini a skalarni soucin jsou obecné v geometrické algebie dvé rozdilné operace, ackoliv
maji nékteré spole¢né vlastnosti. Méjme libovolné A, B € G, ,, a,b € R, potom pro vnitini
soucin plati nasledujici vlastnosti:

1. Distributivita: Ax (B+C)=A+B+AxC, (B+C)xA=BxA+C+A
2. Asociativita: Ax (BxC)=(A+«B)«C
3. Nasobeni skalarem: (aA)  (bB) = ab(A » B)
Pro vektory u, v € RP4 navic plati:
4. Komutativita: uxv=vxu

Tyto vlastnosti plati i pro skaldrni soucin. Stejné jako u vnéjsiho soucinu pro A :=
i aibi, B =3, b E; plati pro obé tyto operace

AxB=>abi(E; ~E;), A-B=) ab;(E;-Ej). (1.5)
2y 7

Oproti operaci wedge, kterd zvysuje stupen prvku multivektoru, vnitini sou¢in stupen
snizuje. VSimnéme si, Ze vysledkem skalarniho soucinu je vzdy skalar a pro vektory, tedy
linedrni kombinace bazovych elementt stupné 1, operace skalarni a vnitini soucin splyvaji.
Pii aplikaci geometrické algebry CGA v této praci bude hrat skalarni soucin vyznamnou
roli, protoze lze pomoci této operace mérit vzdalenost mezi vektory a stejné jako v klasic-
kém euklidovském prostoru plati, ze skalarni souc¢in dvou navzajem kolmych euklidovskych
vektori je 0.

3Operace s¢itani funguje v geometrickych algebrach obvyklym zpisobem, tedy s¢itame skalary piislu-
Sejici ke stejnym bazovym elementim.
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1.2.3 Chevalleyova konstrukce geometrické algebry

Pti konstrukei geometrické algebry pomoci definice|1.1|jsme nejprve ziskali operaci geome-
tricky soucin a z ného jsme poté definovali operace vnitini soucin a vnéjsi soucin. V této
kapitole si ukdzeme jinou konstrukci geometrické algebry, kde budeme postupovat opa¢né.
Necht V' je vektorovy prostor nad R s nedegenerovanou kvadratickou formou @), ktera je
zazenim skaldrniho soucinu < u,v >, u,v € V. Mé&me na vektorovém prostoru genero-
vanym @m definovany vnéjsi soucin spliujici vlastnosti z kapitoly tim ziskavame
asociativni algebru, kterd se nazyva Grassmannova nebo také vnéjsi algebra a znacime ji
AV (pro prvky této algebry zachovame nazvoslovi z kapitoly . NaSim zamérem je na
Grassmannové algebfe nadefinovanim geometrického soucinu zkonstruovat geometrickou
algebru. Nejprve definujeme operaci levd kontrakce, ktera je rozsitenim skalarniho sou¢inu
na multivektory:

Definice 1.5. Méjme vektory u,v € V' a multivektory A, B,C € AV, potom levou kon-
trakci A 1 B € AV definujeme vztahy:

1. uav=<u,v>
2. ud(AAB)=(udA)AB+AnA(ulB),
3. (AAB)aC=A1(BaC),

kde A znadi involuci stupn

Pomoci operace leva kontrakce nyni definujeme geometricky soucin mezi vektorem u e V'
a libovolnym multivektorem A € AV vztahem

uA=u_tA+unA. (1.6)
Vztah (1.6) lze diky linearité a asociativité rozsifit na libovolné multivektory z AV, ¢imz

ziskdvame geometrickou algebru G, ,.

1.2.4 Vlastnosti geometrického souc¢inu

Pro tuplnost uvedeme, podobné jako v piipadé vnéjstho a vnitintho soucinu, zékladni
vlastnosti geometrického soucinu, které Ize odvodit piimo z definice [1.1|nebo vztahu (1.6]).
Pro libovolné multivektory A,B,C € G, ,, a libovolné a € R plati:

1. Distributivita: A(B+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA
2. Asociativita: A(BC) = (AB)C
3. Néasobeni skalarem: aA = Aa

V pripadé vektoru u, v plati, Ze geometricky soucin je sou¢tem operace wedge a skaldrniho
soucinu

uv=uAv+u-v. (1.7)

4 je operace involuce stupné k-vektoru u e A¥ V definovana vztahem @ = (-1)*u.
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Pokud do vztahu (1.7) dosadime bazové vektory prostoru R4 c G, ,, potom vzhledem
k ortogonalité baze RP4 je ¢len skalarniho soucinu nulovy a dostavame tedy:

eiej=e;Nej, 1#].

Pro geometricky sou¢in mezi riznymi bézovymi vektory plati antikomutativita (viz vztah
1.1)), ovSem pro obecné vektory tato vlastnost neplati.

Priklad 1.2. Necht a =¢e; + e3, b = €5, potom:

ab=(e; +e)es =e1e9+ 1,

ba = 62(61 + 62) =ege;+1=—-eje0+1% —(6162 + 1)

Miuzeme také naopak vyjadrit vnéjsi soucin a skalarni soucin vektori u, v pomoci geome-
trického:

1
UAV = E(uv—vu),

1
u-v= §(uv+vu).

Bazovy element | Stupen
1 0
€1,€2,€3 1
€1€2,€1€3,€9€3 2
1= €1€2€3 3

Tabulka 1.2: Geometrickd algebra G
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Kapitola 2

Konformni geometricka algebra - CGA

Konformni geometricka algebra (dale CGA) je specialni typ 5D algebry Gy ;. Prestoze
se jedné o algebru nad prostorem R*!, budeme ji vyuzivat pro aplikace ve 3D prostoru.
Duvodem je, ze CGA umoziuje velmi jednoduse a intuitivné pracovat s geometrickymi
objekty ve 3D prostoru, realizovat konformni transformace (tedy takové transformace,
které zachovavaji velikosti ihli) a v neposledni fadé ndm umoznuje velice vyhodné repre-
zentovat body a sféry ve 3D prostoru, coz vyuzijeme pravé pro nasi aplikaci v kapitole
Bl

Méjme klasickou ortogonalni bazi vektorii {ej,es,e3,e,,e_}, divod oznaceni elementii
es,e_ je vzhledem k signatufe algebry G4, ziejmy. Na tomto prostoru zvolime neorto-
gonalni bazi tak, ze zavedeme nové bazové vektory eg, e, definované vztahy:

1
60=§(6_—6+), Coo = €_+E,. (2.1)

S takto nadefinovanymi elementy dostavame tedy vektorovou bazi CGA {ey, es, €3, €g, €co },

’ Bazovy element \ Stupen ‘
1 0
€1,€2,€3,€0,C 1
e1 Neg, €1 Ne3g, €1 Ney, €1 N Ex,
ea Aeg, ea A€y, €aA€Cs, €3A €, 2

€3N €oo, €0 N Eoo
e1NegNes, €1 Nea N€y, €1 N ey N e,
e1A€e3 A€y, €1 AEC3AECH, €1 ACHNA Coo, 3
€a NE3 Ne€y, EaNeE3NECyx, €2NEYNECx,
€3 N Eg N Ex

€1 Neg N\esgAeg,
€1 Nea Ne3 N €,
e1 Nea Neg N €, 4
e1 NegNegN e,
ea Nezg NeygN e

e1ANexy Ae3AegA o 5}

Tabulka 2.1: CGA béazové elementy
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kde ey, eq, e3 predstavuji Euklidovské bazové vektory, ey reprezentuje pocatek 3D sourad-
nicové soustavy a e, reprezentuje nekonecno. Jelikoz jsme pii definovani geometrickych
algeber az dosud uvazovali pouze ortogonalni vektorové béaze, coz pro nasi novou volbu
neplati, nékteré vlastnosti, jako naptiklad antikomutativita geometrického soucinu mezi
bazovymi vektory, zde budou poruseny. Ackoliv timto prechodem k neortogonalni bazi
ztratime nékteré vlastnosti, divodem tohoto formalniho kroku je znacné zjednoduSeni
a veétsi prehlednost geometrickych reprezentaci. Celou bazi CGA najdeme v tabulce [2.1
Oba bazové vektory e, €9 jsou v druhé mocniné rovny nule, coz lze snadno ovérit pfimym

vypoctem ze vztahi ((2.1)):

2 =(e_+ey)(e+e)=e*+ei+e e, +ee =t +eitee,—ee,=-1+1=0,
1 1 1 1
el = 5(6_ - 6+)§(€_ -e,) = Z(e% +e?—e e, —ee )= Z(eg +e2—ee,+ee,)=0.

Stejnym zpisobem ukdZzeme, ¢emu se rovna skalarni a geometricky soucin mezi témito
elementy. Diky komutativité skalarniho soucinu dvou vektorti vime, Ze e, - €9 = €g * €0,
stacCi tedy vypocitat pouze jeden vztah:

1 1 1
600-€0=(€_+6+)§(€_—€+)=5(6_-6_—€+-€++€+-€_—€_~€+):5(—1—1)2—1.

V piipadé geometrického soucinu mezi dvéma vektory plati vztah (1.7)) a jelikoz uz vime,
¢emu se rovna skalarni souéin e, - g, dostavame

€0l = Coo A Y+ €oo "€y =€Coo A€y — 1,

€0€o0 = €0 N Eoo + €0 " oo = —€oo A €g — 1.
V8echny odvozené vysledky jsou piehledné znazornény vztahy:

e =e2=0
Coo €)= €0 Coo =—1
Cool) = €oo Ay — 1
€0€o0 = —€oo A€o — 1
Cool) = —€0€o0 — 2
Vysledek skaldrniho soucinu ndm potvrzuje, ze vektory e, eg nejsou navzijem ortogo-
nalni, jsou vSak ortogonalni vii¢i vSem ostatnim bazovym vektorim.

2.1 Zakladni geometrické objekty

Hlavni prednosti CGA, ktera jiz byla zminéna, je moznost snadné reprezentace zaklad-
nich geometrickych objektti a prace s nimi. V této kapitole se budeme zabyvat témito
reprezentacemi.

Bod (z,y, z) € R? reprezentujeme v CGA vztahem

1
P=x+ §X2€oo +ep, (2.2)

kde x = zey + yes + ze3. Poznamenejme, ze x? ve vztahu (2.2) predstavuje skalarni soucin
vektoru béaze {e1,eq,e3} se sebou samym, jehoz vysledkem je:

x2 =22+ + 2% = |x|°.

22



Jedna se tedy o druhou mocninu obvyklé euklidovské normy vektoru. Dosazenim (0,0, 0)
do vztahu ({2.2) se snadno piesvéd¢ime, Ze bazovy element ey skuteéné reprezentuje po¢a-
tek soutadnicového systému

P(O, 0,0) = €p.
Nyni jesté ukazeme, ¢emu se rovné skaldrni soucin mezi dvéma body. Méjme body X =
X + %Xzeoo tepaY =y+ %yzeoo + ey, potom
L, L,
X-Y=(x+ 5% eoo+eo)'(y+§y oo + €0)
1 1

2 2
=X 'V+ =X€xn €+ =YV €y Coo
y 5 0 2}’ 0

1, 1,
:X- __X_—
Yy 5 2}’

1
= —5(—2x~y+x2 +y?)

= —%(X -y)*

Dostavame tedy druhou mocninu euklidovské normy nasobenou koeficientem —% rozdilu
dvou euklidovskych vektoru odpovidajicich ptislusnym CGA bodum

1
XY =2 [x-yl*, (2.3)

tedy skalarni soucin dvou bodu méii vzdalenost mezi nimi.
Kromé bodu lze v CGA reprezentovat dalsi geometrické objekty, jejichz vycet nalezneme
v tabulce Pro tyto objekty lze pouzit dvé riizné reprezentace, které jsou navzajem

| Objekt | IPNS | OPNS
Bod P=x+ %XQGOO + €
Sféra S:P—%r%w S*=P APyAP;A Py
Rovina T=n+des T =PiAPyoAPyAey
Kruznice | C'= 51 A5, C*=PiAP,APs
Piimka L=mAmg L =P APyAeg
Dvojbod | Pp=S1AS3AS3 | Pp* =P APy

Tabulka 2.2: IPNS a OPNS reprezentace geometrickych objekti v CGA algebte. Hvézdicka
zna¢i dualitu mezi zminénymi reprezentacemi (viz [13]).

dudlni. Jsou to reprezentace vnitinim sou¢inem, déle IPNS (z anglického ,jinner product
null space®), a reprezentace vnéjsim souc¢inem, dale OPNS (z anglického ,,outer poduct null
space®). Lze ukazat, Ze pro geometrické objekty zminéné v tabulce plati néasledujici.
Jestlize P(x) € G,, je CGA reprezentace bodu x € R3 (viz vztah (2.2)), déle A ¢ R3
je jeden z euklidovskych geometrickych objekti z tabulky a A € Gy jeho IPNS
reprezentace. Potom

xe A<= Ax P(x)=0. (2.4)
Pro A* € G4, tedy OPNS reprezentaci objektu A plati
xe A< A*AP(x)=0.
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Poznamka 2.1. Vsimnéme si, ze sféra a rovina v IPNS reprezentaci jsou CGA vektory.
Jelikoz bod je v CGA vzdy vektor, miizeme pro sféru a rovinu ve vztahu (2.4]) vnitini
souc¢in nahradit skalarnim soucinem.

Nyni se blize podivime na vyznam vztaht pro jednotlivé geometrické objekty.

2.1.1 Sféra

V IPNS reprezentaci definujeme sféru S pomoci bodu P predstavujiciho stied sféry a po-
loméru r vztahem

1
S=P- 57“2600. (2.5)

Dosazenim vztahu (2.2) a apravou ziskame
1
S=x+ 5(){2 —7%)eq + €.

Tedy bod je vlastné sféra s polomérem r = 0. O tom, Ze vztah (2.5) predstavuje skute¢né
sféru, se miizeme piesvédcit pouzitim vztahu (2.4) pro IPNS reprezentaci. Mé&jme libovolny
bod y € R3, potom

1 1
S-P(y)=(P- 57’2600) (y+ §y2eoo +eg)
=P -P(y)- %TQeoo'P(y),

vyuzitim (2.3)) ziskadvame
1
I~y 1”+ 5.

S-P(y) = 5

2
Odtud je ihned vidét, ze plati
S-P(y) =0 [x-y|*=r?

neboli y je bod ve vzdalenosti » od bodu x predstavujictho stfed sféry, mnozina vSech
takovych bodu skutecné vyjadiuje sféru S. Sféru mizeme definovat také pomoci 4 bodi,
kterymi dand sféra prochazi v OPNS reprezentaci

S*Zpl/\PQ/\Pg/\P4.

2.1.2 Rovina
Rovina je definovana vztahem
T =0+ deéy,

kde n = nje; + noey + nzez je 3D normélovy vektor roviny a d je vzdalenost roviny od
pocatku. Druhym zpusobem jak definovat rovinu, tedy OPNS reprezentace, je pomoci
3 bodi lezicich v roviné a bodu v nekonecnu

7T*=P1/\P2/\P3/\€oo.

Ze vztahu pro OPNS reprezentaci si mizeme v§imnout, Ze rovina je vlastné sféra s bodem
v nekonecnu.
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2.1.3 KruZnice a primka

Kruznice je dana prisec¢ikem dvou sfér
C =518,
nebo tfemi body, kterymi prochézi
C* =P, APy A Ps.
Podobné ptimka je dana prisecikem dvou rovin
L= T N\ Tg,
nebo dvéma body, které na dané pifimce lezi a bodem v nekone¢nu
L* =P, APy Aeg.

Primka je tedy opét kruznice s jednim bodem v nekonec¢nu.

2.1.4 Dvojbod

Poslednim objektem, ktery tu zminime, je tzv. dvojbod. Jedna se, jak uz nazev napovida,
o dvojici bodu danou bud prusecikem tii sfér

Pp=51/\52/\53,
nebo primo dvéma body
Pp* = P1 AN PQ.

Jedna se o 1D sféru.

2.1.5 Podalgebry CGA

CGA algebra v sobé obsahuje mnoho znamych a velice uzite¢nych algeber. Jednou z nich
je napiiklad algebra komplexnich ¢isel izomorfni s podalgebrou generovanou {1, I..}, kde
1. = e; Aes Aes. Bazovy element I, ziejmé spliiuje vztah pro nasobeni imaginarni jednotky

2 _ 12 _ 2 _ _ _

i° =17 =(e1 Aey Ae3)” = epesezereses = exeszeqes = —1. (2.6)
Vyznamnou algebrou pro aplikace ve zpracovani barevného digitalntho obrazu jsou kvater-
niony (viz [15] [7]). Kvaterniony mizou byt urc¢eny bazi {1,e; Aeq, e Aes, eanes}. Ukdzeme,
ze identifikace imaginarnich jednotek

’i->-62/\63, j—>61/\€3, k’—>—61/\62

splituje zndmé Hamiltonovy vztahy pro nasobeni

Z’2 j2:k2:
ij=k k=i, ki=j.
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Druhé mocniny imaginarnich jednotek lze vypocitat stejnym zpisobem jako ve (2.6,
ukéZeme si vypocet pro jednu z nich:

i* = (—eg A e3)? = egeseqes = —egey = —1.
Vynésobime-li jednotlivé imaginarni jednotky mezi sebou, ziskame

ij = (—ea Aeg)(eg Aeg) = egegeze; = ese; = e ey =k,
]l{? = (61 A 63)(—61 N 62) = €3€1€1€69 = €369 = €3 N €y = ’i,
ki=(—e1 Aey)(—ex Aes) = ereaeaes = e1e3 = €1 Aeg = .
V CGA muzeme tedy realizovat rotace pomoci jednotkovych kvaternionti, neboli jednot-

kovych bivektoria. Transformaci rotace se budeme dale zabyvat v kapitole
Dalsi algebrou je naptiklad algebra dualnich ¢isel. Dualni ¢islo mé tvar

T + ye,

kde z,y jsou skalary a € je dualni jednotka s vlastnosti €? = 0. Tuto duélni jednotku muzeme
identifikovat napriklad bazovym elementem I., = e; Aey Ae3 Aeg. Kombinaci dualnich ¢isel
a kvaterniont ziskdme dudlni kvaterniony, které umoznuji rotace kolem obecné osy (viz
[10]). Témito algebrami se déle v této praci nebudeme zabyvat, pro vice detaila viz [13] 9.
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Kapitola 3

Aplikace CGA v detekci hran
a segmentacl obrazu

V této kapitole uvedeme nékolik aplikaci geometrickych algeber, zejména CGA, v odvétvi
nazvaném zpracovani digitalniho obrazu. Hlavni motivaci k pouziti tohoto matematického
aparatu je, ze muzeme pracovat pfimo s barevnym digitdlnim obrazem jako celkem, tedy
pomoci piislusné algebry lze barevny digitalni obraz vyjadrit jednou matici. Naproti tomu
v klasickému ptistupu napiiklad pro RGB reprezentaci méame ¢iselnou matici pro kazdou
jednotlivou barevnou slozku (tedy 3 matice) nebo se obraz pievadi na obraz intenzit barev
(tedy odstinu Sedi). V celé kapitole bude uvedeno pouze nezbytné nutné mnozstvi infor-
maci z teorie pocitacové grafiky pro pochopeni piislusnych aplikaci, diraz bude kladen
predev§im na samotny zpusob aplikaci geometrickych algeber. Pro vice informaci o poci-
tatové grafice a barevnych prostorech viz [8, 17, [16]. Softwarem pouzitym pro zpracovani
obrazu bude MATLAB. Préci s geometrickymi algebrami v MATLABU umoziuje toolbox
s ndzvem Clifford Multivector Toolbox, v naSem piipadé verze 1.3 [14].

3.1 Detekce hran

Detekei hran ve zpracovani digitalniho obrazu rozumime jejich zvyraznéni, kde vysledkem
byva zpravidla binarni obraz hran. Hranou rozumime oblast v obrazu, kde dochazi k vy-
razné zméné sousednich pixeli. Existuje jiz nékolik publikaci o detekci hran barevného
obrazu pomoci kvaternioni, viz |7, [I5]. Jelikoz kvaterniony jsou obsazeny v CGA jako
podalgebra (viz kapitola [2.1.5), lze zde aplikovat naprosto totozny postup. My oviem
ukédzeme, ze pro vhodné filtry na detekci hran lze vyuzit i dalsi vlastnosti geometrické
algebry CGA.

Pracujeme-li v barevném prostoru RGB, potom digitaln{ obraz je vyjadien tfemi obrazo-
vymi maticemi R, G, B, které odpovidaji intenzitam jednotlivych barevnych slozek pixeli.
Pomoci geometrické algebry budeme takovy obraz reprezentovat jednou matici. Nejprve
vyjadiime kazdy pixel jako euklidovsky vektor pomoci vektorové béaze {e1,eq,e3}, dosta-
neme tedy matici nad Gz

X :R€1+G€2+B€3. (31)
Prvek vysledné matice na pozici 7, ma tedy tvar ;; = ;€1 + gijea + bijes, kde 75, gi5, byj

jsou prvky matic R,G,B (v tomto pofadi) na stejné pozici. Matice X je tedy matice,
jejiz prvky jsou vektory geometrické algebry Gs o c Gy ;. Déle kazdy pixel vyjadiime jako
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CGA bod, vysledné reprezentace RGB obrazu je tedy dana matici nad CGA
1
=X+ §X2€Oo + 060, (32)

kde X je matice dana vztahem , X? zde chapeme jako geometricky soucin po slozkach
(nejde o nasobeni matic) a O piedstavuje matici jednicek stejného rozméru, jako je matice
X, viz vztah pro reprezentaci CGA bodu (2.2)). Kvaternionové filtry pro detekei hran jsou
zalozeny na rotaci vektoru kolem konkrétni osy. Nez tedy pfistoupime k samotnému filtru,
ukazeme jak lze v CGA realizovat rotace.

3.1.1 Rotace

Transformace v CGA libovolného objektu o (uvazujeme geometrické objekty, viz tabulka
jsou realizovany vztahem

o= VoV, (3.3)

kde o, je objekt po transformaci, V' € G4 je tzv. versor, coz je specialni typ multivektoru
vyjadfujici zvolenou transformaci, viz kapitola 3.3 v [13] a V znaéi jeho reverzi. Reverze
multivektoru M je multivektor M, jehoz kazdy bazovy element je zapsin v opaéném
poradi ve smyslu vnéjsiho sou¢inu. Tedy naptiklad pro M =1+ e Aeg+e1 Aey A ez méme

M:1+€2/\€1+63/\62/\61.

Protoze operace reverze pouze méni znaménko prislusného bazového elementu, mizeme
tuto operaci pro libovolny bazovy element Eyy € Gy stupné k& definovat vztahem

~ k(k-1)
E(m = (—1) 2 E<k>.
Tento vztah lze snadno rozsitit na libovolny multivektor M =}, a;E;,a; e R, E; € @471

M = ZaiEN,-.

Poznamenejme, Ze pro libovolné dva bazové elementy Fi, Fs € @4’1 plati
(El/\EQ) =Eg/\E~1, (ElEQ) =E2E1.

Rotace realizujeme pomoci rotoru, rotor popisujici rotaci podle poc¢atku a normalizované
osy L = Lyey + Lyeg + Lzez o tihel ¢ vyjadiime vztahem

R= 6_%l’ (34)

kde [ = Li(ez Ae3) + La(es Aer) + Ls(er A eg) je bivektor urcujici osu nebo také rovinu
rotace. Rotor (3.4)) 1ze zapsat i ve tvaru

R= cos(%) - lsin(g).

Dosazenim rotoru R do vztahu (3.3)) tedy dostavame vztah pro rotaci libovolného geome-
trického objektu o

0, = RoR, (3.5)

kde o, je orotovany objekt. UkdZeme si tento postup na piikladu.
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Pfiklad 3.1. Uvazujme sféru se stifedem v bodé (2,0,0) a polomérem r = 1, tedy
1 1
S =(2e + 54600 +e0) — 5600.

Tuto sféru chceme rotovat o uhel 7/2 podle osy z, osa rotace je tedy L = e3. Pfislusny
rotor ma tedy tvar

0 . T
R = COS(Z) -(e1ne) sm(z).
Reverze rotoru je
R= cos(%) +(e1 Aeg) sin(%).

Nyni vypocitame vysledny objekt po rotaci

S, =RSR
(2 e 2)s( Lo enenZ)

_V2.V2 V2 V2 V2 V2 V2

-5 9ty Slane) 5o Srlene)S 5 -

= % (S+S(exnes)—(e1nes)S—(e1ner)S(erAer))

(e1 A ex)S(er A eg)g

2
=1 (S + (2e5 + 2e€169 + €ge19 — 0.5e0€169) — (—2e9 + 216964, + 16260 — 0.5€1€9€,)
—(e1nex)S(er ney))

=1 ((2e1 + 1.5e0 + €0) + deg — (261 + 2e169€ €169 + €169€60€19 — 0.5€1€9€0€1€2))

2
=1 (1.5€0 + €g + 4e3 + 260, + €9 — 0.5€4,)

=269 + 3eo + 2€g

1
= 262 + 5(4— 1)600 + €.

Vysledkem je tedy opét kruznice s polomérem 1 a se stifedem v bodé (0,2,0). Doslo tedy
opravdu k rotaci, kterou jsme pozadovali.

Poznamka 3.1. Pomoci operace reverze lze zavést normu multivektoru A € G, o, tedy
takového, ktery neni tvofen bazovymi vektory, jejichz druhd mocnina je —1. Tuto normu
definujeme vztahem

A =VAxA=VA- A
Pro rotaci ur¢enou vztahem (3.5)) vyuziviame jednotkové rotory spliiujici
RR =1,
z tohoto vztahu lze vyvodit, Ze pro tyto rotory plati

R'=R.
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Zde mizeme vidét ziejmou podobnost s jednotkovymi ryzimi kvaterniony, kde misto re-
verze se pouziva konjugace kvaternionu, viz [15]. Tuto vlastnost spliiuji vSechny jednotkovée
multivektory z G, o, které 1ze zapsat ve tvaru vnéjsiho soucinu lineadrné nezavislych vektort
a zaroven neobsahuji vektory se zapornou druhou mocninou. Méjme takovy multivektor
A, potom plati

VAxA=AA (3.6)

Pro libovolny multivektor A € G, s vlastnosti A% # 0, ktery lze zapsat ve tvaru vnéjsiho
souc¢inu linedrné nezéavislych vektoru, tedy existuje inverzni prvek vzhledem ke geometric-
kému soucinu definovany vztahem

A

A_l = —=.
AA

(3.7)
Pro obecny multivektor v8ak vztahy a tedy ani neplati a inverzni prvek nemusi
existovat. Pro libovolny multivektor A € G, miZeme vSak stale najit alespon inverzi vuci
vnitinimu sou¢inu A* pomoci vztahu

A

At =
Ax A

pro kterou plati Ax A* = 1. Pro uréeni normy multivektori, které obsahuji bazové vektory
se zapornou druhou mocninou, je potifeba nahradit reverzi operaci konjugace multivektoru
definovanou nasledujicim zpusobem. Méjme bazovy element E € @p,q, potom konjugaci
Et definujeme vztahem

E'=(-1)"E, r:=gr_(F),

kde gr_(FE) je pocet bazovych vektort, jejichz druh& mocnina je —1, které jsou obsazeny
v E. Jiz nékolikrat zminénym postupem lze opét operaci rozsitit na libovolny multivektor.
Bazi rotoru vsak tvoii pouze vektory s kladnou druhou mocninou, takze pii rotaci si
vystacime s operaci reverze.

3.1.2 Prewittové filtr

Pro detekci hran pouzijeme tzv. Prewittové filtr upraveny pro pouziti v CGA. Zakladni
Prewittové filtr vyuziva 2D konvoluci vstupniho obrazu s konvolu¢nim jadrem danym
matici

1 1 1
h=l 0 0 0
-1 -1 -1

pro detekei horizontalnich hran a transponované jadro h pro detekci vertikélnich hran.
Pro nas tcel pouzijeme bi-konvoluci danou vztahem

Lt(nym) =" > hy(i,j)I(n—i+1,m-j+1)hg(i,j), (3.8)

i=1j=1
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kde I,,; je matice vystupniho obrazu, I (viz (3.2])) je vstupni obraz a hj, respektive hp
je leva respektive prava bi-konvolucéni maska. Cely obraz ziskdme tim, 7ze vztah
aplikujeme postupné na kazdy pixel obrazu n = 1,...,N, m = 1,..., M. Bi-konvolu¢ni
masky jsou matice o rozmérech 3 x 3

111 111
hp={0 0 0], hg=|0 0 0
R R R R R R

pro detekci horizontalnich hran a transponovanim téchto masek ziskame vertikalni hrany.
Clen R v bi-konvolu¢nich maskach predstavuje rotor

™ T _ —
R — 6_5l —e 2\/5(62/\63 61/\63+€1/\€2). (39)

Pti aplikaci vztahu se diky spodnim fadkim bi-konvolu¢nich masek objevuje ¢len
RIR a tim dochézi k rotaci prislusnych pixeli o thel 7 kolem osy [ ze vztahu pred-
stavujici ,,8edou osu* RGB krychle. Pti bi-konvoluci navic po nésobeni piislu§nych prvku
dochézi jesté ke scitani. Po sec¢teni CGA bodu musime vysledek jesté normovat (vydélit
koeficientem u vektoru eg), abychom ziskali opét CGA bod. Tento krok je nahradou za
nasobeni bi-konvolu¢nich masek reduk¢nim koeficientem v pfipadé kvaternionové detekce
hran, viz |7, I5]. Vlivem rotaci a naslednym sé¢itani pixelt je vystupem obraz, ve kterém

(b) Barevné hrany (c) Detail barevnych hran

Obrazek 3.1: CGA detekce hran

jsou barevné hrany a v mistech, kde se v puivodnim obrazu nevyskytovala hrana, jsou
odstiny Sedi. Vysledek detekce hran i se vstupnim obrazem a detailem barevnych hran
znazoriuje obrazek Nyni mtzeme pro nazornost jednoduchym zptisobem separovat
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barevné hrany od zbytku vystupniho obrazu. K tomuto tcelu budeme pixely vysledného
obrazu reprezentovat jako vektory Gso c Gy (viz vztah ), tedy euklidovské vek-
tory, a na téchto vektorech zavedeme ortogonalni projekci (operace ,rejection”). Mé&jme
vektor x € Gsp, jeho ortogondlni projekce x, vzhledem k vektoru n € Gs, je urcena
vztahem

X, = (xAn)n™, (3.10)

kde n! = H:HQ. Vysledkem je ¢ast vektoru x, ktera je kolméa k vektoru n. Myslenka detekce

Obrazek 3.2: Ortogonalni projekce barevnych hran

hran barevného obrazu pomoci rotoru je zalozena na tom, Ze v idedlnim piipadé maji
ve vystupnim obraze pouze vektory predstavujici hranu nenulovou ortogonélni projekci
vzhledem k vektoru predstavujicimu Sedou osu RGB prostoru. Aplikaci vztahu (3.10]) na
vystupni obraz, kde x budou vektory obrazu a n = e + ey + €3 je vektor predstavujici
Sedou osu, ziskdvame obraz pouze barevnych hran, viz [3.2] Z obrazku je patrné, Ze po
detekei hran nemaji nenulovou ortogonalni projekci vzhledem k Sedé ose pouze hrany. To
je zpisobeno tim, Ze v mistech, kde se v puivodnim obraze hrana nevyskytuje, nemaji
vSechny pixely v oblasti 3 x 3 stejné hodnoty barvy, ale mirné se lisi. Tim dojde pfi bi-
konvoluci k tomu, ze pfislusny pixel ve vysledném obrazu se nachazi pouze v blizkosti sedé
osy. Je vSak patrné, ze skutecné hrany maji vyrazné vyssi intenzitu nez barevné pixely,
kde se hrany nevyskytuji.

Poznamka 3.2. Dopliikem k operaci ,;rejection”, viz vztah (3.10]), je operace ,,projection®
vektoru x, tedy projekce na vektor n, kterou znacime x| a lze ji urcit vztahem

X| = (X . n)n‘l. (3.11)
S vyuzitim (1.7)) lze snadno ukazat, ze plati
X=X||+XJ_. (3.12)

Vztahy (3.10]) a (3.11)) 1ze pouzit na libovolné vektory algebry G, , a operace ,,projection®
a ,rejection® lze obdobné zavést i na libovolnych béazovych elementech, viz [13]. Vztah
(3-12) vSak pro vektory G, , obecné neplati.

Vyslednym produktem filtrii detekujicich hrany obrazu byva obvykle binarni obraz hran,
tedy pixely odpovidajici hrandm maji hodnotu 1 a ostatni pixely maji hodnotu 0. UkaZeme
si tedy, jakym zpiisobem lze ziskat takovy obraz z nageho vystupniho obrazu [3.1b] Béznou

32



metodou v piipadé obrazu v odstinech Sedi, kde obraz je reprezentovan jednou ¢iselnou
matici, je prahovani. Zvoli se prahova hodnota a pixeltim, které tuto hodnotu prekroci, je
prifazena hodnota 1, ostatnim hodnota 0. V nasem piipadé lze obdobny postup pouzit
bud na obraz separovanych barevnych hran [3.2] kde lze timto zpiisobem porovnavat
normu jednotlivych vektora (¢im vyssi hodnota, tim vyssi pravdépodobnost vyskytu hrany
v ptivodnim obraze). Druhym zpiisobem, ktery umoziuje ziskani binarniho obrazu hran
pfimo z obrazu po bi-konvoluci a ktery zde pouzijeme, je prahovani na zakladé
velikosti thlu vektoru pixelt s vektorem piedstavujicim Sedou osu RGB krychle. Méjme

(e) ¢ =0.040 (f) ¢ = 0.030

Obréazek 3.3: Binarni obraz hran pro rizné prahové hodnoty ¢; v radianech

tedy obraz reprezentovany matici

Xout = Rep + Gey + Bes,
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kde R,G, B jsou ¢iselné matice intenzit piislusnych barevnych slozek. Uhel ¢ mezi vek-
torem na pozici [n,m] a vektorem Sedé osy n = ey + e3 + e3 ziskdme vypoc¢tem vztahu

Xout(n,m) -n
| Xoue(n,m) || [n]

©(n, m) = arccos

Konec¢ny bindrni obraz [, tedy ziskdAme zvolenim prahové hodnoty dhlu ¢; a naslednym
prifazenim jednicky nebo nuly pfisluSnému pixelu obrazu:

]-’ n,m)> @y,
Ibin(n7m) = { 0 .S]DZ(TLCL]{? ) 7t

Pro vysledny binarni obraz pro rizné prahové hodnoty ¢; viz Na zavér nutno po-
znamenat, ze filtr Prewittové modifikovany pro detekci hran barevného obrazu je velmi
jednoduchym typem v porovnani s jinymi ,rota¢nimi® filtry (Sobel, Kirsch) fungujicimi na
stejném principu. To znamené, Ze detekce hran pii pouziti tohoto filtru je méné kvalitni,
pouziti v této praci je zejména z divodu intuitivnéjsi predstavy principu bi-konvoluce

CGA bodi.

3.2 Segmentace barev

Segmentace barevného obrazu je obecné proces, pii kterém je obraz rozdélen do jednot-
livych disjunktnich regionti, kde pixely daného regionu maji podobné barevné vlastnosti
a tvori tedy jeden spojity objekt obrazu. Forméalni definici segmentace obrazu najdeme
napiiklad v monografii [8]. Tento princip se vyuziva napiiklad pro detekci konkrétniho
objektu na obrazu, kdy segmentace kon¢i po tspésném izolovani daného objektu a neni
potieba pokracovat v segmentaci dale (naptiklad automatizované hledani zéavad na elek-
tronickych soucastkach apod.). Jednou z metod segmentace obrazu je jiz zminéné detekce
hran, viz kapitola Segmentaci barev v této kapitole rozumime ovSem jiny piistup
zalozeny na metodé ,zvétSovani okoli“. Tato metoda spada na rozdil od detekce hran
do prostorové analyzy obrazu a podstatou je pfipojovani okolnich pixeli jiz sestaveného
regionu (zac¢iname jednim zvolenym pixelem) na zékladé urcitych kritérii. Na rozdil od
bézného rozdélovani obrazu na jednotlivé slozky (v piipadé RGB obrazu jsou to slozky
R,G,B) a nasledné segmentaci na jednotlivych slozkach zvlast umoziiuje CGA pracovat
s celym barevnym obrazem zaroven.

V této kapitole ukdZeme, jakym zpisobem je mozné izolovat v obrazu konkrétni barvu
pomoci CGA a nasledné tuto myslenku pouZijeme pro navrh jednoduchého algoritmu
na detekci objektu v obraze. Zakladni literaturou pro tuto kapitolu, kde lze najit vice
informaci o zpracovani digitdlniho obrazu, je kniha [g]. Clanek [2] pojednava detailnéji
o riznych metodach segmentace barevného obrazu a ¢lanek [3] se zamétruje na segmentaci
obrazu z hlediska rtiznych barevnych prostori. Segmentaci obrazu pomoci CGA se zabyva
¢lanek [11].

3.2.1 Barevny prostor CIELAB

P¥i segmentaci barev budeme pracovat v barevném prostoru CIE L*a*b* (nebo zkracené
CIELAB). Tento barevny prostor je odvozen od zékladniho prostoru XYZ (je zaloZzen
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na trichromatické teorii, tedy kazdou barvu ziskame jako linearni kombinaci hodnot tii
zékladnich barev), ktery ziskame linearni transformaci prostoru RGB danou matici

X 0.607 0.174 0.200\ (R
Y |=10299 0587 0.114||C
A 0.000 0.066 1.116)\B

Tento prostor se nékdy nazyva imaginarni, protoze zékladni barvy XYZ nelze fyzikalné
realizovat, ale jakoukoliv barvu lze vyjadrit jako soucet kladnych hodnot téchto zakladnich
barev. Odtud lze piejit do prostoru CIELAB nelinearni transformaci

kde X /Xy, Y /Yo, Z/Zy>0.008856. Xy, Yy, Zy jsou standardizované hodnoty bilé barvy,
viz tabulka Dale v aplikaci CGA budeme vyuzivat standard D50, ktery simuluje denni

Zdroj svétla X Yo Z

D50 96.680 | 100 | 82.519
A 111.144 | 100 | 35.20

TL84 103.863 | 100 | 65.607
C 97.285 | 100 | 116.145

F2(CWF) |103.279 | 100 | 69.027

Tabulka 3.1: Standardizované hodnoty hilé barvy

svétlo. Trojice soutadnic reprezentuje svétlost barvy L* (L* = 0 pfedstavuje ¢ernou barvu
a L* =100 je bila barva), a*, s rozsahem obvykle od —128 do 127, je pozice mezi ¢ervenou
a zelenou barvou (zaporné hodnoty a* znazoriuji zelenou barvu a kladné hodnoty cerve-
nou) a soufadnice b*, se stejnym rozsahem jako a*, je pozice mezi Zlutou a modrou barvou
(zaporné hodnoty piislusi modré a kladné hodnoty zluté barvé), viz obrazek Hlavni
motivaci vyuziti tohoto prostoru pro segmentaci barev je euklidovskd metrika na prostoru
odpovidajici lidskému vniméni rozdilu jednotlivych barev. To znamena, 7Ze pokud mame
dvé dvojice barev se stejnymi vzdalenostmi, potom vnimana vizualni odchylka mezi témito
dvojicemi bude stejni. Tuto vlastnost prostor RGB nemd, mize se tedy stat, ze barvy,
které vnimame jako velmi ,rozdilné“, maji relativné malou vzdalenost v RGB prostoru
a naopak barvy, které se nam jevi jako ,podobné“, mohou byt v prostoru vzdalenéjsi.
Barevnou diferenci dvou barev v prostoru CIE L*a*b* lze tedy vyjadfit jako

AE =+/(AL*)? + (Aa*)? + (Ab*)2.
Tyto vlastnosti jsou klicové prave pro segmentaci barev, kde chceme rozlisit riizné vnimané

barvy. Navic nam tento prostor, jak se piesvédc¢ime dale, umozni pro tyto tucely vyuzit
potencial CGA algebry.
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Black

Obrazek 3.4: Model barevného prostoru CIE L*a*b*. Zdroj [I]

3.2.2 Implementace CGA v prostoru CIELAB

Jak jiz bylo fe¢eno, barevny prostor CIE L*a*b* je opatien euklidovskou metrikou vzhle-
dem k vnimanému rozdilu barev. Tedy mame-li ur¢enou néjakou referen¢ni barvu, potom
barvy nepiresahujici danou odchylku od referencni barvy tvoii kouli. Chceme-li barevné
klasifikovat urcity pixel, podivime se na polohu pixelu vzhledem ke sféfe s polomérem
predstavujicim danou barevnou odchylku a stfedem znazornujicim referen¢ni barvu. Po-
kud zkoumany pixel lezi vné sféry, potom tento pixel hodnotime jako nevyhovujici a pokud
lez{ uvnit¥ sféry, potom pixel vyhovuje. S vyuzitim CGA miizeme snadno rozhodnout o po-
loze bodu vzhledem ke sféfe pomoci skalarniho soucinu. Méjme IPNS reprezentaci sféry
S=P- %7‘2600 (P=p+ %p%oo +eg je bod urcujici st¥ed sféry) a bod X =x + %X%m + €.
Zopakujme vypocet skalarnfho soucinu

1
S'X=P'X—§T2600'X.
S vyuzitim vztahu (2.3)) pro skalarni sou¢in dvou bodu ziskavame

1 1 1
S X =3 Ip-xI*- (—7“2600) - (x+ e +eo)

2
1 1 1 1
) Ip-x|° - (51”2600 X+ 17’2)(2600 eg + 57”2600 : eo)
1 , 1,
=——|p-x|"+=r=
CIp -l o

JelikoZ |p — x| pFedstavuje vzdalenost mezi stiedem sféry S a bodem X, plati pro polohu
bodu X vzhledem ke sféfe S ziejmé nasledujici tvrzeni:

>0, bod lezi uvniti sféry,
S-X1{ =0, bod lezi na sféte, (3.13)
<0, bod lezi vné sféry.

Vyse uvedeny postup aplikujeme na L*a*b* obraz (L*,a*,b* jsou ¢iselné matice obrazu).
Kazdy pixel obrazu reprezentujeme jako CGA bod, vstupni obraz je tedy vyjadien matici

1
I=L% +a*es +bes + §(L*61 +a*ey +b*es)?eq + €. (3.14)
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Obrazek 3.5: Vstupni obraz pro segmentaci barev

Referen¢ni barvu [Lg,as,b5] (v L*a*b* soufadnicich) pro segmentaci vyjadifme pomoci
sféry

1
S[) = PO - 57’(2)600, (315)

kde rg je hodnota barevné odchylky od referen¢ni barvy, ktera je jiz vyhodnocend jako
nepiipustna a Py je stied sféry

1
Py = Liey + ajey + bjes + §(Lgel +ajey +bjes)?es + €.

Vysledny obrazek ziskame aplikaci , kde pocitame hodnotu skalarniho soucinu kaz-
dého prvku matice a sféry (3.15). Pokud pixel na pozici [m,n] lezi uvniti sféry,
tedy So-I(m,n) >0, je vyhodnocen jako vyhovujici a je ponechan ve vystupnim obrazu.
Pokud pixel nevyhovuje kritériu, tedy lezi vné nebo na sféfe, je z obrazu odstranén (je mu
piifazena vétdinou ¢erna nebo bila barva). Obrazek demonstruje tento postup apliko-
vany na vstupni obraz |3.5| pro rizné referen¢ni barvy a hodnoty pfipustnych barevnych
odchylek. V dal$im vyuzijeme mySlenku segmentace barev uvedenou v této kapitole pro
navrh jednoduchého algoritmu, jehoz tkolem je detekovat zvoleny objekt v obrazu na
zakladé barevné odlisnosti. Pokusime se také porovnat vysledky pii praci s RGB a L*a*b*
prostorem.

3.2.3 Algoritmus pro detekci objektu

V této Casti prace popiseme algoritmus, jehoz cilem je detekce objektu v obraze. V pritbéhu
textu budou pro doplnéni pridavany tseky zdrojového kodu ze softwaru MATLAB. Cely
zdrojovy kod i se v8emi pouzitymi pomocnymi funkcemi nalezneme v pifloze této prace.
Pro praci s CGA v toolboxu Clifford Multivector Toolbox nacteme vhodny typ geo-
metrické algebry, tedy Gy1, piikazem

clifford_signature(4,1,0);
Vstupni RGB obraz prevedeme do prostoru CIEL*a*b* pomoci piikazu
Ib = rgb2lab(I,’WhitePoint’,’d50°);

kde I je vstupni originalni obraz [3.7], pro transformaci mezi barevnymi prostory volime
standardizovanou hodnotu bilé barvy D50, viz tabulka CIEL*a*b* obraz Ib repre-
zentujeme jako CGA body:
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(¢) Cervena barva rg = 15 (d) Cervena barva ro = 35

Obrézek 3.6: Segmentovany obraz. RGB soutadnice pro jednotlivé referen¢ni barvy: zelen&
[0.47,0.62,0.27], ¢ervena [0.77,0.21,0.18].

v = Ib(:,:,1)*el + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3;
[r,c,d] = size(Ib);
Icga = v + 0.5%xv."2xeinf + ones(r,c)*eo;

Jelikoz toolbox umi definovat algebru jen signaturou, musime tedy pracovat s ortogonélni
béazi {1,e1,€es,€3,€4,65} a pro zjednoduSeni pouzijeme pomocné funkce einf a eo, viz
priloha

Samotny algoritmus je zaloZen na metodé postupné se rozristajiciho okoli (anglicky region
growing) kolem jednoho inicidlniho pixelu na zakladé uréitych kritérii. Nejprve zvolime
v obrazu inicidlni pixel, jehoz okolni pixely budeme zkoumat. Tento pixel reprezentovany
opét jako CGA bod ozna¢ime P. Déle zkouméme vlastnosti, v nasem piipadé barvu, okol-
nich pixeli. Ty z okolnich pixelt, které neptekracuji zvolenou barevnou odchylku, jsou
pripojeny k pixelu P, tim dojde ke zvétSeni oblasti vhodnych pixeli a pokracujeme ve
vyhodnocovani nového okoli této oblasti. Déle probihé algoritmus itera¢né, kde v kazdém
kroku jsou pripojeny okolni pixely spliiujici tii podminky, které znazornime pomoci ter-
minologie CGA. Necht () je analyzovany pixel v k-tém itera¢nim kroku a S, S, S35 jsou
sféry charakterizujici jednotlivé podminky. S; je sféra se stfedem v bodé P a polomérem
r1. Vnitfek této stéry tedy tvori barvy, které jsou vzdaleny maximalné o r; od barvy pixelu
P. Sféra Sy s polomérem r, mé stied v bodé P, ktery predstavuje primeér barev mnoziny
pixelt vyhodnocenych jako vyhovujici v predchozi (k-1) iteraci. JelikoZ nelze s¢itat CGA
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Obrazek 3.7: Vstupni obraz pro detekci objektu

body a ziskat opét CGA bod, priumér n barev A; vypocitame podle vztahu
A L zn: NE zn: 2 +
=\ — a; - a; €oo €o,
n= na= "

kde a; = Lfe; + afey + bfesz. Konecné sféra S3 mé stfed Ps; predstavujici priamér barev
vSech pixeltu z dosud vyhovujiciho regionu a polomér rs. Pixel () tedy vyhodnotime jako
vyhovujici a ptipojime k regionu pokud plati soucasné:

1. §1-Q >0,
2. 52'Q>0,
3. 53'Q>0.

Podminka [1| je ovéfena pro vSechny pixely obrazu v jednom kroku, ve zdrojovém kodu je
realizovana prikazem

A1 = scalar_product(Icga,S1) > 0;
Podminky [2] a [3]

A2
A3

scalar_product(double(C) .*Icga , S2) > 0;
scalar_product(double(C) .*Icga , S3) > 0;

jsou naproti tomu vyhodnocovany v kazdé iteraci, jelikoz v kazdé iteraci pracujeme s no-
vymi sférami S2 a S3 (C je matice pixeli oznacenych k analyze). Cely proces konéi ve chvili,
kdy v nové iteraci neni zadny pixel vyhodnocen jako vyhovujici, tedy region vhodnych
pixelli uz nadéle neroste.

Cely postup aplikujeme na obrazek a pokusime se detekovat pouze modré auto. Volbu
inicidlniho pixelu pro algoritmus znazorfiuje ¢ervend Sipka na obrazku [3.8] Prahové hod-
noty pro jednotlivé podminky vyhodnocovani pixeli (poloméry sfér) jsou voleny expe-
rimentalné na zacatku programu. Poznamenejme jesté, ze v prvni iteraci jsou vSechny
t1i sféry totozné. Algoritmus byl testovan pro rizné prahové hodnoty ri, 79,73, vizualné
obraz pfi pouZiti algoritmu na RGB obraz, viz [3.10] P#i praci s RGB obrazem se nam
nepodatfilo ziskat zadné uspokojivé vysledky, coz potvrzuje predchozi domnénku, ze RGB
prostor neni vhodny pro segmentaci barevného obrazu.

Pro shrnuti znazornime cely algoritmus zjednodusené v nékolika klicovych krocich:
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Obrazek 3.8: Inicidlni pixel pro algoritmus vyznacen ¢ervenou Sipkou

(a) (40,30,40) (b) (40,50,40)

Obrazek 3.9: Vystupni obraz auta pro prahové hodnoty (71,72, 73), pro které jsme dosahli
nejlepsich vysledkii.

Obrézek 3.10: Vystupni obraz po pouziti algoritmu na RGB obraz pro prahové hodnoty
™ :7“227”320.45.

1. Vyjadieni vstupniho obrazu jako matici CGA boda Ioga.

2. Volba inicidlniho pixelu.

3. Sestrojeni sfér Sy, Ss, S3 znazornujicich podminky a3
4. Ovéfeni podminky [I| pro v8echny pixely obrazu Sy - Icga > 0.
5. Ovéfeni podminek [2] a [3] pro uréené pixely.
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6. Pfipojeni pixelu vyhovujicich vSem tfem podminkam soucasné.

7. Pokud byly v predchozim kroku ptidany néjaké nové pixely sestrojeni novych sfér
Sy a S3 a navrat ke kroku 5] Jinak konec algoritmu.

Je nutné zminit, ze cely algoritmus byl navrzen predev8im pro experimentalni tcely se
snahou zkoumat a ukdzat mozny smér vyvoje uplatnéni CGA v segmentaci obrazu. Pro
skute¢nou aplikaci je nutné zabyvat se danou problematikou déale a navrhnout sofisti-
kovanéjsi postupy, pro ucely prezentace vyhod CGA je v8ak tento pristup postacujici.
Prednosti je predevsim jednoduchost aplikace CGA, vSechny operace s obrazem jsou rea-
lizovany intuitivné pomoci maticovych operaci. Nevyhodou nasi implementace je rychlost
algoritmu, jeden obraz se zpracovava fadové v sekundéch, coz je zptusobeno stavajici im-
plementaci geometrické algebry v MATLABU skrze Clifford Multivector Toolbox.
Tento toolbox je v soucasnosti vyvijen, jeho rychlost se zvySuje a experimenty uvedené
v této praci byly s autory toolboxu diskutovany a prispély k jeho vyvoji. Zdrojovy kod
celého algoritmu najdeme v piiloze [A] a dalsi vystupni obrazky v piiloze [C]
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Kapitola 4

Aplikace CGA pro popis okoli
v prostoru barev

V této kapitole si ukdzeme, ze CGA nam umoznuje efektivné aproximovat mnozinu bodu
v prostoru pomoci geometrickych objektii ve smyslu metody nejmensich ¢tverci. Nasim
hlavnim zajmem bude aproximace bodu sférou. Budeme ¢erpat piedevsim z ¢lanku [6],
ktery se timto problémem zabyva. Nasim hlavnim zamérem bude implementace této apro-
ximace v MATLABU a dale se pokusime aplikovat tuto myslenku na realna data v podobé
barevného obrazu.

Metoda nejmensich ¢tverci je dobie zndméa matematicko-statistickd metoda umoznujici
prokladani dat v podobé bodu né&jakou kiivkou (oby¢ejné piimkou, parabolou, atd.). Me-
toda spocivd v minimalizaci souc¢tu druhych mocnin vzdalenosti jednotlivych bodu od
prolozené kiivky. Ukazeme si, Ze tuto mysSlenku miuzeme vyuzit pro proklddani bodi
v prostoru sférou tak, Ze minimalizujeme soucet vzdalenosti jednotlivych bodi od této
sféry (podobné 1ze body prokladat rovinou predstavujici sféru s nekoneénym polomérem,
kruznici nebo pfimkou predstavujici kruznici s nekoneénym polomérem). Vstupem naseho
problému tedy bude mnozina bodu v prostoru a vystupem sféra, ktera tyto body nejlépe
aproximuje. Metrika pro méfeni vzdélenosti mezi CGA vektory je definovana skalarnim
soucinem.

4.1 Hledani aproximace

Na rozdil od kapitoly [3] kde jsme pro praci s CGA vyuzivali Clifford Multivector
Toolbox, se nyni omezime z divodu absence potiebnych néstroji v tomto toolboxu na
praci bez jeho pouziti a ukadzeme si, jakym zptsobem lze pracovat s CGA jen pomoci
zakladniho balicku pro linearni algebru. Jelikoz budeme p#i hledani vhodné sféry pro

’ H €1 €2 €3 ‘ €p €0 ‘
er |1 0 00 O
e O 1 0] 0 O
es /0 0 1[0 O
e |0 0 0] 0 -1
e | O 0 O |-1 0

Tabulka 4.1: Skalarni sou¢in mezi bazovymi elementy CGA definujici metriku.
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aproximaci bodu pracovat s body a sférami (pfipadné je mozné uvaZovat rovinu jako
degenerovanou sféru), tedy v IPNS reprezentaci s CGA vektory (viz , muzeme vzda-
lenosti urcéovat pomoci skalarniho souc¢inu. Skalarni souc¢in nam tedy, jak jiz bylo feceno,
definuje metriku na CGA vektorech danou tabulkou (4.1} Pfipomenme, ze pro skalarni
souc¢in dvou bodu P, @), jejichZ pozice je v euklidovském prostoru dana vektory p, q, plati

1
P-Q=—§Hp—q|\2-

Skalarni soucin CGA vektoril 1ze jednoduSe implementovat pouze s vyuzitim bali¢ku pro
linearni algebru nasledovné. Méjme matici skalarniho sou¢inu M daného tabulkou
tedy

100 0 O
010 0 0
M=loo1 0 o],
000 0 -1
000 -1 0

ktera reprezentuje skalarni soucin mezi bazovymi vektory. CGA bod P = p+ey+3 1P| oo
vyjadiime jako vektor v R®

| Y
p=| 1 |,

2
2Pl
kde p = (p1, p2,p3)T. Skalarni souc¢in bodu P, () potom vypocitame nasledovné:

P-Q=(P)"(M)(Q)

100 0 0
010 0 0 q
=(p” 1 p|>)Jo 01 0 © L
000 0 -1f{5]ql
000 -1 0
, q
=(p" -5lpl” -1)[ 1
1 2
3l

T _1 2_1 2
=p a-;[p[ -5 lal
e
=5 p-a?].

Stejnym zptisobem lze pracovat i se sférami ¢ rovinami. Nez pfejdeme k samotné apro-
ximaci bodu sférou, uvedeme si nékteré zakladni poznatky z diferencidlniho poctu mul-
tivektort, které budeme k aproximaci potfebovat (podrobny popis derivace multivektori
nalezneme v [4]). Nejprve piipomeiime, Ze inverze vektoru x s vlastnosti x2 # 0 je



Operator derivace vektoru v R3 je bézné znacen symbolem V a definovan jako

0
Vizei—+ey—+e3—.
Yo 283/ 50z
Tento operdtor muzeme v jistém smyslu rozsitit na prostor libovolné dimenze. K tomu
vSak potiebujeme jesté pojem reciprokd béze.

Definice 4.1. Necht {a;} c RP? je néjakd (ne nutné ortogonalni) baze vektori v G,,.
Mnozinu {a}} c RP? nazveme reciprokd baze, jestlize tvofi bazi vektort v G, , a zaroveil
plati a’-a; =9, pro j=1,...,p+q, kde ¢; ; je Kroneckerovo delta.

Poznamenejme, 7e pro ortonormalni bazi {e;} c¢ RP¢ mame reciprokou bazi {e]}, kde
T znaéi konjugaci, viz poznamka

Nyni mtzeme zavést operator parcidlni derivace vzhledem k vektoru x € RP4, kde x =
¥, x;e;, ktery budeme znacit Oy a definujeme ho vztahem

Ox =Y. €50y,

kde e je reciproky vektor e; a 0., je parcidlni derivace vzhledem k x;. Nyni kone¢né

muzeme zavést derivaci funkce, ktera vektoru prifazuje skalarni hodnotu. Pro zdiraznéni,

ze pracujeme v geometrické algebfe, oznacime mnozinu vSech vektor geometrické algebry
: 1

Gp,q jako Gy .

Definice 4.2. Mé&jme funkci F : G},’q - R, potom derivaci funkce vzhledem k vektoru x
znacime Oy F a definujeme:

OuF(x) = €0, F(x) = ¥ el Fi(x). (4.1)

kde F;(x) := 0,,F(x) je parcialni derivace funkce F podle z; v x.

Poznamka 4.1. Definici lze snadno rozsitit na derivaci funkce F : G,, - R vzhle-
dem k multivektoru X := Y, 2, E;, kde {E;} = G, je ortonormélni baze. Multivektorovy
operator derivace je tvaru

8)( = Z E;@zl,

kde pro reciproké bazové elementy plati £ x E; = 6;; pro j = 1,...,2P*% Derivaci funkce
F potom ziskdme podobné jako ve vztahu [£.1}

OxF(X) = Y B0, F(X) = Y B Fi(X).

Derivace obecné funkce, jejiz defini¢énim oborem i oborem hodnot je G, ,, miZeme najit
v [13, 4]. Jelikoz budeme déle potfebovat pouze derivaci danou vztahem , nebudeme
se dale teorii diferencialniho po¢tu multivektortu zabyvat.

Bez diikazti uvedeme vycet nékterych vlastnosti multivektorovych derivaci, které vyuzi-
jeme dale pii hledani optimalni sféry. Pro ptehlednost vynechédme pii zépisu operatoru
derivace vektor, podle kterého derivujeme. Mé&jme funkce F(x),G(x), potom plati znameé
vlastnosti z klasického diferencidlniho poctu:
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e (F+G)=0F+0G,

o J(FG)=(0F)G+F(9G).

Nyni jsme pfipraveni piejit k samotné formulaci naseho problému, tedy nalezeni optimélni
stéry, kterd aproximuje zadané body v prostoru. Vektor p; pfedstavujici pozici bodu P,
muzeme charakterizovat pomoci relativni polohy vzhledem ke sféfe S se stfedem c a po-
lomérem r vztahem

pi=c+(r+d,)e, (4.2)

kde e je vhodné zvoleny jednotkovy vektor a d; je vzdalenost mezi bodem P; a sférou S

(viz obréazek [4.1)).

Obrézek 4.1: Zobrazeni relativni polohy bodu P; vzhledem ke sféfe S. Pro jednoduchost
je situace zobrazena v roviné a sféra je zobrazena jako kruznice.

Upravou vztahu vyjadiime vzdalenost d;:

Ipi —c| = [(r+di)e]|
V(pi—c)-(pi-c)=r+d,

plati tedy

d;=+/(p;—¢)-(pi—c) - (4.3)

Optiméalni sféru aproximujici mnozinu bodu {P;} v prostoru hledame takovou, aby sou-
¢et druhych mocnin vzdéalenosti bodu od sféry Y, d? byl minimalni. Snaha nalézt vhodné
feSeni minimalizaci pro vzdalenosti ve tvaru vede typicky na iterativni optimaliza¢ni
metody. Diky vyuziti CGA muzeme vzdélenosti d; vSak aproximovat pomoci jiného alge-
braického vyrazu, diky ¢emuz bude mozné vhodné fesSeni nalézt efektivnéji. Bod P; a sféru
S vyjadiime pomoci CGA, tedy P, = p; + %p?ew +epaS=0- %7“2600, kde C je CGA
bod predstavujici stied sféry. P¥imym vypoctem lze snadno ukazat, ze pro sféru S plati
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S? = r2. Vypo¢itame, ¢emu se rovna vztah (P;-S)2?/S2%:

(P-S)* _

2
G2 7“2—||pl-—c|\2) [r?

r? — (d; + 7’)2)2 [r?

r? —d? - 2d;r - r2)2 [r?

I N N e N N e

N~~~

—di(di+2r))2/r2
2
+ 1)
2
:df(1+%+(ﬂ) )
r 2r

Ziskavame tedy aproximaci druhé mocniny vzdalenosti mezi bodem P; a sférou S

(P;-5)?

152 ~ d?, (44)

s relativnf chybou (d;/r) + ;(d;/r)?. Hlavni piednosti tohoto vyjadieni je, ze je mozné jej

oproti vztahu snadno derivovat. Problém nalezeni optimalni sféry x, kterd aproximuje
zadané body P; 1ze nyni formulovat jako optimaliza¢ni tdlohu:

Il
Y
SR
—
Gl

1
Najdi # minimalizujici: L£(x) = N Y (P;-x)* /2, (4.5)

kde x je hledana sféra a N je pocet zadanych bodi. Pro nalezeni optima je nutné, aby
derivace 0,L(x) byla rovna nule. Dostavame tedy:

0=08,L(z)
_9, (% ;(B-x)w)
= 2% 2 ((Pra)Pa = (Pa)a”)
=25 TP ) (P = (P)a)
-2 TP ) (P P
=2 L SR -a)(Pna)a

%

1

JelikoZ vektor x pfedstavuje sféru a tedy 2273 ma inverzi 523, vynasobime rovnici timto

¢lenem a ziskdme
1
T (B a)(Fna) =0 (4.6)

Protoze pro multivektory A, B € G, 4 a skalar o € R plati
a(AAB)=aANB,

46



muzeme je§té rovnici [£.6] upravit na kone¢ny tvar

(%;R’(Pi-x))/\xzo. (4.7)

Tuto podminku lze interpretovat i tak, ze vektor v zavorce musi byt roven k nasobku
vektoru z, jelikoZ pro vektory u,v € G, , plati:

urv=0eu=av, ack. (4.8)

Podminku [4.7] tedy lze ekvivalentné vyjadfit ve tvaru
1
NZH(PZ:E) = Az, (4.9)

kde X € R. Vyjadiime-li tuto rovnici pomoci readlnych matic podle postupu uvedeného na
zacatku této kapitoly, obdrzime podminku extrému funkce £ z nasi minimaliza¢ni ulohy
ve tvaru

1 . )
N ;(B)(Pi) (M)(z) = A(2),

odkud lze ihned vidét, ze vektor A predstavuje vlastni ¢islo a () odpovidajici vlastni
vektor matice

1

X == S (PY(PYT(M).

1

Tedy problém nalezeni x minimalizujici funkci £ se stava problémem hledani vlastnich ¢i-
sel a vlastnich vektora matice X. Vlastni vektor (), ktery minimalizuje druhou mocninu
vzdalenosti zadanych bodu od hledané sféry, odpovida nejmensimu nezapornému vlast-
nimu ¢islu A, matice X (dikaz nalezneme v [0]). Z piislusného vlastniho vektoru uz lze
jednoduse ziskat parametry hledané sféry. Dale si ukdzeme implementaci tohoto postupu
pro hledani sféry aproximujici zadané body v Matlabu véetné obdrzenych vysledki.

4.2 Implementace v MATLABU

Jak jiz bylo feceno, pro implementaci hledani optimalni sféry aproximujici body v prostoru
pomoci CGA budeme vyuzivat pouze zakladni bali¢ek pro line4rni algebru. Vyhodou toho,
7e pracujeme pouze s readlnymi maticemi, je rychlost vypocti. Cely postup popiSeme
v nékolika nésledujicich krocich:

1. CGA bod P = p+eg+3p2es vyjadifme jako sloupcovy vektor (P) = (p”, 1, 3 Ip|*)7,
kde p = (p1,p2,p3)T. Matice X ma tvar:

X = 5 PR
1 Pi (1) o o
00! I (O R R
" \g il 0" -1 0
1 PiPiT —% (3 ||2 %)z —Pi
:NZ ) piT2 ‘%sz‘”4 -1 LI
' QHPzH Pz‘T _% Ip: _% Ip:
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kde (1) je 3x3 jednotkova matice. Vyslednou matici Ize efektivné vypocitat pomoci
matic vSech dat (zadanych bodu) (D), kde sloupec ¢ odpovida vektoru (FP;), (X) =
(D)(D)"(M)/N.

2. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (X). Zvolime nejmensi nezdporné
vlastni ¢islo A, a k nému odpovidajici vlastni vektor (z.).

3. K ziskani hledané sféry nejprve normalizujeme vektor (z,) ve smyslu ziskani hod-
noty 1 na druhé pozici vektoru, ktera predstavuje koeficient u bazového vektoru eq
prislusného CGA vektoru x,. Normalizovany vlastni vektor ma potom tvar (z,) =

(CT7 1, %(”CH2—7‘2))T, kde ¢ € R3 je vektor predstavujici stied sféry a r je jeji polomér.

Na obrazku je znazornéna sféra vygenerovand timto postupem. Mnozina 100 bodu
byla generovana podle rovnomérného rozdéleni z jednotkové sféry se stifedem v pocatku
soufadné soustavy. Kazdy bod je od sféry jesté vychylen o ndhodnou hodnotu dle rovno-
mérného rozdéleni nepiesahujici hodnotu 0.1. Vyslednéa sféra ziskana pii simulaci mé stied
v bodé s = (0.0075,0.0059,-0.0009) a polomér r = 1.0085. V piipadé generovani vstup-
nich bodu bez jakékoliv vychylky od puvodni sféry, tedy takovych, které lezi na puvodni
sféfe, jsme pii simulaci jako vysledek ziskali jednotkovou sféru se stiedem v pocatku, tedy
totoznou s puvodni sférou. Tento piipad zde tedy neuvadime.

Obrazek 4.2: Sféra (modfe) aproximujici zadané body (¢erveng).

4.3 Vyuziti prokladani bodi sférou ve zpracovani ob-
razu

V této kapitole si ukdzeme mozné vyuziti prokladéani bodu sférou pti praci s barevnym
obrazem. Nejprve si uvedeme, jakym zpusobem lze v CGA realizovat translace geome-

trickych objektu. Pripomenime, 7e transformovany CGA objekt o, ziskame z ptuvodniho
objektu o aplikaci vztahu

Ot = VOV,
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kde versor V urcuje piislusnou transformaci. V kapitole byla touto transformaci
rotace realizovana rotorem. Pro translaci vyuzijeme tzv. transldtor. Translator je v CGA
bivektor ve tvaru

T = e ate (4.10)

kde t = tieq +tges + t3es je vektor vyjadiujici piislusnou translaci. Rozvineme-li translator
do Taylorovy rady, ziskdme:

1 1 9 1 3
—>tes —>teo —>te
2 ( 2 ) ( 2 ) o

T=1+
1! 2! 3!

Protoze plati €2, =0 a e;e. = —€oo€; pro i = 1,2,3, ziskdivame pro translator vyjadieni

Tzl—lteoo.
2

Podobné jako pii rotaci, translaci objektu o realizujeme pomoci vztahu
ToT.

Nyni piejdeme k samotné aplikaci prokladani bodu sférou, pii které vyuzijeme i translaci
CGA bodu v podobé barevnych pixeli obrazu. Hlavni mys$lenkou aplikace je, Ze pro pixely
obrazu sestrojime sféru, kterd je aproximuje a poté pomoci translaci bodu ve sméru ke
stiedu sféry nebo od stiedu sféry mizeme zmensit nebo zvétsit vzdalenosti mezi jednotli-
vymi barvami obrazu. Ukazeme si, jakym zptisobem tuto mySlenku lze zrealizovat. Méjme
digitalni obraz v barevném prostoru L*a*b* reprezentovany matici nad CGA

1
I=L%e +a*ey+b e + §(L*el +a*ey +b*es)?eq + €.

Pro pixely obrazu vypocitame optimalni aproximac¢ni sféru S. Necht stied sféry mé sou-
fadnice (cq, co,c3), potom méjme vektor c € G4 1, ktery predstavuje tento stied, ve tvaru

C = C1€1 + Ca€9 + C3€3.
Pro kazdy pixel ur¢ime transla¢ni vektor vztahem
* * *
tij = (Ljel +ajjes + bjjes) — (cre1 + caen + c3e3), (4.11)

kde i =1,...M, 5 =1,...N jsou indexy obrazové matice. Translatory realizujici posun
pixelt tedy maji tvar

1
T;j =1- étijeoo.

A konkrétni translace pixelu na pozici 75 je dana vztahem
Ti; I; Ty (4.12)

Poznamenejme, 7e translace dand vztahem (4.12)) pFedstavuje posun smérem ke stiedu
aproximac¢ni sféry S. Pro posun smérem od stfedu sféry je potfeba transla¢ni vektor
(4.11)) vynasobit —1. Myslenka téchto translaci je ta, Zze v pripadé translace smérem od
stiedu sféry se barevna diference jednotlivych pixeli zvySuje amérné jejich piivodni
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(b)

Obrazek 4.3: Translace pixeld vzhledem ke stfedu aproximadni sféry. (a) predstavuje ori-
ginalni obrazek, (b) je translace pixelii smérem ke sfée o hodnotu 30 a (c) je translace
od sféry o hodnotu 30.

vzdalenosti. Tedy u pixelu, které se nachézi ,blizko” u sebe, se jejich barevna diference
zvetsi pri translaci méné, nez u pixeld, které se nachazi dale od sebe. Stejnym zpiiso-
bem funguje i opa¢na translace, tedy ke stiedu sféry Tuto apravu obrazu lze vyuzit
pii segmentaci barev (viz algoritmus v kapitole . Pro obraz, kde se nam nedaii najit
vhodné parametry pro dosazeni pozadovaného vysledku, nejprve posuneme vSechny pi-
xely smérem od stfedu aproximacni sféry a tento upraveny obraz pouzijeme jako vstup
algoritmu pro segmentaci barev. Tento postup byl aplikovan na obraz .7, obrazek
predstavuje vysledny obraz pro parametry (r1,73,73) = (80,60,60). Takto provedena seg-

Obrazek 4.4: Detekce objektu po tipravé barev obrazu s parametry algoritmu pro detekci
hran (80,60, 60).
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mentace vypada skutecné o néco kvalitnéji, nez vysledky ziskané bez pouziti apravy barev
pred samotnym algoritmem pro detekci objektu. Zejména mnozstvi ¢ernych oblasti, kde
drobné oblasti pixelti na auté nebyly detekovany, je mensi a také je patrné zlepseni de-
tekce predni kapoty auta, kde na ptivodnim algoritmu byly detekovany nékteré nezadouci
pixely. Pro vyhodnoceni, zda tento postup skutecné vede ke zlepseni detekce objektu, je
potieba v budoucnu provést dalsi experimenty, to uz vSak neni obsahem této prace.
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali aplikaci konformni geometrické algebry (CGA) ve zpracovani
barevného obrazu. Zvlastni pozornost byla vénovana predevsim oblasti segmentace barev.
V prvni kapitole jsme definovali geometrickou algebru s obecnou signaturou G, ,. Ope-
race nasobeni na této algebie se nazyva geometricky soucin. Déle jsme zavedli operace
na geometrickych algebrach, zejména vnéjsi soucin a vnitini soucin. Diraz byl kladen
na vlastnosti téchto operaci a uvedena byla i geometrickd interpretace. Pomoci Che-
valleyovy konstrukce geometrické algebry byl potom zndzornén vztah mezi geometrickou
a Grassmannovou algebrou.

Druhé kapitola byla vénovana konformni geometrické algebie, neboli CGA. Jedna se o ge-
ometrickou algebru G4 s neortogonalni bazi {ey, e, €3, €, € }. CGA nam umoziuje jed-
noduse reprezentovat geometrické objekty, jako jsou bod, sféra, rovina, atd. Body a sféry
jsou v CGA reprezentovany pomoci vektori a bod lze chapat jako sféru s nulovym polo-
mérem. Ukazali jsme také, zZe skalarnim soucinem lze mérit vzdalenost mezi dvéma body.
V zavéru kapitoly byly predstaveny nékteré podalgebry CGA, naptiklad komplexni ¢isla,
kvaterniony, ¢i dualni ¢isla.

Kapitoly 3 a 4 jsou vénovany aplikaci CGA. Kapitola 3 obsahuje dvé oblasti vyuziti CGA
ve zpracovani obrazu. Prvni z nich je detekce hran barevného obrazu pomoci rota¢nich fil-
tru vychazejici z kvaternionové detekce hran. Obraz je zde reprezentovan matici nad CGA,
kazdy pixel obrazu pfedstavuje CGA bod. V CGA je mozné realizovat transformace po-
moci versori, kde konkrétné pro rotace mame versory, kterym rikdme rotory. Sestavili jsme
bi-konvolu¢ni masky obsahujici tyto rotory a nasledné pomoci bi-konvoluce byly deteko-
vany hrany v obraze. Navic byly uvedeny 2 zptisoby, jak lze separovat z vysledného obrazu
detekované hrany. V prvnim zptlisobu byla vyuzita ortogonalni projekce a vystupem byl
obraz pouze barevnych hran. Ve druhém zptsobu jsme vyuzili prahovani Ghli mezi eu-
klidovskymi vektory obrazu s detekovanymi hranami a vektoru Sedé osy a vysledkem byl
binarni obraz hran. Hlavnim tématem této prace byla segmentace barev. Predstavili jsme
barevny prostor CIELAB, ktery je opatien euklidovskou metrikou odpovidajici lidskému
vniméni barev. Pro segmentaci byla vyuzita skutecnost, ze pomoci skaldrniho soucinu
bodu a sféry lze rozhodnout o jejich vzajemné poloze. Zvolili jsme referen¢ni barvu pro
segmentaci a maximéalni pripustnou odchylku od této barvy. Mnozina barev neptesahujici
tuto odchylku tvori v prostoru CIELAB sféru, vysledny obraz jsme tedy poté ziskali ska-
larnim nasobenim této sféry s body predstavujicimi pixely vstupniho obrazu. Na zakladé
této myslenky jsme navrhli vlastni algoritmus pro detekci objektu v obrazu vyuzivajici
segmentaci barev. Pro implementace v Matlabu byl vyuzit specidlni toolbox pro praci
s geometrickymi algebrami. Zdrojovy kod celého algoritmu a vygenerované obrazky jsou
soucasti prilohy této prace. Experimentéalné bylo také ovéreno, ze prostor CIELAB je pro
segmentaci barev vyuzivajici CGA vhodnéjsi, nez barevny prostor RGB.

V zavérecné kapitole prace jsme se zabyvali aproximaci bodu sférou ve smyslu metody
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nejmensich ¢tverci. Hledani optimalni aproximacni sféry pomoci CGA vedlo na pro-
blém hledéni vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice nad R. Pti implementaci metody
v Matlabu byl zvolen odlisny piistup prace s CGA, pii kterém nebylo potfeba zadnych
specialnich balickl obsahujicich geometrické algebry. Moznym vyuzitim aproximace bodi
sférou ve zpracovani obrazu je tprava vzdalenosti mezi jednotlivymi barvami pomoci
translace barev po pfimkach prochazejicich stfedem sféry aproximujici vSechny pixely ob-
razu a jednotlivymi pixely. Translaci barev smérem od stiedu sféry bylo dosazeno zvyseni
kontrastu mezi jednotlivymi barvami, pii posunuti ke stiedu sféry doslo naopak ke snizeni
tohoto kontrastu. Tento postup by v budoucnu mohl byt zakomponovan do segmentace
barev, pro nas konkrétni experiment doslo k mirnému zlepseni dosazeného vysledku. Pro
zhodnoceni pfinosu této metody je vSak potieba provést dalsi, podrobnéjsi experimenty.
Cela tato prace je zaméiena predevs8im na aplikaci CGA ve zpracovani obrazu a obsahuje
jak jiz publikované postupy doplnéné o nové vlastni poznatky, tak i nékteré nové sméry
vyuziti CGA.
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Priloha A

Algoritmus pro detekci objektu

YNotations and variables:

% I...original image in RGB color space, double format

%» Ib...basic image (matrix of real numbers) in Lab color space

yA (White point d50 - norm daylight)

% v...matrix of euclidean clifford vectors

% Icga...image as a matrix of CGA points

% R...matrix of neighbours - in each iteration it is necessary to keep

yA sequence logical(uint8(logical(a_n)-logical(a_n-1))) (we need to
b sum previous matrices) - It contains even info about amount of
b summed pixels

% C...matrix of region (neighbour pixels in process) - normed

% A...matrix of ones on possitions of choosen pixels which are considered
yA as correct

% Iout...final output image

h _1,.2,_3 ... indices according to original algorithm

clifford_signature(4,1,0);
%% Load image and alocate matrices

[fName,fPath] = uigetfile(’*.tiff;*.tif;*.png;*.jpg’,...
>Select reference image’,’MultiSelect’,’off’);
I = im2double(imread([fPath,fName]));

%I = im2double(imread(’../obrazky/color images/kosticky.png’));

Ib = rgb2lab(I,’WhitePoint’,’d50°);

v = Ib(:,:,1)*el + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3;

[r,c,d] = size(Ib);

Icga = v + 0.5%v."2*einf + ones(r,c)*eo; %einf a eo jsou pomocne funkce
Ieo = v + ones(r,c)*eo;

clear v;

RO = false(r,c);



f1 = figure(’Name’,’0Original’); imshow(I);

fprintf (’Pravym klikem oznac pixel uprostred objektu\n’);
[cP,rP,colP] = impixel;

close

%h Processing

trl = 40;
tr2 = 30; %radius of sphere -> initial threshold for neighboor average
tr3 = 40; )threshold for whole region average

x = Ib(xrP,cP,1)*el+Ib(rP,cP,2)*e2+Ib(rP,cP,3)*e3;

P=x+ 0.5%¥x"2%einf + eo;

S2 =P - 0.5*%tr272*%einf; ... .o INITIAL SPHERE
S3 = P - 0.5%tr3"2%einf;

S1 =P - 0.5*%tr1"2%einf;

clear P2 P3 x;

Yoo TotoTo o

%Iteration

RO(rP,cP) = true;

h=1[111
101
11 1];
A = RO;

Aout = zeros(r,c);
Aout (rP,cP) = true;

%% condition 1 - only one pixel, we are comparing result
A1 = scalar_product(Icga,S1) > 0;

stop = 0;

while stop ==

R = conv2(double(R0O) ,h,’same’) + RO;

R = logical(R);

C = (double(logical(conv2(double(A),h,’same’))) - RO) > 0;

%% condition 2 - average color from confirmed neighboor of
% pixels (only previous step confirmed pixels)

A2 = scalar_product(double(C) .*xIcga , S2) > 0;

Jtemporary variable for averaging colors



temp2 = sum(sum(double(C).*Ieo));

temp2 = temp2/CGA_part (temp2,’eo0’);

v2 = part(temp2,2)*el+part(temp2,3)*e2+part (temp2,4)*e3;

P2 = v2 + 0.5%xv2"2%einf + eo;

S2 = P2 - 0.5%tr2"2xeinf; ’new sphere given as average of choosen

hpixels (AxIcga)
clear temp2 v2 P2;

%% condition 3 - average color from whole confirmed region
% of pixels (all confirmed pixels from all previous steps)
A3 = scalar_product(double(C) .*xIcga , S3) > 0;

temp3 = sum(sum(double(Aout).*Ieo));
temp3 = temp3/CGA_part(temp3,’e0’);

v3

part (temp3,2) *el+part (temp3,3) xe2+part (temp3,4) *e3;
P3 v3 + 0.5*%v3"2xeinf + eo;

S3 P3 - 0.5%tr3"2*einf;

clear temp3 v3 P3;

A = A2 .x A3 .x Al;

RO = R;

Aout = Aout + double(A);
if A == zeros(r,c)

stop = 1;

end

end
Aoutcolor = cat(3,Aout,Aout,Aout) .* I;

Aoutmiss = cat(3,double(Aout==0) ,double (Aout==0) ,double(Aout==0))

figure(’Name’,’0Original’); imshow(I);
figure(’Name’,’Segmented object true’); imshow(Aout);
figure(’Name’,’Segmented original’); imshow(Aoutcolor);



Priloha B

Pomocné funkce

function CGA _part

function p = CGA_part(m, s)
sExtract eo or einf component from CGA multivector

hsecond parametr is string ’eo’/’einf’

narginchk(1, 2), nargoutchk(0, 1)

if nargin < 2

error (’Chose component "eo" or "einf"’);

end

global clifford_descriptor;

if “isa(m,’clifford’)

error (’Input argument has to be of class clifford’);

end

if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))
error (’Input has to be CGA multivector’);

end
X = (part(m,5)+part(m,6))/2;
Y = (part(m,6)-X)*2;

if strcmp(s,’einf’)

p =X

elseif strcmp(s,’eo’)

p=1Y;

else

error (’Second input has to be "eo" or "einf".’);
end

end



function einf

function result = einf
%Basis element einf

narginchk(0,0), nargoutchk(0,1)

global clifford_descriptor;

if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))

error(’Basis element e0 is available only for CGA_signature [4 1 0]°);
end

result = eb + e4;

function eo

function result = eo
%Basis element eo

narginchk(0,0), nargoutchk(0,1)

global clifford_descriptor;

if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))

error(’Basis element e0 is available only for CGA_signature [4 1 0]°);

end

result = 0.5%(eb-e4);



Priloha C
Obrazky

Detekce objektu

Obrazek C.1: Vlevo original, vpravo detekce zlutého kvétu (rq,79,73) = (60, 60,60).

Obrazek C.3: Vlevo originél, vpravo detekce bilé véze (r1,72,73) = (40,30, 40).
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