VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII
USTAV INTELIGENTNICH SYSTEMU

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY
DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS

PARALELNI VYPOCETNI ARCHITEKTURY ZALOZENE
NA NUMERICKE INTEGRACI

DISERTACNI PRACE
PHD THESIS

AUTOR PRACE Ing. MICHAL KRAUS
AUTHOR

BRNO 2013



VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

NN

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII
USTAV INTELIGENTNICH SYSTEMU

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY
fll DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS

PARALELNIVYPOCETNI ARCHITEKTURY ZALOZENE
NA NUMERICKE INTEGRACI

PARALLEL COMPUTER SYSTEMS BASED ON NUMERICAL INTEGRATIONS

DISERTACNI PRACE

PHD THESIS

AUTOR PRACE Ing. MICHAL KRAUS
AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. Ing. JIRI KUNOVSKY, CSc.

SUPERVISOR

BRNO 2013



Abstrakt

Predkladand prace se zabyva simulaci spojitych systémi popsanych soustavou diferencial-
nich rovnic nebo blokového diagramu. Zcela bézné je numerické feseni diferencidlnich rovnic
a pouzivani simula¢nich programovych celki (Matlab, Maple, TKSL). V této préaci pouzi-
tou numerickou metodou pro FeSeni diferencidlnich rovnic je metoda Taylorovy fady. Bylo
dokazano, ze metoda dosahuje velké presnosti a rychlosti a nabizi moznost paralelniho
provadéni a tim dalsi urychleni vypoctu. Hlavni ¢ast prace obsahuje popis navrhu a real-
izace tohoto specializovaného paralelniho systému v nékolika variantach a jejich porovnani.

Abstract

This thesis deals with continuous system simulation. The systems can be described by
system of differential equations or block diagram. Differential equations are usually solved
by numerical methods that are integrated into simulation software such as Matlab, Maple or
TKSL. Taylor series method has been used for numerical solutions of differential equations.
The presented method has been proved to be both very accurate and fast and also procesed
in parallel systems. The aim of the thesis is to design, implement and compare a few versions
of the parallel system.
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Kapitola 1

Uvod

Prestoze vypocetni kapacity sekvencnich pocitact neustéle rostou, vzdy se najdou naroéné
aplikace, pro které neni dostupny vykon dostacujici. Myslenka znasobeni stavajiciho vykonu
paralelizaci je prostd a je stard v podstaté jako vypocetni technika sama. MysSlenku lze
formulovat takto: Sdruzme nékolik pocitact a rozdélme vypocetni zatéz mezi né. Budeme
moci zpracovat vétsi tlohy a vypocet probéhne rychleji. Jinymi slovy: Paralelni zpracovani
slibuje zvyseni vykonu, kapacity, poméru vykonu a ceny, spolehlivosti apod.

Zakladni problémy védy a inZenyrstvi s Sirokymi ekonomickymi a védeckymi dopady na
nasi civilizaci vyzaduji nasledujici vysoce naroéné vypocty (High Performance Computing
- HPC):

e predpovidani pocasi, modelovani atmosféry, mofi a zemétieseni

e modelovani v astronomii, kosmologii, biochemii a genetice

e navrhy a testy slozitych inzenyrskych systému (letadla, auta, elektrarny)
e rozpoznani lidské feci, modelovani lidské inteligence, robotika

e a mnoho dalSich

Modelovani a simulace realnych systému hraje vyznamnou roli ve vSech odvétvich dnesni
spole¢nosti. Pro simulaci redlnych systémt redlného svéta se pouzivaji dva odlisné ptistupy:
spojity a diskrétni. O tom, ktery pristup je vhodnéjsi, rozhoduje troven abstrakce, ktera
se pri simulaci pouzije. Odpovidajici vybér popisu modelu samoziejmé zavisi jak na ucelu
modelu, tak na Grovni nasich znalosti o modelovaném systému.

1.1 Motivace, cile diserta¢ni prace

Predkladana disertacni prace se zabyva simulaci spojitych systémi. Spojité systémy se
popisuji soustavou diferencidlnich a algebraickych rovnic, velmi prirozenou formou je rovnéz
popis spojitych systémi pomoci blokového diagramu (zcela typicka je tato situace v teorii
fizeni). Blokovy diagram je chdpan jako paralelné pracujici systém. P¥i vypoctu se odpovi-
dajici blokovy diagram prevede na soustavu obycCejnych diferencialnich rovnic, které se
fesi v zasadé analyticky nebo numericky. Analytické feseni soustav diferencidlnich rovnic
je omezeno jen na urcitou omezenou tfidu tloh a je velmi komplikované. Zcela bézné je
proto numerické feseni diferencidlnich rovnic a pouzivani simula¢nich programovych celki

(Matlab [Mat12], Maple [Map12], TKSL [Kun94)).



Nejcastéji se pouzivaji metody Runge-Kutta, Eulerova metoda, nebo vicekrokové metody
typu prediktor-korektor. Zde prezentovana metoda vyuzivajici Taylorovy fady se od béznych
metod lisi moznosti vypoctu vyssich derivaci a jejich naslednym vyuzitim pfi vypoctu. Blizsi
seznameni s metodou Taylorovy fady je v [Kun94]. Srovnani pfesnosti a rychlosti vypoctu
za pomoci této metody s ostatnimi pouzivanymi metodami bylo obsahem nékolik védeckych
¢lanki publikovanych na konferencich a v ¢asopisech, napt [1] a [17]. Z rozboru prezento-
vanym také v této praci je patrné, ze metoda nabizi moznost paralelniho provadéni vypoctu
a tim dalsi urychleni.

Hlavni cile predlozené prace shrnu do nékolika nasledujicich bodi:

e Vymezeni typu diferencidlnich rovnic, které je mozno fesit metodou Taylorovy rady
a nasledné tedy i navrzenym paralelnim systémem

e Srovnani metody Taylorovy fady s numerickymi metodami svétovych standarda (Mat-
lab, Maple)

e Navrh specializovaného paralelniho systému uréeného pro numerické feseni diferen-
cialnich rovnic

e Rozbor a srovnani variant integratori a celych paralelnich systémi

1.2 Struktura prace

Struktura je volena tak, aby odréazela soucasny stav védéni v tématu disertacni prace a
obsahovala vSechny dilezité informace popisujici realizovanou vyzkumnou c¢innost a jeji
vysledky.

Dilezitou naplni této prace je numericka integrace. Zakladnimi rysy a vlastnostmi metod
numerické integrace se zabyva kapitola 2. Jsou zde uvedeny zakladni pojmy numerické in-
tegrace i se struénym popisem jednokrokovych a vicekrokovych numerickych integrac¢nich
metod. Hlavné je vSak uvedena nové pojatd metoda Taylorovy fady (v socasné dobé im-
plementovand v simula¢nim jazyce TKSL) a porovndna s pouzivanymi metodami Runge-
Kutta. Metoda Taylorovy fady se vyznacuje nejen vysokou piesnosti vypoctu, ale pfedevsim
vysokym stupném paralelismu. Vypocetni operace (numerické integrace) jsou pii pouziti
moderni metody Taylorovy fady na sob€ ve speciadlnich pripadech nezavislé a mohou byt
realizovany v oddélenych paralelné pracujicich procesorech.

Nasledujici kapitoly jsou uz zaméfeny na samotny specializovany paralelni systém.
Zakladni verze paralelni vypocetni architektury zalozené na numerické integraci obsahuje
vypocetni aritmeticko-logické jednotky, propojovaci systém a fidici jednotku. Mozné vari-
anty vypocetni architektury vychéazeji ze tii verzi aritmeticko-logickych jednotek (tfi verzi
numerickych integratori). Kapitola 3 obsahuje popis nédvrhu celého vyukového systému.
Konkrétné navrh t¥i typu aritmeticko-logickych jednotek, fidici jednotky a propojovaciho
systému. Kapitola 4 obsahuje popis realizace jednotlivych prvku specializovaného paralel-
niho systému a porovnani jednotlivych variant.

Kapitola 5 shrnuje dosazené vysledky disertacni prace, hodnoti splnéni cilt a predstavuje
moznosti dalsiho vyzkumu v této oblasti.



Kapitola 2

Numerické reseni diferencialnich
rovinic

Nalezeni analytického FfeSeni rozsahlych soustav diferencidlnich rovnic je slozité, mnohdy
nemozné. V soucasné dobé se s rozmachem vypocetni techniky ¢im dal castéji vyuziva
numerického feseni. Zamérme se tedy na problém numerického feseni obycejnych diferen-
cidlnich rovnic s poc¢atecni podminkou.

Pocatecéni problém pro ODR.
Obycéejna diferencidlni rovnice (ODR) se nazyvé rovnice n-tého 7adu (ODRn), jestlize
neznama funkce je funkci jedné proménné a jeji nejvyssi derivace neznamé funkce je n-
tého fadu. V praci se budeme zabyvat predevsim diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu.
Popis jednotlivych typt obycejnych diferencidlnich rovnic a zpisobi jejich feSeni obsahuje
[Sva99, DBI1].

Obecny tvar diferencidlni rovnice prvniho radu je

g9(t,y(t).y'(t)) = 0. (2.1)
Predpokladejme, Ze rovnici (2.1) lze také vyjadrit explicitné ve tvaru
y'(t) = f(t,y(t)). (2:2)

Obecné teseni diferencidlni rovnice obsahuje integracni konstantu, ktera miize nabyvat li-
bovolné hodnoty. Proto k jednozna¢nému urceni y(t) musime jesté doplnit hodnotu funkce
v ur¢itém bodé t = tg, tedy pocdtecni podminku

y(to) = yo. (2.3)

Rovnice (2.2) spolu s pocateéni podminkou (2.3) se nazyva pocdtecni tloha, nebo také
Cauchyova uloha.

Budeme pfedpokladat, ze kazda Cauchyova tloha, o jejimz numerickém feseni budeme
uvazovat, mé jediné feSeni. Je dobfe znamo, zZe tato podminka existence a jednoz-
nacnosti feseni je splnéna, kdyz je funkce f(¢,y(t)) spojitd, ohranicena a spliuje Lip-
schitzovu podminku.

Predchézejici ¢ast obsahujici teoreticky popis diferencialnich rovnic byla prevzata z
[S&t12].



Za numerické Feseni obycejné diferencialni rovnice s poc¢ateéni podminkou (2.4)

y/ = f(tv y)v y(tﬂ) =Y0 (24)

je povazovana sekvence hodnot (2.5)

y(to) = yol, [y(t1) =wml, ... [y(tw) = yn]. (2.5)

Tato ¢isla aproximuji hodnoty pfesného analytického feseni y(to),y(t1),. .., y(tn) v bodech
to,t1,...,tn. Obvykle volime ekvidistantni sit, tj. t; — t;_1 = h; i = 0,1,...,N. Cislo h
se nazyva integracni krok. Hodnoty funkce mezi zvolenymi body lze urcit bud interpo-
laci z okolnich vypoctenych bodt, nebo opétovnou aplikaci numerické metody s pouzitim
mensiho integrac¢niho kroku.

Vypocet probiha iteracné. Numerické feSeni y; v bodé ¢; se pocita z hodnoty predeslého
numerického feseni y;_1. To plati pro jednokrokové metody. Existuji i vicekrokové metody,
které k vypoctu aktualniho feseni y; pouzivaji k predeslych vysledk® y;—1,vyi—2, ..., ¥i_k-
P1i vyuziti vicekrokovych metod je problematicky postup v prvnich krocich vypoctu, kdy
jesté nemame k dispozici dostateény pocet predchazejicich hodnot. Pro zahdjeni vypoctu
je tedy nutné pouzit nékterou z jednokrokovych metod.

Diferencialni rovnice vysSich fadti se musi pro numerické feseni prevést na soustavu
obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. K realizaci tohoto pfevodu miize byt pouzita:

e metoda snizovani radu derivace - jednodussi, ale vyzaduje, aby na pravé strané rovnice
nebyly derivace vstupu

e metoda postupné integrace - zvladne i rovnice s derivacemi vstupu na pravé strané

Obé metody vyuzivaji aprav rovnice a zavadéni pomocnych proménnych. Jsou pouzitelné
i na soustavy rovnic vyssiho fadu - sta¢i postup opakovat pro kazdou zadanou rovnici.

2.1 Numerické metody pro reseni diferencialnich rovnic

Bylo jiz publikovano veliké mnozstvi numerickych metod feseni diferencialnich rovnic navza-
jem se lisicich predevsim ve dvou hlavnich kritériich - presnosti a rychlosti. Tato kritéria
stoji proti sobé. Vzdy je jedno kritérium potlaceno na tkor druhého. Popis numerickych
metod je v [KDJ05]. V této praci uvadim jen popis nékolika zdkladnich metod nutnych pro
definovani principu vypoctu.

2.1.1 Taylorova rada
Taylorova fada je zdkladni jednokrokova metoda a vyjadiuje se zapisem:

h2 hP
Yir1 = i + hef8 (3 ys) + a'fp] (tisyi) + -+ E‘f[p] (ti,yi) (2.6)

h je integra¢ni krok. Tato metoda umoznuje urcit piesnost vypocétu. Vypocet konkrétni
hodnoty y;11 je itera¢né provadén az po dosazeni zadané presnosti vypoctu, kdy rozdil
dvou po sobé nasledujich hodnot ¢lenti Taylorovy fady je mensi nez pozadovana presnost.

Hlavni problém spojeny s pouzitim Taylorovy rady spoc¢iva v nutnosti pouziti vyssich
derivaci. Aplikace Taylorovy fady na numerické feseni obycejnych diferencidlnich rovnic
jsou popsany napt. v [Gib60, BWZT72].



2.1.2 Eulerova metoda

Nejjednodussi jednokrokova Eulerova metoda vyuziva pouze prvni dva ¢leny Taylorovy
rady:
yir1 = yi + h-fU (t, ) (2.7)
7 hlediska geometrie vyjadiuje pravé strana rovnici pfimky, kde fI! (t;,y;) je smérnice teény
v bodé ti.
Metoda se pouziva pro dostatecné malé h.

2.1.3 Metody Runge-Kutta

Vyssi presnost a rychlost vypoctu ve srovnani s Eulerovou metodou lze ziskat metodami
Runge-Kutta. Vypocet provadime i mezi uzly y; a y;41. Vysledny piirtstek najdeme jako
védhovy primér vypoctenych hodnot a jejich pocet ndm udéava rad metody.

Obecny tvar jednokrokovych metod Runge-Kutta je

Yir1 = Yi + h-(wiky + - - + wsks) (2.8)

o k1= f(ti,y:)
-1

o ki=f(ti+ah,yi+h ) Bijkj), i=2,...,s
=1

e konstanty wy,, o, a (3; jsou konstanty volené podle fddu metody tak, aby ziskané
feSeni souhlasilo s Taylorovou fadou v bodé #;1.

Metoda Runge-Kutta 2. fadu je pouzivana ve dvou variantach (oznacované jako lichobéznikova (2.9)
a zlepseny Euler (2.10)). Jejich obecny tvar je:

1 1
Yir1 = Yi+ h'(§k1 + §k2) (2.9)
ko= f(ti i)
ky = f(tiv1+h,yi+ k)
Yiel = Yit ke (2.10)
ki = f(ti,vi)

1 1
ky = f(tig1+ ihvyi + ih'kl)

Nejvice rozsifenou a pouzivanou metodou je Runge-Kutta 4. fadu. Jeji obecny tvar je (2.11)

1
Yirl = Yi+ gh'(lﬁ + 2-ky + 2-k3 + ka) (2.11)
kv = f(ti,yi)
1 1
ky = f(tiq1+ §hayi + §h'k1)

1 1
ks = f(tiz1+ Ehvyi + ih'k&)
ke = [f(tig1+h,yi +hks)

Vice informaci o metodach Rungu-Kutta je v [But08].



2.1.4 Metody Adams-Bashforth

Jedna se o prvni vyznamnou numerickou metodu pro feseni obycejnych diferencidlnich
rovnic. Byla vyvinuta jiz v 19. stoleti [But00] a dodnes tvofi vyznamnou ¢ast ve vétsiné
modernich softwarovych nastroji. Jedna se o vicekrokovou metodu. Napt. metoda Adams-
Bashforth pocita nasledujici hodnotu ze ¢tyr predchozich hodnot podle vzorce

h
Yirl = Yi + ﬂ‘(55yi —59y;—1 + 37yi—2 — 9y;—3) (2.12)

Problém nastava pii spusténi vypoctu. Metoda neni samostartujici a je nutné pouzit jed-
nokrokovou metodu.

2.2 Metoda Taylorovy rady

Analytické poé¢itani ¢lentt Taylorovy fady (pfedev$im odvozovani vyssich derivaci) bylo
povazovano v mnoha pripadech za prilis komplikované. V mnoha modernich knihach o nu-
merické a aplikované matematice je uvedeno, ze Taylorova fada je z teoretického a kon-
cepcéniho hlediska velice zajimava, avsak mtze byt pouzita jen v urcitych specidlnich pii-
padech. Obecné pouziti integra¢niho algoritmu je ptilis slozité. Pfedkladana prace se zabyva
béznymi “technickymi problémy”. Pro jejich feseni 1ze Taylorovu fadu uspésné vyuzit [Mik00].

Dilezitou soucéasti vypoctu je automatické nastaveni fadu metody. To znamend, Ze se
pouzije tolik ¢lenti Taylorovy fady, kolik je potifeba k dosazeni pozadované presnost vypoctu.
Metoda Taylorovy fady mé velmi pfiznivé paralelni vlastnosti. Vétsina vypocetnich operaci
je vzajemné nezavislych, takze mohou byt provadény paralelné v oddélenych procesorech
paralelniho vypocetniho systému. Nezbytnou soucasti metody je automaticka transformace
zadani. Pivodné zadana soustava nelinearnich diferencialnich rovnic se automaticky trans-
formuje na polynomidlni tvar, t.j. na tvar, u kterého lze snadno rekurentné vypocitat jed-
notlivé cleny Taylorovy fady. Tato transformace je predstavena v podkapitole 2.2.3.

I kdyz nebyla metoda Taylorovy fady v literatufe velmi preferovand kvuli nutnosti
pouziti vyssich derivaci, experimentédlni vypocty ukazaly a teoretické analyzy dokézaly, ze
presnost a stabilita metody Taylorovy rady pred¢i bézné pouzivané explicitni metody pro
numerické feSeni diferencidlnich rovnic. Tato srovnani jsou také obsahem nékolika védeckych
¢lank.

V élanku [10] je ukdzano feSeni homogenni diferencialni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty. Na tomto feSeni je pfedvedena extrémni presnost a rychlost vypoc¢tu pomoci Tay-
lorovy fady. Jsou zde porovnany rtizné sitky vypocetni aritmetiky a zobrazeny zavislosti na
zméné pouzitého integracniho kroku a poctu ¢lentt Taylorovy rady.

Clanek [17] predstavuje vyuziti metody Taylorovy fady k vypoctu diferencialnich rovnic.
Zaméfuje se na specidlni pfipady, které vyzaduji vysokou piesnost vypoctu. Porovnava
numerické feseni diferencialnich rovnic pomoci TKSL a Matlabu.

Clanek [1] zahrnuje také feseni problémii, které mohou byt transformovany na feSeni
systému diferencialnich rovnic. V ¢lanku je Taylorova fada aplikovana na konkrétni redlny
model torzni hiidele automobilu a diskutovana stabilita a konvergence. Déale je Taylorova
fada srovnana s metodami, které se vyuzivaji v programu Matlab/Simulink. Clanek vznikl
ve spolupraci s Technickou univerzitou ve Vidni bémem mého stipendijniho pobytu.



2.2.1 Pouziti Taylorovy rady

Predkladand nova specializovand metoda Taylorovy fady [Kun94] pro numerické feseni
obycejnych diferencidlnich rovnic byla vytvorena na zakladé analyzy nejjednodussi ho-
mogenni linearni diferencidlni rovnice 1. faddu s konstantnimi koeficienty - tzv. Dahlquistiv
problém [HW96).

Y =Xy,  y(0) = yo (2.13)

Odpovidajici blokové feseni s vyuzitim znamého symbolu integratoru a nasobici konstanty
je znazornéno na obrazku 2.1:

Yo o

0N
W

Obrazek 2.1: Blokové znézornéni - Dahlquistiiv problém

V nésledujicim textu se rovnice (2.6)—(2.11) vyuzivajici zapis vy = f(¢,y) modifikuji
na ¥y = f(y),y(0) = yo. Zapis rovnice (2.13) umoziuje jednoduse definovat pro vypocet
prvniho kroku numerického feseni nasledujici algoritmy vypoétu (pro A = 1):

e pii aplikaci Eulerovy metody (rovnice 2.7):

yi = yo+ DYl (2.14)
DYlO = h~y0

e pii aplikaci metody Runge-Kutta 2. fadu (rovnice 2.10):

Y1 = Yo+ ke (2.15)
ki = hwyo

k
ky = h‘(y0+?1)

e pii aplikaci standardni metody Runge-Kutta 4. fadu (rovnice 2.11):

1 1 1 1
= -k —k —k -k 2.1

Y1 yo+61+32+33—|—64 (2.16)
kv = hyo

k1
ko = h-(yo+ ?)

k
ks = h-(yo+ 52)

k
ky = h(yo+ 53)



Spravnost definovanych algoritmu (rovnice 2.14-2.16) (p¥i numerickém feseni rovnice 2.13)
lze potvrdit tipravou vztaht pro vypocet hodnoty y;:

e pii aplikaci Eulerovy metody (po dosazeni do rovnice 2.14) je
y1=yo-(1+h) (2.17)

e pii aplikaci metody Runge-Kutta 2. fadu (po dosazeni do rovnice 2.15) je

2

h
Y1 :yO'(l—l-h—f—?) (2.18)

e pii aplikaci metody Runge-Kutta 4. fadu (po dosazeni do rovnice do 2.16) je

h? B3 Bt
=yo(l+h+—+—+— 2.19
y=yo(L+h+ o+ 50+ 7) (2.19)
Ze zapisu rovnic (2.17)—(2.19) je zfejmé, Ze se jedna o zcela charakteristicky rozvoj funkce
do exponencidlni fady (e! = 1+ /1! + t2/2! + ¢3/3! + ...). Tento vysledek bylo mozno
oc¢ekavat, protoze zndmym analytickym FeSenim rovnice (2.13) je

y = e (2.20)

Stejny vysledek zapisu prvni hodnoty numerického vypoctu y; rovnice (2.13) lze v8ak ziskat
i rozvojem funkce y (rovnice 2.20) do Taylorovy fady (rovnice 2.1.1). Podminka platnosti
Taylorovy fady (funkce f(¢) a jeji derivace musi byt jednozna¢né, koneéné a spojité v in-
tervalu mezi ¢t a ¢t + h) je splnéna, protoze plati

Y=y resp. y=y'=y"=-- (2.21)

e pii aplikaci metody Taylorovy fady (po dosazeni do rovnice 2.6) je

2 h3
Y1 =yo + hyo+ or Yo + 31 Y0 +-- (2.22)
tzn. skutecné je
h?  h3
e (1 he
Provede-li se v rovnici (2.22) oznadeni
y1 =%y +DY1lo+DY2+ DY 39+ --- (2.23)
potom plati
DY1ly = hyo (2.24)
h
DY2 = DYl (2.25)
h
DY3y = SDY2 (2.26)
h
DYpy = —DY(p—1)o (2.27)
p
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Lze tedy rovnice 2.23-2.27 povazovat za algoritmus numerického vypoctu hodnoty y rovnice
(2.13) metodou Taylorovy rady.

Prakticky se vypocet provede tak, Ze se ze zndmé pocateéni podminky yo stanovi (dle
rovnice 2.24) vyraz DY 1y (tj. ¢leny Taylorovy fady s prvni mocninou kroku h). Z této
vypocitané hodnoty DY 1j se stanovi (dle rovnice 2.25) vyraz DY 2¢ (tj. ¢len Taylorovy
fady s druhou mocninou kroku /). Timto postupem se pokracuje az do p-tého fadu.

Novéa hodnota feseni y; (tj. hodnota prvniho kroku vypoétu) se stanovi jako soucet
pocateéni podminky yg a dilé¢ich ptirtstka (¢leni Taylorovy fady) - rovnice (2.23).

Postup vypoctu metodou Taylorovy fady je velmi jednoduse algoritmizovatelny - z hlediska
uzivatele stac¢i definovat pocateéni podminku, zvoleny integrac¢ni krok h a rad metody -
nabizi se rovnéz varianta vypoctu na “plnou piesnost”’, tzn. bude se provadét vypocet
takovym fadem metody (s tolika ¢leny Taylorovy fady), pokud se hodnota DY py uplatni
v sou¢tu (rovnice 2.23).

2.2.2 Srovnani efektivnosti Taylorovy fady a metody Runge-Kutta

Postup numerického vypoctu rovnice (2.13) lze aplikovat na soustavu homogennich linedrnich
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty (napf. pro soustavu rovnic (2.28)—(2.30))

= apx+bry+erz z(0) =z (2.28)
"= ayr+byry+oerz y(0) =wyo (2.29)
7= azx+byy+csz z2(0) =z (2.30)

Ze zéapisu numerickych feSeni této soustavy (pfesnéji, z vypocétu jednoho kroku nu-
merického feseni) homogennich linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty
vyplyvaji algoritmy paralelni spoluprace nezavislych procesort (integratortu). Odpovidajici
blokové schéma je na obrazku 2.2.

Obrazek 2.2: Blokové schéma pro feseni soustavy diferencidlnich rovnic (2.28)—(2.30)

Cilem nasledujici ¢asti je provést srovnani efektivnosti Taylorovy fady a metody Runge-
Kutta pfi Feseni soustavy homogennich diferencialnich rovnic 1. fadu (2.28)—(2.30).
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Reseni soustavy (2.28)—(2.30) metodou Runge-Kutta 2. fadu

Obecny tvar pro metodu Runge-Kutta 2. fadu (2.9) 1ze pro prvni krok vypoctu soustavy
(2.28)—(2.30) prepsat do tvaru:

1
r1 = X9 + 5(16‘1@ + kzﬂ;) (2.31)
1
yio= Yot 5kry + kzy) (2.32)
1
21 = 2+ i(kl,z +ka2) (2.33)
kde pro koeficienty ki plati:
kiz = hlai-zo+ bi-yo + c1-20) (2.34)
kiy = hlaz-zo+bayo + c2-20) (2.35)
k1. = h(az-zo+ b3-yo + c3-20) (2.36)
a pro koeficienty ks:
kop = hlai(xo + kiz) 4+ bi(yo + k1y) + c1(z0 +k1,2)) (2.37)
kay = h(az(wo+ k1z) + b2(yo + k1y) + c2(20 + k1,2)) (2.38)
ka. = h(az(zo+ k1) + b3(yo + k1,y) + c3(20 + k1,2)) (2.39)

Ze zapisu rovnic (2.31)—(2.39) je ziejmé, ze pozadované matematické operace v navzajem si
odpovidajicich rovnicich (tj. (2.31)—(2.33), (2.34)—(2.36) a (2.37)—(2.39)) jsou stejné. Mohou
byt tedy provedeny paralelné ve tfech oddélenych mikroprocesorech. Piedpoklada se, ze
procesory provadi zakladni elementarni operace (s¢itani a nasobeni).

Zakladni posloupnost vSech operaci pfi feseni soustavy pro vSechny paralelni procesory
je nazorné uvedena v tabulce 2.1.

Postupnymi elementarnimi operacemi se ziské k1: konkrétné v procesoru X je k1, = X,
v procesoru Y je k1, = Yg a v procesoru Z je k1 . = Zg. Dale nasleduje obdobnym zptisobem
soubézné ve vsech tfech procesorech postupny vypocet ka: v procesoru X je ky, = Xis,
v procesoru Y je ks, = Y15 a v procesoru Z je ky . = Z15. Na zavér se z vypoctenych hodnot
k1, ko a pocatecnich podminek dopocita vysledek z1 = Xyg, y1 = Yig a 21 = Z15.

Reseni soustavy (2.28)—(2.30) metodou Taylorovy fady 2. fadu

Pokud pouzijeme oznaceni analogicky s rovnici (2.23), obdrzime soustavu pro numericky
vypocet novych hodnot x1, y1 a z; ve tvaru (pouziji se pouze 2 ¢leny Taylorovy fady):

1 = zo+DX1yg+ DX2 (240)
1 = yo+DY1lo+ DY2 (2.41)
21 = 2o+ DZ1lg+ DZ2 (2.42)

kde vyznam jednotlivych clenti je:

DX1y = h-(a;-xo+b1-yo+ c1-20) (2.43)
DY1ly = h-(ag-xo+ bayo+ c2-20) (2.44)
DZ1y = h-(az-zo+ bs-yo + c3:20) (2.45)
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Tabulka 2.1: Posloupnost operaci pfi feseni soutavy metodou Runge-Kutta 2. fadu

Poradi Procesor X Procesor Y Procesor Z
1 X1 =aixg Y1 =uasxg Z1 =aszxo
2 X2 =byyo Y2 =0byyp Z2 = bs-yg
3 X3=c12 Y3 =co2 Z3 = c3-2
4 X4=X1+ X2 Y4=Y1+Y2 Z4 =714+ 22
5 X5=X4+ X3 Y5=Y4+Y3 Z5=74+ 73
6 X6=hX5 Y6=hY5 Z6 = h-Z5
7 X7=2a9+ X6 Y7=u1z9+ X6 Z7=1x9+ X6
8 X8=1yy+Y6 Y8 =9y + Y6 Z8=1yy+Y6
9 X9 =20+ 26 Y9 =2+ Z6 Z9 =29+ 26
10 X10=a1-X7 Y10 =ay Y7 Z10 =a3-Z7
11 X11 =06,-X8 Y11 =10byY8 Z11 = b3-Z8
12 X12=1¢1-X9 Y12 =1¢2'Y9 Z12 = c¢3-729
13 X13=X10+ X11 Y13=Y10+ Y11 Z13 =710+ Z11
14 X14=X13+ X12 Y14=Y13+Y12 Z14 = Z13+ Z12
15 X15=h-X14 Y15 =hY14 Z15=h-Z14
16 X16 = X6+ X15 Y16 =Y6+ Y15 Z16 = Z6 + Z15
17 X17=1/2-X16 Y17=1/2-Y16 Z17=1/2-Z16
18 X18 =9+ X17 Y18 =yo+ Y17 Z18 = 2y + Z17

h

DX2y, = 5-(0,1-DX10 +b1-DY'1g + CyDZlo) (246)
h

DY?2, = 5-((12-DX10 + by-DY 1y + CQ‘DZl()) (2.47)
h

D72y = 5-((13-DX1() +b3-DY 1o + C3‘DZ10) (2.48)

Ze zapisu rovnic (2.40)—(2.48) je zfejmé, ze vypocet lze provést opét paralelné. Za-
kladni posloupnost operaci pii feSeni soustavy pro vSechny paralelni procesory je uvedena
v tabulce 2.2.

Ze srovnani poctu operaci v tabulkiach 2.1 a 2.2 vyplyva vyssi efektivnost Taylorovy
fady. K dosazeni kompletniho vysledku z1, y1 a z; bylo nutné provést 18 vypocetnich
operaci pii pouziti metody Runge-Kutta, kdezto metoda Taylorovy fady potfebovala 14
vypocetnich operaci.

Pro potvrzeni predeslych zajimavych vysledkd bylo vypracovano srovnani pro metodu
Runge-Kutta 4. fadu a metodu Talorovy fady 4. fddu. Detailné popsanou posloupnost
vypocetnich operaci pouzitych pii feSeni pomoci obou metod zde nebudu uvadét kvili jeji
vétsi délce. Postup vypoctu je analogicky s metodami 2. fadu - rovnice (2.31)—(2.48). Pfi
pouziti metody Runge-Kutta 4.f4du kazdy mikroprocesor provadi 46 operaci, u metody
Taylorovy fady 4. fadu je to 28 operaci.
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Tabulka 2.2: Posloupnost operaci pfi feseni soutavy metodou Taylorovy fady 2. fadu

Poradi Procesor X Procesor Y Procesor Z
1 X1 =ajx Y1 =uasxg Z1 =aszxo
2 X2 =b11yo Y2 =byyg Z2 = bs-yg
3 X3 =c12 Y3 =co2 Z3 = c3-2
4 X4=X1+4+ X2 Y4=Y1+Y2 Z4 =71+ 272
5 X5=X4+ X3 Y5=Y4+Y3 Z5=74+ 73
6 X6=hX5 Y6=hY5 Z6 = h-Z5
7 X7=a1-X6 Y7 =ay X6 Z7=a3-X6
8 X8 =51-Z6 Y8 =102-Y6 Z8 = b3-Z6
9 X9=1c-Y6 Y9 =1cyY6 79 =c3-76
10 X10= X7+ X8 YI0=Y74+Y8 Z10=Z7+ Z8
11 X11 = X104+ X9 Y11=Y10+Y9 Z11 =710+ Z9
12 X12=h/2-X11 Y12 =h/2-Y11 Z12=h/2-Z11
13 X13=X124+ X6 Y13=Y12+Y6 Z13 =712+ 76
14 X114 =20+ X13 Y4d=9yo+Y13 Z14 =2y + Z13

7 provedenych rozbori je zfejmé, Ze pri pouziti metody Runge-Kutta a Taylorovy rady
stejnych rada, je pocet vypocetnich operaci pfi vypoctu Taylorovou fadou mensi. S pouzitim
vyssiho fadu metody je tento rozdil jesté vyraznéjsi.

To napriklad znamend, Ze pfi stejném pocétu pouzitych operaci jsme schopni metodou
Taylorovy fady dosdhnout vyssi presnosti (diky dosazeni vyssiho fadu metody) nez metodou
Runge-Kutta.

2.2.3 Metodika tvoricich diferencialnich rovnic

Ziskané vysledky numerického feseni soustav homogennich linearnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty byly pouzity jako podklady pro numerické feseni dalsi skupiny
obycejnych diferencidlnich rovnic - pro soustavy nehomogennich linearnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty.

Pfi feSeni nehomogenni diferencialni rovnice se pozadovand funkce f(t) (“prava strana”
diferencidlni rovnice) “generuje” pomoci tvoricich diferencialnich rovnic - v zévislosti na
typu funkce f(¢) se ptuvodni soustava diferencidlnich rovnic rozsifi o dalsi tvorici soustavu
diferencidlnich rovnic 1. Fadu. Blizsi sezndmeni s touto transformaci je obsahem ¢lanku [13].

Napt. rovnice (2.49)

y =y +sin(t) y(0) =y (2.49)
se prevede na systém (2.50)—(2.52) obdobny soustavé rovnic (2.28)—(2.30)

vo= y+tuy y(0) =1y (2.50)

o= w y1(0) =0 (2.51)

Yo = y2(0) =1 (2.52)
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Blokové se prekresli na schéma obsahujici 3 integratory (viz obréazek 2.3), které odpovida
nové soustavé diferencialnich rovnic (2.50)—(2.52).

Obrazek 2.3: Blokové schéma rovnice (2.49) pred a po transformaci

Princip tvoricich diferencialnich rovnic je charakteristicky rovnéz pii feSeni soustav
diferencidlnich rovnic s proménnymi koeficienty (tvofici diferencialni rovnice “vygeneruji”
pozadované proménné koeficienty).

Napt. pfi feSeni rovnice (2.53)

y' =aysin(t)  y(0)=yo (2.53)

bude mit nové vznikla soustava diferencidlnich rovnic tvar

v = ayy y(0)=yo (2.54)
Y o=y y1(0) =0 (2.55)
Yy = -y y2(0) =1 (2.56)

Na obrazku 2.4 je uvedeno blokové schéma odpovidajici ptivodni rovnici (2.53) a nové
vzniklé soustavé diferencialnich rovnic(2.54)—(2.56). V obrazku je pouzit znamy symbol
nasobicky.

a.sin(t)

Obrazek 2.4: Blokové schéma rovnice (2.53) pfed a po transformaci
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Ke generovani funkee sin(t), jak bylo vidét v predeslych dvou pfikladech, je pouzita sou-
stava dvou tvoficich diferencidlnich rovnic. Podobné vyrazy (tvofici diferencidlni rovnice)

mohou byt vytvoreny pro vSechny elementarni funkce, jako jsou exp, sin, cos, tan, coth, In, sinh, ....

Potom miuze byt zadana diferencialni rovnice (prava strana rovnice) rozloZena na sekvenci
jednoduchych operaci: séitani, od¢itani, nasobeni, déleni a jejich kombinaci. Ziskani vyssich
derivaci téchto nové vzniklych rovnic (2.50)—(2.52) nebo (2.54)—(2.56) které se vyuzivaji
v Taylorové fadé jiz neni problém. Kompletni tabulka tvoricich diferencidlnich rovnic je
obsazena v [Hol99].

Nové popsanou metodikou tvoricich diferencidlnich rovnic lze tedy Tesit soustavy ho-
mogennich diferencialnich rovnic, nehomogennich diferencidlnich rovnic, diferencialnich rovnic
s proménnymi koeficienty i soustavy nelinearnich diferencialnich rovnic.

Pro metodiku tvoricich diferencidlnich rovnic je charakteristické, ze dokonce jiz jednu
nelinearni diferencialni rovnici lze Fesit pomoci paralelné spolupracujicich procesori (in-
tegratori). Obecné je pocet paralelné spolupracujicich procesorti (interatort) roven pocétu
diferencialnich rovnic 1. fadu, na ktery byl zadany problém pieveden.

2.3 Shrnuti

Jak bylo vidét v této kapitole, kazdou diferencidlni rovnici, resp. soustavu rovnic, lze prevést
na ekvivalentni blokové schéma. Tento zptsob je typicky pro analogové pocitace, kde se
podle blokového (analogového) schématu provedlo zapojeni jednotlivych prvkd a nasledné
jsme obdrzeli pozadované feseni. Blizsi popis analogovych pocitaci je v [BHSL82] a [Mac07].
Abychom toto analogové schéma, resp. jemu odpovidajici soustavu diferencidlnich rovnic,
vy¢islili v diskrétnim vypocetnim systému, je potieba realizovat vSechny elementarni prvky
v podobé diskrétnich vypocetnich jednotek.

Metoda Taylorovy fady poskytuje velice presné feseni obycejnych diferencidlnich rovnic.
Ze srovnani obsazeného v této kapitole je ziejmé, Ze pfi pouziti metody Runge-Kutta a
Taylorovy fady stejnych 1adi, je pocet vypocetnich operaci pfi pouziti Taylorovy fady
mensi. Tento rozdil se jesté zvétsi, pokud se pouzije vyssi fad metody.
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Kapitola 3

Navrh paralelniho systému

7 predchoziho rozboru, ktery je pro nazornost proveden pro homegenni soustavu diferen-
cidlnich rovnic, vyplyva, ze v zavisloti na typu fesenych tloh musi byt pfi navrhu paralel-
niho systému kladen diraz na vybér vhodné architektury procesoru (aritmeticko-logické
jednotky). Déle musi byt pouzit vhodny typ propojovaci sité, piipadné kombinace vice
riznych siti. Nejvétsi problémy nastavaji pfi navrhu velmi rozsahlych paralelnich systémii,
kde musi byt efektivné propojeny stovky az tisice vypocetnich uzli. V neposledni radé je
také dulezité rizeni celého vypocetniho a propojovaciho systému.

Pouzité vypocetni bloky a jejich propojeni vychazi ze schémat, kterd byla pouzita v kapi-
tole 2. Tzn. vypocetni jednotky provadi operace, které odpovidaji integratortim, séitackam
ptipadné odcéitackam, nasobickam a délickdm. Neni problém navrhnout séitacku ptipadné
nasobicku. Otazkou ale je navrh integratoru. Navrzené vypocetni, propojovaci a Fidici
podsystémy jsou obsahem této kapitoly. Na zavér je popis propojeni téchto podsystému
do jednoho celku - paralelniho systému.

3.1 Koncepce aritmeticko-logické jednotky

Zaklad celého systému tvoii aritmeticko-logické jednotky (ALU). ALU provadi vlastni
vypocet numerické integrace. Aritmeticko-logicka jednotka tedy pfedstavuje integrator. D4
se ocekavat, ze stovky az tisice aritmeticko-logickych jednotek mohou byt propojeny a muze
byt feSena velmi rozsédhla soustava diferencidlnich rovnic. ALU je proto koncipovana jako
specializované jednotucelova jednotka, provadéjici zadkladni matematické operace séitani a
nasobeni.

Jak je popsano v kapitole 2, nebo prfimo v ¢asti 2.2 popisujici metodu Taylorovy fady,
zadany problém je preveden na soustavu homogennich linearnich diferencidlnich rovnic
s konstantnimi koeficienty. P¥i numerickém vypoctu téchto diferencialnich rovnic Taylorovou
fadou se pouzivaji dvé zékladni operace: nasobeni (vypocet DY p;) a s€itani (iterativni
vypocet yii1)-

Tyto dvé zakladni operace mohou byt provadény sériové nebo paralelné. Podobné ko-
munikace mezi procesory se muze Tesit sériové nebo paralelné. Podle toho budeme v néasle-
dujicim textu rozdélovat integratory do téchto skupin:

e paralelné-paralelni integratory (paralelni komunikace a paralelni vypocet)
e sériové-paralelni integratory (sériova komunikace a paralelni vypocet)

e sériové-sériové integratory (sériova komunikace a sériovy vypocet)
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3.1.1 Paralelné-paralelni integrator

Nasobeni je realizovano paralelni nasobickou a sc¢itani paralelni séitackou. Blokové schéma
je zobrazeno na obrazku 3.1. Carkované je vyznacen symbol integratoru.

pocatecni
podminka

~

7

S o vystup
S e \integrétoru
~

vstup
integratoru

-
~ “integra¢ni
e krok

Obrazek 3.1: Blokové schéma paralelniho integratoru

Vyznam jednotlivych bloki:
RV registr vysledku
RD registr soucinu
MPX multiplexor
SUM paralelni sc¢itacka
MULT paralelni nasobicka

Funkce integratoru: cyklus je zahajen tim, ze se do registri RD a RV ulozi hodnota
y;. Na vstupu se objevi hodnota f(y;), coz je vystupni hodnota prvku, ktery je pfipojen
na vstup integratoru. Integracni krok se natavi na velikost h. Souéin (z nasobicky MULT)
téchto dvou vstupt se prepise do registru RD a soucasné se pficte k registru RV. V RD je
tedy hodnota DY'1 a v RV je mezisoucet y; + DY'1. V dalsim kroku se na vstupu objevi
f(DY1) a integrac¢ni krok h/2. Jejich rozndsobenim se vypocita DY 2, jez se opét ulozi
do RD secte s RV. Cely cyklus se opakuje do té doby, dokud neni dosazeno pozadované
presnosti, nebo maximalniho poétu iteraci, ¢imz ziskame ;1.

Tento typ integratoru je nejrychlejsi, cas vypoctu jednoho ¢lenu Taylorovy fady je:

tPP = Tnas + Tsec + Tsit (31)

tedy je dan souctem ¢asu nasobeni 7,,,s a s¢itani 7. Iipadné i zpozdénim signalt v propo-
nas Secy

jovaci siti 75;:. OvSem za cenu nejvétsi slozitosti zapojeni, na kterém mé nejvétsi podil kom-

binac¢ni nasobicka. Dalsim nepfiznivym kritériem je pocet vstupu a vystupi, ktery je primo
umérny Sifce paralelni datové sbérnice.
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3.1.2 Sériové-paralelni integrator

V této varianté se nasobeni provadi sekvenéni metodou na principu Boothova algoritmu
nasobeni. Séitani se vSak nadale provadi paralelné v jednom kroku.

pocatecni
podminka

SO sériovy
S S vystup

S integratoru
~
L
-~

-

sériovy
vstup
integréatoru

-

- P

-~ integracni
krok

-

Obrazek 3.2: Blokové schéma sériové-paralelniho integratoru

Vyznam jednotlivych blokii:
RV registr vysledku
MPX multiplexor
SUM paralelni s¢itacka
ACC akumulator
SR posuvny registr
BNEG obvod fizené negace (pro sekvenéni nésobeni)

Princip vypoctu sériové-paralelniho integratoru je nasledujici: V registru RV a SR je
ulozeno y;. Vstup integracniho kroku ma hodnotu h, MPX je pfepnut na cestu od bloku
fizené negace BNEG. Vypocet y;11 pak probiha takto: nejprve se akumuldtor ACC vynuluje,
na vstupu je pfipraven nejméné vyznamovy bit f(y;). Tento bit uréi, zda se bude nasobenec
z registru RN pficitat do akumuldtoru ACC, odecitat (vytvori se zaporna podoba nasobence
- druhy doplnék), nebo zda se bude ignorovat (vynuluje). Vysledek ze s¢itacky se zapise do
ACC a cely akumulator a posuvny registr SR se potom posune o jedno misto doprava.

Tento postup se opakuje, dokud neni pfijat posledni bit z f(y;) a nasledné zpracovan.
Timto se dosdhne vynasobeni h a f(y;). Tento vysledek nésobeni se ulozi do posuvného
registru SR. Multiplexor se pfepne misto z BNEG na RV a vysledek nasobeni DY p (uloZeny
v ACC) se se¢te s hodnotou ulozenou v registru vysledku RV a ulozi se do ACC a nésledné
do RV. Cely cyklu se opakuje do té doby, dokud neni dosazeno pozadované presnosti, nebo
maximalniho poctu iteraci, ¢imz ziskame ;1.

Vyhodou tohoto pfistupu je maly pocet potiebnych vyvoda rozhrani zapojeni, protoze
data vstupuji i vystupuji sériové. Chceme-li zpfesnit vypocet zvétsenim poctu bitd, na
nichz jsou ¢isla zobrazena, pak se, na rozdil od piedchozi varianty, v celkovém zapojeni
nic nezméni, “pouze” se zméni Sitka registri, sc¢itacky a prodlouzi se posloupnost fidicich
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signalfi, ale rozhrani integratoru, stejné jako propojovaci sit, ztistanou zachovény.
Nevyhoda oproti pfedchozi varianté je zpomaleni, protoze nasobeni je zde provadéno
v n krocich (n = podet bitti zobrazeni é&isel). Cas vypocétu jednoho ¢lenu Taylorovy fady je:

tsp = Tnas t Tsec + Tsit
tsp = N Tsec + Tsec + Tsit (32)

tedy je dan souc¢tem ¢asu ndsobeni (coz je vlastné n krokt séitani n-7se.) a nezbytné pricteni
Tsee Vysledku nésobeni k pfedeslému celkovému vysledku, piipadné i zpozdénim signal v
propojovaci siti 7.

Jistd moznost optimalizace této varianty integratoru je v pouziti prekédovani vice bitl
najednou (Boothovo pfekédovani s radixem 4 ¢i 8). K mezivysledku ndsobeni se pak pri¢ita
nasobek integrac¢niho kroku, ktery je urcen prekédovanim vstupni skupiny bitt. Timto je
mozno pocet potfebnych krokd pro nasobeni zmensit. Pti této varianté nam uz ale nestaci
pouze vytvaret kladnou a zadpornou hodnotu nasobence. Musi byt pouzit obvod, ktery bude
vytvaret prekédovani 2 pripadné 4 bity najednou. To nam celé zapojeni zesloziti.

3.1.3 Sériové-sériovy integrator

Tato varianta vychézi z principu sériové-paralelniho integratoru. Na rozdil od predchozi
varianty vSak provadi sekven¢né nejen nasobeni, ale i operaci s¢itani.

sériovy vstup
pocateéni
podminky

sériovy

vstup -+
integratoru |
|

sériovy
vystup

SO . .
. integratoru

sériovy vstup
integracniho kroku

Obrazek 3.3: Blokové schéma sériového integratoru

Vyznam jednotlivych blokti:
SUM uplné jednobitové scitacka
CcO klopny obvod pro uchovani pfenosu
MPX multiplexor
ACC akumulator
RV posuvny registr vysledku
SR vystupni posuvny registr
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Funkce je tato: Nejprve se vynuluje ACC, do RV se vlozi hodnota y;. Obvod uchovani
pfenosu CO se vynuluje. Multiplexor MPX se nastavi na cestu z ACC. Na vstupu inte-
gratoru se objevi nejméné vyznamovy bit f(y;) a na sériovém vstupu integrac¢niho kroku
se postupné objevuji jednotlivé bity integrac¢niho kroku, pocinaje nejméné vyznamovym
bitem. Tato posloupnost se v zavislosti na hodnoté vstupu integratoru sériové pricte k aku-
muldtoru. Po dokonceni vypoctu mezivysledku se na vstupu objevi vyznamnéjsi bit f(y;)
a soucasné se posune vystupni registr SR. Cely postup se opakuje do té doby, aZ se na
vstupu integratoru objevi posledni (nejvyznamnéjsi) bit f(y;). Po dokonéeni operace na-
sobeni se hodnota ulozena v ACC (DY p) ulozi do vystupniho registru SR a sériové se pficte
k hodnoté uchované v registru vysledku.

Tato varianta mé opét mensi ndroky na zapojeni, ale cena, kterou je v tomto piipadé
pocet cykli, jez jsou potieba na cely vypocet (a tedy i ¢as), je ddna exponenciidlnim vzta-
hem.

tss = Tnas t Tsec + Tsit

tss NN Tsee + N Tsec + Tsit

tss = nZ'Tsec + N Tsee + Tsit (33)

Tsee V této verzi predstavuje Cas s¢itani iplné jednobitové séitacky, n je pocet bitli, na
nichZ jsou uloZeny hodnoty nasobitele i nasobence.

3.2 Rozsireni integratori

Samotné integratory, predstavené vyse, slouzi k feseni homogennich diferencidlnich rovnic
typu (2.13). Pro feSeni vSech typu rovnic vznikljch po provedeni transformace pomoci
tvoricich diferencialnich rovnic je nutné realizovat dalsi operace a to operaci nasobeni kon-
stantou, pfi feSeni soustav operaci s¢itani jednotlivych diferencidlnich rovnic (viz napf.
soustava rovnic a jeji feSeni (2.40)—(2.48)) a nasobeni jednotlivych diferencidlnich rovnic
mezi sebou (viz napf. rovnice (2.54)).

3.2.1 Nasobeni konstantou

P1i feseni diferencilni rovnice s konstantnimi koeficienty:

y=ay  y0)=y (34)
Zapojeni tohoto typu ulohy je na obrazku 3.4.

o
I

O,
Obrazek 3.4: Blokové schéma nasobeni konstantou
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Zapis Taylorovy fady lze obdrzet ve znamém tvaru:
Yi+1 = DY0; + DY1; + DY2; + DY3; + --- (3.5)
kde vyznam jednotlivych ¢lent je:
DY0; = avy;
DY1l; = ah-DYO;
DY?2; = ag DY1;

Mozné feSeni je, ze se do pripravnych vypoc¢tl zahrne nejen h/p, ale také a-h/p. Tato
moznost bude pro probihajici vypocet v paralelnim sytému nejrychlejsi a nezabere zadné
misto na ¢ipu navic. Na druhé strané vypocet a distribuce jednotlivych podilti integra¢niho

vvvvvv

nota, ale musime zajistit spravné nahrani podle fesenych diferencialnich rovnic.

Nabizi se i kombina¢ni varianta (relativné velmi nékladnd) viz obrazek 3.5, kde je zo-
brazeno reseni pro paralelné-paralelni verzi integratoru.

pocateéni
podminka

~

/

vystup
- integratoru

vstup
integratoru

a integracni
krok

Obrazek 3.5: Technicka realizace pfednasobeni konstantou

Uprava spoéiva v tom, Ze se na vstup pro integra¢ni krok p¥ipoji nasobicka. Na vstupy
této nasobicky se privede aktualni podil integra¢niho kroku h/p a pozadovana konstanta
a. Tyto dvé hodnoty se nezdvisle na vypoctu v integratoru vyndsobi a vysledek a-h/p je
pripraven na vstupu integratoru urceny pro integracni krok. I v této varianté je dilezité pred
zaCatkem vypoctu zajistit distribuci konstantnich koeficientt ke spravnym integratortim
resp. nasobickdm pripojenych k témto integratortim.
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Mitzeme také pouzit k reSeni tohoto problému navrzenych integratord. Ty umi ope-
raci nadsobeni provadét. Museli bychom vSak vyrobit tento integrator univerzalnéjsi, aby
umoznoval pfi vypoctu jednoho ¢lenu Taylorovy rady provadét dveé nasobeni - h-a a nasledné
tento vysledek vynasobit s DY (p — 1);, ¢imz vypocitame DY p;.

Chtéli bychom, aby kazdy integrator pracoval stejné, tzn. byl fizen z jedné spolecné
fidici jednotky. Kdyby mél vykonavat tato dvé nasobeni, museli bychom na vstup pro
integra¢ni krok privadét integrac¢ni krok a zadany koeficient a vse fidit fidici jednotkou.
Vsechny integratory by zfejmé nemusely provadét obé nasobeni - tzn. nékteré by cekaly, az

Jako lepsi Teseni se jevi pfidat do systému nésobicky, které by soucin a-h samostatné
vynésobily a potom ho privedly na vstup pro integra¢ni krok do integratoru. Integratory by
¢ekaly pouze pfi prvnim vypoctu soucinu, kazdy dalsi vypocet souéinu a-h/p by uz probihal
soucasné s vypoctem integratoru a byl pfipraven na vstupu integratoru diive, nez ho bude
potiebovat. To nam pfinasi do naseho systému moznost zietézeného zpracovani - pipeline.

3.2.2 Souctovy integrator

Problém vicevstupého souc¢tového integratoru se objevi pfi feseni soustavy diferencialnich
rovnic typu:

y= ay+bz  y(0) =y (3:6)
2= cy+dz z2(0) =2 (3.7)

Obecné zapojeni tohoto typu tloh je na obrazku 3.6.

0 —(a)

=) |

(b)
Y,

o

Obrazek 3.6: Zapojeni s vicevstupym souctovym integratorem

Pokud na zadanou diferencialni rovnici aplikujeme metodu Taylorovy fady, dostavame
Teseni:

Y+ = Yo +DY1l,+DY2,+DY3;,+---

Z6+1) = Yo +DZ1;,+DZ2; + DZ3; + - --

kde vyznam jednotlivych ¢lenti je:

DY1; = h(a-DY0; 4+ b-DZ0;) DZ1; = h(c-DY0; + d-DZ0;)
h

DY2;= %aDY1;+b-DZ1;) D72 = 5(e:DY1; +d-DZ1;)
h

DY3;= %(a-DY2;+bDZ2) DZ3; :§(C-DY2i+d-DZ2i)

Existuje vice moznosti realizace tohoto feseni, které si dale predstavime.
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Pouziti bloku vicevstupa séitacka

Zakladni a nejjednodussi moznosti je zaradit do systému viceoperandovou scitacku. Pii této
varianté€ feSeni neni potteba nijak upravovat navrzené integratory. Jen se do systému ptidaji
s¢itacky, které budou zapojeny jako na obrazku 3.7. Pocet operandu s¢itacky urcuje i pocet
operandi obsazenych v diferencialni rovnici (v nasem pfikladu dva).

(4
® ®

(v)
&

Obrazek 3.7: Souctovy integrator - vyuziti s¢itacky a jednovstupého integratoru

Prepinani vstupu integratoru (sekvenéni integrator)

Blokové schéma integratoru, ktery pracuje na tomto principu je uveden na obrazku 3.8. Ne-
jdfive se provede vypocet odpovidajici prvnimu vstupu integratoru (napf. vstup y), potom
se dopo¢ita vypocet odpovidajici druhému (vstup z).
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Flr o

|
|
|
|
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|
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1
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vystup
integratoru

vstup integratoru
y

vstup integratoru
z

-
.7 integraéni

- krok

\

Obrazek 3.8: Pfepinani vstupi integratoru

V této varianté pouzijeme vyse navrzeny jednovstupy integrator tak, ze napied provedeme
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jedno vyndasobeni (a-h-DY (p — 1);), které si musime v integratoru ulozit. Potom pfep-
neme integrator na druhy vstup a provedeme druhé vynasobeni (b-h-DZ(p — 1);). Nakonec
provedeme secteni téchto dvou hodnot a ziskame vysledek (DY p;). Tzn. Ze musime navrzené
integratory rozsirit o registr RM, ktery budou slouzit k uchovani vypoctenych hodnot.

Vnitini zapojeni neni zavislé na poctu operandt obsazenych v diferencidlni rovnici.
Jen se musi odpovidajicim zpasobem roz§ifit pocet vstupi multiplexoru, ktery prepina
vstupy integratoru. Jedna se v podstaté o sériovy vypocet, kdy jsou postupné zpracovavany
jednotlivé vstupy. Z toho vyplyva delsi doba vypoctu nez v predchozi varianté.
integratoru. Nastala by situace, ze nékteré integratory (pouze s jednim vstupem) budou
Cekat na ty, které pocitaji s vice vstupy (¢ekaji na pfepnuti dalsiho vstupu).

Vicevstupy kombinaé¢ni integrator

Dalsi variantou feseni soustavy rovnic (3.6), (3.7) je navrh vicevstupého integratoru, ktery
bude oba vstupy zpracovavat soucasné. Uprava spo¢iva v pouziti vicevstupé séitacky. Prin-
cip tohoto rozsiteni je demonstrovan na obrazku 3.9.

pocatecni
podminka

~ .,
~ vystup

S \integ ratoru
|
- ”
”

vstup integratoru

vstup integratoru —I_|_
z B Ere—

1
1
1
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Obrazek 3.9: Vicevstupy integrator

Obvod je samozfejmé nakladny, ale nejrychlejsi (vhodny pro jednoucelové real-time
vypocty). Opét toto FeSeni neni zcela univerzalni, protoZze takové integratory musi mit
odli$né ¥izeni od jednovstupého integratoru. Cas straveny ¢ekanim jednovstupého integra-
toru na tento vicevstupy by uz ale nebyl tak velky jako u varianty s prepinanim vstupt.
Vétsi pocet operandti neprodluzuje zasadné dobu vypoctu jako predchozi varianta, ale celé

vvvvvv
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3.2.3 Nasobici integrator
Nasledujici integrator fesi diferencialni rovnici typu:
y=uv  y0)=uyo (3.8)

Obecné zapojeni tohoto typu tloh je na obrazku 3.10.

Obrazek 3.10: Princip realizace nasobiciho integratoru
Zapis Taylorovy fady lze opét obdrzet ve zndmém tvaru:

Vypocet jednotlivych derivaci je zobrazen dale:

/

= ww (3.10)

"= W+ ud (3.11)

"= W+ d Y Y e =0+ 20+ ued” (3.12)
vV = "o+ d" o+ 20 4 20+ " 4w =

= v+ 3"V + 3"+ u™ (3.13)

Po pouziti jiz zndmého oznaceni bude tvar jednotlivych derivaci:

— b / _ DY1 1 _ DU1 r _ DV1
DYl=hy =y == u == V=5
_ k3 1 __ DY2 n __ DU2 n __ DV2
DYZ—jy =y =T ul = 55" V=S
a1 a1 21

_ h3. m __ DY3 m __ DU3 m __ DV3
DY3—§y =y =53 ul = =3 v =
31 30 31

4
DY 4 = %yIV = yIV — Di;4 uIV _ DU4 ,UIV _ Dbv4

>
[N

>
[N

B
B
o
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Nyni se vyjadiené derivace z predeslého kroku dosadi do rovnic (3.10)—(3.13) a vyjadii se
¢leny DY p. Nésledné jiz obdrzime tvar jednotlivych ¢lentd v rovnici (3.9):

DY1l; = h-(uiv) (3.14)
DY?2;, = g(DUli.vﬁui-DVli) (3.15)
DY3; = g(DUQi-vi+DU1i-DV1i+ui~DV2i) (3.16)
DY4; = %(DU&-W + DU2;-DV1; + DU1;-DV2; + u;-DV3;) (3.17)

Jak je vidét z obsahu ¢lentt DY p;, v jednotlivych vypocetnich krocich (3.14)—(3.17)potiebujeme
mit k dispozici vSechny pfedeslé hodnoty DUp; a DV p;. Technické realizace “pseudo naso-
bicky” pfedrazené integratoru Y na obrazku 3.10 s tim proto musi pocitat.

Cely vypocet DY p; se déli do dvou kroku. Nasobicka provadi operaci nasobeni a nasledné
seCteni vysledkt kazdého nasobeni - ¢leny v zavorce v rovnicich (3.14)—(3.17). Tento vypocet
je velmi blizky principu, ktery vyuziva operace konvoluce a oznacuje se multiply-accumulate.
Princip této nasobicky je zobrazen na obrazku 3.11. Vzniklé ¢islo pfivedeme na vstup inte-
gratoru Y, ktery je klasické koncepce a provede vynasobeni integrac¢nim krokem h/p.

iHL
X
U
Py
L
Py
L
X

Obrazek 3.11: Princip realizace nasobicky

Na ptikladu jsou k ulozeni jednotlivych hodnot pouzity registry. Pfi tomto zpiisobu
realizace se musi zajistit posouvani hodnot ze vstupu do registri tak, aby byl vypocet
spravny. Postup korektniho Sifeni je zobrazen na obrazku 3.12.

1. krok 2. krok

[T A

2O«
2O«
2O«

Obrazek 3.12: Ukazka sifeni operandii registry nasobicky

Moznosti technického FeSeni je samoziejmé vice. MiZze byt napiiklad pouzita pamét.
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Idealni by byla pamét s vice vystupnimi branami, které budou pfipojeny na jednotlivé
nasobicky. O spravné adresovani by se musel starat pridavny ridici obvod.

Celkova koncepce nasobicky je velmi zavisla na technologii, ktera je pouzita pii realizaci
paralelniho systému. Je ziejmé, Ze tato komponenta bude mit nejvétsi vliv na rychlost
vypoctu celého paralelniho systému. VSechny integratory musi c¢ekat na dokonceni vypoctu
v nasobi¢ce. Jak je vidét v rovnicich (3.14)—(3.17), s pouzitim vysiho fadu metody roste
i pocet potfebnych operaci nasobeni a pri¢teni. Pokud bude systém provozovan v nékterych
kritickych situacich, bude rychlejsi, kdyz se vyhneme pouziti vyssiho fadu metody Taylorovy
fady. Toho mizeme dosahnout napi. pouzitim mensiho integra¢niho kroku.

3.3 Radié - generator Fidicich signalt

Funkce fadice spo¢iva v generovani posloupnosti fidicich signalii pro procesor (integrator)
tak, aby plnil pozadovanou funkci.
Existuji dva zakladni pfistupy v navrhu radic¢i:

e obvodovy - zékladem je dekodér instrukce, ktery podle typu instrukce, stavovych
bitti procesoru a aktualniho stavu vygeneruje odpovidajici Fidici signaly pro obvod.

e mikroprogramovy - zékladem je pamét mikroprogramu, ze které se podle prilozené
adresy vybere pozadovand instrukce - operace, ktera uz piimo generuje fidici signaly
pro obvod. Kazda instrukce obsahuje adresu nasledujici instrukce, ktera se ma provadeét.

Podrobny popis fadi¢t nalezneme v [Dra95] a [Hwa06, Chapter 10: Control Units|. Detailni
popis navrhu mikroprogramového fadice je v [PP06, Kapitola 14: Mikroprogramovy au-
tomat].

Specializovany fadi¢ pro nas systém se prili§ nepodoba univerzalnim fadi¢tim, protoze
je zde pevné stanoven sled fidicich signalti, a neni proto potfebny zadny dekodér instrukci.
V nasem pfipadé se da pouzit fadi¢ vychazejici z modifikace mikroprogramového radice.

fidici sbérnice
R —

(@)
-
I~

=
0
c

—

sig_cntord

sig_cntvysl

Obrazek 3.13: Generator fidicich signéla

Dilezitou ¢asti nami navrhovaného fadice je pocitani smycek. Hlavni smycka pocita
pocet vysledku (y;), dalsi smycka poé¢ita dosazeny ¥ad Taylorovy fady (DY p;). Dalsi smyc¢ku
tvori pocitani délky slova (dilé¢ich souctt pfi nasobeni) u sériovych variant integratort a
pripadné pocet souctl uplné jednobitové s¢itacky u sério-sériového integratoru.
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Pro realizaci smycek se pfimo nabizi pouziti ¢itact, které by primo ovladal fadi¢. Na
obrazku 3.13 je uvedeno blokové schéma specializovaného radi¢e vyuzivajiciho citace.
Vyznam jednotlivych ¢itact je néasledujici:

e CNT nas - poc¢ita délku slova (pocet posuvit SR a ACC) - dil¢ich souétt pfi ndsobeni
(u sériové-paralelni varianty integrétoru) pfipadné pocet soucétt séitacky (u sério-
sériového integratoru)

e CNT rad - poc¢ita fad Taylorovy fady (DYp;). Lze spojit s komparatorem, ktery
bude porovnavat posledni dva dosazené vysledky. Pokud budou stejné, nemusime jiz
zbyteéné pocitat dale (nedosdhneme jiz zadného zpfesnéni)

e CNT vysl - pocita pozadovany pocet vysledku (y;)

Dalsi ¢asti, o kterou mize byt fadi¢ rozsifen, je komparator. Ten plni funkci “omezovace”
rfadu Taylorovy fady. To znamend, ze pokud se aktudlni vystupni hodnota sledovaného
integratoru shoduje s jeho predchozi hodnotou, generuje komparator signal, ktery mtze
prerusit vypocet néasledujiciho fadu. Tim se zamezi vypoctu, ktery uz nezpresiiuje vypocet,
ale pfispiva pouze k jeho zpomaleni.

3.4 Propojovaci sit

3.4.1 Propojeni jednotlivych aritmeticko-logickych jednotek

Jednim z kol propojovaciho systému je realizace propojeni vstupt a vystupt jednotlivych
mikroprocesorti mezi sebou.

Pro nés systém je jako propojovaci sit nejvhodnéjsi obycejné statické propojeni mezi
prvky, podle konkrétniho vypocetniho schématu (Fesené soustavy diferencidlnich rovnic).
Budeme-li vSak chtit, aby systém byl schopen provést vypocet obecné diferencialni rovnice,
musime pouzit univerzilni statickou ¢ dynamickou propojovaci sif. Pouziti statického
propojeni podle feseného zadani je mozné pouze v pripadé, ze budeme pro implementaci
pouzivat rekonfigurovatelnou technologii. Zde nemusime mit pevné danou topologii sité,
ale vlastni statické propojeni se nastavi pii inicializaci celého paralelniho systému. Tento
pristup je nejrychlejsi a nenarocny na dalsi fizeni.

Chceme-li pouzit takovou sit, na niz by bylo mozné pouzit jakékoliv vypocetni schéma,
nemuzeme uvazovat o pouziti néjaké obecné statické topologie uvedené v [DT04] nebo
[Dvo04]. Hlavni diavod je ten, Ze nemizeme zaruéit, ze libovolné dva integratory spolu
budou moci komunikovat. To mtizeme zarucit pouze u uplného propojeni, kde je kazdy
prvek propojen se vSemi ostatnimi. Tato verze méa vsSak znacné omezeni tykajici se poctu
propojenych uzld. Je pouzitelna jen pro malé systémy. Navic by kazdy integrator musel na
vstupu obsahovat logiku, ktera by zajistila maskovani nepotfebnych vstupnich signéli.

Pii pouziti dynamické (nepfimé) propojovaci sité se provede pfed spusténim vlastniho
vypoctu inicializace sité (nastaveni cest ve smérovacich prvcich). Déle se uz propojeni sité
nebude ménit. Propojovaci cesta tvofi vyznamnou slozku zpozdéni. Z tohoto divodu je
nevhodné pouziti vicetroviiovych zapojeni.

Nejvhodnéjsi propojovaci sit (pro nepfilis rozsédhlé systémy) je kiizovy prepinac¢. Ma ze
vSech dynamickych siti nejmensi zpozdéni, je jednouroviiovy a umoznuje propojeni jednoho
vystupu na vice vstupii (vétveni v blokovém schématu).
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3.4.2 Datové sbérnice pro nahrani poc¢atec¢nich dat a vysledku

Propojovaci systém dale slouzi k napojeni procesori na fidici obvody, ze kterych se nahra-
vaji hodnoty integracniho kroku h a pocateéni podminky 1y do jednotlivych aritmeticko-
logickych jednotek a po vypoctu slouzi k obdrzeni hodnoty vysledku.

Jak bylo uvedeno vyse, muzeme systémy z hlediska jejich komunikace rozdélit na sériové
a paralelni. Z hlediska principidlniho vSak mezi nimi neni nijak vyznamny rozdil. Jedna se
totiz “pouze” o pocet fyzickych cest propojeni. Z praktického hlediska je vSak ziejmé, ze

N 24

Cely systém muze byt propojen paralelni sbérnici (viz obrazek 3.14).

ALUL| |ALU2 |~ | ALUn
| | |

Obréazek 3.14: Propojeni paralelni sbérnici

V kazdém hodinovém taktu jsou nahrana do jednoho procesoru vSechna data. V dalsim
taktu do dalsiho, atd. Tzn. do n procesort budou data nahrana béhem n taktd hodin.

Paralelni sbérnici mizeme nahradit n sériovymi sbérnicemi (viz obrazek 3.15), kde n
udava pocet mikroprocesort.

ALU 1 ALU 2 |-+ | ALUn

SR1 Q

SR2

SRn

Obrazek 3.15: Propojeni sériovymi sbérnicemi

Do kazdého procesoru soucasné se nahrava s kazdym taktem hodin bit pozadovanych
dat (pocateéni podminka h, integracni krok yg) z buffertt (posuvnych registri SR1 ...SRn),
kde jsou pozadované hodnoty ulozeny. Pienos trva N taktt, kde N je pocet biti.

Jakmile bude pocet procesort vétsi nez sifka potfebné paralelni sbérnice (coz je nés cil),
bude sériovy prenos proveden rychleji nez paralelni prenos dat.

3.5 Specializovany paralelni systém

Podoba celého vyvijeného specializovaného paralelniho systému je popsana v této kapi-
tole. Blokové schéma, které ukazuje zdkladni névrh tohoto paralelniho systému, je na
obrazku 3.16.

Cely specializovany paralelni systém je sestaven z téchto zakladnich bloki:

e aritmeticko-logické jednotky ALU1 ... ALUn
e propojovaci systém PS

e tidici jednotky RJ
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ALU 1 ALU2 | | ALUn
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PS

Obrazek 3.16: Blokové schéma specializovaného paralelniho systému

3.5.1 Aritmeticko-logické jednotky - ALU

Aritmeticko-logické jednotky (integratory) realizuji numerickou integraci. Popis celkové kon-
cepce je uveden vyse.

Zakladnim zptisobem komunikace mezi jednotlivymi elementdrnimi mikroprocesory pri
vypoctu je komunikace pres sériovy vstup a sériovy vystup kazdého procesoru - preferovany
typ integratoru je sériové-paralelni varianta.

3.5.2 Ridici jednotka - RJ

Rizeni celého paralelniho systému je realizovano fidici jednotkou RJ.
Zakladni tkoly jednotky jsou:

e Fizeni zapisu dat do vSech vypocetnich jednotek
e Tizeni vypoctu paralelniho systému
e fizeni distribuce vysledku

Ridici jednotka prejima Fizeni, piipadné spolupracuje s nadiazenou jednotkou - poéi-
tacem. Nadrazend jednotka se stara o transformaci vstupnich diferencialnich rovnic s vyuzitim
tvoricich diferencidlnich rovnic. Podle nové vzniklych diferencidlnich rovnic provede propo-
jeni paralelniho systému - nastaveni propojovaciho systému. Déle zajisti pocate¢ni data (yo
a h) a preda fizeni fidici jednotce. Ta se staréd o zapis dat, ¥idi vypocet a distribuci vysledku.

3.5.3 Propojovaci systém - PS

Propojovaci systém slouzi k propojeni vstupi a vystupu jednotlivych vypocetnich blokt
(integratoru, séitacek, nasobic¢ek) mezi sebou podle fesené soustavy diferencidlnich rovnic.
Dale musi slouzit k nahrani pocatecnich dat (pocateéni podminky a integracni kroky) a
vypocteného vysledku. V neposledni fadé musi byt kazdy integrator pripojen fidici sbérnici
na fidici jednotku.

Na obrazku 3.17 je detailnéjsi blokové schéma paralelniho systému zobrazujici zejména
propojovaci systém. Tento paralelni systém obsahuje 3 integratory a jednu sc¢itacku.

K propojeni vypocetnich jednotek je pouzit kiizovy prepinac. Kiizovy prepinac je real-
izovan multiplexory. Kazdy multiplexor obsahuje registr adresy, ktery urcuje vstupni kanal
multiplexoru, ktery se bude dostavat na vystup - vstup pripojené vypocetni jednotky.
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Obréazek 3.17: Detailnéjsi schéma paralelniho systému

K nahrani pocatecnich dat slouzi sériové sbérnice. Data jsou uloZena v posuvnych regi-
strech SR - Y0 a SR - H a postupné se sériové nahraji do integratort. Tato verze obsahuje
zvlastni sbérnici pro poc¢atec¢ni podminku a integracni krok. Je mozna tiprava, ktera spociva
v pouziti jedné sdilené sbérnice. Napfed by se do integratoru nahrala pocatecni podminka a
nasledné integrac¢ni krok (nutny poloviéni pocet cest, ale pomalejsi nahravani). A nakonec
systém obsahuje sériové sbérnice pro nahrani vypoctenych vysledki z integratord do po-
suvnych registria SR - Y.

3.6 Shrnuti

Z rozboru provedeného v této kapitole vyplyva, ze specializovany paralelni systém bude typu
SIMD. Vsechny vypocetni jednotky provadi stejny vypocet nad riiznymi daty a mohou byt
fizeny z jedné ridici jednotky.

Aritmeticko-logické jednotka provadi pouze dvé zakladni operace: nasobeni a séitani.
ALU predstavuje integrator a tvori zaklad celého paralelniho systému. Vypocet téchto dvou
zékladnich operaci a zptisob komunikace miize byt provadén sériové nebo paralelné. Z toho
vyplyva rozdéléni integratord na paralelné-paralelni, sériové-paralelni a sériové-sériové.

Dalsimi neméné dilezitymi ¢astmi paralelniho systému jsou ridici jednotka a propojo-
vaci sit. K Fizeni neni potfeba pouzit univerzalni fadi¢, protoze je pevné déan sled operaci
(instrukci), a je proto pouzit specializovany fadi¢. Je nutno navrhnout dva typy propojo-
vacich siti. Jedna pro propojeni vSech vypocetnich jednotek mezi sebou a druhé pro nahrani
pocatecnich dat a vysledkd. Preferovanou variantou je sériové propojeni, které zabira pod-
statné mensi plochu ¢ipu a dovoli vyssi pfenosovou rychlost.



Kapitola 4

Implementace a porovnani
specializovaného paralelniho
systému

Tato kapitola obsahuje detailnéjsi popis technické realizace celého paralelniho systému,
jehoZ navrh je predstaven v predchozi kapitole a je zde také provedeno srovnani implemen-
tovanych paralelnich systémi.

4.1 Technicka realizace

Byl navrZen a realizovan cely paralelni systém, spole¢né se vSemi verzemi aritmeticko-
logickych jednotek (integratort) v pevné fadové ¢arce. Implementace probéhla v jazyce
jsem ¢Cerpal pii své préci, jsou v [Dou03], [Hwa06]. Vytvofeny systém byl odsimulovin
(simuldtor VHDL - ModelSim [Gral2]) a nasledné byla provedena syntéza a zapis do
hradlovych polich FPGA.

V priubéhu praci na projektu se objevil pozadavek skolitele na implementaci algoritmu
Taylorovy fady do skolniho pfipravku FTTkit [FIT11] a zafazeni tohoto pfipravku do vyuky
predmétu Prvky pocitac¢t (IPR). Z téchto diivodu je vyraznéd ¢ast impelemtace vénovéana
vyuziti pripravku FITkit.

4.1.1 Porovnani jednoprocesorovych systémi

Nasleduje srovnani implementace paralelnich systémi obsahujici jednotlivé varianty inte-
gratord. Sledovanymi parametry byla obsazenost ¢ipu a dosazitelna rychlost vypoctu v
zévislosti na pouzité datové sifce operandi.
Ve vsech piipadech systém fesil homogenni linearni diferencidlni rovnice 1. fadu s kon-
stantnimi koeficienty - rovnice (2.13), blokové je tato rovnice zndzornéna na obrazku 2.1.
Implementované systémy obsahuji:

e integrator

e fadi¢ tvofeny Moorovym automatem (automat ¥idi ¢innost popsanou vyvojovymi di-
agrami uvedenymi u kazdé aritmeticko-logické jednotky), pocet ¢lent Taylorovy fady
nastaven na 8
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e vnitini pamét pro 8 podilt integra¢niho kroku
e statickou propojovaci sit
e tadi¢ komunikaéniho systému FITkitu - SPI

Zavislosti obsazeni plochy ¢ipu a rychlosti vypocétu na Sifce dat pro jednotlivé verze
paralelnich systémt jsou v tabulke 4.1. V tabulce je také zobrazena doba nasobeni né-
sobicky u paralelné-paralelni verze a u vsech verzi je uvedena doba potfebnéd k operaci
s¢itani - paralelni s¢itackou u sériové-paralelni verze a sériovou (jednobitovou) séitackou u
sériové-sériové verze systému. Doba vypoctu ukazuje jak dlouho trva vypocet jednoho ¢lenu
Taylorovy fady DY p;. Doba vypoctu je ziskdna dosazenim do rovnic (3.1), (3.2) a (3.3).

Tabulka 4.1: Implementace specializovaného paralelniho systému systému
siika dat [bit] (163264 16 [32 64128 16 | 32 | 64 | 128 |
obsazena plocha [%] | 14 | 25 | 154 || 19 | 27 | 44 | 86 23 | 30 43 71
doba nésobeni [ns] 8 | 15| 28 || 96 | 224 | 576 | 1664 || 1024 | 4096 | 16384 | 65536

doba séitani [ns] 6 | 719 6 | 719 13 4 4 4 4
doba vypoctu [ns] 14 | 22 | 37 || 102 | 231 | 585 | 1677 || 1088 | 4224 | 16640 | 66048
typ integratoru paralelni sériové-paralelni sériové-sériovy

Prvni testovany vypocetni systém obsahuje paralelné-paralelni verzi integratoru. Zak-
ladem je paralelni nasobicka, ktera vznikla automatickou syntézou, protoze ¢ip neobsahuje
integrované nasobicky. Integrator je propojen paralelnim pfimym propojenim a data jsou
do ného nahrana pomoci paralelni sbérnice.

Druhy vypocetni systém je zaloZen na sériové-paralelni verzi integratoru. Integrator je
propojen sériové a data jsou do ného nahréana také ptes paralelni sbérnici jako v piredchozi
varianteé.

Jadro posledniho vypocetniho systému obsahuje sériové-sériovou verzi integratoru. In-
tegrator je propojen sériové jako v sériové-paralelni verzi a data jsou do ného nahrana
sériovymi sbérnicemi.

Graf zavisloti obsazeni plochy ¢ipu na Sifce dat a doba provedeni vypoctu jednoho ¢lenu
Taylorovy fady jednotlivymi systémy je na obrazku 4.1.

100 T T T 3000 T T
paralelné -paralelni paralelné -paralelni
sériové -paralelni sériové -paralelni
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Obrazek 4.1: Obsazenost plochy a doba vypoctu implementovanych paralelnich systémi
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Jak je vidét, sériové-sériova varianta ma ocekavany maly naridst velikosti pfi nardstu
sitky slova, ale rychlost viypocetniho systému je velmi mala. Nejvétsi vyhodou této varianty
je, ze zapojeni aritmetické jednotky nezavisi na Sifce slova. Nartst obsazeni plochy je tedy
zplsoben pouze rozsifenim vnitinich registri.

V pripadé sériové-paralelni varianty je nartst plochy oproti sériové-sériové varianté maly,
protoZe obsahuje navic jen paralelni sé¢itacku a proto pomér cena/vykon se zda byt nejlepsi.

Paralené-paraleni verze najde uplatnéni jen v pfipadé nutnosti velmi rychlého vypoctu
a pri pouziti ¢ipu, ktery jiz obsahuje integrované nasobicky. Nebude tedy nutné provadét
syntézu nasobicek a zabirat tak podstatnou c¢ast plochy ¢ipu, kterd ptijde vyuzit na zbytek
systému. Velka obsazenost plochy ¢ipu je také dana paralelnim propojenim mezi jednotkami,
které pti vétsim poctu jednotek bude velmi narocné.

4.1.2 Porovnani viceprocesorovych systému

Pokud chceme jednotlivé systémy vzadjemné porovnat, musime tak ucinit pfi feseni stejnych
soustav diferencialnich rovnic. Uvazujme jednoduché vypocetni schéma, které mtzeme dale
paralelizovat rozdélenim prace mezi dalsich N integratord, ¢imZz by se ¢as potiebny pro
vypocet zkratil v idedlnim pripadé Nkrat.

Ke srovnani jednotlivych verzi paralelnich systémt mezi sebou pouzijeme feseni soustavy
diferencidlnich rovnic (4.2)—(4.5), kterd vznikne aplikaci tvoficich diferencidlnich rovnic na
rovnici 4.1.

y = sin(t) (4.1)
Y o= Yo y1(0) =0 (4.2)
vy = y3  y(0)=1 (4.3)
ys = wya  y3(0)=0 (4.4)
vi = m wa(0)=-1 (4.5)

Tato soustava se da dale rozsifovat a vznikne tak soustava 8, 16, 32,...rovnic. Odpovi-
dajici blokové schéma je na obrazku 4.2. Je zde také zobrazen princip, jak vznikne soustava
osmi diferencialnich rovnic.

Y, Y, I}

Obrazek 4.2: Blokové schéma fesené soustavy

Tabulka 4.2 ukazuje obsazenost ¢ipu paralelnimi systémy, které obsahuji 1-32 jednovs-
tupych aritmeticko-logickych jednotek rtizné datové sirky. Jsou zde potvrzeny vysledky z
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predchoziho srovnani. Navic je vidét, Zze s vysim poctem integratori se vice zvysuje rozdil
mezi obsazenosti ¢ipu sériové-paralelni a sériové-sériovou verzi. To je zpisobeno pouzitim
paralelnich sbérnic slouzicim k nahrani pocate¢nich podminek a integra¢nich krokt do
integratori.

Tabulka 4.2: Obsazenost Cipu paralelnim systémem s vice integratory

Pocet Sifka dat [bit]

ALU | 16 [ 32| 64 [ 16 |32 | 64 | 128 | 16 | 32 | 64 |128
1 14% | 25% 154% 19% | 27% | 44% | 86% | 23% | 30% | 43% | 71%
2 17% | 99% - 23% | 37% | 64% | 117% || 256% | 33% | 48% | 82%
4 25% | - - 34% | 56% | 101% - 28% | 38% | 59% | 99%
8 - - - 57% | 95% - - 35% | 50% | 79% -
16 - - - 99% - - - 50% | 72% | 115% -
32 - - - - - - - 78% | 110% - -

paralelné-paralelni sériové-paralelni sériové-sériovy

Pro srovnani vykonnosti specializovaného paralelniho vypocetniho systému s klasickym
vypoctem na univerzalnim procesoru, predpokladejme, ze integrace jednoho integratoru
spotiebuje 10 taktd procesoru. V téchto zminénych deseti taktech je obsaZzeno nacteni vs-
tupni hodnoty integratoru, jeji zpracovani, vynasobeni integra¢nim krokem, nacteni pted-
chazejici hodnoty integratoru a jeji secteni s vysledkem néasobeni a nasledné ulozeni zpét
do paméti.

Aby specializovany systém, ve kterém se provadi numerické integrace paralelné ve vSech
integratorech, byl stejné rychly jako vypocet na univerzalnim procesoru, musi byt v systému
tolik integratort, aby platil nasledujici vztah

N=_18
10-tp

Kde tg je perioda vypoctu specializovaného systému a tp perioda hodin univerzalniho pro-
cesoru. Napr. pri pouziti sériové-paralelniho 32bitového systému a procesoru s taktovacim
kmito¢tem 1 GHz bude vypocet u obou stejné rychly pii pouziti 23 integrator.

4.2 Shrnuti

V této kapitole jsem se zaméiil na detailnéjsi popis implementace paralelniho systému
ve variantach paralelné-paralelni, sériové-paralelni a sériové-sériové. Implementace byla
proveda v jazyce VHDL a néasledné byla provedena syntéza do hradlovych poli FPGA na
pripravku FITkit.

Na zékladé implementace bylo provedeno srovnani paralelnich systémt obahujici jed-
notlivé variaty aritmeticko-logickych jednotek. Sledovanymi parametry byla obsazenost ¢ipu
a rychlost vypoctu v zavislosti na datové Sifce. Jako nejlepsi se jevi pouzit sériové-paralelni
variantu.
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Kapitola 5
Zaver

Predlozena disertacni prace se zabyva navrhem specializovaného paralelniho systému, ktery
provadi numericky vypocet diferencidlnich rovnic pomoci metody Taylorovy fady. Cela
prace bude nyni shrnuta v nékolika krocich. Nejprve bude predstaven pouzity pristup
k teseni, dale dosazené vysledky a kone¢né naznaceni moznosti dalsitho vyzkumu.

5.1 Zvoleny pristup k reseni

Pfi simulaci spojitych systémi se vyuziva popis pomoci diferencialnich rovnic. Vzniklé difer-
encialni rovnice mohou byt pfevedeny na blokovy diagram, ktery je chapan jako pralelné
pracujici systém. Jednotlivé prvky blokového diagramu (séitacky, nésobicky, integratory)
jsou implementovany digitalnimi diskrétnimi ekvivalenty. Diky flexibilité a moznosti rekon-
figurace jsou pro implementaci pouzity ¢ipy FPGA. Zakladni stavebni prvek celého systému
je integrator, ktery provadi numerickou integraci pomoci metody Taylorovy fady. Dilezitou
naplni této disertacni prace je proto i numerické integrace. Bylo dokazano, ze metoda se
Taylorovy fady vyznacuje nejek vysokou pfesnosti vypoctu, ale predevsim vysokym stup-
ném paralelismu.

Diky metodice tvoricich diferencidlnich rovnic, ktera je popsana v této praci, lze metodou
Taylorovy fady resit soustavy homogennich diferencidlnich rovnic, nehomogennich diferen-
cidlnich rovnic, diferencidlnich rovnic s proménnymi koeficienty a soustavy nelinearnich
diferencialnich rovnic.

Bylo provedeno srovnani efektovnosti metody Taylorovy fady a obecné velmi pouzi-
vanymi metodami Runge-Kutta druhého a ctvrtého fadu. Ze srovnani vyplyva, ze pii
vypocétu pomoci Taylorovy fady je pocet vypocetnich operaci mensi nez metodou Runge-
Kutta odpovidajiciho fadu. S pouzitim vyssiho fadu je tento rozdil jesté vyraznéjsi.

Vsechny vypocetni jednotky provadi stejny vypocet a jsou fizeny z jedné fidici jednotky.
Proto byla zvolena paralelni architektura typu SIMD. Podle zpisobu provadéni vypocetnich
operaci v aritmeticko-logickych jednotkach a zpusobu komunikace mezi nimi, se rozdéluji
na paralelné-paralelni, sériové-paralelni a sériové-sériové. Je pouzito ulozeni ¢isel v pevné
radové Carce, protoze vypoCty v této aritmetice jsou rychlejsi a maji mensi naroky na
hardwarové zdroje.
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5.2 DosazZené vysledky

Specializovany paralelni systém byl implementovan na pripravku FITkit, ktery obsahuje
FPGA ¢ip typu Spartan 3 od spolec¢nosti Xilinx. Bylo provedeno srovnani implemento-
vanych paralelnich systémi vyuzivajici jednotlivé varianty integratort. Sledovanymi parame-
try byla obsazenost ¢ipu a rychlost vypoctu v zavislosti na datové sifce. Jako nejlepsi se
jevi pouzit sériové-paralelni variantu.

Nejvétsi vyhoda této varianty je sériové propojeni. Tento typ propojeni umoznuje rych-
lejsi pfenos dat a nékolikandsobné Setfi pouzité prvky na FPGA ¢&ipu oproti paralelni vari-
anté. Propojovaci sit je pfili§ naro¢na. Nevyhoda paralelni varianty je i nutnost realizovat
pri pouziti vykonnéjsiho FPGA ¢&ipu, ktery jiz obsahuje integrované nasobicky.

Vyuziti paralelniho systému je ukazano na skutecné vyukové aplikaci, ktera vznikla jako
podpora laboratorni vyuky pfedmétu prvky pocitacti. Dalsi moznou aplikaci je teorie fizeni.
Reélny systém je fizen modelem, jehoz chovani by mélo byt shodné s modelovanym realnym
systémem. Model je zaloZen na popisu pomoci Taylorovy fady.

5.3 MozZnosti dalsiho vyzkumu

Tato diserta¢ni prace si kladla za cil podrobné popsat moZnosti, jak urychlit Gspésnou
metody Taylorovy fady pomoci paralelniho hardwarového zpracovani. Zadna podobné préace
tohoto druhu zatim nevznikla a proto by méla slouzit jako podklad pro dalsi vyzkum
a vylepseni v této oblasti. V této chvili se nabizi nékolik moznosti, na co se dale zamérit.

Implemntovat rozsahlejsi paralelni systém na vykonnéjsi architektutre nez FITkit - napf
FPGA ¢ip typu Virtex a provést detailni srovnani se systémy, které fesi podobné problémy.
Timto se mohou potvrdit dosavadni pfiznivé vysledky a mtze néasledné pokracovat dalsi
vyzkum.

Jak bylo v této praci nékolikrat zminéno, velmi dilezitou casti kazdého paralelniho
systému je propojovaci sit. Dalsi vyzkum mtze byt tedy proveden v oblasti propojovacich
siti - navrhnout nékolik variant, dikladné analyzovat a provést podrobné srovnéni.

Pri feseni tuhych systémt dochazi k velkému rozptylu vstupnich i pocitanych hodnot.
Zde predstavena koncepce v pevné tadové carce by proto nebyla dostacujici pro feSeni
takovychto problémii. Nabizi se proto dale rozsifit koncepce integratoru v provedeni pohy-
blivé fadové c¢arky. Dalsi moznosti je navrhnout a implementovat viceslovni aritmetiku, kde
by se pro ulozeni ¢isel vyuzivaly stovky bitd.

V neposledni fadé je mozné navrhnout programové prostiedi, které bude schopno zadany
problém transformovat pro reseni v nasem paralleni systému. Tzn. aplikuje tvorici diferen-
cialni rovnice, podle toho provede celkové propojeni systému a nastartuje vypocet. Nasledné
zpracuje vyslednd data a ulozi je nebo zobrazi v néjaké uzivatelsky pfivétivé formé (napf.
do grafu).
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