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Abstrakt

Eliptické ktivky jsou nedilnou soucasti novodobé matematiky a nachéazeji uplatnéni ze-
jména v kryptografii. Prace se vénuje vizualizaci eliptickych ktivek a grupové operace nad
nimi v realné roviné a nasledné na toru. V uvodni ¢asti se proto zaméfime na analyzu
eliptickych kiivek nad polem realnych ¢isel a predevsim nad poli prvociselnymi. Duraz
je kladen na grafické znazornéni probirané problematiky, stejné také na experimentalni
vysledky v oblasti diskrétnich eliptickych kiivek. Predmétem zajmu v dalsi ¢asti prace
je topologie, pruzkum zobrazeni mezi topologickymi prostory a nasledné zavedeni pojmu
hladké variety. Odvodime vhodnd zobrazeni, ktera umozinuji prenos geometrickych ob-
jektu z realné roviny na torus. Na zdkladé zminénych zobrazeni pracuje software vyvinuty
specialné pro ucely vizualizace eliptickych kiivek na toru.

Abstract

Elliptic curves are an essential part of modern mathematics and play an important role
especially in cryptography. The bachelor work focuses on the visualization elliptic curves
and group operation in real plane and torus. In the first chapter we will introduce elliptic
curves over field of real numbers and above all over prime fields. In order to describe the
problematics rigorously the graphical outputs and also the experimental results in the field
of discrete elliptic curves will be mentioned. In the next section we will pay a particular
attention to topology, functions between topological spaces and to the introduction of
the concept of smooth manifold. We will search the suitable functions which can transfer
geometrical objects from the real plane onto torus. A software specifically developed
for transfering the elliptic curves onto the torus works on the basis of aforementioned
functions.
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1 Uvod a metodika bakalaiské prace

Uvodem bych se rad zminil o motivacich a ndpadech, které vedly ke vzniku prace s nazvem
Transfer eliptickych kiivek na torus. V prvni fadé stoji zajem o eliptické kiivky, které jsou
nejen hojné vyuzivany v kryptosystémech, ale i dilezitou soucasti matematické teorie.
Velka Fermatova véta dlouho odolavala pokusum o jeji dukaz. Az v roce 1994 prisel
Andrew Wiles s velmi rozsahlym dukazem, ve kterém vyuziva prave eliptické kiivky.
V réamci dikazu se mu podafilo dokdzat Tanijamovu-Simurovu-Weilovu domnénku', ktera
ztotoznuje eliptické kiivky a modularni formy.

Zaméiime se vSak na popsani eliptickych kiivek jak z hlediska geometrie, teorie grup,
tak také uvedeme nékteré kryptografické souvislosti. Behem zpracovani eliptickych kiivek
nad koneénymi poli vznikd potieba zavést novy, obecnéjsi pojem semi-eliptické? kiivky
predevsim z duvodu vizualizace a presnéjsiho vyjadirovani.

Za 1celem prozkoumani mnoziny vSech semi-eliptickych kiivek M (F,) vznikd program
E1COFF, ktery umozinuje znézorieni jednotlivych semi-eliptickych kiivek nad prvocisel-
nymi poli IF,, analyzu M(F,) nad F, a dalsi. Z experimentalnich vysledku vznikd nékolik
vét (4.1), (4.2), nejzajimavéjsi je vsak hypotéza (4.1) o symetrii semi-eliptickych kiivek.

Zmacné Cast prace je vénovana geometrii a topologii. Postupné rozvineme teorii topo-
logickych prostoru, véetné definice homeomorfismu a vlastnosti takového zobrazeni. Po-
kracujeme teorii homotopii, neboli studia deformaci oblouku v topologickych prostorech
a odvodime pojem fundamentdlni grupy. Dulezitou vlastnosti nékterych topologickych
prostoru je lokalni podobnost s prostorem R"™. Uvedeme ptesnou formulaci této vlast-
nosti, ¢imz dostavame pojem topologické variety (5.14). V této fazi odvozovani jiz nechybi
mnoho k pojmu hladké variety (5.18), kterymi kapitola vrcholi. Piikladem dvourozmérné
hladké variety je pravé torus 7T, jehoz studiu se budeme naddle vénovat.

Motivaci pro vizualizaci eliptickych kfivek na toru nachazime v konec¢nych polich
a modularni aritmetice, jez je snadno znazornitelna na kruznici. Uvazujeme-li bod elip-
tické kiivky jako dvojici (z,y), kde x,y probihaji koneéné pole, pfirozené tak ziskdvame
moznost znazornit x na jedné kruznici a y na piislusné druhé kruznici. Topologicky
kartézsky soucin 2 kruznic odpovida toru, viz definice (5.19).

V dalsi casti prace se zaméfime na hledani vhodnych zobrazeni redlné roviny na to-
rus, diky kterym muzeme provést transfer semi-eliptickych kiivek na torus. Rozlisime
zobrazeni neomezené realné roviny R? a zobrazeni omezené ¢4sti redlné roviny na torus.
Pro pfenos semi-eliptickych kiivek definovanych nad I, uvedeme definici diskrétniho toru
DT a souvislost s danym diskrétnim zobrazenim.

Pozornost bude vénovana také dokumentaci programu TrE1C a E1COFF, z nichz prvni
se obecné vénuje analyze semi-eliptickych kfivek nad polem redlnych ¢isel R a druhy
analyze opét semi-eliptickych kiivek, avSak nad prvocislenymi poli [F,. Veskeré obrazky
tykajici se semi-eliptickych kfivek jsou porizeny pravé pomoci uvedeného softwaru.

ITaké jinak Teorém modularity.
2Mnozina viech semi-eliptickych kiivek M (F,) obsahuje kiivky jak eliptické, tak neeliptické. Nezélezi
tedy na diskriminantu piislusnych kiivek.



2 Algebraicky podtext

2.1 Zaklady teorie grup

Definice 2.1. Neprazdnou mnozinu G s bindrni operaci x : G X G — G, tj. dvojici (G, *),
nazyvame grupa, jestlize jsou splnény nasledujici axiomy

(G1) Pro a,b,c € G plati

ax(bxc)=(axb)*c (asociativni zakon).

(G2) Existuje prvek e € G takovy, ze pro kazdy prvek g € G plati

gxe=exg=yg (existence neutrdlniho prvku).

(G3) Pro kazdy prvek g € G existuje takovy prvek g7 € G, zZe plati

gxg =g lxg=ce (existence inverzniho prvku).

Jestlize za operaci * volime s¢itani + (resp. ndsobeni -), mluvime o aditivnim (mul-
tiplikativnim) oznaceni operace grupy a piseme (G, +) ((G,)). V piipadech, kdy je zfejmé
o jakou operaci se jedna nebo pfi multiplikativnim oznaceni, budeme grupu (G, *) znacit
e se pii aditivnim zdpisu nazyva nula a oznacujeme jej Og. Pii multiplikativnim zapisu
se nazyva jednicka a znacime jej 1g. Inverzni prvek pii aditivnim zdpisu oznacujeme —g
a mluvime o opacném proku.

Definice 2.2. Necht (G, ) je grupa a G kone¢nd mnozina. Pak se ¢islo card(G) nazyva
rad grupy G. Jestlize G je nekoneéna mnozina, fikame, ze grupa G ma nekonecny rdd.

Jestlize pro kazdé x,y grupy G plati 2y = yz (komutativni zakon), nazyvame grupu G
komutativni nebo abelovskou.

Priiklad 2.1. Piiklady komutativnich grup nekoneéného tadu jsou ¢iselné mnoziny s ope-
raci souctu (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+). Ozna¢me Q* mnozinu Q \ {0} a podobné pro
dalsf ¢iselné mnoziny. Potom (Q*,-), (R*,-), (C*,-) tvoii komutativni grupu. Nulu vy-
poustime, jelikoz nema inverzni prvek pii operaci soucinu.

Prikladem grupy koneéného adu je grupa (Z,,, +) zbytkovych tiid modulo n € N s ope-
raci souctu v modularni aritmetice. Grupu obsahujici jediny prvek nazyvame trividlni. Pro
n = 1 dostavame trividlni grupu (Z,,+) = ({0}, +).

Uvazujeme-li mnozinu zbytkovych tfid modulo p s operaci soucinu, kde p je prvocislo,
potom (Z;, -) tvoii strukturu komutativni grupy.

Definice 2.3. Necht (G, *) je grupa. Neprazdnou podmnozinu # C G nazyvdme podgrupa
grupy (G, *), jestlize prvky z H tvori vzhledem k operaci * opét grupu.

Vice o vlastnostech grup a podgrup napi. ve skriptu [7].
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2.2 Faktorové grupy

Definice 2.4. Necht (H,-) je podgrupa grupy G a g € G. Levd trida gH podgrupy H
vzhledem k prvku g grupy G je definovana nasledovné

gH={g-h; he H}.
Prava trida Hg podgrupy H vzhledem k prvku g grupy G je definovana

Hg={h-g; he H}.

Rekneme, ze podgrupa H grupy G je normdind, pravé kdyz systém vsech levych tiid
{gH; g € G} splyvd se systémem vsech pravych tifid {Hg; g € G}. Tato situace nastava
vzdy pro komutativni grupu G. Ekvivalentni definice normélni podgrupy viz [11].

Definice 2.5. Necht H je normélni podgrupa grupy G. Definujme mnozinu G/H takto
G/H={gH;9€G}.

Mnozina G/H spolu s operaci o : (G/H)? — G/H definovanou pro libovolna aH,bH €
G /H nésledovné
(aH) o (bH) = (ab)H,

tvori opét grupu, jez se nazyva faktorovd grupa.

Pro oznaceni faktorové grupy budeme vyuzivat kratsi zapis G/H misto (G/H, o).

Priklad 2.2. (Vilec v Z2)
Uvazujme grupu G = (Z3,+), kde + je s¢itani po slozkéch a podgrupu vertikdlnich posu-
nut® T = {posn; n € Z3} = {(0,0),(0,1),(0,2)}. Potom Z2/T = {a+T; a € Z2}.

= = {(070)7<0 1)7(072)}
(1LO)+T = (1,1)+T = (1,2)+T = {(1,0),(1,1),(1,2)}
= = { 2,0),(2,1

):(2,2)}-

Y

) Y Y

Tedy rozklad podle podgrupy I je
Z3/T = {{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1,1), (1,2)},{(2,0),(2,1),(2,2)}} .

Definice 2.6 (Piimy soucet grup). Uvazujme grupy (G, *) a (H, o). Piimy soucet grup
(G, *)®(H, o) je mnozina G x H spolu s operaci ® definovanou pro prvky (g1, k1), (92, ha) €
G x H po slozkach takto

(g1, h1) ® (92, h2) = (g1 * g2, h1 © o).

Mnozina G x ‘H s takto zavedenou operaci e tvori opét grupu.

3Zavedeni grup izometrii je provedeno v kapitole 6.

10



2.3 Izomorfismus grup

Definice 2.7. Uvazujme grupy (G, *) a (H, o) a bijektivni zobrazeni f : G — H. Potom f
se nazyva izomorfismus grupy (G, *) na grupu (H, o), jestlize pro libovolné prvky a,b € G
plati

flaxb) = f(a)o f(b).

Plat{ také, ze f~' : H — G je izomorfismus grupy (#,o) na grupu (G, *). Rikdme, ze
tyto grupy jsou izomorfni a piseme (G, x) ~ (H, o).

Definice 2.8. (Celo¢iselnd mocnina) Uvazujme grupu (G,-), prvek a € G a n € Z.
Pro ruzna n klademe

’ n >0 \n:()\ n <0 ‘
at=a - q e a*=a 1., . -a!
N—— N————

n-krat |n|-krat

Definice 2.9. Grupa G se nazyva cyklickad, jestlize existuje prvek g € G takovy, ze kazdy
prvek grupy G je néjakou celoc¢iselnou mocninou prvku g. Prvek g se pak nazyva generdtor
grupy G a piseme G = (g).

Véta 2.1. Necht G je cyklickd grupa iaddu n, kde n € N. Potom G je izomorfni s grupou
(Z, +).

Diukaz 2.1. Dukaz proveden v [7].

Piiklad 2.3. Uvazujme mnozinu &, = {[1,1],[1, —1],[2, 1], [2, —1], 00} a operaci & defi-
novanou tabulkou.

@ | oo | L1 [[L-1] [2,1] [[2,-1]]
00 00 1,1 | [1,-1] | [2,1] | [2,—1]
[1,1] [1,1] 2,1] 00 [2,-1] | [1,-1]
[17—1] [17—1] o0 [27_1] [17 ] [27 1]
2,1] 2,1] | [2,—-1] | [1,1] | [1,—1]

2, -1 2, -1 [ [1,-1 | [2,1] 00 [1,1]

V kapitole 4 (ptiklad (4.3)) ukdzeme, ze (€, D) je cyklickd grupa s neutralnim prvkem
oo. Nyni vSak sestrojime izomorfismus dané grupy s (Zs, +) podle véty 2.1. Izomorfismus
f : Ex — Zs a upravena aditivni tabulka grupy (Zs, +) jsou dany nasledujicimi tabulkami

S [ [0[3]2[1]4]
2.1 | =1 003214
PREIR R 33[1[0]4]2
[il] 13 212101431
(SRS 1[1]4]3]2]0
’ 4141211013

Tabulka 1: f: € — Z
abulka 1: 1 o Tabulka 2: Aditivni tabulka grupy (Zs, +)
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2.4 Pole

Definice 2.10. Mnozinu F, ktera ma alespon 2 prvky, spolu s operacemi + a - nazyvame
pole, jestlize jsou splneny nésledujici axiomy

F1) (F,+) je komutativni grupa.

F2) Pro viechna a,b,c € F plati: (a.b).c = a.(b.c)

(F1)

(F2)

(F3) Existuje 15 € F tak, ze Va € F plati: 1r.a=a.lr =a

(F4) Pro viechna a € F, a # 0 existuje a™! € F tak, ze a.a™! =a ta= 15
(F5)

F5) Plati distributivni zdkony, tj. pro a,b,c € F plati

a.(b+c)=ab+ac AN (b+c)la=ba+ca

Pole budeme oznacovat (F,+,-) nebo jen zkracene F.

Priiklad 2.4. Zakladnimi piiklady nekoneénych poli jsou ¢iselné mnoziny s operacemi
séitani a ndsobeni v jednotlivych aritmetikdch (Q,+,-), (R, 4+, ), (C,+,).

Mnozina racionélnich funkei f(z) = %, kde p(z), q(x) € Flz] jsou polynomy jedné
neurcité s koeficienty z pole F, spolu s operaci souctu a souc¢inu polynomu tvori pole,
které oznacujeme pole racionalnich funkei (F(z),+,-).

Dalsim prikladem poli jsou pole konecné, kterd zavedl francouzsky matematik Evariste
Galois. Konecna pole existuji pouze pro p™ prvku, kde p je prvocislo. Takové pole je az
na izomorfismus jediné.

Pole (Z,,+,-), kde Z, je mnozina zbytkovych tiid modulo p a operace jsou s¢itani
a nasobeni v moduldrni aritmetice, je piikladem kone¢ného pole. Pro pole (Z,, +, -) vsak
vyuzivame oznaceni (IF,, +,-) a nazyvame jej polem prvociselnym.

V piipadé n > 1 se pole nazyvaji neprvociselnd a znacime je (Fyn, +,-).
Operace + a - se zavadéji specidlné (viz napt. [12]).

Definice 2.11. Uvazujme pole F, nulovy prvek O a jednicku 1x. Charakteristikou pole
F nazyvame takové nejmensi ¢islo n € N, pro které plati

lr+ 17+ -+ 1z =0

n-krat

a piseme char(F) = n.

V pripadé, ze takové prirozené ¢islo n neexistuje, fikame, ze pole F ma charakteristiku
0 a piseme char(F) = 0.
Véta 2.2. Uvazujme pole F charakteristiky n € N. Potom n je prvocislo.

Diukaz 2.2. Dukaz proveden v [7].
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3 Kvadraticka rezidua

Definice 3.1. Uvazujme a € N a prvoéislo p > 2, kde a, p jsou nesoudélnd. Rekneme, ze
¢islo a je kvadratickym reziduem (mod p), jestlize kongruence

y* —a =0 (mod p)

ma feSeni.

V opaéném piipadé tikdme, ze a je kvadratickym nereziduem (mod p).

Vsechna kvadratickd rezidua dostaneme, pokud budeme éisla 12,22 ... (p — 1)? re-
dukovat podle modulu p. Dalsim dulezitym poznatkem v teorii je, ze existuje prave 5‘%1
kvadratickych reziduf a stejny pocet nerezidui.*

Ulohu urcit, zda dané ¢islo a je, ¢i neni kvadratickym reziduem je mozné tesit také pomoci
nasledujictho teorému.

Teorém 3.1. (Eulerovo kritérium)
a2 D =1=gq je kvadratickym reziduem
a2V =_1e=q je kvadratickym nereziduem

Dikaz Teorému 3.1. Dukaz proveden v [6].

Zavedeme nyni symbol, vyjadiujici vztah a k p v teorii kvadratickych rezidui.

Definice 3.2. Necht p > 2 a (a,p) = 1. Legendriv symbol ( ) nyni definujeme nésledovné

P
, pokud a je kvadratické reziduum (mod p)

1
(2) =40 |, pokud a =0 (mod p)

—1 , pokud a je kvadratické nereziduum (mod p)

Origindln{ definici je mozné nalézt na str. 42 knihy [6]. Definujeme zde stejné jako v [9]
pro Legendruv symbol navic hodnotu 0 z duvodu vypoctu poctu bodu semi-eliptickych
ktivek.

Véta 3.1. Necht a,b € N a p > 2. Potom plati

(5)=6)-C)

Dikaz 3.1. Za predpokladu p > 2 Ize psat piimo

(a_b) — (ab)%(p—l) — 2D a1 <9) . (é) _
p p p

4Tabulka kvadratickych rezidui pro p < 61 je uvedena v pifloze B.
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4 TUvod k eliptickym kfivkam

V nésledujici kapitole prostudujeme vlastnosti specidlnich kubickych krivek. Nejdiive uve-
deme pojem obecnéjsi semi-eliptické kiivky a déle zizeni na kiivky eliptické. K nasim
ucelum bude postacujici, kdyz se omezime na jeden tvar eliptickych kiivek, zobecnéni je
mozné najit v [1].

Definice 4.1. Semi-eliptickou krivkou definovanou nad polem F rozumime mnozinu vSech
bodu (z,y) € F x F, ktera je urCena rovnici

E:y*=2"+ar+0b, (4.1)

kde koeficienty a, b jsou prvky pole F.

Semi-eliptickou kiivku s pevnymi koeficienty a,b € F ozna¢me E(F,a,b), ¢ili
E(F,a,b) ={(z,y) e Fx F:y* =2+ ax +b}. (4.2)
Daéle symbolem A oznacme diskriminant této kiivky, jenz je definovan
A = —16(4a® + 27b°). (4.3)
Z duvodu zjednoduseni muzeme misto E(F, a, b) pséit také E(F) nebo jen E.

Poznamka 4.1.

(i) V literatute [1] je mozné dohledat obecnéjsi (tzv. Weierstrassovu) rovnici ve tvaru
E:y? +arwy + asy = 22 + asx® + asx + ag, kde a1, as, as, as, ag € F. Zjednoduseni
na tvar (4.1) se provadi pomoci transformace souradnic.

(ii) S vyhodou vyuzijeme zéapisu E(F) pii zduraznéni, ze £ je definovdna nad polem F.

(iii) Determinant semi-eliptické kiivky urcuje jeji regularitu. Pokud A = 0, potom semi-
elipticka kiivka obsahuje néjaky typ singularniho bodu.

Piiklad 4.1. (Semi-eliptické kiivky nad polem R s A # 0)

A A N

Obrazek 1: £(R,—1,0)
A =64

Obrazek 2: £(R, 2, —4)
A = —T7424
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Obrazek 3: £(R, —3,—4)
A = —5184



Semi-eliptické kiivky nad polem R s A = 0.

: T\ I
\ o o\

Obrazek 4: £(R,0,0) Obrazek 5: £(R, —1, 29@) Obrazek 6: £(R, —3, —2)

::(j::::::::
—

«

Jak muzeme pozorovat z obrazku vyse, pokud A = 0 a a = 0, potom ktivka obsahuje
bod vratu. Déale, pokud A = 0 a a # 0, potom kiivka obsahuje uzel.

V nasledujicim odstavci zavedeme pojem eliptické kiivky. Zaméfime se specielné na
eliptické kiivky tvaru € : y? = 234 ax + b nad polem F charakteristiky rizné od 2 nebo 3.

4.1 Eliptické kiivky

Definice 4.2. Eliptickou krivkou definovanou nad polem F, kde char(F) # 2,3 rozumime
takovou semi-eliptickou kiivku &£, ze plati A # 0.

Eliptickou kfivkou & tedy rozumime opét mnozinu E(F, a,b) danou vztahem
E(F,a,b) ={(z,y) e Fx F:y* =2+ ax + b}, (4.4)
avSak pri nenulovém diskriminantu.
FEliptickou krivkou Ex s bodem oo rozumime mnozinu € (F, a,b) danou vztahem
Ex(F,a,b) = E(F,a,b)U{oo} = {(z,y) € F x F:y* =2+ ax + bjU{oc}. (4.5)

Eliptickou kiivku £ (F,a,b) s bodem oo ¢asto oznacujeme jen jako eliptickou kiivku
a vyuzivame opét kratsiho oznaceni £, (F) nebo E.

Poznamka 4.2.
(i) Podminka A # 0 nyni jiz zarucuje regularitu eliptické kiivky.

(ii) Je nutné rozlisovat mezi mnozinami £y (F,a,b) a E(F,a,b). Na prvni z nich lze
zavést grupovou operaci @, jak bude ukazano pozdéji.

(iii) V literatufe se ¢asto piimo zavadi elipticka kiivka £(F) jako mnozina vlastnich
bodu spolu s bodem oco. Z duvodu lepsiho popisu pti vizualizaci kiivek vsak nejdiive
zavadime (4.4) a nésledné (4.5).
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4.2  Struktura grupy

Uvazujme eliptickou kiivku €, (F) definovanou nad polem F. Po dodéni dalsiho prvku,
ktery oznac¢ime oo, k mnoziné vsech vlastnich bodu eliptické kiivky je nyni mozné po-
stupné vytvorit strukturu grupy. Necht €, (F) je mnozinou vsech bodu eliptické kiivky
& s bodem co. Operaci @ : E2 (F) + E(F) nyni zavedeme ndsledovné.

(1) Neutrdlni prvek. Necht P € E,(F), potom P& oo =o00@ P = P.

(2) Opacny prvek. Uvazujme bod P = (x,y) € Ex(F), potom bod —P = (z,—y) €
Eoo(F) se nazyva opacnyk P aplati P&—P = (z,y)@(x, —y) = co. Také —oo = oo.

(3) Soucet bodi. Necht P = (z1,y1) € Ex(F) a Q = (x2,92) € Ex(F), kde P # +Q.
Potom R=P @ Q = (z3,y3), kde

2
x3:(—y2 yl) —r1— T2 a y3:<y2 yl)($1—$3)—y1- (4.6)

To — 1 To — X7

(4) Zdvojeni bodu. Necht P = (z1,y1) € Ex(F), kde P # —P. Potom R = P@® P =
(I’g, y3>7 kde

322 +a\’ 322 +a
T3 = ( L ) — 2371 a Yz = < 21y > (.131 — I‘g) — Y1 (47)
1

Mnozina s operaci (Ex(F), @) tvoii grupu, kterd urcuje aritmetiku bodu na eliptickych
krivkach. Velice nazorné lze vysvétlit operaci souctu, pokud si predstavime eliptickou
kiivku v realné roviné. S¢itame-li dva riuzné body, nejdiive vedeme piimku témito body
a bod, kde se tato pfimka protne opét s eliptickou kiivkou, symetricky promitneme podle
osy x zase na bod eliptické kiivky, ktery je vysledkem. V piipadé, kdyz se pokusime secist
bod sdm se sebou, vedeme te¢nu k eliptické kiivce v tomto bodé a misto, kde se tecna
protne s eliptickou kfivkou opét promitneme dle osy x, ¢imz ziskame vysledek souctu.

Piiklad 4.2. Souctu a zdvojeni bodu na eliptické kiivece E (R, —2,4).

/ !
+
N\

Obrazek 7: Soucet bodu Obrazek 8: Zdvojeni bodu

+
U

16



Posledni moznosti je soucet bodu tvaru P = (z,y) a @ = (z,—y), neboli bodu
opacnych. Vysledkem souctu je pak pravé bod oo. Interpretaci bodu oo v redlné roviné
tedy muze byt rovnobézka s osou y.

Uvéddime dale piiklad souc¢tu bodu P = (=7, —2) a @ = (6, —1) a zdvojeni bodu
R = (—3,7) na eliptické kiivee & (Fy7,13,13).

Obrazek 9: P& Q = (0,8)  Obréazek 10: R® R = (—7,2)

O grupu (E,(F), @) se opiraji kryptosystémy zalozené na eliptickych kiivkach. Pole,
nad kterymi jsou vypocty provadény, jsou z velké miry pole prvociselnd I, a bindrni Fan.
Budeme se vsak zabyvat jen poli prvociselnymi. Pro praktickou kryptografii se vyzaduje
velice dobra implementace grupové operace nad témito poli a déle rychlé uréeni fadu
eliptické kiivky. Vénujme se nyni zavedeni tohoto pojmu.

4.3 Pocet bodu krivky a rad grupy

Definice 4.3. Uvazujme semi-eliptickou k¥ivku £ definovanou nad prvociselnym polem
[F,, kde p > 3. Pocet bodu kifivky, neboli mohutnost kone¢né mnoziny (I, a, b) oznac¢me

card(&E(F,, a,b)).

JelikoZ z rovnice y? = 23 +ax +b pro pevné z dostdvame dvé, jedno nebo z4dné fesent,
muzeme pocet bodu dané semi-eliptické kiivky £(F,, a, b) spocist s vyuzitim Legendrova

symbolu (5) nasledovné

card(E(Fp a,b) = 3 <1 + (W)) =p+ Y (W) .

z€Fp z€Fp

Uvedeny pristup k vypoctu bodu semi-eliptickych kiivek se nazyva naivni algoritmus.
V programu E1COFF je implementovan pro mala p pfimy vypocet bodu, takze pocet
bodu dostavame jako vedlejsi produkt. Existuji vSak mnohem efektivnéjsi algoritmy, viz
napiiklad [9].

Definice 4.4. Necht &, je eliptickd kiivka definovand nad prvociselnym polem F,, kde
p > 3. Rddem eliptické kiivky rozumime fad £ jako grupy, ktery oznacime #E. (Fp,a,b)
a plati

#E0o0(Fp, a,b) = card(Ex(Fp, a,b)) = card(E(Fp, a,b)) + 1.
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Nyni uvedeme teorém, jez ndm poskytne odhad tadu eliptické krivky.

Teorém 4.1 (Hasse). Necht £, je eliptickd kiivka definovand nad F,. Potom
p+1—2p <#E.(F,) <p+1+2yp.

Interval (p +1 —2/p,p + 1+ 2,/p) se nazyva Hasseho interval.
Dikaz Teorému 4.1. V piiloze A.

Teorém 4.2. (Struktura grupy eliptickych kiivek) Uvazujme eliptickou kiivku Ex(F,).
Potom € (F,) je izomorfni s Z,, & Z,, (H znaci piimy soucet grup), kde ny,ny € N jsou
jednoznacné urcena a plati

na|l(p—1) A nglng.
Plati, ze #E(F,) = ning. Jestlize ny = 1, potom E(F,) je cyklickda grupa. Zobecnéni
teorému viz [1].
Piiklad 4.3. Uvazujme eliptickou kiivku € (F5,3,2) = {[1,1], [1, —1], [2,1],[2, —1], c0}.
Tabulka grupové operace je uvedena v piikladu (2.3). Jelikoz #€,, = 5, ny =5 any = 1.
Elipticka kiivka £, (Fs,3,2) je tedy cyklickd grupa fadu 5 s libovolnym generdtorem
ruznym od neutrélniho prvku co. Oznacme P = [1, 1], potom £ (F5,3,2) = (P).

|0P=o0 [ 1P=[1,1] [2P=[2,1] [ 3P =[2,—1] | 4P =[1,—1] |

Dalsim z dulezitych invariantu v teorii eliptickych kiivek je kromé diskriminantu A
také j-invariant, ktery uvedeme v nasledujici definici.

Definice 4.5. Necht £, (F,, a,b) je eliptickd kiivka definovand nad prvoéiselnym polem
[F,. Pak j-invariantem nazveme ¢islo j(€), kde

(E) = 1728— 2% ¢

PEoe) = ame —

Definice 4.6. Uvazujme eliptické kiivky Eo(Fp, a,b) a £ (F,, d’,b’") definované nad prvo-
¢iselnym polem F), a déle 0 # d € F,, kvadratické nereziduum. Rekneme, Ze eliptickd kiivka
&L je kvadratickym twistem kiivky E, jestlize plati

ad=ad®> AN b =0bd.

Kvadraticky twist dané kiivky £, je tedy tvaru £, : y* = 2 + ad*z + bd>. Z definice
(4.5) vyplyva, ze eliptické kiivky £ i £, maji shodny j-invariant.

Teorém 4.3. (Mestre) Necht &, je eliptickd kiivka definovand nad prvociselnym polem
F, a #£.(Fy,a,0) = p+1—t,t € Z. Oznacme &, (F,, ad?, bd?) eliptickou kfivku, kterd je
kvadratickym twistem kiivky &£,. Pak pro #&. (F,, ad> bd3) plati

#E. (F,,ad®, bd®) = p+1+1.

Ekvivalentné muzeme Mestreho vysledek interpretovat jako skutecnost, ze soucet bodu
Es a & je konstantni a plati

#E50(Fy, a,b) + #E._(F,, ad?, bd®) = 2p + 2

Poznamka 4.3. V generovanych tabulkdch programem E1COFF je uveden vzdy pocet
bodit semi-eliptickych kiivek, tedy soucet bodi £ a £ je roven 2p, nebot séitdme jen
vlastni body (vynechdvame u £ i £& bod 00).
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4.4 Experimentalni vysledky

Vratme se nazpét k obecnéjsimu pojmu semi-eliptické kiivky, nerozlisujeme tedy regu-
laritu kiivek. Motivaci ke studiu semi-eliptickych krivek a vubec zavedeni tohoto pojmu
bylo softwarové zpracovani a nasledna analyza mnoziny vSech semi-eliptickych kiivek nad

prvociselnymi poli.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat touto mnozinou, kterou budeme oznacovat
M(F,). Zaméiime se na jeji strukturu a vlastnosti. Pokud jiz z kontextu bude zfejmé,
ze dand semi-elipticka kiivka je definovdna nad F,, pak z duvodu zjednoduseni zapisu
budeme psat €(a,b) misto £(F,,a,b), piipadné pro systém M(F,) vyuzijeme jen zépisu

M.

Nejjednossim piipadem je mnozina M(IF5), ktera obsahuje vsechny semi-eliptické kiiv-
ky nad polem F5. Z tabulky vidime, Ze pro eliptické kiivky £, je ¢islo card(€)+ 1 zdroven
jejich fadem. Vyraz ,NaN“ pro j-invariant je uveden pravé u semi-eliptickych kiivek, které

nejsou eliptickymi.

’ (a,b) H A ‘ Jj(&) ‘ card(&) ‘ E(F5,a,b)
(0,0) || 0 | NaN 5 [0,0][1,1][1,-1][-1,2]]-1,-2]
0.1) | 2] 0 5 [0,1][0,-1][2.2][2,-2][1,0]
0,2) |-3] 0 5 [2,0]]-2,2][-2,-2][-1,1]]-1,-1]
0,3) | -3] 0 5 [1,2][1,-2][2,1][2,-1][-2,0]
(04) -2 0 5 [0,2]]0,-2][1,0][-2,1][-2,-1]
(1.0) [-4] 3 3 [0.0]2.0]2,0]
L) |1 2 8 0.0 02122021 L2 1,2
12) 2] 1 3 [1.2][1,-2][-L,0]
13) 2] 1 3 1,0 L1][1-1]
14 1] 2 8 [0.2][0-2][L1[1-1][2.22-2][2.2][-2-2]
20) 2] 3 1 [0,0]
21) [ 4| 4 6 0,10 1[L2][1-2][2,2][2-2]
(22) [ 0 [NaN| 6 1,002,222 [2,0][1,2][1,-2]
(23) | 0 [NaN| 6 LT[R0 2 1][2-1][1,0]
24) | 4| 4 6 10,202 2,121 [ L1 [-1-1]
(3,0) | -3| 3 9 [0,0](1,2][1,-2][2,2][2,-2][-2,1][-2,-1][-1,1][-1,-1]
31) |0 [NaN | 4 [0,1][0,-1][L,0][2,0]
(32) || -1| 4 4 [1,1][1,-1][2,1][2,-1]
(3,3) || -1| 4 4 [-2,2]]-2,-2][-1,2][-1,-2]
(34) | 0 | NaN | 4 [0,2][0,-2][-2,0][-1,0]
(4,0) | -1 3 7 [0,0][1,0][2,1][2,-1][-2,2]]-2,-2][-1,0]
41) |3 1 7 10,1][0,-1) [1,1][1,-1] [2,0] L1 [-1,1]
@2) 4| 2 2 2,121
43) 4| 2 > 2.2[2-2
(44) | -3] 1 7 0,2]]0,-2][1,2][1,-2][2,0][-1,2][-1,-2]

Tabulka 3: Vypis vSech semi-eliptickych kiivek nad Fj
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Piiklad 4.4. Prozkoumejme vlastnosti semi-eliptické kiivky &£(Fs, 3, 18). Diskriminant
této krivky je
A = —16(4.3° + 27.18%) = —141696,
plati tedy —141696 = —26(mod 31) = kiivka je regularni (eliptickd).
Spoctéme jesté j-invariant
4.33 864

(E) = 1728 -2 %
HE) = 1128 e o ~ a

dostdvéme 23! = 12(mod 31).

Réd kiivky zjistime z tabulky nebo grafu vygenerované programem E1COFF. Réadek pifslus-
né tabulky vypada nasledovné

| (a,b) | A |4(E) | card(é) | E(F31,a,b) |
[077][07'7][271][2>'1][471][4v'1][672][6"2]
[7,14](7,-14][10,5][10,-5][11,7][11,-7][14,13][14,-13]
(3,18) || -26 | 12 36 | [15,11)[15,-11][-15,15)[-15,-15][-13,13][-13,-13][-11,7]
[-11,-7][-8,3][-8,-3][-6,1][-6,-1][-5,8][-5,-8][-4,2]
[-4,-2][-2,2][-2,-2][-1,13][-1,-13]

Tabulka 4: Semi-elipticka kiivka £(Fs31, 3, 8)

Spoctéme dale kvadraticky twist eliptické kiivky £(F3q, 3, 18) pro kvadratické nerezi-
duum d = 15. Vime, Ze pocet bodu je card(£(3,18)) = 36 = 31 — (—5) a kvadraticky
twist této kiivky &£'(F31,d’,b"), bude mit pocet bodu card(E(d’,b')) = 31 + (=5) = 26.
Pomoci vztahti @’ = ad? a b’ = bd® dostdvdme o’ = 24 a i/ = 21. Ovéifme nyn{ pocet bodii
kiivky £'(F31,24,21) pomoci vystupu z programu.

Elipticka kiivka £(Fs, 3, 18) a jeji kvadraticky twist £'(Fs, 24, 21).

Obrazek 11: g(]Fgl, 3, 18) Obrazek 12: S/(Fgl, 24, 21)
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4.4.1 Tridéni semi-eliptickych kfivek

Hasseho interval bez pripocteni bodu oo je postupné pro pole F5, 7, F1; dan a zaokrouhlen
(1,9), (2,12), (5,17). Roztiidéni semi-eliptickych kiivek nad zminénymi poli uvadime
v nésledujicich tabulkéch, pfipadné v grafu (obrazek 13).

| card(£(F7)) | Pocet semi-el. kiivek |

| card(&(F5)) | Pocet semi-el. krivek | 2 1
1 1 3 4
2 2 4 3
3 3 ) 6
4 4 6 7
5 5 7 7
6 4 8 7
7 3 9 6
8 2 10 3
9 1 11 4

12 1

Tabulka 5: Semi-el. kiivky nad Fs
Tabulka 6: Semi-el. kiivky nad Fr

Dalsi obrazek zachycuje, jak se vyviji pocet semi-eliptickych kiivek v zavislosti na
hodnotach poc¢tu bodu z Hasseho intervalu pro tii prvociselna pole.

Semi-elliptic curves over finite fields

Quantity of semi-elliptic o

sl
O=re=ee Omomzem »
6 . .
. B3l
4= - W e L]
L S . [
2 - e
. * e Fy »
0 | 1 | 1 1 | 1 | ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Number of points

Obrazek 13: Roztiidéni semi-eliptickych kiivek nad poli F5, F7 a Fy;

Z analyzy uvedenych dat a dalstho studia mnozin M(F,) vsech semi-eliptickych kiivek
nad ruznymi prvocéiselnymi poli byly ziskany nasledujici poznatky.
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Véta 4.1. Uvazujme mnozinu M (F,) vSech semi-eliptickych kfivek tvaru
E:y=a*+ar+b

definovanych nad F,. Pfesnéji M(F,) = {£(a,b) : a,b € F,}. Oznaéme
M, ={E(a,b) : b € F,} jednoparametricky systém, kde a € F, je pevné zvoleno.

Pak pro £(a,1) € M,,i € F, plati

E(a,0)U&(a,HU---U&(a,p—1) = Og(a,i):{(x,y) cx,y € Fp} =F, xF,

=0

Pokud tedy vezmeme vSechny kiivky s pevnym parametrem a a spocteme vSechny
body takovych semi-eliptickych kiivek nad F,, dostaneme vSechny body mnoziny F, x I,,.

Dikaz 4.1. Predpokladejme mnozinu M(F,) a systém mnozin M,, a € F,,.
M, ={E(a,b):beF,}.

Pro kazdé pevné a a libovolné z € F, muzeme psat 2° + az = ¢, kde ¢ € F,,. Dostdvdme
tedy
3 ) _ . _
{z*+ar+b:beF,} ={c+b:beF,} =F,.

Jelikoz plati, Ze pocet kvadratickych rezidui v I, je ’%1, dostavame pro kongruenci

y* = m(mod p),

kde m je kvadratické reziduum, 2’%1 + 1 = p ruznych feseni pro y, kde p — 1 je dvojic
feseni pro ruzna kvadraticka rezidua a jedno trividlni feseni y = 0. Tim je véta dokazana.
O

Poznamka 4.4. Systém mnozin M,,a € F, tvoii pokryti mnoziny M(F,).
Priklad 4.5. Mnozina M3 nad Fs.

Obrazek 14: £(F5, 3,0) Obrazek 15: £(F5,3,1) Obrazek 16: £(F5, 3,2)

Obrazek 17: £(Fs, 3, 3) Obrazek 18: &£(Fs, 3, 4) Obrézek 19: M3
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Véta 4.2. Uvazujme mnozinu M (F,) vSech semi-eliptickych kfivek tvaru
E:y=2+ar+b
definovanych nad prvociselnym polem F,,.

Pak plati: Pocet semi-eliptickych kfivek z mnoziny M(F,), které maji diskriminant
A =0, jep.

Ditkaz 4.2. Diskriminant je definovdn A = —16(4a® + 270%) = 0 = 4a® + 270* = 0.
Oznatme n = —%. Dostavame tedy rovnici

2 _ 3.
b =na’; a,b,n € F,
Ziejmym feSenim je dvojice (0,0). Vidime, Ze se jednd o rovnici, kterd m4 bud’ 2 rtzné

kofeny pro na® € F,, (na®,p) = 1,a # 0 nebo zadny. Staci tedy ukdzat, ze posloupnost
(na®)?—} obsahuje -1 (ne nutné riznych) kvadratickych rezidui.

() -G)G)

kde <—> je Legendruv symbol a ¢, d € T,

p

Vyjdeme dale z véty

Podivejme se nejdiive na posloupnost cisel (a2)§:, které redukujeme podle modulu

p. Viechna tato ¢isla jsou kvadratickymi rezidui, viz [6], str. 43. Pokud dale vezmeme

posloupnost ¢isel (a?)PZ] a skutecnost, ze v mnoziné F, je pravé 22 kvadratickych re-

2
zidui, dostdvdame podle véty vySe v posloupnosti ¢isel (a3)Z;} prave p%l kvadratickych
rezidui. Opétovnym uzitim véty vyse dostavame také v posloupnosti (na?’)g: prave p%l

kvadratickych rezidui, ¢imz je véta dokazana. O

Hypotéza 4.1. (Symetrie semi-eliptickych kiivek) Uvazujme mnozinu M (F,) vSech semi-
eliptickych kiivek tvaru & : y* = 23 + ax + b definovanych nad F,. Oznaéme ¢ nejmensi
pocet bodu kiivky, C' nejvétsi pocet bodu kiivky E(F,) € M(F,) a ¥, pocet kiivek fadu

i. Pakproj:O,l,...,CQ_C—lplati

Weij =Yoo

Podpora hypotézy 4.1. Uvazujme mnozinu vsech semi-eliptickych kiivek M(F,). Pro-
vedeme rozklad mnoziny M(F,) na mnozinu vsech eliptickych kiivek Ma-o(F,) nad
polem F, a mnozinu vSech neeliptickych kiivek Ma_o(F,) nad polem F,,.

K dikazu hypotézy pro Mao(F,) muzeme vyuzit Mestreho teorém. Zvolime libovolné
kvadratické nereziduum d a postupné pro Ex(a,b) € Mao(F,) pocitame kvadraticky
twist £ (a’, V). Podle upraveného Mestreho teorému (pozndmka 4.3) plati

card (Ex(a,b)) 4+ card (Ex(a’, ') = 2p.

Ekvivalentné také plati, pokud card(Ey(a,b)) = p—t,t € Z = card(E,(d, b)) = p+t.
Cili vidime, ze ,stiedem symetrie“ je ¢islo p. Eliptické kiivky E(a,b) a Ex(a’, V') tvori
jednu dvojici, ktera ,,symetrii“ neporusi.
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V dalsim kroku ode¢teme dvouprvkovou mnozinu {Ex(a, b), Eac(a’, V') } od Maso(F,)
a dostavame

MIA;&O(IFP) = MA#)(FI) \ {800(a7 b)’ EOO(a,7 b/)} )

z které vybereme dalsi eliptickou kiivku £, (a1, b1) a dopocitdme kvadraticky twist
Eoo(dl, b)), ¢imz dostavame dalsi dvojici, kterd ,symetrii“ neporusi.

Pokracujeme déle, az do k-té iterace. Nyni jiz MIZ;,QO(IFP) = 0.

Poznamka 4.5. Pocet semi-eliptickych kfivek v mnoziné M(F,) je p*. Podle véty (4.2)
plati card(Ma—o(FF,)) = p, neboli pocet eliptickych kfivek v mnozine M(F,) je

card(Maxo(F,)) = p* — p,
coz je c¢islo sudé.

Zabyvejme se nyni mnozinou Ma—o(F,). Vime, ze card(Ma—o(F,)) = p a jisté plati
E(F,,0,0) € Ma—o(F,), tedy zbyvajicich neeliptickych kiivek je p — 1.

Hypotéza zustava oteviena, nepodarilo se prozatim prokazat symetrii i pro zbyvajicich
p — 1 neeliptickych kiivek.
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5 Uvod do topologie

Definice 5.1. Mnozinu T spolu se systémem podmnozin 7, neboli dvojici (T, 7) nazyvame
topologicky prostor, prave kdyz T splinuje néasledujici axiomy

(i) 0,T €.
(ii) Sjednoceni libovolnych mnozin z 7 patii do 7.

(iii) Prunik jakéhokoli koneéného systému mnozin z 7 je také v 7.

Systém podmnozin 7 se nazyva topologii na mnoziné 7. Dale mnoziny v 7 nazyvame
otevrené mnozZiny a jejich doplnky v T nazyvame uzaviené mnoziny.

Prvnim prikladem topologického prostoru muze byt libovolna mnozina T spolu s nej-
mensim moznym systémem 7 = {(), T'}, ktery nazyvame trividlni topologii. Pokud naopak
zvolime nejvétsi mozny systém, tj. 7 = 27, kde 27 oznacuje potenéni mnozinu mnoziny
T, dostavame diskrétni topologii.

Misto zapisu dvojice (T, 7) budeme v textu vyuzivat i kratsiho oznaceni T'. Vzdy vsak
uvedeme, ze zapisem T’ je myslen topologicky prostor.

Definice 5.2. Necht (7, 7) je topologicky prostor. Bdzi B nazyvame takovy podsystém
topologie 7, jestlize kazdda mnozina z 7 je sjednocenim néjakych mnozin z B. Topologie
T se pak nazyva generovand bazi B. Kazdd baze ovSem generuje pouze jedinou topologii.
Zdroj viz skriptum [?].

Definice 5.3. Necht (T,7), (S, o) jsou topologické prostory. Soucinovou topologii T X o
na 1" x S rozumime topologii generovanou béazi

B={UxV;Uer,V eoa}

Definice 5.4. Necht (T, 7), (S, o) jsou topologické prostory. Soucinem topologickyjch pro-
storu (T,7) x (S,0) rozumime kartézsky souc¢in 7' x S vybaveny souc¢inovou topologii
T X 0.

Obecngjsi formulace uvedena v [13].

Definice 5.5. Topologicky prostor (7', 7) nazyvame souwvisly, jestlize T' nemuze byt vy-
jadfeno jako sjednoceni dvou disjunktnich otevienych mnozin v dané topologii 7. Pokud
plati opaéné tvrzeni, nazyvame prostor nesouvisly.

Definice 5.6. Uvazujme topologicky prostor (7', 7). Mnozinu S C T nazyvame kompaktni,
jestlize kazdé oteviené pokryti obsahuje konetné podpokryti.

Poznamka 5.1. Definice otevieného pokryti a podpokryti ¢tenar snadno vyhleda v pu-
blikacich o topologii, ¢i na internetu.

Definice 5.7. Topologicky prostor (7, 7) nazyvame Hausdorffiv nebo s Hausdorffovou
strukturou, jestlize pro dva ruzné prvky t1,ts € T existuji disjunktni oteviené mnoziny
Ul,UQ €T takové, ze tl € U1 a tQ S UQ.
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Definice 5.8. Necht (7,7) je topologicky prostor a ddle ~ je relaci ekvivalence na T.
Faktorovym prostorem T/ ~ rozumime mnozinu vsech tiid ekvivalence 7' danou ~.

Na faktorovém prostoru T'/ ~ lze zavést faktorovou topologii jako topologii, tvorenou
mnozinami U C T'/ ~ takovymi, ze jejich sjednoceni je oteviend mnozina v 1" (viz [14]).

Zapisem T/T'; kde I' C T, rozumime faktorovy prostor tvoreny tiidami, v kterych
ztotoznime vSechny prvky mnoziny I.

5.1 Homeomorfismus

Definice 5.9. Zobrazeni f : T — S mezi dvéma topologickymi prostory (T, 7) a (S, 0)
se nazyva homeomorfismus, jestlize ma nésledujici vlastnosti

(i) f je bijekce.
(i) f je spojité.
(iii) f~! je spojité.
Zobrazeni f s témito vlastnostmi se casto oznacuje jako bi-spojité nebo také jako topolo-

gicky izomorfismus. Déle fekneme, ze dva topologické prostory jsou homeomorfni, jestlize
mezi nimi existuje homeomorfismus.

Zkoumame-li vztahy mezi topologickymi prostory, zjistujeme, Ze homeomorfismus za-
chovava topologické vlastnosti stejné jako izomorfismus grup zachovava algebraickou
strukturu a vlastnosti grupy. Muzeme tedy fTici, ze dva homeomorfni prostory jsou to-
pologicky ekvivalentni. Vénujme se nyni preciznéji vlastnostem homeomorfismu.
Uvazujme homeomorfismus f : S — T mezi topologickymi prostory (S,7s) a (T,7r),
potom f zachovava

a) kompaktnost,

(
(b

souvislost,

)
)
(¢) Hausdorffovu strukturu,
(d) fundamentalni grupu.

Piiklad 5.1. (Homeomorfismus)

e Otevieny interval (—1,1) je homeomorfni s R. Bi-spojita funkce je dana vztahem
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e Jednotkova kruznice a jednotkovy ¢tverec v roviné jsou homeomorfni.

e Sféra S" s jednim vyjmutym bodem je homeomorfni s R"™.

Homeomorfismus je dan jako stereograficka projekce, viz priklad (5.4).

e R™ a R” jsou homeomorfni jen pro m = n.
Jako piiklad si nejdifve vezméme funkci f : R — R? a predpoklddejme opak. Tedy,
7e prostory R a R? jsou homeomorfni. Definujme, Zze bod 0 € R se zobrazi na poc¢atek
soustavy souradnic (0,0) € R?. Nyni bychom museli nesouvislou mnozinu R \ {0}
zobrazit na R? \ {(0,0)}, kterd ovSem souvisld je. Z poznatku, ze homeomorfismus
zachovava souvislost, dostdvame rozpor a tedy R a R? nemohou byt homeomorfni.

Podobné muzeme obecné dokazat, ze prostory R™ a R"™ nejsou homeomorfni pro

5.2 Homotopie

Moznym zpusobem jak zkoumat topologické prostory je sledovat jak se mohou deformovat
jednotlivé oblouky v prostoru do jinych. Disciplinou zabyvajici se touto problematikou
je teorie homotopii (viz [3]), kterd umoznuje zkoumat souvislost topologickych prostoru
v jiném pojeti. Pristupme nejdiive k definici oblouku.

Definice 5.10. Uvazujme topologicky prostor (7', 7). Obloukem ~(s) s poc¢atkem v bodé
xo € T a koncem v bodé x; € T rozumime spojité zobrazeni

v:(0,1) =T
takové, ze

Y0)=z0 A (1) =1

Se zavedenim pojmu oblouku muzeme definovat nové pojeti souvislosti prostoru.

Rekneme, ze topologicky prostor T' je obloukové souvisly, jestlize vidy existuje oblouk
~(s) mezi libolnymi body xg, z; € T. Plati véta, ze kazdy obloukové souvisly topologicky
prostor je souvisly, avsak neplati obracena implikace. Protipiikladem muze byt tzv. to-
pologicky sinus, neboli prostor 7" s topologii 7 indukovanou R?, kde T je definovany jako
graf funkce f(z) = sin(2) spolu s bodem (0,0) € R?. Nenf totiz mozné vytvorit oblouk

z bodu (0,0) do bodu funkce f(x).
Definujme déle skladani oblouku nésledovné.

Definice 5.11. Uvazujme dva oblouky «, 8 takové, ze a(1) = ((0). SloZenim oblouku
a, f nazveme oblouk ~(s) takovy, ze

a(2s), 0<s

B(28 - 1)7

IA
N |+

1(s) = als) o f(s) =

N[
IN
VA
IA
—
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Slozeni obloukt jako operace neni asociativni, avsak pomoci reparametrizace lze asoci-
ativity dosahnout. Dostavame se tak jiz k aparatu, jak popsat spojité deformace jednoho
oblouku na druhy.

Pokud nyn{ vezmeme specidlni oblouky «, 8 takové, ze a(0) = 5(0) a (1) = B(1), tj.
oblouky se splyvajicimi krajnimi body, muzeme jiz zavést specialni relaci mezi oblouky.

Definice 5.12. Uvazujme topologicky prostor T" a definujme relaci o ~ § (« je homo-
topicky s B), pokud se a dé spojité deformovat do 8 pii pevnych koncich, tj. existuje-li
zobrazeni @ : (0,1) x (0,1) — T takové, ze

Takovou spojitou deformaci z oblouku « do 8 nazyvame homotopi.

5.2.1 Fundamentalni grupa

Zabyvejme se nyni dulezitou skupinou oblouk, které nazyvame smycky. Uvazujeme tedy
takové oblouky ~, pro které plati 4(0) = v(1) = P € T. Bod P pak nazveme bdzovym
bodem smycky ~.

Homotopie je relace ekvivalence na mnoziné vsech smycek z topologického prostoru T
a tedy indukuje rozpad do t¥id ekvivalence, které oznacime [y]. V kazdé tiidé [y] jsou tedy
vSechny smycky (), které jsou navzajem homotopické. Na mnoziné vsech homotopickych
tt{d smycek lze zavést operaci skladan{ o stejné, jako skladani smycek. Necht [a], [3] jsou
tiidy smycek s bazovym bodem P, pak

o] o [f] = oo f]

Definice 5.13. Uvazujme topologicky prostor (7, 7). Mnozina vsech tiid ekvivalence
homotopie smycek s bazovym bodem P spolu s operaci skladani o tvoii grupu, kterou
nazyvame fundamentalni grupa a znacime ji

(m1(T, P),0) = ({[7]; 7(s) je smycka v T s bdzovym bodem P} o)

Poznamka 5.2. K dukazu. K ovéreni asociativity vyuzijeme vlastnosti, ze reparametri-
zace oblouku (smycky) je specidlnim pripadem homotopie. Neutrdlnim prvkem je trida
smycek [e], kde €(s) = P, 0 < s < 1, coz je smycka stazend do jednoho bodu. Déle
inverznim prvkem ke kazdé tiide smycek [7] je tiida [y~!], kde v~! je smycka parametri-
zovana v opacném smeéru.

D4 se ukazat, ze na volbé bazového bodu P nezédlezi. Duvodem je fakt, ze pokud
vezmeme dvé fundamentélni grupy m (7T, P) a (T, @), kde P, Q) jsou ruzné bazové body,
potom grupy w1 (T, P) a m(T,Q) jsou izomorfni. Staéi tedy oznacovat fundamentaln{
grupu ° jako m(T).

5Fundamentdlni grupa je oznacovéna také jako pruni homotopickd grupa, z éehoz plyne index 1
u oznaceni 7. Zobecnéni je mozné nalézt napi. v [3].
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Priklad 5.2.

e Jiz intuitivné je jasné, ze kazdou smycku v eukleidovskych prostorech R™ muzeme
stahnout do jednoho bodu, tudiz jsou R™ homotopicky trividlni, tj. w1 (R"™) = [e].

e Za prostor T zvolme kruznici S!. Oznacme v,(s),n € Z smycku, kterd se pro n > 0
obtoc¢i n krat doleva okolo kruznice S' a pro n < 0 se obto¢i |n| krét doprava. Pro
n = 0 je v,(s) = €. Dostavame tedy systém tiid [y,],n € Z a pro kompozici tiid
smycek o plati

[val © [ym] = [nm]-
Tedy m1(S") = ({[],n € Z},0). S vyuzitim izomorfismu [vy,] € m(S') — n € Z
muzeme psat pifmo 7 (S) = Z.

Véta 5.1. Necht (T,7) a (S, 0) jsou topologické prostory a (T, m1(S) pifslugné fun-
damentélni grupy. Potom plati

m (T x S) =m(T) ® m(9)

Dikaz 5.1. Pocitame m (T x S) = m ({[7]; 7(¢,s),t € T, s € S}) a diky homotopii muze-
me popisovat smycky jen jako zobrazeni bud proménné ¢t nebo s a tedy muZzeme psat

m({[]; vt s),t € T,s € S}) = {(Im], al); Im] € m(T), o] € m(S9)} = m(T) & m(S)

Ptimy soucet grup zde splyva s kartézskym soucinem mnozin.

Pristupme k vypoctu fundamentdlni grupy toru® 72. S vyuzitim znalosti m,(S') = Z
muzeme fundamentaln{ grupu prostoru 72 spocist podle véty (5.1) ndsledovné

7T1<7—2> = 7T1(Sl X Sl) =7 X7

Mnozina tiid homotopii smy¢ek na toru je tedy izomorfni s Z x Z a tedy kazdou smycku
na toru muzeme popisovat pomoci dvojice celych ¢isel, kde prvni (druhé) celé éislo udéva
pocet obtoceni smycky okolo prvni (druhé) kruznice S' a znaménko urcéuje smysl otéceni.

5.3 Hladké variety

Objektem zajmu této podkapitoly bude zavedeni novych struktur k topologickym pro-
storum. Zaméirime se nejdiive na topologické variety, jejichz vlastnosti je ,lokalni podob-
nost“ s prostorem R", kterou presnéji vymezime v nasledujici definici.

Definice 5.14. Topologickou varietou dimenze n nazyvame takovy Hausdorffuv topolo-
gicky prostor (7', 7) se spocetnou bézi, jestlize ke kazdému bodu ¢ € T' existuje jeho okoli
O(t), které je homeomorfni s R".

Ekvivalentné také pro kazdé t € T muzeme najit otevienou mnozinu U C T obsahujici
t, dale otevienou mnozinu U C R™ a homeomorfismus f: U — U.

6Zavedeni toru viz definice (5.19).
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Poznamka 5.3. V textu budeme ¢asto vyuzivat oznaceni topologickd varieta misto to-
pologicka varieta dimenze n.

Ke studiu funkci na topologikych varietach je tieba pridat navic, tzv. C*°-strukturu
k jejich topologii.

Definice 5.15. Necht (T',7) je topologicka varieta dimenze n. Mapou C na topologické
varieté (7, 7) nazyvame dvojici (U, ¢) spliujic

(i) U e, (U jeoteviend mnozina v 7T’

(ii) ¢ : T — R™ je homeomorfismus, (¢(U) je oteviend mnozina v R")

Pii zadané mape C = (U, ¢) definujme souradnice bodu P € U C T jako kartézské
soutadnice bodu ¢(P) € ¢(U) C R". Slozky ¢(P), kde P € U definuji mnozinu n realnych
funkci na oteviené mnoziné U, které nazyvame funkce soutadnic.

Nyni jsme schopni prenaset casti topologickych prostoru do znamého prostoru R”.
Chtéli bychom vsak pomoci map pokryt cely prostor 7. Je ziejmé, ze pokud systém
otevienych mnozin U ma byt pokrytim 7', budou se mnoziny U map C prekryvat. Timto
jsme vedeni k nésledujici definici.

Definice 5.16. Necht C; = (U, ¢1) a Cy = (Us, ¢2) jsou mapy na topologické varieté
(T, 7). Potom C; a Cy nazveme C™-slucitelné, jestlize

(i) Uy a U, jsou disjunktni nebo plati
(11) zobrazeni ¢1O¢2_1 . ng(UlﬂUQ) — ¢1(U1HU2) a qbgocbl_l . ¢1(U1HU2) — ng(UlﬂUQ)

jsou libovolné hladké funkce, ¢ili t¥idy C*°.

Obrazy funkei ¢1(Uy) i ¢o(Us) jsou éasti prostoru R™ a funkce ¢ o ¢y a ¢g 0 ¢7*
nazyvame prechodové funkce, coz jsou realné funkce n proménnych.

Jiz je vSe prichystano k vytvoreni systému map, které pokryji cely prostor 7'

Definice 5.17. C*-atlasem A topologické varieté (T, 7) rozumime systém map
Ci = (U;, ¢;), kde i probih& néjakou indexovou mmnozinu I a plati, ze systém U; tvoii
pokryti T a vSechny mapy C; jsou vzijemné C'*°-slucitelné.

Mapu C = (U, ¢) na topologické varieté (7', 7) nazyvame kompatibilni s C*°-atlasem
A, jestlize po pridani mapy C k atlasu A vznika opét C*-atlas. Mazimdlnim C*-atlasem
Amax nebo také hladkou C*®°-strukturou na T pak rozumime takovy C'*-atlas, ktery ob-
sahuje vSechny mapy s nim kompatibilni.

Vyvrcholenim této kapitoly je zavedeni pojmu hladké variety pomoci topologické va-
riety a systému map na ni zavedenych.

Definice 5.18. Hladkou varietou nebo jen varietou rozumime dvojici (7, Amax ), kde (T, 7)
je topologicka varieta a Ap.x je maximalni C'*°-atlas.
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Véta 5.2. Necht (T,7) je topologickd varieta, potom plati nésledujici tvrzeni. Kazdy
C>-atlas A na (T, 7) je obsazen v jediném maximalnim C*-atlasu Apax.

Diukaz 5.2. Dukaz je uveden v [5].

Poznamka 5.4. Vyuzijeme-li k zavedeni hladké variety map, které jsou C"-slucitelné,
kde r € R, neboli prechodové funkce jsou tiidy C", dostavame tak sirsi skupinu vhodnych
map a zavedeni hladké variety probéhne stejnym zptisobem od definice 5.15 do 5.18.

Sta¢i ndam tedy na topologické varietée (T, 7) zadat néjaky C*-atlas a okamzité tak
dostavame hladkou C*°-strukturu na 7.

Piiklad 5.3. Prostor R" spolu s atlasem, ktery obsahuje jen jednu mapu C = (U, ign),
kde ig~ je identita na R", je hladkou varietou.

Piiklad 5.4. Pro n-sféru S™

n+1
St = {X = (a:l,x2,. .. ,an) € Rn—i_l;zx‘? = 1}

=1

jiz neni mozné zavést jedinou mapu, ktera by ji pokryvala celou. Je vsak mozné ukazat,
ze S™ je varieta s pomoci dvou stereografickych projekci, které mapuji oteviené mnoziny
Uy =S"\{N}aU;,=S8"\{S} naR" kde N je severni a S jizni pdl sféry. Provedeme
konstrukci zobrazeni jen pro n = 1, viz obrazek 20.

Obrazek 20: Stereografické projekce ze severniho i jizniho pdlu

Oznac¢me r jako vzdalenost bodu M a P. Prvni mapu C; = (Uy, ¢1) dostavame projeket
ze severniho pélu N, kde zobrazeni ¢; : U; — R mapujici bod P € S! na P’ € R, ktery
lezi na redlné piimce y = 0, je ddno néasledovné

x:i 0 #0 (5.8)

tg 2’

Druhou mapu Cy = (Us, ¢9) obdrzime projekei z jizniho pélu S, kde podle obr.20 dosté-
vame ¢, : Uy — R, které mapuje P na bod P” € R, lezici na piimce y = 2.

2r %)

= =2rtg —
v cotg = "ey

p#Fm (5.9)
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Vypoétem piechodovych funkef ¢ 0 ¢5' : R — R a ¢ 0 ¢ : R — R ovéifme, ze mapy
C1 a Cy jsou C®-slucitelné. Vyuzijeme inverzi ¢;' : (0,27) — St a ¢;' : (=7, 7) — S!
a dostavame pro obé prechodové funkce

472

¢10 ¢y (x) = ooy (z) = — r#0

Ptrechodové funkce jsou tedy na R\ {0} jisté ttidy C'*. Vznika tak C'*-atlas A = {Cy,Cs},
jenz je podle véty (5.2) obsazen v jediném maximélnim C*°-atlasu, ktery spolu s prostorem
S! tvoif hladkou varietu.

Dalsim vyznamnym piikladem hladké variety je pravé torus, jehoz definici z pohledu
topologie uvadime nyni.

Definice 5.19. 2-torus nebo jen torus T2 definujeme jako soucin topologickych prostorii

dvou 1-sfér
T2 =8' x Sh.

Oznacme dvé 1-sféry St a Si. Ukazeme, Ze torus T2 jako soucin topologickych prostort
je hladkou varietou dimenze 2. Vyuzijeme pifkladu (5.4), kde jsme prokazali, ze S' C R?
s topologii zdédénou z R? je Hausdorffiv prostor se spocetnou bazi.

Pro libovolny bod P = (py,ps) € T? najdeme dvojici otevienych mnozin (Uy, Us), kde
Uy C St a Us C Sj a zvolime vhodnou dvojici stereografickych projekei z (5.8) nebo (5.9)
jako funkci f; : U; — U;, kde U; C R, i = 1, 2. Dostavame tak zobrazeni

F=fixfo:U xUs—RxR,

kde funkce f je homeomorfismus po slozkéch. Topologicky prostor St x S! je tedy topo-
logickou varietou dimenze 2.

Pro zavedeni hladké C*°-struktury na toru je tfeba prokazat, ze libovolné dvé mapy
Ci = (U xUy, fix fo) aCy = (Vi x Va, g1 X g2) jsou C®-slucitelné, kde Uy x Uy, Vi x Vo € T2
a f=fiX fa,g= g1 X go jsou pifslusné homeomorfismy. Pfechodové funkce f o g *

fogl=(fixfa)o(gixg) ' =(frcgi") X (faogy")

je po slozkdch funkei tiidy C*°. Pro prechodovou funkci g o f~1 postupujeme obdobné.

Tim jsme zavedli C*°-atlas na toru a vyuzitim véty (5.2) dostdvame C*°-strukturu na
toru. Ziskdavame tak uceleny piehled o topologickych vlastnostech toru.

Poznamka 5.5. (Oznaceni) V literatufe se ¢asto uvadi definice n-toru 7" jako soucinu
n 1-sfér. Vystacime vSak s definici jen pro torus dimenze 2. V dalsim textu sjednotime
oznac¢eni a pro zjednoduseni budeme psét jen 7 misto T 2.

32



6 Izometrie a algebraicka definice toru

Piedmétem zajmu této kapitoly bude zejména specidlni typ zobrazeni redlné roviny R?
opét na redlnou rovinu a vyznam takového zobrazeni pti studiu dvourozmérnych variet.
Na R? méfime piirozené vzdédlenost mezi body P = (x1,71) a Q = (22, y2) pomoci euklei-
dovské metriky p(P, @), kterd je déna

p(P,Q) =/ (z2 — x1)> + (y2 — 11)?

Reéln4 rovina R? spolu s metrikou p(P, Q) tvoif metricky prostor.

Definice 6.1. Zobrazeni f : R? — R? nazyvame izometrie, pravé kdyz zachoviva
vzdalenost p(P, @), tj. plati

p(f(P). f(Q)) = p(P,Q), VYP.Qé€R’

Na redlnou rovinu je mozné nahlizet jako na prostor komplexnich ¢isel C. Vyjadreni
izometrii pomoci funkci komplexni proménné zjednodusuje vyrazy a usnadnuje vypocet,
proto v dalsim textu vyuzijeme téchto vyhod a priklady izometrii a nékteré dalsi vypocty
uvedeme v komplexni aritmetice. Klasické vyjddieni je mozno vyhledat napt. v [2].

Zakladnimi izometriemi jsou

1. Posunuti bodu z € C o ¢ = (a + b)) € C je déno funkei p.(2) = paiw(2)

Patwn(2) =a+br+ 2

2. Zrcadleni bodu z € C okolo redlné osy v Gaussové roviné je dano funkei 7(2)
7(z) =Z,
kde Z znaci ¢islo komplexné sdruzené k z.

3. Otocenibodu z € C okolo pocatku soustavy souradnic o tihel 6 je ddno funkei 0g(2)

0

09(2) = €z = (cos@ +1sinf) 2

Jestlize f a g jsou izometrie, pak také jejich slozeni fg je izometrie a je definovano
jako obvyklé skladani zobrazeni, tedy f po ¢g. Nyni je mozné uvazovat systémy ruznych
izometrii a zapojit prostiredky teorie grup.

Véta 6.1. Mnozina vsech posunuti P = {p.; ¢ € C} v redlné roviné tvoii grupu.

Dikaz 6.1. V kazdém ze ti{ kroku diukazu predpokladejme bod z € C, na ktery apliku-
jeme posunuti.

a) (Asociativita) Uvazujme posunuti p., ps, p. € P a dostdvame
pelpape) = 2B 2+ eB 2te+dB z+e+d+e,
(pepa)pe = 2B 2+d B 2+ d+c B 2+ d+c+e,
diky komutativité komplexnich ¢isel plati p.(pape) = (PePa)Pe-
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b) (Ex. neutrdlntho prvku) Pro kazdé posunuti p. existuje nulové posunuti 0, = poo,,

0ppcz>zp$z+c%>z+c
pcopizﬂzﬁz—kc.
Plati tedy 0,p. = p.0, = p.

c¢) (Ex. inverzntho prvku) Pro kazdé posunuti p, existuje inverze p, ' = p_,.,

—1
pcp;1:>zpi> z—cB 2
—1

p;lpcizﬁz—i-cp% z
a dostavdme p.p, ' = p.'p. = 0,.

6.1 Faktorové prostory

Povsimnéme si, ze nékteré zndmé geometrické utvary v trirozmérném prostoru je mozné
vytvofit riznym ,slepenim* realné roviny R2. Navic pro popis téchto objektt je dulezité,
abychom zachovali vlastnost lokdlni podobnosti s R% Takovym ttvarem je napiiklad
valec. Staci vzit prouzek R?, feknéme vSechny body mezi piimkami z = 0 a 2 = 1,
véetné téchto pifmek a ztotoznit dvojice bodu (0,y) s (1,y). Tim dochézi ke spojeni
koncu prouzku a vysledny prostor si muzeme predstavovat jako valec o neomezené délce.
Avsak nabizi se leps{ zpisob jak zkonstruovat vélec, nebot vybér prouzku byl ndhodny
z mnoha variant a vybér zahrnuje jen ¢ast realné roviny. V dalsim textu prostudujeme
tento pristup a popiSeme vzniklé prostory.

Zpusobem, jak algebraicky popsat zminény proces, je definovat nové vzniklé prostory
jako faktorové prostory dané faktorizaci redlné roviny R? a mnoZiny izometrii I'. Pro tyto
prostory zavedme oznaceni S = R?/T". Prvky prostori S jsou mnoziny bodu P € R?
které jsou néjakym zpusobem ztotoznény.

Prvky s € S jsou tedy systémy bodi z redlné roviny R?, které budeme nazyvat I'-orbity
bodu P = (x,y) € R?. Takové prvky oznacime zkracené I'P, kde

P ={g(P); geTl}.

Zobrazeni, které ke kazdému bodu P = (z,y) € R? ptifadi jeho I-orbitu, nazyvame
orbitdlni zobrazent.

Ke kompletnimu popisu prostoru S je nutné pripojit vyznam vzdéalenosti na téchto
prostorech. Diky definovani S jako faktorového prostoru se zachovava lokalni podobnost
s realnou rovinou a lokalné také muzeme mérit vzdalenosti pomoci aparatu zdédéného
z R%. Zavadime pro prostor S funkci ds : S? — R? takto

ds(PP,TQ) =min{p(P',Q"); P' e TP, Q' € TQ},
kde p je eukleidovskd metrika.

Pro nézornost muzeme prostor S vizualizovat v ¢asti redlné roviny, ktera obsahuje
nejvyse jednoho reprezentanta kazdé ['-orbity ve svém vnittku. Takovou ¢ast roviny bu-
deme nazyvat zdakladni oblast.
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Dokonceme piiklad z tdvodu této podkapitoly. Pro algebraickou konstrukci vélce V
zvolime za I' grupu vsech celociselnych posunuti v redlné ose x, tj. I' = {p,10,; n € Z}.
Muzeme proto psat V = R?/T". Kazdy bod valce v € V je tedy dén jako systém bodu

v:{(x+n,y)€R2; nEZ},

coz je stejnd T'-orbita pro vsechny body (z + n,y) € R?, kde volime n. Dochdzi tedy
k identifikaci bodu v redlné roviné a takovy proces si muzeme predstavovat, jako bychom
srolovali celou rovinu az do tvaru vélce. Zakladni oblasti muze byt naptiklad prouzek
realné roviny mezi pfimkami =0 a z = 1.

Na torus muze byt nyni nahlizeno jako na plochu, kterda vznikne srolovanim realné
roviny do vélce a navic spojenim protéjsich koncii. Miizeme proto uvazovat obecné o toru’
jako o faktorovém prostoru 7 = R?/T', kde I je grupa generovand posunutimi v ruznych
smérech p, a py. Cili zékladni oblasti pro torus 7 by byl libovolny rovnobéznik.

"Vzhledem k uvedené konstrukci vélce V je mozné definovat torus 7 také jako faktorizaci V/T', kde T’
je grupa posunuti, aviak ve sméru ruzném od posunuti prvniho.
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7 Geometrie toru

Pro praktickou implementaci a vizualizaci budeme vyuzivat geometrického popisu toru
T C R? jako plochy f(r,s) v R3, kterd je popsdna pomoci parametrickych rovnic

= (c+dcoss)cosr
= (c+dcoss)sinr (7.10)

z = dsins

Parametry zobrazeni jsou r,s € (—m, ) a déle volitelné ¢,d € R, pro které plati ¢ > d.
Toto je prirozena podminka, pokud chceme zachovat topologické vlastnosti. Pevné dané
¢ a d totiz urcuji poloméry kruznic znazornénych na obrazku 21.

Obrazek 21: Pevné parametry c a d

7.1 Transformace realné roviny

K preneseni libovolnych geometrickych dtvaru z realné roviny na torus vyuzijeme jeho pa-
rametrickych rovnic. Tedy obecné pracujeme se zobrazenim f : R? — R3. Avsak abychom
mohli vyuzit parametrizace toru, bude tieba zobrazeni zizit na f : (—m, m)* — R?, ¢ili
z redlné roviny vyjmeme otevieny ¢tverec (—m, ) X (—m, ), ktery je reprezentativni ob-
lasti celé realné roviny. Nez funkci f vyuzijeme, je tieba jesté nalézt vhodné transformace
realné roviny obecné na oblast jednotkového otevieného étverce I?

]IQ:{xeRQ;O<xi<1},

z kterého jiz linedrni transformaci stejnolehlosti muzeme snadno dostat pozadovanou ob-
last ¢tverce (—m, ) X (—m, ).

V programové implementaci vSak vyuzijeme piimo transformace realné roviny na
¢tverec (—m, m)% Zkonstruujme tedy pro celou redlnou rovinu R? funkci g : R? 3 (z,y)
(r,s) € (—m,m)? ndsledovné

r = 2arctgx (7.11)
s = 2arctgy, (7.12)
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kde z,y e Rar,s € (—m, ).

Funkce g je ziejmé spojita a zaroven bijekei a inverze g1

r = tgg (7.13)
y = g5, (7.14)

je spojitd pro (3,5) € (—%,%). Funkce g je tedy homeomorfismus mezi topologickymi

prostory R? a (—m,7)? a tyto prostory jsou topologicky ekvivalentni.

Uvazujme nyni mnozinu X; C R? a ziZeni zobrazeni g na podmnozinu X; oznac¢me
h = g|x,. Zvolme za X nejdifve ptimku prochéazejici body P = (p1,p2), Q = (q1,¢2) € R
Méme tedy mnozinu

X1 = {(z,y) €R* —(2 — p2)z + (@1 — p1)y + prg2 — poqs = 0} ,

kterou pomoci funkce h : X; — (—m, 7)? transformujeme na mnozinu X, = h(X;).

r s
Xo = {(7"7 s) € (—=m, @)% —(q2 — p2) tg 3 + (¢ _p1>tg§ +P1q2 — P21 = 0}

Piiklad 7.1. (Vizualizace transformaci) Polozme P = (—1.2,2.16) a @ = (1, —1.73).

? +
i h(P)
Id il
T ==
| hQ
Obrézek 22: X, Obrézek 23: X,

Vyjadrenim parametru s jako funkce r z rovnice pro transformovanou primku X,
dostavame vztah

_ t £_|_ _
s(r) = 2arctg (92 = p2) t8 5 + P2 pqu, r € (—m,m).

qg1 — PN

Nyni dosazenim do parametrickych rovnic toru (7.10) vytvoiime jednoparametricky
systém rovnic popisujici ptimku na toru. Takto vzniklou mnozinu oznac¢ime Xsj.

x= (c+dcoss(r))cosr
X3 =< (z,y,2) €ER*; y= (c+dcoss(r))sinr, r€ (—m,x) (7.15)
z= dsin s(r)
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Pokrac¢ujme v piikladu (7.1). Za volitené parametry toru vezméme ¢ = 4 a d = 2,
potom znazornéni mnoziny X3 je na nasledujicich dvou obrazcich.

Obréazek 24: X3 Obrazek 25: X3

Piiklad 7.2. Polozme P = (—1.2,2.16), @ = (3,5).

Obrézek 26: X, Obrézek 27: X, Obrazek 28: X3

7.2 Preneseni semi-eliptickych krivek na polem R

Stejny postup, ktery byl aplikovan pro prendseni realnych piimek na torus, muze byt
pouzit i pro pfeneseni libovolné kiivky z R2. Provedeme zde konstrukci mnozin X, X, X3
a prislusnych transformaci. Pfipomenme, ze pro tcely vizualizace budeme vyuzivat pojmu
semi-eliptické ktivky, kterd jako mnozina neobsahuje bod oo a navic neklademe zadné
naroky na diskriminant A.

Mnozina X; je definovana nésledovneé
X1 =&(R,a,b) = {(z,y) € R* y* =2° + az + b}

a po provedeni transformace h : R? — (—m, 7)? dostdvame X,

X, = {(r, s) € (—m,m)% tgzg = tg?’g +atgg ~|—b}
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Oznatme Xo, = {r € (—m,7); (r,s) € Xo} mnozinu parametra r z Xo.

Vyjadifme s(r) z definiéntho vztahu mnoziny X, a dostdvame

s(r) = 2ty [ 185 +atg D0, v e Xa 7.16)

a ziskdme vyslednou mnozinu X3

(c+dcoss(r))cosr
(c+dcoss(r))sinr, re Xy, (7.17)
= dsin s(r)

X3 = (-T,y, Z) € R3;

SN
|

Provedeme konkrétni znazornéni u tii vybranych semi-eliptickych kfivek nad polem
redlnych cisel. Zacnéme volbou X714 = £ (R, —3,4). Mnoziny X4 a Xo4 X34 jsou zobra-
zeny na nasledujicich obrazcich.

Obréazek 29: X4 Obréazek 30: Xo4
Obrazek 31: X34 Obrazek 32: X34
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V dalsim piikladu volime X5 = & (R, —3,1).

Obrazek 33: X5 Obrazek 34: Xop Obrazek 35: X3p

Zvolme nyni semi-eliptickou kfivku s A = 0, napt. X;c = &(R, —3,2

Obrazek 36: Xic Obrazek 37: Xo0 Obrazek 38: X3¢
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7.3  Preneseni semi-eliptickych krivek nad poli F,

Semi-eliptickou ktivku definovanou nad koneénym polem muzeme chapat jako mnozinu
diskrétnich bodu v realné roviné. Navic pro piipad prvociselnych poli F, tyto body lezi
vzdy v oblasti oteviendho ctverce I2 = {x € R% —L < 2; < £}. Tento otevieny &tverec
nyni staci zobrazit stejnolehlost{ na otevieny ¢tverec (—m, )2

Stejnolehlost g : I2 5 (z,y) + (r,s) € (=, m)* je déna

2
ro= L (7.18)
p
s = M (7.19)
p
Inverzni zobrazeni ¢~! je ddno
rp
= = 7.20
x 5 (7.20)
Sp
= = 7.21
y 5 (7.21)

kde z,y € I, ar,s € (—m,m).

Analogicky jako v pripadé semi-eliptickych kiivek nad realnymi cisly sestrojme zob-
razeni h = g|x,, kde X; je podmnozinou ]IIQ). Za X7 muzeme zvolit pfimo semi-eliptickou
kiivku £(F,, a,b), tj.

X, =EF,,a,b) = {(z,y) € I2; (x,y) € E(Fp,a,b)} (7.22)

a po aplikaci zobrazeni h : X; — (—m, )% obdrzime mnozinu, kterou v souladu s

predchozim textem oznacime X, = h(X7). V nasem konkrétni piipadé dostavame

Xy ={(r.s) € (=m, )% (r,s) =h((z.9), (v.y) € E(F),a,b)}

Kazdy bod mnoziny X5 nyni muze byt chdpan jako dvojice parametru r, s, které do-
sazujeme do parametrickych rovnic toru. Mnozina bodu na toru X3 je ddna v nasem
konkrétnim ptipadé nasledovneé

r= (c+dcoss(r))cosr
X3 =4 (v,y,2) €R* y= (c+dcoss(r))sinr, (r,s)€ X, (7.23)
z = dsin s(r)

Torus si 1ze nadéle prestavovat jako souvislou mnozinu, avSak pii praci s diskrétnimi
mnozinami by bylo vhodné tuto plochu popsat také mnozinou diskrétnich bodu. Vy-
uzijeme pfitom prvociselnd pole IF,,. Diskrétnim torem definovanym nad prvociselnym po-
lem F, rozumime takovou mnozinu X3 podle (7.23), ktera vznikne, pokud za X; podle
(7.22) volime mnozinu F, x F,. Disktrétni torus oznacime DT .
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Pii notaci prvku —1%1, Ly F, zfejmeé plati Fﬁ C ]I; a muzeme provést stej-

nolehlost na otevieny ¢tverec (—m, m)?, ktery urcuje dvojice parametri (r,s), jenz tvoif
soufadnicovy systém na toru. Zde si vSimnéme, Ze pfi zobrazeni diskrétni mnoziny IF%
dochdzi k rozdéleni intervalu r € (—m,7) a s € (—m,7), vybrani pravé p bodu z obou
intervalti. Diskrétni torus DT, je tedy mnozinou takto vybranych bodu a muZzeme si
predstavovat p uhelnik, kde nad kazdym jeho vrcholem vytvoiime dalsi p ihelnik kolmo
na rovinu puvodniho a nato¢en smérem k pocatku systému souradnic.

Piiklad 7.3. Provedme konstrukci mnozin X, X, X3 pro semi-eliptické kiivky
5(F5, 3, 1), 5(F7, 3, 1) a (C:(Fg,l, 247 21)

Obrazek 39: X7 = £(F5,3,1) Obréazek 40: Xo = h(X;) Obrazek 41: X3

Obrazek 42: X; = £(F7,3,1) Obréazek 43: Xo = h(X))

+
+
+
T ey
ol 4 +:t:
+
. Sl
+
+
Azek 45:
Obrdzek 45 Obrézek 46: X = h(X1) Obrazek 47: Xy

X1 = E(F31,24,21)
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7.4  Vizualizace grupové operace na toru

Jiz mame prostiedky, diky nimz jsme schopni vizualizovat primky, stejné také semi-
eliptické kiivky a grupovou operaci na téchto krivkach na toru. Nezbyva, nez uvést
vysledky v podobé vystupu z programu TrE1C. Pfipomenme, Ze grupova operace je defi-
novana jen na semi-eliptickych ktivkach, které jsou eliptickymi a je pridan bod oc.

Uvazujme opét eliptickou kiivku (R, —3,4) a proved me soucet boda R = P& Q, kde
P =(-1.2,2.423) a Q = (3,—4.690). Y-slozky bodu P a @ jsou zaokrouhleny. Situace je
znazornéna na obrazku 48. Na vedlejsim obrazku je dédle zobrazena situace na toru, kde
transformované body P, @) a R jsou oznaceny postupné P, Q a R.

Obrazek 48: R=P & Q Obréazek 49: R=P & Q

Na téze eliptické kfivce provedeme zdvojeni bodu P = (—1.2,2.423).

Obréazek 50: R=P@ P Obrazek 51: R=P® P

Uvazujme déle eliptickou kiivku £(R, —3,1). Jeji transformace jsou uvedeny na obraz-
cich 33, 34, 35. Znazornime soucet dvou ruznych bodu kiivky, avsak ve vétsim detailu bez
zobrazeni kompletniho povrchu toru.
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Obrazek 52: Soucet bodu Obrazek 53: Zdvojeni bodu

7.5 Geodetické krivky

Véta 7.1. Necht v = v(t) = (r(t),s(t)) je kiivka na plose f(r,s) zadand parametricky
(Kiivkou zde rozumime zobrazeni{ v : R 3 ¢ + (r,s) € M C R? a plochou zobrazenf
f:R2D M > (r,s) — (z,y, 2) € R?). Potom délka L(v) kiivky mezi body o parametrech
tl, t2 je dana

L(v) = /tt2 VET?2(t) + 2Fr (t)s'(t) + Gs2(t) dt,

kde F, F, G jsou koeficienty prvni zakladni formy definované

E = fi-f
F o= fi-f
G = fif,

Vice o zakladnich formach a dalsi vlastnosti kiivek na plochach viz [10].
Piiklad 7.4. Pro torus definovany v predchozi kapitole jako plocha zadana parametricky
f(r,s) = ((c+ dcoss) cosr, (¢ + dcos s) sinr,dsin s)
spoctéme parcialni derivace
fi= (—(c+dcoss)sinr, (c+ dcoss)cosr,0)
fi= (—dsin scosr, —dsin ssinr, d cos s)
a nasledné koeficienty prvni zékladni formy E = (¢ + d cos 5)2, F=0,G=d.

Definice 7.1. Uvazujme plochu f(r,s), libovolné dva body P = f(ry,s1), Q = f(rq, s2)
a mnozinu K vsech ktivek v tifdy C' na ploge f(r, s) s krajnimi body P a Q. Geodetickou
krivkou na plose f(r, s) pak nazyvame takovou kiivku v € K, jejiz délka L(~y) je minimé&lni.

Definici geodetické kiivky na plose f(r,s) uvadime v souvislosti s myslenkou, zda
piimky v redlné roviné prenesené na torus podle (7.15) jsou geodetické kiivky. Tato otdzka

zZustava oteviena.

44



8 Zaveér

V bakalarské préaci jsme prostudovali eliptické kiivky nad polem realnych cisel a dusledné
provedli analyzu i nad poli prvocislenymi. Pro vizualizaci i presnéjsi vyjadieni jsme v ka-
pitole 4 zavedli pojem obecnéjsi semi-eliptické kiivky a pomoci experimentalnich vysledku
se podarilo zformulovat véty (4.1),(4.2) a jejich dukazy. Pomoci Mestreho teorému (4.3)
jsme prokazali platnost hypotézy (4.1) pro eliptické kiivky, nikoliv v8ak obecné pro semi-
eliptické kiivky. Hypotéza tak zustava oteviena.

Kapitolu 5 jsme vénovali odvozeni hladké variety a analyze zobrazeni mezi topolo-
gickymi prostory. Prozkoumali jsme vlastnosti toru 7 z hlediska topologie, geometrie
a uvedli jsme dalsi alternativni definice toru jako faktorového prostoru R?/T" v kapi-
tole 6 a jako plochy popsané pomoci parametrickych rovnic v kapitole 7. Ziskali jsme
tak prostredky k odvozeni vhodnych zobrazeni mezi realnou rovinou a torem pro pripad
preneseni semi-eliptickych kiivek nad R i nad IF,,.

Odvozena zobrazeni jsme tspésné implementovali v programech TrE1C a E1COFF, je-
jichz dokumentace je k nahlédnuti v priloze C.
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9 Priloha A

Teorém 9.1. (Hasse) Necht & je eliptickd kiivka definovand nad F,. Potom

p+1-2yp<#E(F,) < p+1+2p.

Interval (p +1 —2\/p,p + 1 + 2,/p) se nazyva Hasseho interval.

Dikaz Teorému 9.1. Uvazujme &, eliptickou kiivku definovanou nad F, danou ve
tvaru® £ : Y? = X? + aX + b pro néjakd a,b € F,. V nésledujicim textu budeme pro
zjednoduseni psat jiz jen £ misto £,,. Jestlize p = 2 nebo p = 3, potom je Hasseho teorém
splnén ihned, protoze mnozina € (F,, a, b) ma nejméné 1 prvek (neutralni prvek co) a nemd
vice nez 2p prvku. Tedy ¢islo #€(IF,) pro p = 2 nebo p = 3 jisté patii do Hasseho intervalu
(p+1—=2p,p+1+42p)

Abychom ziskali odhad o po¢tu prvku mnoziny E(F,,a,b) v piipadé, kdy p > 3,
musime se zaméiit na eliptickou kiivku £ /F,(z), kde F,(z) je pole racionalnich funkef
s koeficienty v [F,. V nasem piipadé x reprezentuje transcendentni proménnou, zatimco X
je proménnda v poli F,(x). Rovnice definujici eliptickou kiivku £ /F,(x) nad polem F,(z)
je nasledujici

X +aX +b

Y? = ) 9.24
3 +ar+0b ( )

Prozkoumdéme nyn{ mnozinu bodi eliptické kiivky & (F,(x)). Tedy mnozinu dvojic
(X,Y) € F(x), které jsou fesenim (9.24).

Mnozina & (F,(x)) s neutralnim prvkem oo tvoif grupu. Jisté plati, ze bod
(X,Y) = (x,1) patif do & (F,(x)),

12_x3+a:p—|—b
3 tar+b

Stejné také bod (X,Y) = (a7, (23 + ax + b)"7) € E'(F,(x)),

Y3(2® +ax +b) = (2° + ax + )P (2® + ax + b) = (2° + ax + b)’ = (X* +aX +b).
Mizeme nyni pro kazdé n € Z definovat prvek grupy & (F,(z)) nasledovné

Ly = (2P, (2° + az + b)%) @ n(x,1).

Kazdy prvek Z, kromé neutrélniho Z, = oo je tedy tvaru Z, = (X,,,Y,), kde
X, Y, € Fy(z). Necht X,, = %, pro P,, @, € F,[z] nesoudélné.

8V ditkazu zachovame puvodn{ znacen{ z literatury [8].
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Pro kazdy prvek Z,, definujme hodnotu d,, takto

Lo o
" deg(P,) , Zn

Uvedeme nyni dvé lemma, s jejichz pomoci dokdzeme Hasseho teorém. Prvni udava vztah
hodnot d_; a #&(F,). Druhé lemma umozinuje spocist obecné d,,, coz nam poskytne hranice
pro #&(F,).

Lemma 1. d_—dy—1=#&(F, —p— 1

o0
X, Yo);

—~

Lemma 2. Necht t =d_; — p — 1. Potom

d, =n?—tn+dy,Vn € Z.

Jisté dg = p, potom
d, =n> — (#E(F,) —p — 1)n +p.

K dikazu Hasseho teorému nyni staci ukézat, Zze n? —tn +p > 0,Yn € R. Tj. pro
diskriminant této kvadratické rovnice musi platit 2 — 4p < 0, ekvivalentnim vyjadienim
je (#E(F,) — p —1)* < 4p, a proto

p+ 1 #E(F,)| < 2.

Abychom dokézali t? — 4p < 0, uvazujme, Ze funkce d(n) = n? —tn + p < 0 pro néjaké
n € R. Plati viak d(n) > 0, Vn € Z, protoze d(n) = d,, > 0. Tedy pro dva redlné kotreny
funkce d(n), feknéme «, #, musi platit nerovnost 0 < |a — 3| < 1. Obecné u normované
kvadratické rovnice se ale kvadrat rozdilu dvou realnych rofenti rovna kvadratu diskrimi-
nantu. V nasem pifpadé tedy plati (o — 3)% = t? — 4dp, coz je celé ¢islo. Dostdvame spor,
protoze 0 < (a — )* < 1.

Vztah 2 —4p < 0 plati a Hasseho teorém je timto dokdzan za pfedpokladu pravdivosti
lemmat 1 a 2. Podrobny postup dukazu je uveden v [§].
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10 Priloha B

Uvadime tabulku kvadratickych rezidui pro 3 < p < 61. Pro vyhledani kvadratickych
reziduf pro vétsi prvocisla je uzitetnd stranka [16].

’ p H pocet kv. rezidui ‘ kv. rezidua kv. nerezidua
3 1 1 2
5 2 14 2.3
7 3 124 35,6
11 5 13,459 2,6,7.8,10
13 6 1,3,4,9,10,12 2.5.6,7.3.11
17 8 12.489.13,15,16 3.5.6,7,10.11,12,14
19 9 145679111617 2.3,8,10.12,13,14,15,18
1234689, 5,7.10,11,14,15,17,
23 1 12,13,16,18 19,20,21,22
14.5.6,7.9.13, 2.3.8,10,11,12,14,
29 14 16,20,22,23,24.,25, 28 15,17,18,19,21,26,27
12.4.5.7.80.10,14, 3.6,11,12,13,15,17,21,
31 15 16,18,19,20,25,28 92.93,24,26,27,29,30
13.4.7.9.10,11, 2.5,6.8,13,14.15,
37 18 12,16,21,25,26,27,28. 17,18,19,20,22.23 24,
30,33,34,36 29,31,32,35
1,2,4,5.8,9.10,16 3.6,7,11,12,13,14,15
41 20 18,20,21,23,25,31,32,33, 17,19,22,24,26,27,28,29),
36,37,39,40 30,34,35,38
14,6.9,10,11,13,14, 2.3.5,7.8,12,18,19,
43 21 15,16,17,21,23,24,25 31, 20,22,26,27,28,29.30,32,
35,36,38,40,41 33,34,37,39,42
12,346,789, 5.10,11,13,15,19,20,22,
A7 23 12,14,16,17,18,21,24,25, 23,26,29,30,31,33,35,38,
27.28.32,34,36,37,42 30,40,41,43,44,45.46
14,6.7.9,10,11,13,15, 2.3,5.8,12,14,18 19,20,
53 2% 16,17,24,25.28.29.36,37,38 | 21,22,23,26.27.30,31,32,33,
40,42,43,44,46 47 49,52 34,35,39,41,45,48,50,51
13.4.5.7.9.12.15.16.17, 2.6.8,10,11,13,14,18.23,24,
59 29 19,20,21,22,25,26,27,28,29,35, | 30,31,32,33,34,37,38,39,40,42,
36,41,45,46,48 49.51,53,57 |  43,44,47,50,52,54,55,56,58
13,4.5,9.12,13,14,15,16, 2.6,7,8,10,11,17,18,21,23,
61 30 19,20,22,25,27,34,36,39,41,42, | 24,26,28,29.30,31,32,33,35,37,
45,46,47,48,49,52,56,57,58,60 | 38,40,43,44,50,51,53,54,55,59
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11 Priloha C - Dokumentace k programum

Ke studiu semi-eliptickych ktivek, jejich transformaci a vlastnosti postupné vznikaly pro-
gramy TrE1C a E1COFF. Oba programy jsou napsany v prostiedi C#.

11.1  Program TrE1C

Program TrE1C (Transfer elliptic curves) je zaméfen na zpracovani a ndslednou vizualizaci
toru, primek a semi-eliptickych kiivek nad polem realnych ¢isel R.

11.1.1 Formulai ControlPanel

Vstupnim bodem programu TrE1C je pravé formulai ControlPanel, ktery zajistuje kon-
trolu a zpracovani vstupnich dat.

Vstupni data se skladaji

e 7 parametru a,b semi-eliptické kiivky E(R,a,b), na kterd nejsou kladena zadnd
omezeni.

e 7 X-souradnic bodu P, @ na semi-eliptické kiivce, viz pozndamka (11.1).

e 7z parametru toru ¢, d, pro které musi platit relace ¢ > d.
Funkce tlacitek

e (Draw Curve): Po stisknuti se zpracuji informace o parametrech a,b a zobrazi se
novy formulai EICEngine, kde se vykresli semi-eliptickd kiivka E(R, a,b). Déle se
ulozi parametry ¢, d pro dalsi vyuziti.

e (Draw Points): Tlacitko se stane aktivni az po stiknuti (Draw Curve) a zdroven musi
byt splnéna podminka nenulovosti diskriminantu A semi-eliptické kiivky (R, a, b).
Po stisku (Draw Points) se zpracuji X-souradnice bodu P, a pokud se nejedna
o specialni situace (viz pozndamka (11.1)), spocte se pomoci vztahu (4.6) nebo (4.7)
vysledny bod R = P & . Probéhne zakresleni bodu P, (), R do formulafe EICEn-
gine a geometricka konstrukce bodu R.

Poznamka 11.1. (Body P, Q) Y-soufadnice se dopocitavaji bud jako kladné, ¢i zdporné
podle volby prislusného zaskrtavaciho pole. Z takto zadavanych X-souradnic bodu P, ()
plynou jista omezeni. X-souradnice bodu P, je mozné zadat jen z definicniho oboru
funkce f(z) = £vx3 + ax + b, jinak se zobrazi chybova hlaska.

Pokud zvolime stejné X-souradnice u bodu P i () a zaroven zatrhneme ruzné prislusna
zaskrtavaci pole, ziskavame tak vysledny bod oo a vykresli se rovnobézka s osou y.
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11.1.2 Formular EICEngine a TorusEngine

Jakmile dojde k aktivaci formulaire EICEngine, dvojité poklepani na tento formular vy-
vold spusténi dalstho fomuldfe TorusEngine, ktery vyuziva predchozi data k vykresleni®
draténého modelu toru a zobrazeni transformované semi-eliptické kiivky. V piipadé, ze je
jiz vykreslena grupova operace bodu P, () na semi-eliptické ktivce, zobrazi se transformo-
vand pifmka i body P, (), R na toru.

B controlPanel =l |

i

Semi-eliptic curve E(R) : ¥"2 = x"3 +a™x+b [

[ . Draw Curve t
N o , w

Discriminant: -5184 ClearScresn | / ‘

The famertes 0 ===

Pox: 2 e . ez (Green) [ /
Q x: 3 O+ . 4eo0416 (Coral) /‘R /

R x. [10636% o [141838 (Blue) ) L { L - )
Torusproperies \ N\ ‘

et [ d:fr

©J Bajko 2011

Obréazek 54: ControlPanel Obrazek 55: EICEngine Obrazek 56: TorusEngine

Prikladame ukazku zdrojového kédu programu TrE1LC.

private void DrawIgElipticCurveOnTorusExplicicForm(Coior coloz) ]

courtace (Cotor cotoml ]

r color)[.. ]
or cotor( ]

private void DrawParame

private void Drawhxis(C

nile (x < x2)
private void DrawRectangle(Color

v =i
while (v < v2) private void DrawBointOnTorus (Poi

privase void DrawkLineonTorus (¢ : otor cotonfis]

* Math.Cos(a))),
* 1ath.Cos(3))),

if (81 B2 < 0) | (B2 * B3 < 0))

+Red.Toazgb ()7

protected override void OnMouselo
protected override void OnMouselp
protected override void OnKeyDown

Obréazek 57: Vykresleni semi-eliptické Obrazek 58: Vybér nékolika metod, rozvi-
kfivky nutd metoda transformace bodu na torus

11.2  Program E1COFF

Program E1COFF (Elliptic curves over finite fields) se zabyvé opét zpracovanim a vizua-
lizaci semi-eliptickych kiivek, avSak nad prvociselnymi poli F,. Dalsi funkei programu je
zobrazeni prenosu kiivek na diskrétni torus D7, a analyza mnoziny vSech semi-eliptickych
kiivek M(F,).

11.2.1 Formula# FiniteForm

Vstupnim bodem programu E1COFF je pravé formular FiniteForm, ktery se stard o zpra-
covani a kontrolu dat zadanych uzivatelem.

9Inspirace vytvoieni vykreslovaci smy¢cky z [15].
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Vstupni data se skladaji

z prvocisla p.

z parametru a, b semi-eliptické kiivky €(F,, a,b); a,b € {0,1,...,p —1}.
ze souradnic bodu P = (z1,y1) a @ = (22, y2), kde P,Q € E(Fp,a,b).

z parametru diskrétniho toru ¢, d, pro které musi platit relace ¢ > d.

z parametru IndexEn urcujici velikost vykreslované plochy. Pro vykresleni vsech
bodu dané semi-eliptické kiivky definované nad I, je tieba nastavit IndexEn mi-
nimalné na hodnotu p + 1.

Funkce tlacitek

(Draw Curve): Po stisku tlac¢itka si program ulozi zaddvand vstupni data a vykresli
semi-eliptickou kiivku £(F,,a,b). Dale vypise vSechny body mnoziny &(F,,a,b),
spocte diskriminant A a card(€(F,,a,b)). Provede se také aktivace dalsich funkef
programu.

(Addition): Program provede soucet bodu R = P & @ na semi-eliptické kiivce
E(F,,a,b) a grafické znazornéni za pfedpokladu A # 0.

(Clear): Provede vy¢isténi vykreslovaci plochy a vymazani vnitinich proménnych.

(Record): Stiskem se aktivuje formulair RecordForm, jez si do privétnich pro-
ménnych nageneruje véechny prvky mnoziny M(IF,) z aktudlné zadaného prvocisel-
ného pole F,,. Uzivatel muze tato data nadale zpracovavat.

(VizForm): Stiskem se aktivuje formuldf pro manudlni zaddvéni bodu, které se
posléze vykresli na diskrétni torus.

Po stisku tlacitka (Draw Curve) i (Addition) se stane aktivni uddlost dvojité kliknuti na

vykreslovaci plochu, ktera zobrazi novy formulaf ViewForm, na némz se vykresli model
diskrétniho toru DT, a transformovand mnozina £(F,, a,b). V piipadé, ze ve formulari
FiniteForm byl proveden soucet bodu P a @), vykresli se také transformace téchto bodu.

11.2.2 Formulai RecordForm

Formulai RecordForm zpracovava data odevzdana formuldafem FiniteForm a zaméiuje
se na analyzu konkrétni mnoziny vSech semi-eliptickych kiivek M (F),).

Funkce tlacitek

(Color Curve): Funguje stejné jako tlacitko (Draw Curve) s rozdilem, ze uzivatel
ma moznost ménit barvu kiivky a jiz vykreslené semi-eliptické kiivky po stisknuti
zustavaji stale vykreslovany. Muzeme tak nézorné graficky interpretovat vétu (4.1).
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e (ToData.txt): Stiskem tlacitka se do kofenového adresére vygeneruje soubor
data.txt, jehoz hlavicka obsahuje uddje o prvociselném poli I, prislusna kvadratickd
rezidua a Hasseho interval. Télo textového dokumentu je tvoreno vyctem informaci
o vSech semi-eliptickych kiivkach nad F,, pro konkrétnost udaji o koeficientech
(a,b), diskriminantu A, j-invariantu j(E(F,, a, b)), po¢tu bodu semi-eliptické kiivky
card(&E(F,, a,b)) a také vypisem vSech bodi mnoziny E(F,, a,b).

e (ToCounts.txt): Stiskem tlacitka se do kofenového adresare vygeneruje soubor
counts.txt, jehoz hlavicka se opét skladad z udaju o prvocéiselném poli F, a Hasseho
intervalu. Déle se vypiSe pocet semi-eliptickych kiivek nad I, které maji nulovy dis-
kriminant, viz véta (4.2). Télo dokumentu obsahuje idaje o poctu semi-eliptickych
kiivek v zavislosti na moznych poétech bodu téchto kiivek, viz obrazek (13) a hy-
potéza (4.1).

V podkapitole (4.4) jsme se zabyvali pravé daty porizenymi z programu E1COFF. Ta-
bulky uvedené v podkapitole (4.4) znazornuji strukturu souboru data.tzt a counts.txt pro
volbu prvociselného pole F5. AvsSak, pokracujeme-li s generovanim téchto souboru pro
v&tsl prvocisla, naristd vypocetni doba a naroky na pamét velice rychle. Experimentalné
pro pole Fy31, soubor data.txt je vypocetni doba 3 min, 40 s a velikost 18212 kB. Efektivni
vyuziti programu E1COFF tedy lezi v analyze mnozin M(F,) pro mald p.

Na nésledujicich obrazcich uvadime ukazku formulaiu a souboru data.tzt a counts.txt
pro prvociselné pole Fy;.

T famerste 261 S

k!

Obréazek 59: FiniteForm Obréazek 60: ViewForm Obrézek 61: RecordForm

Obrézek 62: data.txt Obrézek 63: counts.tzt
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