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Abstrakt

V technickych aplikacich byva casto potreba urcit vysledné zatiZeni ptisobici na
plochu vlivem tlakové sily. Cilem této prace je naznacit jednu z moznosti, jak v
tomto pripadé postupovat, je-li zadana plocha bud explicitné, nebo souradnicemi
nékterych svych bodi.

Prvni odstavec definuje obecné plochu. Ve druhém odstavci je naznacena teorie
Bézierovych ploch, kterymi zadanou plochu interpolujeme. V dalsi ¢asti jsou uvedeny
potfebné vzorce pro vypocet plosného integralu. V posledni ¢asti je popsan postup
vypoctu vysledného zatizeni, ktery je zpracovan v programu MATLAB a také tti
konkrétni priklady.

Summary

In technical computing we often need to find the resulting load on surface caused
by the compression force. The aim of this thesis is to suggest one of the possible
approaches to do so if the surface is given explicitly or by the coordinates of some
of it’s points.

In the first section, the mathematical definition of the surface with some of it’s
important properties is mentioned. There is a basic theory of Bézier surfaces, which
form the main part of this thesis in the second part. Further on, some results from
the theory of surface integrals are mentioned. The last section describes the whole
algorithm of computing the resulting load together with the MATLAB program
which is added to this thesis. Three examples are given at the end.
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1 Uvod

Jednim z hlavnich divodl vzniku matematiky byla snaha lidi popsat néjakym zpt-
sobem déje probihajici kolem nich. Z této snahy vzesla mimo jiné i védni disciplina
zabyvajici se popisem pohybu redlnych téles — mechanika téles.

V technickych aplikacich byva ¢asto zapotiebi urc¢it vysledné zatizeni od tlakové
sily pusobici na plochu. Cilem této prace je naznacit jednu z moznosti postupu
pri Teseni tohoto problému, je-li zadana plocha bud explicitné, nebo souradnicemi
nékterych svych bodi.

Je-li dana plocha parametricky, je interpolovana Bézierovou plochou. Dalsi moz-
nosti, kterou uvazujeme, je zadani plochy pomoci souradnic nékterych jejich bod.
V tomto pripadé je témito body prolozena Bézierova plocha metodou nejmensich
¢tverct.

V prvnim odstavci je definovana plocha a nékteré jeji zakladni vlastnosti. Ja-
dro této prace tvori druhy odstavec, kde je naznacena teorie Bézierovych krivek a
hlavné ploch spolu s nékterymi vysledky potifebnymi pro vypocet vysledného za-
tizeni. V dalsi ¢asti jsou uvedeny vzorce pro vypocet plosného integralu, pomoci
kterého vysledné zatizeni pocitame. V posledni ¢asti je popsan postup vypoctu pri
reSeni tohoto problému v MATLABu a reSeni tii konkrétnich prikladi.
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2 Plochy

Vzhledem k tomu, Ze cilem této prace je numericky vypocet tlakové sily na plose,
je zapotTebi nejprve zavést definici této plochy, nékteré jeji vlastnosti a zakladni
predpoklady, které musi spliovat, aby bylo mozné silu vypocitat, tzn. pocitat plosny
integral pres tuto plochu. Zejména se pak budeme zabyvat Bézierovymi plochami,
jelikoz témito budeme danou plochu nahrazovat.

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Plochou v R™ rozumime mnozinu bodt popsanou pomoci libovolného spojitého
zobrazeni I' : M — R™, kde M C R? je souvisld mnoZina s neprazdnym vnitikem.

Déle uvazujme plochu

[(&1,8) = [M1(&1,62), Ta(&1,62), - - Tin(61, &2)] (1)

kde &,& € Q C R?, Q je souvisld mnozina s neprazdnym vnittkem, které se ¥ika
referencni oblast. Tento zapis predstavuje parametrické vyjadieni plochy s paramtery

517 62'

PRIKLAD 2.1. Znamou plochou je napiiklad jednotkova sféra v R?

x=T1(&,&) = cos& sinés,
y = T'2(£1,&) = sin&sinéy,
z=T73(&1,&) = cosés,

kde§1€<0,27r),§2€(0,7r),tj.Q=(0,27r>><<0,7r>. 0

Je-li zobrazen{ T' t¥idy C* ve vSech svych slozkach (existuji derivace vech slozek
T a7 do fadu k a jsou spojité), je také plocha t¥idy C*. Déle potom fekneme, Ze
plocha je requldrni v bode A € (Q, jestlize je I' regularni v bodé A jako funkce
R? — R™, tzn. Ze matice

ol ol
W W
JAy=| z @)
or,, or,,
o6, Y Fg, W

mé hodnost 2, z ¢ehoz plyne, Ze existuje alespon jeden minor 2. tadu, ktery je
nenulovy. Matice ve vztahu (2) se nazyva Jacobiho matice zobrazeni I'. Podminka
regularity nam zaruci, ze plocha nedegeneruje na kfivku nebo na bod, a také ze
nebude mit zadné singuldrni body (body, kde hodnost J(A) < 2).
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V dalsim budeme predpokladat, ze m = 3. Protoze pro regularitu plochy staci,
aby existoval alespon jeden minor tadu 2, ktery je nenulovy, miizeme podminku
regularity v bodé A zapsat takto

J2+Jr+J2#0, (3)
kde
ory, . Ol ory, . oIy ory, . oIy
—2(4) =2(A Zl4) =21 —l4) =LA
W™ e Wae™  1ag W e
Yo ory 0T TV ory . 0T R o) RS I
6—51(/1) 6—52(A) 3—51(A) 6—52(A) 6—51(A) 6—52(A)

Plocha je regularni na oblasti €2, jestlize je regularni v kazdém bodé této oblasti.

2.2 Tecna rovina plochy

Zvolime-li nyni pevné parametr & = &, dostaneme vyraz I'(£1,82), coz je vyjad-
feni ktivky na plose. Tato ktivka se nazyva &;-kiivka. Analogicky, zvolime-li pevné
& = &1, dostaneme krivku na plose I'(&; 0,£2), kterd se nazyva &o-kiivka.

V bodé I'(&1,0.€2,0) je tecny vektor k ploSe ve sméru &;-kiivky dan vztahem

F _ [arl(§1,07§2,0) ar2(§1,07§2,0) 8F3(§1,07§2,0)]
= R ’

a podobné tecny vektor k plose ve sméru &;-kiivky

ro [an(&,o,&,o) OT'2(&1,0,£2,0) 8F3(§1,0,§2,0)]
@ R ‘

Abychom dostali tecny vektor k plose v libovolném sméru, uvazujme obecnou krivku
v:J — R? kde J C R takovou, ze y(J) C Q. Je tedy

7(7_) = [71(7—)772(7_)] ) TEJ,

parametricka krivka. Zobrazeni I' o urcuje ktivku na plose. Zvolme libovolny regu-
larni bod A = [ay, as, as] plochy I' a kiivku na plose prochazejici bodem A, tzn. ze
pro néjaké 1y € J plati

To~(r) =A,

coz je slozené zobrazeni, které je mozno zapsat také jako

D1 (11(7),%2(1)) Do (1(7),72(7)), T (31(7),72(7)) | = [as,az,a5] . (4)
T=To
Tecny vektor ke kiivce v bodé A ziskdme derivovanim (4) podle 7

(To 'Y)T:TO = [F15171 + Flgﬂ% F25171 + F2§272a Fsgﬂl + F35272]T:To - (5)

12



’

Z lregullarity/plochy v bodé A plyne, Ze vektory I‘,61 = [F'lfl, Lo, Fégl] a 1";2 =
[Tie, Dogys T'ae,] jsou linedrné nezavislé. Tecny vektor v bodé A lze tedy napsat jako
linearni kombinaci téchto dvou vektorii:

(F © 7);’:T0 = [P}/;I‘lfl + V;F;2]T:TO : (6)

Jelikoz kiivka «(7) byla vybréana libovolné, pouze prochazela bodem A, lze ¥ici, ze
tecny vektor ke kiivce je i te¢nym vektorem plochy. VSechny tecné vektory v bodé
A tvori vektorovy prostor dimenze 2. Potom

urcuji tzv. tecnou rovinu plochy v bodé A.

Vynésobime-li 1";1 (A) a I‘/&(A) vektorové, dostaneme vektor kolmy na tecnou
rovinu. Plati tedy, ze

n(4) = Ta) xTo ()

= - - 8
T, (A) < T ()] ®)

je jednotkovy normaélovy vektor plochy v bodé A. Ve vztahu (8) znaci || - ||, dvojko-
vou normu. To znamena, ze Hl"l51 (A) x I‘,&(A)Hg je délka vektoru.

Dostali jsme tak jednotkovy norméalovy vektor plochy v regularnim bodé A. Je-li
plocha I'(£;,£2) regularni ve vSech bodech oblasti €2, jsme schopni urcit normélové
vektory ve vSech téchto bodech. Dostavame tak jednotkové normalové vektorové pole
plochy T'; které mizeme chapat jako zobrazeni

n: R’®— RS

body vektory ’

které kazdému bodu plochy pritadi normalu. Je vidét, zZe normalové pole miizeme
orientovat dvéma sméry. Problém by nastal jediné tehdy, kdyby jeden smér prechazel
v druhy. Existuje-li na plose uzaviena regularni krivka -, podél které libovolné
spojité normalové pole prechazi od n k —n, nazveme plochu neorientovatelnou. Jinak
se plocha nazyva orientovatelnd.

PRIKLAD 2.2. Piikladem neorientovatelné plochy je napiiklad tzv. Mobitv list,
ktery je dan rovnicemi

r = 2cosé&; —i—fgsin%cos&,

y = 2sin&; —i—fgsin%smfl,

&

z = §yco8 %y,

kde & € (0,27), & € (—1,1). Z obr. (1) je vidét, ze norméla se skuteéné prevraci od
nk —n. O

13



Obrazek 1: Mobiuv list

3 Bézierovy plochy

Bézierovy kiivky a plochy vyvinuli nezavisle na sobé P. Bézier pro Renault a (o
trosku diive) P. de Casteljau pro Citréen. Prace druhého jmenovaného nebyla zve-
fejnéna az do roku 1975, a proto celd tato teorie krivek a ploch nese Bézierovo
jméno.

Pro ucely této prace budou vyuzivany pouze plochy, avsak vzhledem k tomu, Ze
Bézierova plocha je prirozenym zobecnénim Bézierovy ktivky a je to také v souladu
s historickym vyvojem celé teorie, zavedeme nejprve Bézierovu krivku a nasledné ji
zobecnime na plochu. Vysledky uvedené v tomto odstavci a mnohem vice o Bézie-
rovych plochach lze nalézt naptiklad v [1].

3.1 Afinni zobrazeni

K zakladnim operacim s body patii tzv. barycentrické kombinace. Nejprve tedy
zavedeme afinni zobrazeni pomoci barycentrickych kombinaci.

Mé&jme body a; € R j =1,...,n. Rekneme, Ze bod x € R? je barycentrickou
kombinaci bodl a;, j =1,...,n, jestlize

n
X = Z @;a; ,
j=1

kde .
Z a; = 1.
j=1
Zde aj, j = 1,...,n, jsou barycentrické souradnice.
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Definice 3.1. Zobrazeni ® : R® — R3 se nazyva afinni zobrazent, jestlize pro kazdé

n n
X = ajaj, Oéj—l, X,ajGR,
j=1

j=1
plati

B0 = 3 0;(ay). )

Jinymi slovy plati, Ze afinni zobrazeni zanechava barycentrické kombinace invari-
antni.

Velmi casto se pouziva afinni zobrazeni typu
d(x) = Ax+ v, (10)

kde x = [x1, 2, 73] je bod, A je matice typu 3 x 3 a v je vektor z R3. Snadno se
ukéze, ze (10) je skutecné afinni zobrazeni

@(Zajaj) = A(Zajaj) +v = ZajAaj + Zajv = Zaj(Aaj +v) =
= ZOéj(I)(aj).

Chceme-li nyni naptiklad rotovat s bodem x kolem osy z, staci polozit

cosae —sina 0
A= | sina cosa O
0 0 1

Linearni interpolace. Necht a, b jsou dva riizné body v R3. Je ziejmé, Ze mno-
zina bodt dana vztahem

x=x(t)=(1—-t)a+tb, teR, (11)

je primka prochézejici body a a b. Pro t = 0 se dostaneme do bodu a, prot =1 do
bodu b. Pro piipad 0 <t < 1 lezi bod x mezi body a, b. Rovnice (11) pfedstavuje
barycentrickou kombinaci bod a a b. Ta stejnad kombinace plati pro body 0, 7, 1
vR:7=(1—-1%)-0+41t-1, takze 7 je spojeno s 0 a 1 stejnou kombinaci jako x s a
a b. Podle definice afinniho zobrazeni je tedy linearni interpolace afinni zobrazeni z
R — R3.

Z (11) také ihned vyplyvd, ze linearni interpolace je afinné invariantni, tzn., ze
kdyz ® : R?* — R? je afinni zobrazeni, pak plati nasledujici rovnost

®(x) = B((1 - t)a+1tb) = (1 — t)®(a) + td(b).

15



To se da chapat také tak, ze je jedno, jestli nejprve transformujeme body a, b a pak
je interpolujeme, nebo interpolujeme a, b a vysledek transformujeme.

Podobné se da také mluvit o po cdstech linedrni interpolaci. Necht by, ..., b, €
R? jsou body v prostoru. JestliZe interpolujeme kazdou dvojici b;, bi11,i =1, ..., n,
dostaneme po c¢astech linearni interpolant bodt by, ..., b, tvorici polygon. Diilezi-

tou vlastnosti po ¢astech linearni interpolace je fakt, ze je afinné invariantni.

3.2 Algoritmus de Casteljau

Zde popiseme jeden z nejzakladnéjsich algoritmt teorie krivek a ploch. Praveé timto
algoritmem zacal de Casteljau v roce 1959 svoji praci, ktera byla ovsem publikovana
az v roce 1975. Teprve v té dobé se jeho jméno stalo znamym.

Méjme body by, ...,b, € Rat € (0,1). Polozme

r=1,....n,

b7 (t) = (1 — )bl "1 (£) + thl (1), i—o. n .

(12)

a bY(t) = b;. Potom bod bj(t) je bod s parametrem ¢ na Bézierové kiivce b",
tj. b = by (t).

Polygon tvoteny body b;, ¢ = 0,...,n, je tzv. Béziertiv nebo také ridici polygon.
Stejné tak samotné body b;, ¢ = 0,...,n, se nazyvaji Bézierovy nebo také ridici
body.

Obrazek 2: Algoritmus de Casteljau

Nékdy se také pise b™(t) = B[by,...,b,;t] = BP. Tento zapis definuje B jako
linearni operator, ktery kazdému iidicimu polygonu pfifazuje Bézierovu kiivku. Ri-
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kéme, ze kiivka B[by, ... ,b,;t] je Bézierovou aproximaci fidiciho polygonu. Obréazek
(2) znézornuje kubicky pripad.

Pro prehledné znazornéni algoritmu se pomocné body b} zapisuji do trojuhelni-
kového pole, tzv. de Casteljauova schématu. Zde je kubicky pripad

by
b, b}
b, bl b2

b; bl b2 b}

Z algoritmu de Casteljau primo vyplyvaji nékteré vlastnosti Bézierovych krivek:

Afinni invariance. Je velmi dilezitou vlastnosti Bézierovych krivek, jelikoz pti
kresleni objekti velmi ¢asto pozadujeme, aby bylo mozné je posouvat, otéa-
¢et, ménit meéritko atd. To tedy znamend, Ze nezalezi na tom, jestli nejprve
spoc¢teme bod b"(¢) a pak na néj aplikujeme afinni zobrazeni, nebo nejprve
aplikujeme afinni zobrazeni na tidici polygon a teprve pak vypocteme bod
b"(t). Vysledek je totozny. To muze byt velmi uzitetné, chceme-li napiiklad
spocitat velké mnozstvi bodl, ve druhém pripadé nemusime aplikovat afinni
zobrazeni na kazdy bod, ale sta¢i je aplikovat pouze na tidici polygon.

Afinni invariance je piimy dusledek algoritmu de Casteljau. Algoritmus se
sklada z opakované linearni interpolace, kterd je afinné invariantni, to zna-
mena, ze i koneény pocet téchto interpolaci je afinné invariantni.

Invariance vadéi afinni transformaci parametru. V nékterych situacich mtizeme
pozadovat, aby byla kiivka definovdna nad obecnym intervalem (a,b). Bézie-
rova kiivka je definovana nad intervalem (0,1), neni to ale nezbytné. Staci

zavést transformaci
U—a

Cb—a’
Skutecné, dosadime-li za u = a, dostaneme krajni bod 0. Jestlize dosadime
u = b, dostaneme krajni bod 1. Odpovidajici algoritmus je pak tvaru

b—u u—

T T— a rT—
bi(u) = b— abi Hu) + mbiﬂl(u) :

t

Tranformace z intervalu (0,1) na interval (a,b) je afinni zobrazeni. MiZzeme tedy
tict, ze Bézierovy krivky jsou invariantni vii¢i afinni transformaci parametru.

Interpolace koncovych bodi. Snadno se ovéfi a z obrazku (2) je vidét, ze Bé-
zierova krivka prochézi body by a b,,. Mame tedy b"(0) = by a b"(1) = b,,.

Modelovani Bézierovych krivek. Pii pohledu na Bézierovu kiivku je vidét, ze
jakymsi zptisobem kopiruje tvar fidicitho polygonu. Je to pravé tato vlastnost,
ktera déla z Bézierovych krivek tak mocny nésroj pii interaktivnim modelo-
vani. Uzivatel zadava body fidiciho polygonu a sleduje, jak jej kiivka kopiruje.
Je-li treba zménit tvar kiivky, stac¢i posouvat body tidicitho polygonu, dokud
nema krivka pozadovany tvar.
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3.3 Bernsteintiv tvar Bézierovy krivky

Bézierovy krivky mohou byt definovany rekurzivné, jak jsme vidéli v predchazejicim
odstavci. Takhle je také poprvé de Casteljau objevil. Casto je ale mnohem vyhodnéjsi
mit jejich explicitni vyjadreni. Ukazeme, ze se daji velmi elegantné vyjadrit pomoci
takzvanych Bernsteinovych polynomii.

Bernsteinovy polynomy

Bernsteinovy polynomy tadu n jsou definovany jako
n

1

s = (1) o

kde
n!

— ro0<i:1<n
<n>: il(n —1)! P -
7

0 jinak
Nezli ukazeme, ze Bézierova krivka se da definovat také pomoci Bernsteinovych
polynomt, podivame se na nékteré jejich vlastnosti. Jedna z nich je ta, ze splnuji
naslednujici rekurzi

By (t) = (1—t)B(t) + B (1), (13)
kde
Byt) =1 (14)
B} (t) =0 pro j ¢ {0,...,n}. (15)
Diikaz.

(1= 0B 1) + 1B () = (1-1) (” - 1)#’(1 g

18



Dalsi dilezitou vlastnosti je tato
S Bi(t)=1. (16)
j=0

Diikaz. S pomoci binomické véty dostavame

L=[t+(1-1)] fj( ) t)”—jngy(t)

O

Nyni se konecné dostavame k tomu, proc¢ jsou Bernsteinovy polynomy tak du-
lezité pro konstrukci Bézierovy kiivky. Pomocné body algoritmu de Casteljau b}
mohou byt vyjadreny pomoci Bernsteinovych polynomi jako

= z?“: bz‘+jB;(t) ) :ee gg: .‘ .‘ .‘ ,’7711}—’ r}. o

J=0

Z rovnice (17) je piimo vidét, jak pomocné body algoritmu zavisi na danych fidicich
bodech. Pfi pohledu na obrazek (2) vidime, Ze napiiklad bod b? lezi na Bézierovée
kiivce ur¢ené tidicimi body by, by, bs.

Dokéazeme tedy (17) indukei. Pro r = 0 vztah zfejmé plati. Predpokladejme, Ze
plati pro r :=r — 1. Plati také rekurze (12). Z indukéniho predpokladu vyplyva, ze

i+r—1
b'rl ZbH-jBrl Z bBrl
7=0
a stejné tak
r—1 i+r
bl (t) =Y b B ()= > b;BITL (¢
J=0 Jj=i+1
Po dosazeni do (12) tak dostavame
i+r—1 i+r
bi(t) = (1-1) ZIDB"1 )+t Y b;BiZl (1)
Jj=t+1

Pouzitim vztahu (15) mizeme posledni rovnici nasledovné preindexovat

i+ i+

bl (t 1—thBT1 +thB;}1 =
i+r L )
= Yo by[(1 = )Bj=H () + 1B, (1)
J=t
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Nyni uz staci jen pouzit rekurzi (13)

i+r

bi(t) = _ by B (1)

a preindexovat
bi(t) = 3" byuiBj (1)
5=0

Tim je diikaz hotov.

Nejvétsi dilezitost ze vztahu (17) mé pripad r» = n. V tomto ptipadé odpovidajici
pomocné body algoritmu de Casteljau lezi pfimo na Bézierové kiivce a jsou dany
vztahem

b"(t) =bg(t) = > b; B} (1), (18)
5=0
coz je vyjadreni Bézierovy krivky pomoci Bernsteinovych polynomu.

Z algoritmu de Casteljau jsme byli schopni vyvodit nékteré vlastnosti Béziero-
vych kiivek. Tyto vlastnosti prirozené vyplyvaji také z explicitniho vyjadieni pomoci
Bernsteinovych polynomu.

Afinni invariance. Vime, 7Ze barycentrické kombinace jsou afinné invariantni. Pro-
toze plati (16), je vyjadreni kiivky pomoci Bernsteinovych polynomi barycen-
trickou kombinaci, z ¢ehoz vyplyva, Ze je afinné invariantni.

Invariance vuaci afinni transformaci parametru. Tuto vlastnost mizZeme za-
psat algebraicky jako

S bBI(t) =3 b B (“ - a) .
i=0 i=0 b—a

Interpolace koncovych bodua. Tato vlastnost je primym disledkem vztaht
Bi'(0) =di0,  Bi'(1) =din,

kde 9, ; je Kroneckerovo delta.

3.4 Zobecnéni na Bézierovu plochu

Zékladem tohoto zobecnéni kiivky na plochu je jakasi intuitivni predstava plochy v
prostoru: plocha je vytvorena krivkou, kterd se pohybuje v prostoru a meni pri tom
svug tvar.

Pokusme se tuto predstavu formalizovat. Nejdrive predpoklddejme, ze pohybujici
se kiivka je Bézierova kiivka stupné n. V libovolném case je tato kiivka urcena

20



Obrazek 3: Plocha vznikajici posouvanim Bézierovy krivky v prostoru

svymi fidicimi body. Kazdy z téchto ridicich bodt se v prostoru pohybuje také po
krivce. Dale predpokladejme, ze ktivky, po kterych se fidici body pohybuji, jsou také
Bézierovy kiivky a navic vSechny stejného stupné m. Predstavu déva obrazek (3).

Necht je tedy pocatecni kiivka Bézierova ktivka stupné n:
bn(fl) = ébian(fl) :
Kazdy z tidicich bodl b; se pohybuje po Bézieroveé kiivce radu m
b; = b;(&) = i:)bi,jBT(&)-
=

Kdyz spojime dohromady posledni dvé rovnice, dostaneme bod lezici na Bézierové

plose jako

b (E,6) =D D b Bl (&) B} (&) (19)

i=0 j=0
kde body b;;, i = 0,...,n, j = 0,...,m, tvoii tzv. ridici sit Bézierovy plochy,
pomoci které se plocha modeluje, viz obr. (4).

Vztah (19) je parametrickym vyjadienim Bézierovy plochy pomoci Bernsteino-
vych polynomil s parametry &;,£5. Tuto plochu jsme obdrzeli pohybem isopara-
metrické kiivky b™"™(£;,0) v prostoru. Plati, Ze libovolna isoparametricka kiivka
b™™(£1,6, = konst) je Bézierova kiivka stupné n v &, jeji fidici body ale nelezi
na kontrolni siti plochy. Podobné muzeme ftici, ze kazda isoparametricka kiivka
b"™ (&) = konst,&s) je Bézierova kiivka stupné m v &,.

Rovnice (19) se dé velmi elegantné zapsat také v maticové formé jako

b070 e bO,m Bg)n(gg)
b (&%) = (By(&) - B ) | 5o A I C0)
b,o ... bym B (&)
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coz se da snadno ovérit provedenim maticového nasobeni.

Jako pocatecni kivka pro konstrukci Bézierovy plochy mohla byt pouzita libo-
volné z okrajovych ktivek této plochy. Z konstrukce je vidét, ze tyto okrajové kiivky
jsou urceny vzdy okrajovymi body Tidiciho polygonu.

Obrazek 4: Priiklad Bézierovy plochy s fidici siti

Bézierova plocha méa velmi podobné vlastnosti jako Bézierova krivka. Vétsina z
téchto vlastnosti primo vyplyva z vlastnosti kiivek.

Afinni invariance. Vztah (19) je barycentrickou kombinaci, protoze plati
n m
Y>> B'B'=1.
i=0 j=0
7 toho vyplyva, ze Bézierova plocha je afinné invariantni.

Okrajové krivky Okrajové krivky plochy b™™ jsou Bézierovy krivky. Jejich fidici
body jsou urceny okrajovymi polygony ridici sité. Z toho vyplyva, a z obrazku
(4) je vidét, ze ¢tyti rohové body Fidici sité jsou také body Bézierovy plochy.

Jesté poznamenejme, ze i Bézierovu plochu 1ze zavést ekvivalentné pomoci algoritmu
de Casteljau. Ten spoc¢iva podobné jako u kiivky v opakované bilinearni interpolaci.
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3.5 Derivace Bézierovy plochy

Nejprve se podivejme, jak vypada derivace Bernsteinovych polynomi

d _, d ;
LB = &( )t(l—t)

! . o (m—d)n! i1
:mt (1—1t) mt(l—t) =
n[Bf 11 (t) - B;"L-l(t)} .
Dostavame tak q
ZBI(0) = n[BrEl() — Bt (21)

Ted uz mame vse pripraveno pro derivaci Bézierovy plochy. Derivujme nejprve
podle &

3 20 &
65 51752 651 Zzbngn 51 52) - Z [6— sz ‘| (52)

1=0 5=0 7=0 =0

Po dosazeni (21) dostavame

a m n
o, —b"™™M(£1,6) = Z [nz {an (&) B?_l(fl)}bi,jl B (&) -

7=0 1=0
S pouzitim (15) mizeme posledni rovnici takto prepsat

o n n—1
G 66 = 3 [ S by 0 B b B
=1 i=0

U prvni sumy v hranaté zavorce ted tranformujeme jeji index

a n—1 n—1
@bnm §1.62) = Z [n Z B &)biy1; —n Z B?_l(fl)bi,j] B"(&,) .
i=0 i=0

Ted nam nic nebrani spojit obé sumy dohromady

%bnm (€1,62) = 2_: [ Z { i+1,j ”}Bzﬂ—l(&)} Bj"(&) -

Dostavame tak vztah pro derivaci Bézierovy plochy podle &;
a nm U [ n—1 m
Fe b k) = Z > |birry — biy| BYTH(&)| Bl (&) - (22)
j— :0
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Zcela analogicky je mozné odvodit derivaci plochy podle &,

a n m—
ge, PG =m Y z[w bi,| BI ' (&)| Br (). (23)

=0 | j=0
Tyto formule mohou byt zjednoduseny zavedenim takzvanych operdtori dopredné
diference A, definovanych vztahem
A'b;; = bit1; —bij,
A™b;; = biji1 — by
Zde horni indexy u A pouze tikaji, jestli se jedna o doprednou diferenci v 2 nebo v j.
Pomoci operétori dopfedné diference muzeme prepsat vztahy (22) a (23) nasledovné

m [n—1
ibnm (&1.6) =n>_ [Z Al’obi,jB?_l(&)} B (&) - (24)
&1 j=0 Li=0
A analogicky
n m—1
aa "(&&)=mY | Ao’lbi,jB;n_l(&) Bi'(&) (25)
3 i=0 | j=0

Derivace Bézierovy plochy je tedy jina Bézierova plocha, kterou dostaneme pomoci
originalni tidici sité.

Vzorce pro derivace Bézierovych ploch jsou pri vypoctech velmi vyhodné, nebot
zname-li jeji idici body, jsme schopni velmi pohodlné urcit presné hodnoty derivace
v libovolnych bodech plochy.

Derivace vyssich radu
Pro vypocet derivaci vyssich fadu nejprve zobecnéme operator dopredné diference.
Operdtor vicendsobné dopredné diference definujme takto
7,0 _ r—1,0 r—1,0
A bi,j =A bi—i—l] A b ij
0,r _ 0,r—1 0,r—1
A%, ;= AV by — AN by
Uvedme par prikladi
00n . _
A™bi; = by,
10y, _
AYbij = bip; —bij,
20y, _
A™b;; = bita; — 2biy1 + by,
30y
A™'bij = bitg; — 3bita; +3bipy; —bij.

Vicenasobnou doprednou diferenci miizeme potom zapsat takto

r r B
Ar’ob@j = Z (k‘) (—1)T kbz‘_,_kd' .

k=0
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Opakovanym derivovanim lze ukazat, ze plati

S = i S R A e e oo
a
Tbrag) = Mo Y A @) BiE). (@D)
23 ’ (m—s)li= j=0 o '
Lze také dokazat nejobecnéjsi pripad, tzv. smiSenou parcialni derivaci
b (6 = S S AT B )BT 6 (28)

91063

(n —r)l(m —s)! = 7=

4 Plosny integral

K urceni vysledné sily a momentu od tlakového zatiZzeni na plose budeme muset pres
tuto plochu integrovat. V tomto odstavci proto uvedeme nékolik zndmych vztaht
z teorie plosného integralu, které budou pouzity pro vypocet hledané vysledné sily
a momentu — viz napiiklad [4]. Déale uvedeme i nékteré dalsi moznosti aplikace
plosného integralu.

Necht je T'(¢1, &) parametrickd plocha s parametry &1, & v R? — viz vztah (1).
Nejdrive je potieba zavést element plochy. Obsah rovinné oblasti M se vypocte jako

P(M) = //dxdy.

Obsah oblasti I'(M) na plose definujeme vztahem

P(D(M)) = // VEG — F2d&,dé,

plosny element dS

kde ) ) )
Y / /
b= F1§1 + F2£1 + F3£1 )
= F/1€1F/1§2 + F,2§1F,2§2 + Fgélrg& ’ (29)
2 2 2
G = Fllﬁz + F/2£2 + Fé& :
Plati

VEG—F? =T, x T,

Tato rovnice se snadno ovéri pouhym rozepsanim a porovnanim obou stran. Pro
plosny element dS tak dostavame

dS = VEG — F? = Ty, x T, |, (30)

Po definici elementu plochy mame vse pripraveno pro zavedeni plosného inte-
gralu.
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Definice 4.1. Necht je I'(§;, &) = [F1(§1>§2)a [o(&1,62), T'3(&a, 52)}7 1,6 € QCR?,
reguldrni plocha a f : R? — R spojita funkce. Potom pfedpisem

// flar, s, 5)dS = // F(F1(60,6). T, €, Ts(61, &) VEG — F2dgydsy (31)

rozumime neorientovany plosny integrdal.

Aplikace plosného integralu. Plosny integral ma siroké vyuziti, jednim z nich
je nakonec i vypocet vysledné sily od tlakového zatizeni na plose. Zde jsou nékteré
dalsi aplikace hojné pouzivané ve fyzice.

e Obsah plochy vypocteme jako

:{ ds .

o Hmotnost plochy. Je-li o(x,y,z) hustota, miuzeme spocitat hmotnost plochy

podle
m = //UdS.
r

o Statické momenty plochy se velmi ¢asto pouzivaji napriklad v mechanice téles.
Vypocteme je ze vztahu
Spy = / / 20 dS,
r

sz:/ yo-dS7
r

Sy = //xadS.
r

o Teziste plochy pak dostaneme pomoci statickych momenti jako
Syz sz Sxy]
m’' m’ m]’

|

o Momenty setrvacnosti plochy opét nachazeji velké vyuziti v mechanice téles.
Jednotlivé momenty k souradnym osam z,y, z dostaneme z rovnic

T, = //(y2+z2)ad5',
Jy = //(m2+z2)0d5,

J, /(m2 +y*)odS.

I
He—
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5 Postup vypoctu

Zde se konecné dostavame k meritu véci. Nejprve se podrobné podivame na zadani
celé ulohy.

Mame danu plochu v prostoru

1. parametricky

2. namérenymi souradnicemi nékterych bodt

a explicitné zadany tlak p(z1, xe, x3), ktery na plose pusobi. Cilem je nahradit tuto
plochu Bézierovou plochou a urcit vyslednou silu a vysledny moment od ptisobiciho
tlakového zatiZzeni numerickou integraci pres plochu. K tomuto tcelu byl s vyhodou
pouzit MATLAB, ve kterém je cely postup naprogramovan.

5.1 Aproximace plochy

Mame tedy danu parametrickou plochu I'(&;, &) = [I'1(&1,62), T2(&1,&2), I3 (&1, &)
s parametry & € (aj,b;) a & € (ag,bs). K tomu, abychom ji mohli interpolovat
Bézierovou plochou, potrebujeme nejprve transformovat jeji souradnice &;,&; € Q) =
(ay,b1) X (ag,by) tak, aby leZely v jednotkovém &tverci Q = (0,1) x (0,1). Toho
dosdhneme pomoci transformace

Abychom prili§ nekomplikovali znaceni, budeme dale znacit 2 = Q = (0,1) x (0, 1),
& = &, & = &. Dostavame tak plochu T(&, &), &,& € (0,1) x (0,1). Nyni
potfebujeme urcit body referencéni oblasti €2, ve kterych ji budeme interpolovat.
Zvolme déleni

0= <é<...<&=1, 0=8<&<...<=1

referencni oblasti 0. Oznacme Py = [¢1, )] a pyy = [[1(€,83), Ta(&}, &), Ta (&L, &),
i=0,...,n,7=0,...,m, viz obr. (5).

Interpolaci Bézierovou plochou zvolime tak, aby bod Bézierovy plochy b™™ (&i, £))
byl totozny s bodem p;;, tj. aby

b”’m(é’i’é‘%):pij’ 1=0,...m,7=0,...m.

Rozepiseme-li posledni rovnici, dostaneme soustavu linearnich rovnic

> Bf(gf)B;l(gg)bij =piy; k=0,...n,1=0,...;m, (33)

i=0 j=0
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Obrazek 5: Pii interpolaci pozadujeme b"’m(fi,fg) = pij

kde neznamé jsou fidici body b;;. Tato soustava se d& zapsat maticové ve tvaru

Bb=p. (34)

Uvédomme si, Ze body by; = (b}, 02, b%)"
1=0,...,n,7=0,...,m, do matice b takto

maji tii slozky. Usporfddame body b;;,

b=(bw .o bu bor o bu oo bom o b))
tedy
P SN+ S LN | SRR L
b= |82, ... 8 B ... B, ... R R
By B, W B Wb

To znamend, ze matice b ma 3 sloupce a (n + 1)(m + 1) fadka. Matici p sestavime
obdobné pomoci souradnic (pilj,p?j,p?j)T bodii p;;, takze p je opét matice se tfemi
sloupci (n + 1)(m + 1) fadky. Kdyz oznac¢ime

BY = BI'(&D) B (&),

pak lze matici B soustavy rovnic (34) zapsat jako

00 00 00 00 00 00
B?% qu8 B% B% B(i81 B%n
Bl .. plo plo gl gl gl
n0 n0 n0 n0 n0 n0
BOO ... Bno BO]. ... Bnl .. Bom .. Bnm
01 01 01 01 01 01
BOO ... Bno Bol ... Bnl .. Bom .. Bnm
B = :
nl nl nl nl nl nl
BOO ... Bno Bol ... Bnl ... Bom ... Bnm
om Oom om 0om Oom 0om
By .. Bwm pgom  pgom  pgom . gOm
nm nm nm nm nm nm
Bym ... Bvm Bvm . Brmo o gnmo o pnm
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Na prvni pohled se zda, ze vytvoreni matice B muze byt pomérné slozité, avsak
Ize ji snadno vytvorit pomoci tzv. Kroneckerova soucinu. Je-li matice A typu (m,n)
a B matice typu (p, q), pak Kroneckeruiv sou¢in C = A ® B matic A a B je matice
typu (mp, ng) uréené predpisem

CL11B CL12B c. alnB
C=A®B-= : : (35)
amB  aneB ... a4, B
viz napiiklad [7].
Vytvorime-li matice
By(&Y) ... Br(&Y) By (&) ... BR(&)
Bl = ) B2 -
By(&r) - Bh(&r) By(&s') - BR(&)

a provedeme Kroneckertuv soucin By ® B, dostaneme presné matici B. Plati tedy
B == B2 ® Bl-

Jestlize mame vytvoreny matice By a By, 1Ize v MATLABu matici B vytvorit velice
snadno pomoci prikazu

B = kron(B2,B1)
Soustavu linedrnich rovnic (34) vyfesime jednoduchym prikazem
b = B\p

Dostavame tak tidici body Bézierovy plochy.
Jinou moznosti sestaveného programu prilozeného k této praci je vypocet ridicich
bodt pomoci programu Proklddani. V tomto pripadé se nejedna o interpolaci, ale o

prolozeni zadanych bodi Bézierovou plochou metodou nejmensich ¢tvercti. Moznosti
a ovladani programu Prokldddni viz [8].

5.2 Vypocet integralu

Na plochu puisobi zatiZeni od tlaku p(z1, x2, x3). Podle [3] vyslednou silu od tohoto
zatizeni vypocteme ze vztahu

F:—//npdS (36)
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a vysledny moment ziskame z rovnice
M:—//(xxn)pdS. (37)
S

Znaménka minus v poslednich dvou rovnicich souvisi pouze s orientaci normaély
plochy. Orientujeme-li normalu proti ptisobeni tlakové sily, musi byt pred integralem
minus. Tézisté plochy vypocteme jako

/ / xdS

/dS

Integrovat budeme numericky pomoci soucinové Gaussovy-Legendrovy-Lobattovovy
formule (dale GLL-formule), kterd je tvaru

//w 61.62) 6 d&a ~ D0 Y ol ). (39)

1=0 7=0

(38)

viz napiiklad [7]. Tato formule je fAdu 2n—1 v proménné &; a fadu 2m—1 v proménné
&9, coz znamend, ze integruje presné polynomy stupné 2n — 1 v & a 2m — 1 v &.
Ve vztahu (39) je @ = (=1,1) x (=1,1), u? = =1, u" =l au’, i=1,....n—1,
jsou koteny P! (z), kde P,(x)je Legendriv polynom stupné n. Stejné tak ug* = —1,
upy=1laul', j=1,...,;m—1, jsou kofeny P, (z), kde P,,() je Legendriiv polynom
stupné m.

Legendruv polynom P,(z) stupné n je definovan rekurzi
Py(z) =1
Pi(x) ==z
(k + 1) Posa(2) = (2k + D)aPy(2) — kPpir(x), k> 1.
Pro uzly v}, i =0, ... n, plati
—l=uy<u<...<u,=1.
Ve vztahu (39) jsou of koeficienty GLL-formule, které ziskdme ze vztahu

1 1
n(n+1) [P, (u;)]?’

n .
0; = 1=0,...,n.

Abychom mohli pouzit GLL formuli, je nutné tranformovat meze daného inte-
gralu tak, abychom integrovali od —1 do 1. Protoze v pripadé Bézierovy plochy jsou
£1,& € (0,1) x (0,1), je ze vztahu (31) vidét, Ze v pripadé integrace pres Bézierovu
plochu dostavame plosny integral v mezich od 0 do 1. Tento integral transformujeme
nasledovné

/1f :%/1]0(%> ZQkak+1 En:kfuk
0
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kde o} = %QZ auy = %(u}}% 1). Pomoci této transformace pak dostavame pro dvojny
integral v mezich od 0 do 1 formuli

11

// (662) A6 dea ~ Y0 S aLa T (g af") (40)

k=01=0

Chceme-li pak napriklad spocitat prvni slozku vysledné sily, dostaneme

11
— [[pmas = - // (61,6)7n (€1, )V (BG — F2)(61,6) 61 d6s
Q R
f(£17§2)

kde
(€, &) = p(T1 (&, &), Ta(61, &), T (&, &)

1(61,6) = m1 (T1 (€1, &), Ta(ér, &), T (6, 60)) -

Zde je potfeba spocitat hodnoty funkce f(fl, &) v bodech déleni @, uj*, k = 0, ... ,n,
[ =0,...,m, referencni oblasti 2. K tomu se pouziji vzorce (29) a vzorce pro derivaci
Bézierovy plochy (22) a (23). Slozky vektoru normaly n(&, &) vypocteme uzitim
(8), (22) (23) Tyto V}’fpoéty provédi funkce vyslednice m. Zcela analogieky se

VvV

plochy.

5.3 Priklady

Podivejme se na nékteré jednoduché priklady, na kterych ovérime, ze ptilozeny pro-
gram pracuje spravne.
PRIKLAD 5.1. Navéazeme na pifklad (2.1) z prvnfho odstavce. Spocitame vyslednou

silu a moment, které ptisobi na horni polovinu jednotkové sféry za predpokladu, ze
vsude pusobi tlak p(z1, 9, z3) = 1. Mame tedy zadanou plochu

Fl(gl; fg) — COS 51 sin fg s
[5(61,62) =sin&;siny, (41)
Ia(

1.

3(61,82) = cos &y,
§&1€(0,2m), & €0, %) atlak p =

Nejprve si vyjadieme vztahy (36) a (37) pro silu a moment do slozek

—//pnldS,
r

FQZ—/ pngdS, (42)
r

ng—/ pngdS
r
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Provedenim vektorového soucinu v (37) dostaneme pro jednotlivé slozky

Mlz—//(xQng—xgnQ)pdS,

r

MQZ—//(.Tgnl—.%'lng)pdS, (43)
r

Ms = —//($1n2—$2n1)pd5-
r

Vypocteme derivace slozek plochy I'\. , Iy, , T, a I, I, I's,. Dosadime do
(29), nasledné do (30) a obdrzime

dS = VEG — F? = [T, x I"2||2 =sin&,. (44)
Z rovnice (8) je vidét, ze slozky normdly dostaneme pomoci
Fl2§1 g”& g& F/1§1 Pllfl Fl?fl
T, T r, T T T

n, = 26 2 Ny = 3&2 16 ng = 1& 26 . (45)
VEG — F?2’ VEG — F2 VEG — F?

Dosazenim a vypoctem mame
n = [—cos& sin&y, —siné sin &y, — cos&y), (46)

odkud je vidét, ze normala je orientovana ,,dovniti” sféry. Ve zméné orientace nor-
maly ,ven” ze sféry ndm nic nebrani

n = [cos & sin &, sin & sin &, cos &) . (47)

Ted uz zbyvéa pouze pouzit vztah (31) a dosadit do néj. Ukazeme si to na vypoctu
prvni slozky vysledného momentu

ol

2

M, = —!/@:m — xynz) pdS = —0/0/(an3 —Tyno) VEG — F2d&,de;,  (48)

kde za T'y, I's dosazujeme z (41), za no, n3 z (45) a za VEG — F? 7z (44). Zcela

Vv

Analytickym vypoctem obdrzime

F:[o,o,—ﬂ,
M=[0,0,0], (49)
T=[0,0,3%].

Vzhledem k symetrii polokulové plochy vychézi jedina nenulova slozka vysledné sily
ve sméru osy x3. Vysledny moment vysel jako nulovy vektor proto, ze je pocitan k
pocatku soustavy souradnic a také diky symetrii plochy.
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Kdyz jsme k vypocétu pouzili pfilozeny program vyslednicegui.m, obdrzeli jsme
totozné vysledky zatizené nepatrnou numerickou chybou.

Graf plochy

Obrazek 6: Jednotkova polokulova plocha

Graficky vystup programu je na obrazku (6), kde Sipka znazornuje vyslednou
silu umisténou do tézisté plochy. Na obrazku (6) je také vidét jednotkové norméalové
pole orientované ,ven” z plochy. O

PRIKLAD 5.2. V tomto piikladu budeme uvaZovat plochu danou rovnicemi

T = F1(§1,§2) =&,
xy =T19(&1,8) = &, (50)
w3 =T3(6,6) =& - &,

kde & € (—2,2) a & € (0,3). Tato plocha je rovnicemi (50) pevné svazana se sou-
rfadnym systémem. Predstavme si, ze pocatek souradného systému lezi sedm metrii
pod vodni hladinou. Pak na tuto plochu ptisobi v kazdém jejim bodé hydrostaticky
tlak py (1, x2, x3), ktery je dan vztahem

prn = po + hog, (51)

kde pg je tlak na hladiné, h hloubka pod hladinou, ¢ je hustota vody a ¢ je ti-
hové zrychleni. Tlak na hladiné budeme uvazovat atmosfericky, ktery je priblizné
roven 10°Pa, hustota vody bude piiblizné rovna 1000kgm™ a tfhové zrychleni
g ~ 9,81ms~2. Déale piredpokladejme, Ze plocha je pod hladinou pevné ulozena
a tlakova sila piisobi pouze na ,,vrchni” stranu plochy.
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Funkeci p,, definujeme jako
Do P.ro x1, T2 € R xg € (7,00), (52)
po+(7T—x3)0g  jinak.

Ph(ﬂfblﬂz,lﬂs) = {

Ponévadz se celd plocha nachazi pod vodni hladinou, ve vypoctu pouzijeme pouze
pn = po + (7 — x3) 0g. Analytickym vypoctem podobnym tomu v piikladu (5.1)
obdrzime tyto vysledky

(05 —3,9505-10° ;—1,1402 - 10°] |
[—1,7371-107;0; 0], (53)
[o - 1.7747 —2,3313} :

F
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Graf plochy

Obrazek 7: Plocha a vysledna sila

Pri pouziti prilozeného programu opét dostavame totozné vysledky. Na obrazku
(7) je znézornéna plocha a vysledna sila. O

PRIKLAD 5.3. Podivejme se jesté na piipad, kdy plocha neni zaddna explicitné, ale
pouze souradnicemi nékterych svych bodu. Tento pripad se nejvice blizi skutec¢nosti,
nebof umime-li popsat plochu analyticky jako v predchozich dvou prikladech, neni
tfeba pocitat vysledné zatizeni numericky. Ovsem v praktickych vypoctech jen méa-
lokdy umime plochu popsat analyticky, je proto nezbytné pouzit numerické vypocty.

Mame tedy dany souradnice bodi plochy - viz tabulka (1). K prolozeni Bézierovy
plochy témito body pouzijeme program Prokldddani (jeho ovladani viz [8]), jehoz
vystupem jsou fidici body prolozené Bézierovy plochy.
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X4 X2 X3 X4 X2 X3 X4 X2 X3 X4 X2 X3 X4 X2 X3
1 0 6 2 0 1551 3 0 |206] 4 0 1245] 5 0 27
1 0.02] 3.2 2 10.02] 89 3 1002[{128)] 4 1003]158] 5 ]0.02] 155
1 0.04 2 2 0.04] 6.1 3 0.06 | 7.2 4 0.04]145] 5 0.04] 13
1 0.1 1 2 0.1 1 3 0.1 2 4 0.1 6.1 5 0.1 6
1 0.14 ] 1.5 2 0.14 ] 0.83 3 0161056 4 |014] 22 5 0.14] 3.6
1 018] 3 2 |016])067] 3 018 05 4 1018] 14 5 |018] 2.8
1 0.2 4 2 02 | 17 3 02 ] 05 4 02 [ 1.8 5 02 ] 29
1 036] 8 2 0.3 5 3 1033f 5 4 1024] 5 5 1032] 5
1 05 [ 12 2 10451 10 3 1026 2 4 1036]102] 5 |058] 15
1 0.65]| 15 2 1061] 15 3 1066( 15 4 1082] 20 5 [0.73] 193
2 1 225 3 1 233 4 1 25 5 1 25

Tabulka 1: Tabulka namérenych souradnic bodu

Tento vypocet je mozné provést piimo z prilozeného programu zaskrtnutim po-
licka pouzit prokladani. Ridicimi body méame tedy uréenu Bézierovu plochu a mi-
zeme vypocitat vysledné zatizeni na plochu. Zvolme tlak p(xq, z9, z3) = 1. Vysledné
zatizeni plochy je tedy

11,6459 ; 34,7845 ;-4 | ,
| —553,2140 ; 28,9235 ; 84,1037] , (54)
[3,1507 50,4341 ; 12,1080 | .

F
M
T

Na obrazku (8) je zndzornéna Bézierova plocha spolu s body, kterymi je prolozZena.
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Obrazek 8: Bézierova plocha prolozend danymi body

Vidime, ze plocha témito body neprochazi. To proto, ze byla vypoc¢tena metodou
nejmensich ¢tverci. O
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6 Zaveéer

Jedna z moznych aplikaci matematiky je také vypocet tlakové sily na plose. Nastinili
jsme jednu z moznosti, jak tento problém resit.

Nejprve byla naznacena obecna teorie ploch. Byly zavedeny dilezité pojmy jako
tecna rovina a normala plochy, které jsou zapotiebi k vypoctu vysledného zatizeni.
Zejména byly pak popsany Bézierovy plochy, pomoci kterych jsme zadanou plochu
interpolovali, spolu s nékterymi dilezitymi vlastnostmi téchto ploch. Také vysledky z
teorie plosného integralu jsou velmi dilezité pro vypocet vysledného zatizeni plochy
od tlakové sily.

Byl tesen modelovy priklad, kdy jsme méli plochu zadanou analyticky, nahra-
dili jsme ji Bézierovou plochou a numerickou integraci jsme pocitali vyslednou silu
a vysledny moment ptsobici na tuto plochu od tlakového zatizeni, pricemz jsme
predpokladali, ze tlak je zadan explicitné. Uvazovali jsme také pripad, kdy je plocha
urcena experimentalné pomoci souradnic nékterych jejich bodt. V tomto pripadé
jsme tyto body aproximovali Bézierovou plochou metodou nejmensich ¢tverct.

Na zaver byly spocitany nékteré modelové priklady jednak analyticky, jednak po-
moci programu zpracovaného v MATLABu, ve kterém je cely postup reseni napro-
gramovan. Vidéli jsme, ze numerickym vypocétem vysledného zatizeni lze dosahnout
uspokojivych vysledkii.
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