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AUTOR PRÁCE GABRIELA NEČASOVÁ
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Abstrakt
Práce se zabývá tématem srovnávaćıch výpočt̊u algebraických rovnic. Práce nejprve popi-
suje srovnáńı celkového počtu operaćı u př́ımých a iteračńıch metod, zároveň na konkrétńıch
př́ıkladech demonstruje metody a vysvětluje použit́ı př́ımých a iteračńıch metod. V daľśı
části práce se zaměřuji na možné metody převodu soustav lineárńıch algebraických rov-
nic (SLAR) na soustavy diferenciálńıch rovnic (SDR). V závěru je popsán zp̊usob práce
s programy TKSL/C, Matlab a Maple. V rámci bakalářské práce bylo navrženo grafické
uživatelské rozhrańı pro program TKSL/C slouž́ıćı k pohodlné komunikaci s programem.
Grafické uživatelské rozhrańı bylo otestováno na konkrétńıch úlohách demonstruj́ıćıch převod
SLAR na SDR.

Abstract
The thesis deals with the topic of comparative calculation of algebraic equations. First it
describes the comparison of the overall number of operations at direct and iteration met-
hods, as well as gives concrete examples of the methods and explains solutions of direct and
iteration methods. Another part focuses on possible methods of converting systems of linear
algebraic equations to the system of differential equations. The end of the thesis describes
method of working with TKSL/C, Matlab and Maple. In this thesis, there was designed
graphical user interface serving for comfortable communication with TKSL/C programme.
Graphical user interface was tested on concrete tasks demonstrating the conversion of sys-
tem of linear algebraic equations to the system of differential equations.
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2.1.1 Počet operaćı násobeńı a děleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.2.2 Počet operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.6.2 Výpočet inverzńı matice pomoćı determinant̊u . . . . . . . . . . . . 23
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3.1.1 Ověřeńı konvergence Jacobiho metody . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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6.3 Spuštěńı výpočtu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

7 Závěr 56
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3.3 Počty operaćı pro Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu . . . . . . . . . . . . 33
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Kapitola 1

Úvod

V dnešńı době rostou požadavky řešit stále rozsáhleǰśı úlohy. Náročné výpočty jsou za-
potřeb́ı v r̊uzných vědeckých oborech a pro řešeńı multidisciplinárńıch problémů. Využ́ıvaj́ı
se k řešeńı složitých výpočetńıch úloh, jako jsou např́ıklad fyzikálńı modelováńı, modelováńı
chemických či biologických proces̊u, vyhodnocováńı velkého množstv́ı naměřených dat.

Tato práce se zabývá problematikou výpočetńı náročnosti algebraických rovnic. Vysvětlu-
je použit́ı př́ımých a iteračńıch metod, zároveň seznamuje s jejich výpočetńı náročnost́ı. Při
výpočtu soustav lineárńıch algebraických rovnic, at’ už př́ımými nebo iteračńımi metodami,
se můžeme setkat s nestabilitou metod. Možné řešeńı, jak se s t́ımto problémem vypořádat,
je převést soustavu lineárńıch algebraických rovnic (SLAR) na soustavu diferenciálńıch rov-
nic (SDR), č́ımž je vždy zajǐstěna stabilita řešeńı soustavy rovnic. K převodu byl využit
program TKSL/C UI, který vznikl v rámci bakalářské práce jako grafické uživatelské roz-
hrańı k programu TKSL/C. Samotný výpočet prob́ıhá pomoćı programu TKSL/C, který
je volán z aplikace TKSLC/UI.

Ćılem práce je podat ucelený přehled metod řešeńı algebraických rovnic, seznámit se
principem výpočtu algebraických rovnic pomoćı rovnic diferenciálńıch a analyzovat vznik
tuhých (stiff) systémů.

Práce je rozdělena do šesti kapitol. Druhá kapitola je věnována př́ımým metodám, jako
jsou Cramerovo pravidlo, Gaussova eliminačńı metoda, Gauss-Jordanova eliminačńı metoda
a inverzńı matice. V druhé kapitole se zaměřujeme na iteračńı metody. Je zde ukázána
Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda. Třet́ı kapitola je věnována diferenciálńım rovnićım.
Stručně nastiňuje možné metody řešeńı diferenciálńıch rovnic, předevš́ım se však zaměřuje
na převod SLAR na SDR pomoćı transformačńıho algoritmu či elementárńıho převodu.
Kapitola nás také seznamuje s programem TKSL/C a se zp̊usobem zápisu SDR v něm. Závěr
kapitoly je věnován tuhým systémům a jejich analýze. Pátá kapitola srovnává programy
TKSL/C, Matlab a Maple. Také byla v rámci této kapitoly provedena srovnáńı výpočetńı
náročnosti řešeńı SLAR a SDR pomoćı programů TKSL/C a Matlab. Šestá a posledńı
kapitola popisuje zp̊usob práce s programem TKSL/C UI. Práce obsahuje př́ılohy.
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Kapitola 2

Př́ımé metody

Pomoćı př́ımých metod se dostaneme k řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic
po konečném počtu krok̊u. Vı́ce informaćı o tomto tématu jsem v této kapitole čerpala z
[4, 10, 11, 3, 6]. Pro matice, kterými se budeme v tomto textu zabývat, předpokládáme, že
jsou regulárńı a jejich řádky jsou lineárně nezávislé. Nalezené řešeńı by bylo přesné, pokud
bychom se v pr̊uběhu výpočtu nedopouštěli zaokrouhlovaćıch chyb. Úkolem je řešit soustavu
n linerńıch rovnic o n neznámých.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (2.1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

Soustavu lze zapsat také ve vektorovém tvaru.

A · ~x = ~b (2.2)

Pro ověřeńı řešitelnosti soustavy lineárńıch algebraických rovnic lze využ́ıt Frobeninovu
větu.

Věta 2.1. Nehomogenńı soustava lineárńıch algebraických rovnic má řešeńı pouze tehdy,
když hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozš́ıřené matice soustavy h(A|~b).
Pokud je h(A) rovno počtu neznámých, potom má soustava jedno řešeńı. Pokud je h(A)
menš́ı než počet neznámých, řešeńı je nekonečně mnoho. Pokud je h(A) věťśı než počet
neznámých, soutava nemá řešeńı.

Důkaz věty 2.1 je uveden v [5].

2.1 Cramerovo pravidlo

Pokud je matice soustavy regulárńı, tj. jej́ı determinant je nenulový, pak řešeńı soustavy
lze vypoč́ıtat jako

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, . . . , xn =

Dn

D
, (2.3)

6



kde D je determinant soustavy A a Dk, k = 1, . . . , n jsou determinanty matic, které vznik-
nou z matice A nahrazeńım k-tého sloupce matice vektorem pravých stran b. Při použit́ı
Cramerova pravidla je tedy zapotřeb́ı sestavit n+1 determinant̊u řádu n. Nyńı se pokuśıme
spoč́ıtat počet operaćı, který je k výpočtu potřeba. Počty operaćı, které budeme zjǐst’ovat,
rozděĺıme do dvou skupin:

• počet součin̊u a pod́ıl̊u,

• počet součt̊u a rozd́ıl̊u.

Definice 2.1. Pokud je řád deteminantu menš́ı nebo roven třem, lze aplikovat Sarrusovo
pravidlo. Něcht’

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


potom

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32 .

Př́ıklad 2.1. Vyřešte ńı̌ze uvedenou soustavu dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých
pomoćı Cramerova pravidla.

3x+ 2y = 2

5x+ 4y = 6

Determinant soustavy je

D =

∣∣∣∣ 3 2
5 4

∣∣∣∣ = 3 · 4− 2 · 5 = 2 .

Determinanty vzniklé záměnou k-tého sloupce matice vektorem pravých stran b jsou uve-
deny ńıže.

Dx =

∣∣∣∣ 3 2
5 6

∣∣∣∣ = 3 · 6− 2 · 5 = 8

Dy =

∣∣∣∣ 2 2
6 4

∣∣∣∣ = 2 · 4− 2 · 6 = −4

Řešeńı je

x =
Dx

D
=

8

2
= 4, y =

Dy

D
=
−4

2
= −2 .

�

Vid́ıme, že pro každý determinant bylo potřeba

• 2 součiny,

• 1 rozd́ıl.

Těchto determinant̊u je n+1. Je tedy 6 operaćı násobeńı a 3 operace odeč́ıtáńı. K násobeńı
ještě ale muśıme započ́ıtat 2 operace děleńı pro źıskáńı vysledk̊u. Těchto pod́ıl̊u je vždy
právě n.
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Celkem tedy pro soustavu 2× 2 máme

• 8 součin̊u/pod́ıl̊u,

• 3 rozd́ıly.

Nyńı vezmeme soustavu tř́ı lineárńıch rovnic o třech neznámých.

Př́ıklad 2.2. Vyřešte následuj́ıćı soustavu rovnic s využit́ım Cramerova pravidla.

3x+ y + z = 3

2x+ 2y + 5z = −1

x− 3y − 4z = 2

Determinant soustavy je

D =

∣∣∣∣∣∣
3 1 1
2 2 5
1 −3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 3 ·2 · (−4)+1 ·5 ·1+1 ·2 · (−3)−1 ·2 · (−4)−3 ·5 · (−3)−1 ·2 ·1 = 26 .

Determinanty vzniklé záměnou k-tého sloupce matice vektorem pravých stran b jsou uve-
deny ńıže.

Dx =

∣∣∣∣∣∣
3 1 1
−1 2 5
2 −3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 3·2·(−4)+1·5·2+1·(−1)·(−3)−1·(−1)·(−4)−3·5·(−3)−1·2·2 = 26

Dy =

∣∣∣∣∣∣
3 3 1
2 −1 5
1 2 −4

∣∣∣∣∣∣ = 3 · (−1) · (−4)+3 ·5 ·1+1 ·2 ·2−3 ·2 · (−4)−3 ·5 ·2−1 · (−1) ·1 = 26

Dz =

∣∣∣∣∣∣
3 1 3
2 2 −1
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣ = 3 ·2 ·2+1 ·(−1) ·1+3 ·2 ·(−3)−1 ·2 ·2−3 ·(−1) ·(−3)−3 ·2 ·1 = −26

Řešeńı soustavy rovnic je

x =
Dx

D
=

26

26
= 1, y =

Dy

D
=

26

26
= 1, z =

Dz

D
=
−26

26
= −1.

�

Vid́ıme, že pro každý determinant bylo potřeba

• 12 součin̊u,

• 5 součt̊u/rozd́ıl̊u.

Těchto determinant̊u je n + 1. Je tedy 48 operaćı násobeńı a 20 operaćı sč́ıtáńı/odeč́ıtáńı.
Opět muśıme započ́ıtat operace děleńı pro źıskáńı vysledk̊u. Těchto pod́ıl̊u je vždy právě
n.
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Celkový počet operaćı je

• 52 součin̊u/pod́ıl̊u,

• 20 součt̊u/rozd́ıl̊u.

Pokud je ovšem řád determinantu větš́ı než 3, je nutné pro použit́ı Cramerova pravidla
aplikovat nejprve Laplace̊uv rozvoj determinantu.

Věta 2.2. Pro čtvercovou matici A řádu n plat́ı: det A=
∑n

j=1(−1)(i+j)aij ·det Aij je rozvoj

determinantu podle i-tého řádku, det A=
∑n

i=1(−1)(i+j)aij · det Aij je rozvoj determinantu
podle j-tého sloupce, kde matice Aij vznikne z matice A vynecháńım i-tého řádku a j-tého
sloupce.

Důkaz věty 2.2 je uveden v [5].

Př́ıklad 2.3. Proved’te Laplace̊uv rozvoj determinantu řádu 4 podle 1. řádku.

2w + 3x+ 4y + 5z = 7

4w + 7x+ 9y + 8z = 9

2w + x+ 5y + 3z = 8

7w + 9x+ 4y + 2z = 5

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 5
4 7 9 8
2 1 5 3
7 9 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)(1+1) ·

∣∣∣∣∣∣
7 9 8
1 5 3
9 4 2

∣∣∣∣∣∣+ 3 · (−1)(1+2) ·

∣∣∣∣∣∣
4 9 8
2 5 3
7 4 2

∣∣∣∣∣∣+

+4 · (−1)(1+3) ·

∣∣∣∣∣∣
4 7 8
2 1 3
7 9 2

∣∣∣∣∣∣+ 5 · (−1)(1+4) ·

∣∣∣∣∣∣
4 7 9
2 1 5
7 9 4

∣∣∣∣∣∣
�

Při použit́ı Cramerova pravidla muśıme sestavit n+ 1 determinant̊u řádu n. Pokud máme
soustavu rovnic o čtyřech neznámých, tak potom budeme vytvářet celkem 4 determinanty
řádu 3. Vytvářené determinanty budou následuj́ıćı:

• determinant soustavy,

• subdeterminanty.

Subdeterminanty jsou determinanty matic, které vzniknou z p̊uvodńı matice soustavy na-
hrazeńım k-tého sloupce matice vektorem pravých stran b. Ten můžeme umı́stit na 3 r̊uzné
pozice, vzniknou nám tedy celkem 3 determinanty.

Je-li daný determinant vyšš́ıho řádu než 3, potom muśıme pro každý determinant se-
stavit n determinant̊u řádu n − 1. Konkrétně pro determinant čtvrtého řádu to znamená,
že muśıme sestavit 5 determinant̊u čtvrtého řádu a pro každý z těchto 5 determinant̊u je
nutné sestavit 4 determinanty třet́ıho řádu.
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2.1.1 Počet operaćı násobeńı a děleńı

Nyńı spočteme počet operaćı násobeńı/děleńı potřebný pro 1 Laplace̊uv rozvoj determi-
nantu čtvrtého řádu.

• Počet násobeńı před determinanty řádu n−1 v Laplaceově rozvoji je 8 (těchto součin̊u
je vždy právě 2n).

• Počet násobeńı pro výpočet determinantu třet́ıho řádu je 12 (viz př́ıklad 2.2).

• Počet násobeńı pro výpočet 4 determinant̊u třet́ıho řádu je 12 · 4 = 48.

Počet operaćı děleńı je vždy právě n, kde n představuje řád soustavy. Celkový počet operaćı
násobeńı pro 1 Laplace̊uv rozvoj determinantu čtvrtého řádu je tedy 48+8 = 56. Toto č́ıslo
prohláśıme za konstantu, protože ji budeme dále využ́ıvat. Budeme pracovat s determinanty
vyšš́ıch řád̊u než 3, což znamená, že daný determinant budeme pomoćı Laplaceova rozvoje
rozkládat tak dlouho, dokud se nedopracujeme k determinant̊um třet́ıho řádu, které již
umı́me vyč́ıslit pomoćı Sarrusova pravidla 2.1.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant čtvrtého řádu je

56 · (n+ 1) + n , kde n=4.

Vytvář́ıme 5 determinant̊u čtvrtého řádu a započ́ıtáme pod́ıly potřebné pro zisk výsledku.
Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant pátého řádu je

[n · 56 + 2n] · (n+ 1) + n , kde n=5.

Vytvář́ıme 6 determinant̊u (člen (n + 1)) pátého řádu (všechny členy obsažené v hranaté
závorce). Pro 1 determinant pátého řádu je potřeba vytvořit 5 determinant̊u čtvrtého řádu
(člen n · 56). Pro každý determinant čtvrtého řádu je zapotřeb́ı sestavit 4 determinanty
třet́ıho řádu, čemuž odpov́ıdá konstanta 56. Na závěr započ́ıtáme pod́ıly potřebné pro zisk
výsledku (člen n). Všimněme si, že nám zde přibyl člen 2n, který vyjadřuje počet násobeńı
v Laplaceově rozvoji pro pátý řád determinantu. Tento člen jsme museli započ́ıtat, protože
již neńı součást́ı konstanty 56.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant šestého řádu je

n[2n+ 2(n− 1) + (n− 1)56] · (n+ 1) + n , kde n=6.

Vytvář́ıme 7 determinant̊u šestého řádu a započ́ıtáme pod́ıly potřebné pro zisk výsledku.
Pro přehlednost rozebereme, co znamenaj́ı jednotlivé členy ve vzorci:

• n vyjadřuje, že vytvář́ıme 6 determinant̊u,

• 2n udává počet součin̊u v Laplaceově rozvoji pro determinant řádu 6,

• 2(n− 1) představuje počet součin̊u v Laplaceově rozvoji pro determinant řádu 5,

• (n− 1)56 udává, že je zde zahrnuto 5 determinant̊u řádu 4 a 4 determinanty řádu 3

• (n+ 1) vyjadřuje, že všechny tyto operace bude potřeba provést (n+ 1) krát, protože
(n+ 1) je počet determinant̊u, které muśıme vytvořit při použit́ı Cramerova pravidla,

• n je počet pod́ıl̊u k dosažeńı výsledk̊u.
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Od vyšš́ıch řád̊u determinant̊u k nižš́ım se dostáváme přes postupné Laplaceovy rozvoje, ale
započ́ıtáváme zde pouze operace násobeńı před determinanty řádu n− 1. Hlavńı myšlenka
je ta, že skutečně poč́ıtáme až ty determinanty, které jsou třet́ıho řádu. Jejich vyč́ısleńım
dostaneme hodnoty determinantu čtvrtého řádu a tyto hodnoty determinant̊u čtvrtého řádu
jsou využity pro výpočet determinant̊u pátého řádu, atd.

Takto analogicky postupujeme dále – tedy od nižš́ıch řád̊u determinant̊u k vyšš́ım. Nyńı
uvedeme daľśı vztahy pro výpočet počtu operaćı násobeńı/děleńı.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant sedmého řádu je

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + (n− 2)56] · (n+ 1) + n , kde n=7.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant osmého řádu je

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + (n− 3)56] · (n+ 1) + n , kde n=8.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant devátého řádu je

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + 2(n− 4) + (n− 4)56] · (n+ 1) + n , kde n=9.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant desátého řádu je

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + 2(n− 4) + 2(n− 5) + (n− 5)56]·

·(n+ 1) + n , kde n=10.

Lze si všimnout, že s nar̊ustaj́ıćım řádem determinantu ve vztaźıch přibývaj́ı členy
2(n − x), kde x = 0, . . . , n − 5, což jsou členy vyjadřuj́ıćı již zmı́něné násobeńı v daném
Laplaceově rozvoji před determinanty řádu n− 1.

Obecný vztah pro vytvořeńı vzorce pro řád n > 5 ukazuje vztah (2.4).

n[2n+ · · ·+ 2(n− x) + (n− x)56] · (n+ 1) + n, pro x = 0, . . . , n− 5 (2.4)

2.1.2 Počet operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Princip výpočtu je podobný jako u operaćı násobeńı a děleńı. Opět zavád́ıme konstantu,
tentokrát pro počet sč́ıtáńı a odč́ıtáńı pro 1 Laplace̊uv rozvoj determinantu čtvrtého řádu.

• Počet sč́ıtáńı/odč́ıtáńı před determinanty řádu n−1 v Laplaceově rozvoji je 3 (těchto
součin̊u je vždy právě n− 1).

• Počet sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro výpočet determinantu třet́ıho řádu je 5, počet sč́ıtáńı/odč́ıtáńı
pro výpočet 4 determinant̊u třet́ıho řádu je 4 · 5 = 20.

Celkem tedy
20 + 3 = 23

operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı. Toto č́ıslo prohláśıme opět za konstantu.
Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant čtvrtého řádu je

23 · (n+ 1) , kde n=4.

Vytvář́ıme 5 determinant̊u čtvrtého řádu.
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Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant pátého řádu je

{[(n− 1) + n · 23] · (n+ 1)} , kde n=5.

Vytvář́ıme 6 determinant̊u pátého řádu. Všimněme si, že nám zde přibyl člen (n−1), který
vyjadřuje počet násobeńı v Laplaceově rozvoji před determinantem čtvrtého řádu. Tento
člen bylo nutné započ́ıtat, protože již neńı součást́ı konstanty 23.

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant šestého řádu je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · 23]} · (n+ 1) , kde n=6.

Vytvář́ıme 7 determinant̊u šestého řádu.
Nyńı podrobněji vysvětĺıme jednotlivé členy ve vztahu:

• (n− 1) je počet součt̊u v Laplaceově rozvoji,

• n vyjadřuje, že vytvář́ıme 6 determinant̊u řádu 5,

• (n− 2) udává počet součt̊u v Laplaceově rozvoji pro determinant řádu 5,

• (n− 1)23 znač́ı, že je zde zahrnuto 5 determinant̊u řádu 4 a 4 determinanty řádu 3,

• (n+ 1) znamená, že všechny výše uvedené výpočty bude nutné provést (n+ 1) krát,
protože (n+ 1) je počet determinant̊u, které muśıme vytvořit při použit́ı Cramerova
pravidla.

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant sedmého řádu je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · 23]]} · (n+ 1) , kde n=7.

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant osmého řádu je

{(n−1) +n · [(n−2) + (n−1) · [(n−3) + (n−2) · [(n−4) + (n−3) ·23]]]} · (n+ 1) , kde n=8.

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant devátého řádu je

{(n−1)+n·[(n−2)+(n−1)·[(n−3)+(n−2)·[(n−4)+(n−3)·[(n−5)+(n−4)·23]]]]}·(n+1) ,

kde n=9.

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant desátého řádu je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · [(n− 4) + (n− 3) · [(n− 5) + (n− 4)·

·[(n− 6) + (n− 5) · 23]]]]]} · (n+ 1) , kde n=10.

Lze si všimnout, že s nar̊ustaj́ıćım řádem determinantu ve vztaźıch přibývaj́ı členy (n−x).
S každým krokem přibývá v́ıce a v́ıce závorek, protože vždy vycháźıme z předchoźıho kroku,
který využijeme k vyč́ısleńı počtu operaćı pro aktuálńı řád. Obecný tvar výpočtu můžeme
popsat vztahem (2.5).

{(n− 1) + n · [slozenaZavorka]} · (n+ 1), (2.5)

kde slozenaZavorka je obsah složené závorky z předešlého kroku sńıžený o 1. T́ımto me-
chanismem docháźı k

”
množeńı závorek“. Počet operaćı při použit́ı Cramerova pravidla

znázorňuje tabulka 2.1.
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Tabulka 2.1: Počty operaćı při řešeńı soustavy rovnic Cramerovým pravidlem
matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 8 3

3x3 52 20

4x4 284 115

5x5 1745 714

6x6 12690 5033

7x7 17703 40312

8x8 23912 362871

9x9 31509 3628790

10x10 40710 39916789

. . . . . . . . .

2.2 Gaussova eliminačńı metoda

Daľśı běžně použ́ıvanou metodou pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic je Gaus-
sova eliminačńı metoda, která je podrobně rozvedena v [2]. Ćılem této metody je převést
rozš́ı̌renou matici soustavy na horńı trojúhelńıkový tvar pomoćı elementárńıch řádkových
úprav, což jsou:

1. libovolná záměna pořad́ı řádk̊u,

2. vynásobeńı libovolného řádku nenulovým č́ıslem,

3. přičteńı lineárńı kombinace několika řádk̊u k jednomu řádku.

Algoritmus Gaussovy eliminačńı metody 2.1 je uveden ńıže.

Algoritmus 2.1. 1. Př́ımý chod – zde je ćılem danou rozš́ıřenou matici soustavy převést
na horńı trojúhelńıkový tvar. Postupujeme následovně:

• uprav́ıme matici soustavy tak, aby prvek a11 6= 0,

• odečteme vhodný násobek prvńıho řádku od ostatńıch tak, abychom źıskali nulové
členy pod prvkem akk, kde k = 1, . . . , n,

• takto postupujeme dále tak dlouho, dokud neźıskáme všechny nulové pozice pod
hlavńı diagonálou matice.

Cı́lem je źıskat horńı trojúhelńıkový tvar.

A =


a11 a12 . . . a1n b1
0 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ann bn


2. Zpětný chod – zde postupně vypoč́ıtáváme hodnoty řešeńı. Postupujeme v obráceném

pořad́ı, źıskáváme tedy nejprve hodnotu xn a nakonec hodnotu x1. Po skončeńı Gaus-
sovy eliminačńı metody máme soustavu ve výše uvedeném tvaru.

Výpočet neznámé m̊užeme vyjádřit následuj́ıćım vztahem, který se nazývá zpětnou
substitućı, viz (2.6).

xi =
1

dii
· (ei − di,i+1xi+1 − di,i+2xi+2 − . . .− di,nxn) pro i = 1, . . . , n. (2.6)
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2.2.1 Počet operaćı násobeńı a děleńı

Nejprve si uvědomı́me, že rozš́ı̌rená matice soustavy má vždy rozměry n× (n+ 1), protože
započ́ıtáváme i vektor pravých stran. Pokuśıme se spoč́ıtat, kolik operaćı násobeńı a děleńı
je potřeba pro prvńı iteraci Gaussovy eliminačńı metody. Pro ilustraci vezměme př́ıklad
A.1, ve kterém vyřeš́ıme jednoduchou soustavu 3 lineárńıch rovnic o 3 neznámých.

Nebudeme totiž násobit všech (n + 1) řádk̊u rozš́ı̌rené matice soustavy, protože pokud
vezmeme v úvahu např́ıklad prvńı řádek matice, ten vynásob́ıme č́ıslem−(a21/a11) a poté ho
celý přič́ıtáme k druhému řádku matice. Druhou možnost́ı je řádek násobit č́ıslem (a21/a11)
a poté od něj odeč́ıst druhý řádek. Je ale jasné, že koeficient (a21/a11) byl zvolen tak,
abychom na mı́stě (a21) źıskali nulu. Proto je tedy na úpravu druhého řádku potřeba

• n+ 1 operaćı násobeńı/děleńı.

Pokud přihlédneme k našemu př́ıkladu, znamenalo by to, že bychom členy 1, 2 a 3 z prvńıho
řádku matice násobili koeficientem−(a21/a11) = −(2/1) = −2. Počet operaćı odpov́ıdá výše
uvedenému vztahu. Takto muśıme upravit všech (n−1) řádk̊u pod prvńım řádkem rozš́ı̌rené
matice soustavy. Celkem tedy celá prvńı iterace požaduje

• (n+ 1) · (n− 1) = n2 − 1 operaćı násobeńı/děleńı.

Pod́ıvejme se nyńı, jak to bude vypadat v druhé iteraci. Nyńı se již nemuśıme zabývat prvky
v prvńım řádku a prvńım sloupci. Počet operaćı je

• n · (n− 2) = (n− 1)2 − 1 operaćı násobeńı/děleńı.

Celkový počet operaćı násobeńı/děleńı pro soustavu řádu n vyjadřuje vztah (2.7).

n∑
i=1

(i2 − 1) (2.7)

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro zpětnou substituci, jej́ıž výpočet źıskáme dle vztahu (2.6)
je

n∑
i=1

(n− i+ 2) =
n∑
i=1

(i+ 1) . (2.8)

Pro objasněńı uvedeme př́ıklad 2.4.

Př́ıklad 2.4. Źıskáńı řešeńı soustavy rovnic z př́ıkladu A.1 zpětnou substitućı dle vztahu
(2.6).

A =

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
0 0 −9 −15


z = −1

9
· −15

y = −1

1
· (−1− (−1) · x3)

x =
1

1
· (4− 2 · x2 − 3 · x3)

Řešeńı soustavy je

x =
1

3
, y = −2

3
, z =

5

3
.
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Vid́ıme, že pro i = 1 (tedy pro x1) potřebujeme 4 operace (3 součiny a 1 pod́ıl), pro i = 2
(tedy pro x2) 3 operace (2 součiny a 1 pod́ıl) a konečně pro i = 3 (tedy pro x3) 2 operace
(1 součin a 1 pod́ıl). Pokud vyjádř́ıme počet operaćı násobeńı/děleńı v př́ımém i zpětném
chodu Gaussovy eliminace dostaneme výsledný vztah (2.9).

n∑
i=1

(i2 − 1) +
n∑
i=1

(i+ 1) (2.9)

2.2.2 Počet operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Princip je podobný jako při zjǐst’ováńı počtu operaćı násobeńı/děleńı. Pro názornost můžeme
použ́ıt př́ıklad A.1. Zde bylo řečeno, že prvńı řádek násob́ıme koeficientem 2 a nyńı od tohoto
řádku budeme cht́ıt odeč́ıst druhý řádek, č́ımž źıskáme nulu na pozici a21. Tedy odeč́ıtáme
pouze následuj́ıćı členy.

2 · 2− 3 = 1

2 · 3− 5 = 1

2 · 4− 7 = 1

Na úpravu 2. řádku matice (1. iterace) je potřeba

• n sč́ıtáńı/odč́ıtáńı.

T́ımto zp̊usobem muśım upravit všech zbývaj́ıćıch (n − 1) řádk̊u pod prvńım řádkem
rozš́ı̌rené matice soustavy. Celá druhá iterace Gaussovy eliminace požaduje

• n · (n− 1) = n2 − n sč́ıtáńı/odč́ıtáńı.

Ve třet́ı iteraci Gaussovy eliminace se již nemuśıme zabývat prvky v prvńım řádku a prvńım
sloupci, třet́ı iterace tedy požaduje

• (n− 2) · (n− 1) = (n− 1)2 − (n− 1) sč́ıtáńı/odč́ıtáńı.

Vztah (2.10) znázorňuje počet operaćı sš́ıtáńı/odč́ıtáńı pro př́ımý chod Gaussovy eliminace.

n∑
i=1

(i2 − i) (2.10)

Počet operaćı pro zpětný chod můžeme vyč́ıst z př́ıkladu 2.4. Pro i = 1 (tedy pro x1)
potřebujeme 2 operace sč́ıtáńı/odčitáńı, pro i = 2 (tedy pro x2) 1 operaci a pro i = 3 (tedy
pro x3) 0 operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı. Počet operaćı pro zpětný chod je uveden ve vztahu (2.11).

n∑
i=1

(n− i) =
n−1∑
0

i (2.11)

Celkový počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro př́ımý i zpětný chod Gaussovy eliminace ukazuje
vztah (2.12).

n∑
i=1

(i2 − i) +

n−1∑
0

i (2.12)

Počty operaćı jsou shrnuty do tabulky 2.2.
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Tabulka 2.2: Počty operaćı při použit́ı Gaussovy eliminačńı metody
matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 6 3

3x3 17 11

4x4 36 26

5x5 65 50

6x6 106 85

7x7 161 133

8x8 232 196

9x9 321 276

10x10 430 375

. . . . . . . . .

2.3 Gaussova eliminace s částečným výběrem hlavńıho prvku

Tato metoda je modifikaćı Gaussovy eliminačńı metody, která slouž́ı ke zmenšeńı zaokrouh-

lovaćıch chyb. Je-li absolutńı hodnota některého z dělitel̊u a
(i−1)
ii malá ve srovnáńı s abso-

lutńı hodnotou prvk̊u a
(i−1)
ki , k > i, potom může hrozit nebezpeč́ı velkých zaokrouhlovaćıch

chyb. Zaokrouhlovaćı chyba v absolutńı hodnotě malého č́ısla zp̊usob́ı velkou chybu v jeho
převrácené hodnotě a tedy i v č́ıslech, jimiž násob́ıme řádky při eliminaci. Abychom se vy-
hnuli děleńı č́ısly, která jsou malá vzhledem k ostatńım veličinám, provád́ıme výběr hlavńıho
prvku.

Algoritmus 2.2. 1. Hledáme rovnici, jej́ı̌z koeficient v absolutńı hodnotě u x1 je nejvěťśı.
Nalezenou rovnici zaměńıme s prvńı rovnićı a pomoćı jejich násobk̊u eliminujeme x1
z ostatńıch rovnic.

2. Hledáme rovnici, jej́ı̌z koeficient v absolutńı hodnotě u x2 je nejvěťśı. Nalezenou rovnici
zaměńıme s druhou rovnićı a pomoćı jejich násobk̊u eliminujeme x2 z ostatńıch rovnic.

3. Obecně: v k-tém kroku eliminace hledáme mezi zbývaj́ıćımi n − k + 1 rovnicemi tu,
která má v absolutńı hodnotě nejvěťśı koeficient, vyměńıme ji s k-tou rovnićı a pak
pomoćı ńı eliminujeme.

2.3.1 Počet operaćı porovnáńı

Při poč́ıtáńı počtu operaćı budeme vycházet z již známých vztah̊u pro Gaussovu eliminaci,
viz vztahy (2.9) a (2.12). Nav́ıc muśıme uvažovat operace porovnáváńı pro nalezeńı hlavńıho
prvku (pivota) a také operace prohozeńı rovnic. Mějme matici o rozměrech m× n. Potom
počet operaćı porovnáńı je v rámci prvńıho sloupce matice m− 1, v rámci druhého sloupce
m − 2 . . . ,m − n v rámci n-tého sloupce. Vztah pro počet operaćı porovnáńı je uveden ve
vztahu (2.13).

n−1∑
i=1

(n− i) (2.13)
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2.3.2 Počet operaćı prohozeńı rovnic

Počet operaćı vyplývá př́ımo z algoritmu 2.2. Počet operaćı prohozeńı bude odpov́ıdat počtu
rovnic v soustavě sńıženému o 1, kde počet rovnic je označen jako n.

n− 1 (2.14)

Celkový počet operaćı pro Gaussovu eliminaci s částečným výběrem hlavńıho prvku znázorňuje
vztah (2.15).

n∑
i=1

(i2 − 1) +
n∑
i=1

(i+ 1) +
n∑
i=1

(i2 − i) +
n−1∑
i=1

i+
n−1∑
i=1

(n− i) + (n− 1) (2.15)

Pro lepš́ı orientaci si shrneme význam jednotlivých člen̊u (sč́ıtanc̊u) ve výše uvedeném
vztahu, postupujeme zleva:

• počet operaćı násobeńı/děleńı pro př́ımý chod Gaussovy eliminačńı metody,

• počet operaćı násobeńı/děleńı pro zpětný chod Gaussovy eliminačńı metody,

• počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro př́ımý chod Gaussovy eliminačńı metody,

• počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro zpětný chod Gaussovy eliminačńı metody,

• počet operaćı porovnáńı,

• počet operaćı prohozeńı rovnic.

Opět pro lepš́ı přehlednost uvád́ıme počet operaćı v tabulce 2.3. Pro úplnost uvedeme
př́ıklad A.2, zadáńı je stejné jako u př́ıkladu A.1 pro Gaussovu eliminačńı metodu.

Tabulka 2.3: Počty operaćı při použit́ı Gausovy eliminačńı metody a částečným výběrem
hlavńıho prvku

matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly Porovnáńı Prohozeńı

2x2 6 3 1 1

3x3 17 11 3 2

4x4 36 26 6 3

5x5 65 50 10 4

6x6 106 85 15 5

7x7 161 133 21 6

8x8 232 196 28 7

9x9 321 276 36 8

10x10 430 375 45 9

. . . . . . . . . . . . . . .

2.4 Gaussova eliminace s úplným výběrem hlavńıho prvku

Při této modifikaci Gaussovy eliminace voĺıme v k-tém kroku za hlavńı prvek ten, který
je největš́ı v absolutńı hodnotě v submatici tvořené vynecháńım prvńıch k − 1 řádk̊u a
sloupc̊u v dané matici soustavy. Je snahou, abychom v k-tém kroku na pozici akk dostali
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prvek s největš́ı absolutńı hodnotou. Proto tedy nepřehazujeme pouze řádky, ale i sloupce.
Poznamenejme, že je potřeba dávat pozor na to, že změnou pořad́ı sloupc̊u se změńı pořad́ı
výsledk̊u a je tedy vhodné si změnu pořad́ı sloupc̊u v pr̊uběhu výpočtu vhodně poznačit.

Tato metoda má ovšem vyšš́ı časovou náročnost, protože je nutné vyhledávat největš́ı
prvek v celé submatici. Proto se sṕı̌se použ́ıvá Gaussova eliminace s částečným výběrem
hlavńıho prvku.

Při určováńı počtu operaćı budeme postupovat stejně jako u Gaussovy eliminace s
částečným výběrem hlavńıho prvku. Opět je nutné uvažovat operace porovnáváńı a proha-
zováńı pořad́ı rovnic.

2.4.1 Počet operaćı porovnáńı

Algoritmus 2.3. 1. Inicializujeme proměnnou max na hodnotu prvńıho prvku z matice
soustavy.

2. Procháźıme matici prvek po prvku a pokud naraźıme na prvek, který má věťśı hodnotu
než proměnná max, proměnnou max přeṕı̌seme hodnotou nově nalezeného prvku.

3. Takto postupujeme tak dlouho, dokud neprojdeme celou matici. Na konci pr̊uchodu
bude v proměnné max nejvěťśı prvek.

Př́ıklad 2.5. Je dána následuj́ıćı matice soustavy.

A =

 1 2 3 4
2 3 5 7
5 6 2 1


Operace porovnáńı uvedeme společně s indexy prvk̊u tabulky 2.4. Zde jsou znázorněny

operace porovnáńı při prvńı iteraci výpočtu. Je zřejmé, že prvek na pozici a32 je největš́ı a
má hodnotu 6.

Třet́ı řádek, kde se nacháźı největš́ı prvek, prohod́ıme s prvńım řádkem a také prohod́ıme
prvńı sloupcec s druhým sloupcem, abychom dostali největš́ı prvek na pozici akk, tedy a11.
Matice soustavy má nyńı následuj́ıćı tvar.

A =

 6 5 2 1
3 2 5 7
2 1 3 4


Pozor na to, že nyńı jsou v prvńım sloupci hodnoty neznámé z a v druhém sloupci hodnoty
neznámé x. Při druhé iteraci výpočtu bychom vynechali prvńı řádek a prvńı sloupec, hledali
bychom největš́ı prvek v této submatici.

A =

(
2 5 7
1 3 4

)
Největš́ı prvek se nacháźı na pozici a23 v p̊uvodńı matici a má hodnotu 5. Opět prohod́ıme
prvńı sloupec s druhým sloupcem a dostáváme ńıže uvedený tvar.

A =

(
5 2 7
3 1 4

)
Počty operaćı porovnáńı pro 2. iteraci jsou v tabulce 2.5. Daľśı iterace by již byla

zbytečná, protože vynecháńım prvńıho sloupce a řádku z matice o rozměrech 2× 2 bychom
dostali pouze jednoprvkovou matici.
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Tabulka 2.4: Počty operaćı při použit́ı Gaussovy eliminačńı metody s úplným výběrem
hlavńıho prvku při rozměru matice 3× 3

krok č́ısla k porovnáńı indexy prvk̊u proměnná max

1 |1| < |2| a11 < a12 2

2 |2| < |3| a12 < a13 3

3 |3| > |2| a13 < a21 3

4 |3| = |3| a13 < a22 3

5 |3| < |5| a13 < a23 5

6 |5| = |5| a23 < a31 5

7 |5| < |6| a23 < a32 6

8 |6| > |2| a32 < a33 6

Tabulka 2.5: Počty operaćı při použit́ı Gaussovy eliminačńı metody s úplným výběrem
hlavńıho prvku při rozměru matice 2× 2

krok č́ısla k porovnáńı indexy prvk̊u proměnná max

1 |2| < |5| a11 < a12 5

2 |5| > |1| a12 < a21 5

3 |5| > |3| a12 < a22 5

�

Všimněme si, že pro matici o rozměrech 3× 3 je počet operaćı porovnáńı 8 a pro matici o
rozměrech 2×2 je počet operaćı porovnáńı 3. Pro celkový počet operaćı matice o rozměrech
n× n lze odvodit vztah (2.16).

n−2∑
i=0

(n− i)2 − 1 (2.16)

2.4.2 Počet operaćı prohozeńı

V pr̊uběhu prvńı iteraci lze provést až 2 operace prohozeńı, protože prohazujeme nejen
řádky, ale i sloupce matice. Prohazováńı provád́ıme do řádu matice n = 2, dále již nemá
smysl z d̊uvodu, který je uveden výše. Proto je počet operaćı prohozeńı

2 · (n− 1) . (2.17)

Na závěr uvedeme kompletńı př́ıklad A.3.

2.5 Gauss-Jordanova eliminace

U této metody převád́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy na jednotkovou matici, tj. tvar,
kde nad i pod hlavńı diagonálou matice budou samé nuly. Toho dosáhneme pomoćı ele-
mentárńıch řádkových úprav, které byly zmı́něné již v podkapitole 2.2. Vı́ce informaćı na-
lezneme v [2]. Algoritmus je obdobný jako u Gaussovy eliminačńı metody, ovšem s t́ım
rozd́ılem, že zde již neprovád́ıme zpětnou substituci.
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Řešeńı soustavy vyčteme z výsledné matice. Po skončeńı Gauss-Jordanovy eliminace
bude soustava ve tvaru uvedeném ńıže.

A =


1 0 . . . 0 v1
0 1 . . . 0 v2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 vn


2.5.1 Počty operaćı násobeńı a děleńı

V pr̊uběhu prvńı iterace bude potřeba

• n násobeńı/děleńı pro násobeńı prv́ıho řádku č́ıslem 1/a11,

• n násobeńı/děleńı pro źıskáńı nuly na pozici a21.

Tyto operace je nutné provést se všemi (n − 1) řádky. Počet násobeńı/děleńı pro prvńı
iteraci je tedy

n+ (n− 1)n .

Druhá iterace vyžaduje

• n− 1 násobeńı/děleńı pro násobeńı prv́ıho řádku č́ıslem 1
a22

,

• n− 1 násobeńı/děleńı pro źıskáńı nuly na pozici a21.

Tyto operace provedeme se všemi (n− 1) řádky. Počet operaćı násobeńı/děleńı je

(n− 1) + (n− 1)(n− 1) .

Celkový počet operaćı násobeńı/děleńı pro Gauss-Jordanovu eliminaci je uveden ve vztahu
(2.18).

n∑
i=1

(i+ (n− 1)i) (2.18)

2.5.2 Počty operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Pro prvńı iteraci je potřeba

• n sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro źıskáńı nuly na pozici a21.

Tyto operace provedeme se všemi (n−1) řádky. Celkový počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro
prvńı iteraci je

(n− 1)n .

V druhé iteraci potřebujeme źıskat nuly nad i pod prvkem matice a22. Nezabýváme se již
prvńım řádkem ani sloupcem. Počet sč́ıtáńı/odč́ıtáńı je

(n− 1)(n− 1) .

Použit́ı Gauss-Jordanovy eliminace ukazuje př́ıklad A.4. Celkový počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ı-
táńı uveden ńıže, viz vztah (2.19).

n∑
i=1

(n− 1)i (2.19)

Celkový počet operaćı je znázorněn v tabulce 2.6.
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Tabulka 2.6: Počty operaćı při použit́ı Gauss-Jordanovy eliminačńı metody
matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 6 3

3x3 18 12

4x4 40 30

5x5 75 60

6x6 126 105

7x7 196 168

8x8 288 252

9x9 405 360

10x10 550 495

. . . . . . . . .

2.6 Inverzńı matice

Inverzńı matici můžeme poč́ıtat pouze tehdy, pokud je matice čtvercová a také regulárńı.
Inverzńı matici k matici A znač́ıme A−1. Pro inverzńı matici plat́ı vztahy

(A−1) ·A−1 = A (2.20)

a také

(A−1) ·A = E, (2.21)

kde E je jednotková matice. Vypoč́ıtat inverzńı matici můžeme dvěma zp̊usoby:

1. Gauss-Jordanovou eliminačńı metodou,

2. pomoćı determinant̊u.

Postupně si ukážeme obě zmı́něné metody.

2.6.1 Výpočet inverzńı matice pomoćı Gauss-Jordanovy eliminačńı me-
tody

Postup výpočtu lze shrnout do těchto krok̊u, jak ukazuje algoritmus 2.4.

Algoritmus 2.4. 1. Naṕı̌seme matici soustavy, ke které chceme nalézt inverzńı matici
a vedle ńı umı́st́ıme matici jednotkovou (stejného řádu jako je matice soustavy).

2. Pomoćı ekvivaletńıch řádkových úprav se snaž́ıme dostat jednotkovou matici na levou
stranu. Na straně pravé se poté nacháźı výsledná inverzńı matice. Každá úprava se
provád́ı na obou matićıch současně.

3. Pro nalezeńı vektoru neznámých proměnných muśıme vypoč́ıtat x = A−1 · b, tedy
vynásobit źıskanou inverzńı matici A−1 s vektorem pravých stran b.

4. Správnost výsledku lze ověřit zkouškou tak, že vynásob́ıme p̊uvodńı matici soustavy s
jej́ı inverzńı matićı, měli bychom dostat jednotkovou matici.
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Schématické znázorněńı postupu výpočtu lze vidět ńıže.

M =
(
A En

)
=


a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
0 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . amn 0 0 . . . 1

→

→
(
En A

)
=


1 0 . . . 0 a11 a12 . . . a1n
0 1 . . . 0 0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 0 0 . . . amn


U Gaussovy eliminačńı metody jsme potřebovali źıskat nulové pozice pouze pod hlavńı
diagonálou. Zde he nutné splnit následuj́ı úkoly:

• źıskat nuly pod i nad hlavńı diagonálou,

• źıskat jedničky na hlavńı diagonále.

Počet operaćı násobeńı a děleńı

Na začátek uvedeme kompletńı př́ıklad A.5. Počet operaćı násobeńı pro nalezeńı vektoru
neznámých je

n · n . (2.22)

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı je

(n− 1) · n . (2.23)

Pod́ıváme se nyńı, kolik operaćı násobeńı/děleńı bude potřeba pro prvńı iteraci Gauss-
Jordanovy metody. Rozměry matice jsou 2n×n. Z př́ıkladu A.5 z výchoźıho tvaru soustavy
si lze všimnout, že na každém řádku je v nejhorš́ım možném př́ıpadě n+1 člen̊u nenulových,
ostatńı jsou nulové. Při prováděńı výpočtu neńı třeba nulové členy uvažovat.

Konkrétně na začátku máme na pravé straně jednotkovou matici řádu n = 3, která v
každém řádku obsahuje dvě nuly. Po prvńım kroku výpočtu jsme źıskali nulu na pozici a21
a naopak ubyla nula na pozici a24. V daľśım kroku jsme źıskali nulu na pozici a31 a zároveň
ubyla nula na pozici a34. Nyńı máme pod hlavńı diagonálou již samé nuly. Při źıskáváńı
nul nad hlavńı diagonálou je situace obdobná, tedy také se nám nuly postupně přesouvaj́ı
na jiné indexy.

�

Počet operaćı násobeńı/děleńı je stejný jako pro Gauss-Jordanovu eliminaci, viz (2.18).

n∑
i=1

(i+ (n− 1)i) (2.24)
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Tabulka 2.7: Počty operaćı při poč́ıtáńı inverzńı matice pomoćı Gauss Jordanovy eliminace

matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 14 5

3x3 45 24

4x4 104 66

5x5 200 140

6x6 342 255

7x7 539 420

8x8 800 644

9x9 1134 936

10x10 1550 1305

. . . . . . . . .

Počet operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Jak bylo řečeno výše, lze vycházet ze vztah̊u pro Gauss-Jordanovu eliminaci, viz vztah
(2.19). Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı je uveden ve vztahu (2.25).

n∑
i=1

(n− 1)i (2.25)

Na závěr opět uvád́ıme tabulku 2.7 shrnuj́ıćı počet operaćı.

2.6.2 Výpočet inverzńı matice pomoćı determinant̊u

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Potom k ńı existuje inverzńı matice A−1 a plat́ı vztah
(2.26).

A−1 =
1

detA
· (Aij)T =

1

detA
·


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann

 ≈

≈


|A11|
|A|

|A21|
|A| . . . |An1|

|A|
|A12|
|A|

|A22|
|A| . . . |An2|

|A|
...

...
. . .

...
|A1n|
|A|

|A2n|
|A| . . . |Ann|

|A|

 , (2.26)

kde č́ısla Aij jsou algebraickými doplňky k prvk̊um aij ∈ {1, . . . , n} matice A. Algebraickým
doplňkem prvku aij matice A ≡ (aij) nazýváme č́ıslo Aij = (−1)i+jMij , kde Mij je sub-
determinant (minor) vzniklý z matice A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce. Vzorec
pro výpočet inverzńıho prvku je uveden ve vztahu 2.27.

a−1ij =
(−1)i+j · |Aj,i|

|A|
(2.27)
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Výpočet počtu operaćı rozděĺıme do těchto bod̊u.

• Pro determinant soustavy řádu n bude potřeba určitý počet operaćı, v závislosti na
jeho řádu (pro determinanty řádu ≤ 3 použ́ıváme Sarrusovo pravidlo, pro determi-
nanty řádu > 3 Laplace̊uv rozvoj determinantu).

• Ke každému prvku matice soustavy budeme vytvářet subdeterminant. Celkem tedy
vždy vytvoř́ıme právě n · n determinant̊u řádu n− 1.

• Dále ve vzorci (2.27) vid́ıme pod́ıl. Těch bude tolik, kolik je celkem subdeterminant̊u,
tedy n · n.

Pro řešeńı soustavy je nutné provést výpočet podle vztahu x = A−1 · b, podobně jako
u poč́ıtáńı inverzńı matice pomoćı Gauss-Jordanovy eliminačńı metody. Počet operaćı je
uveden ve vztahu (2.22).

Počet operaćı násobeńı a děleńı

Nyńı se pod́ıváme podrobněji na počty operaćı násobeńı a děleńı. Proces zjǐst’ováńı počtu
operaćı rozděĺıme do následuj́ıćıch část́ı:

1. počet operaćı násobeńı a děleńı pro determinant soustavy (budeme ho značit detA),

2. počet operaćı násobeńı a děleńı pro determinanty řádu n− 1,

3. počet operaćı děleńı.

Ad 1. Počet operaćı násobeńı a děleńı pro determinant soustavy

Při vyjádřeńı operaćı vycháźıme z již známých vztah̊u, které byly zjǐstěny u Cramerova
pravidla (viz kapitola 2.1.1), ovšem v upravené podobě. Počet operaćı násobeńı pro deter-
minant o rozměrech 4× 4 je 56. Jedná se o konstantu, kterou jsme zavedli již u Cramerova
pravidla. Počet operaćı násobeńı pro determinant o rozměrech 5× 5 je

56n+ 2n .

Všimněme si, že oproti vzorc̊um, které jsme uvedli u Cramerova pravidla neuvažujeme v
těchto vzorćıch členy za hranatou závorkou, tedy (n− 1) + n. To proto, že pro Cramerovo
pravidlo jsme vytvářeli (n + 1) determinant̊u řádnu n, počet pod́ıl̊u pro źıskáńı řešeńı
soustavy rovnic byl n. Počty operaćı násobeńı/děleńı pro determinant soustavy o rozměrech
6× 6 je

n[2n+ 2(n− 1) + (n− 1)56] , kde n=6.

Počet operaćı násobeńı/děleńı pro determinant o rozměrech 7× 7 je

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + (n− 2)56] , kde n=7,

pro determinant o rozměrech 8× 8

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + (n− 3)56] , kde n=8,

pro determinant o rozměrech 9× 9

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + 2(n− 4) + (n− 4)56] , kde n=9,
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pro determinant o rozměrech 10× 10

n[2n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + 2(n− 3) + 2(n− 4) + 2(n− 5) + (n− 5)56] , kde n=10.

Obecný vztah pro vytvořeńı vzorce pro daný řád je uveden ve vztahu (2.28).

n ·

[
n−5∑
i=0

2 · (n− i) + (n− (n− 5)) · 56

]
, kde n > 5 (2.28)

Ad 2. Počet operaćı násobeńı a děleńı pro determinanty řádu n− 1

V př́ıpadě, že muśıme pro výpočet determinantu použ́ıt Laplace̊uv rozvoj, můžeme při
poč́ıtáńı determinant̊u řádu n − 1 ušetřit n operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı i násobeńı/děleńı z
celkového množstv́ı těchto determinant̊u, protože právě těchto n determinant̊u bude již
spočteno v rámci Laplaceova rozvoje. Např́ıklad pro determinant čtvrtého řádu budeme
mı́t v Laplaceově rozvoji 4 determinanty třet́ıho řádu a právě tyto 4 determinanty již
nebudeme muset poč́ıtat.

Počet determinant̊u řádu n− 1, které bude nutné vypoč́ıtat je

(n · n)− n = n2 − n . (2.29)

Při výpočtu determinantu řádu 4 a výše využ́ıváme dř́ıve vypočtených hodnot. Počet ope-
raćı násobeńı, který je uveden v předchoźım kroku pro determinant soustavy, je využit v
aktuálńım kroku pro výpočet počtu operaćı násobeńı u determinant̊u řádu n − 1. Jinými
slovy: determinant soustavy z předchoźıho kroku slouž́ı k vytvořeńı subdeterminant̊u v
kroku následuj́ıćım. Hodnotu źıskanou v předchoźım kroku násob́ıme výrazem n2 − n.

Ad 3. Počet operaćı pod́ıl̊u

Pod́ıl̊u je tolik, kolik je determinant̊u řádu n− 1, tedy n2.

Počet operaćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

Zjǐst’ováńı počtu operaćı rozděĺıme na 2 sekce:

1. počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant soustavy,

2. počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro subdeterminanty (determinanaty řádu n− 1).

Ad 1. Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant soustavy

Podobně jako u operaćı násobeńı/děleńı i zde využ́ıváme upravené vztahy pro součet/rozd́ıl
odvozené ze vztah̊u pro Cramerovo pravidlo (viz sekce 2.1.1). Neuvažujeme členy za hra-
natými závorkami (n+ 1).

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 4×4 je konstanta 23. Počet
operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 5× 5 je

{(n− 1) + n · 23} .

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 6× 6 je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · 23]} .
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Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 7× 7 je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · 23]]} .

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 8× 8 je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · [(n− 4) + (n− 3) · 23]]]} .

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 9× 9 je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · [(n− 4) + (n− 3)·

·[(n− 5) + (n− 4) · 23]]]]} .

Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro determinant o rozměrech 10× 10 je

{(n− 1) + n · [(n− 2) + (n− 1) · [(n− 3) + (n− 2) · [(n− 4) + (n− 3) · [(n− 5) + (n− 4) ·
·[(n− 6) + (n− 5) · 23]]]]]} .

Pro tvorbu obecného vztahu počtu operaćı násobeńı/děleńı pro determinant daného řádu
využ́ıváme stejného postupu jako tomu bylo u Cramerova pravidla v sekci 2.1.

{(n− 1) + n · [slozenaZavorka]},

kde slozenaZavorka je obsah složené závorky z předešlého kroku sńıžený o 1. T́ımto mecha-
nismem docháźı k

”
množeńı závorek“.

Ad 1. Počet operaćı sč́ıtáńı/odč́ıtáńı pro subdeterminanty

Postup výpočtu je stejný jako u počtu operaćı pro subdeterminanty pro násobeńı/děleńı
(viz sekce 2.6.2). Na závěr uvedeme kompletńı př́ıklad A.6. Tabulka 2.8 znázorňuje počty
operćı, v tabulce 2.9 potom můžeme vidět, kolik je potřeba operaćı při źıskáváńı výsledk̊u
pomoćı vztahu x = A−1 · b.

26



Tabulka 2.8: Počty operaćı při poč́ıtáńı inverzńı matice pomoćı determinant̊u
matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 6 1

3x3 39 14

4x4 216 83

5x5 1435 579

6x6 10548 4289

7x7 78365 35237

8x8 126592 322503

9x9 194463 3265847

10x10 287300 36287909

. . . . . . . . .

Tabulka 2.9: Počty operaćı pro źıskáńı výsledk̊u při poč́ıtáńı s inverzńı matićı
matice (řádky x sloupce) Počet součin̊u Počet součt̊u

2x2 4 2

3x3 9 6

4x4 16 12

5x5 25 20

6x6 36 30

7x7 49 42

8x8 64 56

9x9 81 72

10x10 100 90

. . . . . . . . .
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Kapitola 3

Iteračńı metody

Iteračńı metody využ́ıváme k řešeńı lineárńıch rovnic pomoćı postupného přibližováńı se k
výsledku. Voĺıme počátečńı aproximaci přibližného řešeńı a určitým zp̊usobem ji v každém
kroku iteračńı metody zpřesňujeme. K řešeńı se ovšem přibližujeme limitně. Je potřeba tedy
určit, kdy výpočet ukonč́ıme. Výpočet lze ukončit pokud dosáhneme požadované přesnosti
nebo je předem dán počet krok̊u, který se bude provádět. Výsledkem je přibližné řešeńı
soustavy. Podrobněji se iteračńımi metodami zabývaj́ı publikace [4, 13, 14, 10].

3.1 Jacobiho metoda

Při řešeńı soustavy pomoćı Jacobiho metody postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

3.1.1 Ověřeńı konvergence Jacobiho metody

Je-li matice soustavy ostře sloupcově nebo řádkově dominantńı, potom Jacobiho metoda
konverguje.

• Řádkově dominantńı: v každém řádku matice je absolutńı hodnota prvku na hlavńı
diagonále větš́ı než součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom řádku.

• Sloupcově dominantńı: v každém sloupci matice je absolutńı hodnota prvku na dia-
gonále větš́ı než součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom sloupci.

Pokud podmı́nka ostrosti neńı splněna, potom neńı zaručeno splněńı podmı́nky konver-
gence. Poznamenejme, že tento zp̊usob ověřováńı konvergence metody neńı vhodný pro
velké soustavy. V těchto př́ıpadech je potom lepš́ı stanovit maximálńı počet krok̊u metody
nebo požadovanou přesnost.

3.1.2 Iteračńı vztahy

Máme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic zapsanou v obecném tvaru.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (3.1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

28



Nyńı postupujeme tak, že z prvńı rovnice vyjádř́ıme x1, z druhé rovnice x2, až z n-té rovnice
vyjádř́ıme xn. Vztahy (3.2) nazýváme iteračńı vztahy.

x1 =
1

a11
(b1 − a12x2 − a13x3 − . . .− a1nxn) (3.2)

x2 =
1

a22
(b2 − a21x1 − a23x3 − . . .− a2nxn)

...

xn =
1

ann
(bn − an1x1 − an2x2 − . . .− ann−1xn−1)

3.1.3 Volba počátečńı apoximace

Voĺıme libovolnou počátečńı aproximaci x0 = (x01, x
0
2, . . . x

0
n)T . Zvolené hodnoty počátečńı

aproximace dosad́ıme do pravé strany rovnice (3.2). T́ımto zp̊usobem dostaneme novou
aproximaci řešeńı x1 = (x11, x

1
2, . . . x

1
n)T . Źıskané hodnoty opět dosad́ıme do pravé strany

rovnice 3.2, atd. Pro názornost uvedeme př́ıklad 3.1.

Př́ıklad 3.1. Pomoćı Jacobiho metody vyřešte následuj́ıćı soustavu rovnic. Předpokládejte
přesnost ε=0,01.

10x1 − 2x2 + 3x3 = 20

4x1 − 8x1 + x3 = 25

x1 + 4x2 + 16x3 = 30

Nejprve ověř́ıme konvergenci metody. Matice soustavy je

A =

 10 −2 3 20
4 −8 1 25
1 4 16 30

 .

Zkuśıme ověřit, zda je matice ostře řádkově diagonálně dominantńı.

|10| > | − 2|+ |3|
| − 8| > |4|+ |1|
|16| > |1|+ |4|

Podmı́nka konvergence je tedy splněna. Daľśım krokem je tvorba iteračńıch vztah̊u.

x
(r+1)
1 =

1

10
(20 + 2x

(r)
2 − 3x

(r)
3 )

x
(r+1)
2 =

−
1

8(25− 4x
(r)
1 − x

(r)
3 )

x
(r+1)
3 =

1

16
(30 + x

(r)
1 − 4x

(r)
2 )

Zvoĺıme počátečńı aprosimaci x = (0, 0, 0)T . Aproximace řešeńı budeme zapisovat pro
přehlednost do tabulky 3.1.

Přenost je stanovena na 0,01 a výpočet můžeme po sedmi iteraćıch ukončit, protože

|x71 − x61| < 0, 01 ,

|x72 − x62| < 0, 01 ,

|x73 − x63| < 0, 01.
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Tabulka 3.1: Aproximace řešeńı pomoćı Jacobiho metody
r xr1 xr2 xr3
0 0 0 0

1 2 -3,125 1,875

2 0,8125 -1,8906 2,5313

3 0,8625 -2,4023 2,2969

4 0,8305 -2,4066 2,4217

5 0,7922 -2,4070 2,4247

6 0,7912 -2,4258 2,4277

7 0,7867 -2,4263 2,4320

�

Všimněme si, že zálež́ı na pořad́ı rovnic. Kdybychom např́ıklad prohodili druhou a třet́ı
rovnici, podmı́nka konvergence metody by již nebyla splněna.

Př́ıklad 3.2. Pomoćı Jacobiho metody vyřešte následuj́ıćı soustavu rovnic. Předpokládejte
přesnost ε=0,01.

10x1 − 2x2 + 3x3 = 20

x1 + 4x2 + 16x3 = 30

4x1 − 8x1 + x3 = 25

Nejdř́ıve ověř́ıme konvergenci metody. Matice soustavy je

A =

 10 −2 3 20
1 4 16 30
4 −8 1 25

 .

Zkuśıme ověřit, zda je matice soustavy ostře řádkově diagonálně dominantńı.

|10| > | − 2|+ |3|
|4| < |1|+ |16|
|1| < |4|+ | − 8|

Podmı́nka konvergence neńı splněna. Neńı tedy zaručeno, že Jacobiho metoda bude kon-
vergovat.

�

3.1.4 Počty operaćı u ověřováńı konvergence metody

Začneme počty operaćı, které je potřeba provést ještě před započet́ım výpočtu. Jedná se
o fázi, kdy zjǐst’ujeme podmı́nky konvergence. Vypočteme počty operaćı, které je nutné
provést při ověřováńı, zda je matice soustavy ostře diagonálně dominantńı.

Pro matici 3× 3

A =

 10 −2 3 20
4 −8 1 25
1 4 16 30
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|10| > | − 2|+ |3| ,
| − 8| > |4|+ |1| ,
|16| > |1|+ |4| .

Byly tedy potřeba 3 operace porovnáńı a 3 operace součtu
Pro matici 4× 4

A =


10 −2 3 2 20
4 −8 1 1 25
1 4 16 3 30
2 7 3 20 45



|10| > | − 2|+ |3|+ |2| ,
| − 8| > |4|+ |1|+ |1| ,
|16| > |1|+ |4|+ |3| ,
|20| > |2|+ |7|+ |3| .

Zde je zapotřeb́ı provést 4 operace porovnáńı a 8 operaćı součt̊u.
Pro matici 5× 5

A =


10 −2 3 2 1 20
4 −8 1 1 2 25
1 4 16 3 5 30
2 7 3 20 4 45
3 2 7 5 22 48



|10| > | − 2|+ |3|+ |2|+ |1| ,
| − 8| > |4|+ |1|+ |1|+ |2| ,
|16| > |1|+ |4|+ |3|+ |5| ,
|20| > |2|+ |7|+ |3|+ |4| ,
|22| > |3|+ |2|+ |7|+ |5| .

V př́ıpadě rozměr̊u matice 5× 5 je nutné provést 5 operaćı porovnáńı a 15 operaćı součt̊u.
Vid́ıme, že počet operaćı porovnáńı bude vždy právě n a to bez ohledu na to, zda ověřujeme
sloupcovou či řádkovou diagonálńı dominantnost, protože matice soustavy je vždy čtvercová.

Počet člen̊u na pravé straně nerovnice je vždy právě n − 1, protože diagonálńı člen, se
kterým porovnáváńı provád́ıme, je na straně levé. Těchto n−1 mimodiagonálńıch člen̊u lze
propojit pomoćı n− 2 operaćı sč́ıtáńı. Celkově tedy máme n− 2 operaćı sč́ıtáńı pro jeden
řádek matice soustavy. Celkový počet řádk̊u matice je n. Výsledný vztah pro počet operaćı
sč́ıtáńı je tedy

(n− 2)n . (3.3)
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3.1.5 Počet operaćı pro iteračńı vztahy metody

Iteračńı vztahy pro soustavu o třech neznámých jsme uvedli v př́ıkladu 3.1. Lze si všimnout,
že potřebujeme 6 operaćı násobeńı/děleńı a 6 operaćı sč́ıtáńı/odeč́ıtáńı.

Iteračńı vztahy pro soustavu o čtyřech neznámých uvedeme na smyšleném př́ıkladu ńıže.

x
(r+1)
1 =

1

10
(20 + 2x

(r)
2 − 3x

(r)
3 − x

(r)
4 )

x
(r+1)
2 = −1

8
(25− 4x

(r)
1 − x

(r)
3 + 2x

(r)
4 )

x
(r+1)
3 =

1

16
(30 + x

(r)
1 − 4x

(r)
2 − x

(r)
4 )

x
(r+1)
4 =

1

5
(32 + 3x

(r)
1 − 2x

(r)
2 − 2x

(r)
4 )

Bylo potřeba 8 operaćı násobeńı/děleńı a 12 operaćı sč́ıtáńı/odeč́ıtáńı.
Pro výpočet jedné neznáme proměnné Jacobiho metodou, což odpov́ıdá jedné buňce

tabulky 3.1, jsou potřeba 2 operace násobeńı/děleńı. Celkový počet neznámých je vždy n.
Proto tedy celkový vztah pro počet operaćı násobeńı/děleńı potřebných na jednu iteraci
Jacobiho metody je 2n.

Tabulka 3.2: Počty operaćı při ověřováńı, zda je matice soustavy ostře diagonálně domi-
nantńı

matice (řádky x sloupce) porovnáńı součty

2x2 2 0

3x3 3 3

4x4 4 8

5x5 5 15

6x6 6 24

7x7 7 35

8x8 8 48

9x9 9 63

10x10 10 80

. . . . . . . . .

Pro operace sč́ıtáńı/odč́ıtáńı postupujeme podobně. Pro výpočet jedné neznáme proměnné
Jacobiho metodou, což odpov́ıdá jedné buňce tabulky 3.1 je potřeba (n−1) operaćı sč́ıtáńı/od-
č́ıtáńı. Celkový počet neznámých je vždy n. Proto tedy celkový vztah pro počet operaćı
sč́ıtáńı/odč́ıtáńı potřebných na jednu iteraci Jacobiho metody je

(n− 1)n . (3.4)

Celkový počet operaćı pro výpočet jedné aproximace řešeńı (tedy jednoho řádku tabulky
3.1) znázorňuje vztah (3.5).

2n+ (n− 1)n (3.5)

Tabulky 3.2 a 3.3 plat́ı jak pro Jacobiho metodu, tak i pro Gauss-Seidelovu metodu. V
tabulce 3.3 jsou uvedeny počty operaćı potřebné pro źıskáńı jedné aproximace řešeńı – tedy
jednoho řádku tabulky. Počet operaćı záviśı na přesnosti, které chceme dosáhnout. Pokud
je stanoven př́ımo počet krok̊u metody, potom stač́ı hodnoty pro daný rozměr soustavy v
tabulce 3.3 vynásobit počtem krok̊u.
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Tabulka 3.3: Počty operaćı pro Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu
matice (řádky x sloupce) součiny/pod́ıly součty/rozd́ıly

2x2 4 2

3x3 6 6

4x4 8 12

5x5 10 20

6x6 12 30

7x7 14 42

8x8 16 56

9x9 18 72

10x10 20 90

. . . . . . . . .

3.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je založena na stejném principu jako metoda Jacobiho. Odlǐsnost
je v tom, že k výpočtu daľśı aproximace řešeńı použ́ıvá vždy nejnověǰśı dostupné hodnoty

x1, x2, . . . , xn, které jsou k dispozici. Člen x
(r+1)
1 vypočteme stejně jako u Jacobiho metody,

při výpočtu x
(r+1)
2 ale ihned využ́ıváme právě vypočteného x

(r+1)
1 , při výpočtu x

(r+1)
3

využ́ıváme nové hodnoty x
(r+1)
1 i x

(r+1)
2 , atd.

3.2.1 Ověřeńı konvergence

• Je-li matice soustavy ostře řádkově nebo sloupcově diagonálně dominantńı, Gauss-
Seidelova metoda konverguje.

• Je-li matice soustavy ve tvaru Ax = b pozitivně definitńı, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Pozitivńı definitnost matice lze zjistit dvěma zp̊usoby:

1. Sylvestrovo kritérium,

2. vlastńı č́ısla.

Sylvestrovo kritérium

Je-li matice soustavy ve tvaru Ax = b pozitivně definitńı, Gauss-Seidelova metoda konver-
guje. Necht’

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

. . .
...

...
an1 an2 . . . ann


je symetrická matice. Pak A je pozitivně definitńı právě tehdy, když

∣∣ a11 ∣∣ > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

...
. . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 .
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Tedy matice je pozitivně definitńı, jsou-li všechny hlavńı subdetetminanty kladné. Hlavńımi
subdeterminanty rozumı́me determinanty submatic 1×1, 2×2,. . . , n×n vyšetřované matice
A.

Př́ıklad 3.3. Ověřte, zda je daná matice pozitivně definitńı.

A =

 3 2 1
6 5 4
3 1 2


Subdeterminant 1× 1 je ∣∣ 3

∣∣ = 3 > 0 ,

subdeterminant 2× 2 je ∣∣∣∣ 3 2
6 5

∣∣∣∣ = 3 > 0 ,

subdeterminant 3× 3 je ∣∣∣∣∣∣
3 2 1
6 5 4
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 9 > 0 .

Matice je tedy pozitivně definitńı. Je patrné, že muśıme vždy vytvářet právě n determinant̊u
a vyč́ıslit je. Vztahy pro určeńı počtu operaćı lze vyč́ıst z podkapitoly 2.1.

Vlastńı č́ısla

Čtvercová matice A je pozitivně definitńı právě tehdy, když všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou
kladná. Vlastńı č́ısla źıskáme z výpočtu kořen̊u charakteristické rovnice. Tuto rovnici se-
stav́ıme tak, že determinant matice A vynásob́ıme s jednotkovou matićı E s konstantou
λ.

|A− λ · E| (3.6)

Tento výraz polož́ıme roven nule a dostáváme

|A− λ · E| = 0 . (3.7)

Pokud pro kořeny charakteristické rovnice plat́ı podmı́nka

Re(λ) > 0 (3.8)

potom je matice A pozitivně definitńı.

Př́ıklad 3.4. Najděte kořeny charakteristické rovnice. Je dána následjuj́ıćı matice.

A =

(
1 2
0 4

)
Uprav́ıme ji dle vztahu 3.7 a dostaneme∣∣∣∣ 1− λ 2

0 4− λ

∣∣∣∣ = 0 .
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Vyč́ısĺıme determinant
(1− λ) · (4− λ)− 2 · 0 .

Dostaneme charakteristickou rovnici

λ2 − 5λ+ 4 = 0 .

Pomoćı vzorce pro výpočet kvadratické rovnice źıskáváme kořeny charakteristické rovnice.

λ1,2 =
5±
√

25− 4 · 1 · 4
2

λ1 = 4, λ2 = 1

Oba kořeny charakteristické rovnice jsou kladné, a tedy daná matice je pozitivně definitńı.

�

3.2.2 Iteračńı vztahy

Iteračńı vztahy maj́ı stejný tvar jako u Jacobiho metody.

x1 =
1

a11
(b1 − a12x2 − a13x3 − . . .− a1nxn)

x2 =
1

a22
(b2 − a21x1 − a23x3 − . . .− a2nxn)

...

xn =
1

ann
(bn − an1x1 − an2x2 − . . .− ann−1xn−1)

Počet operaćı pro iteračńı vztahy je totožný se vztahy pro Jacobiho metodu, jak bylo
uvedeno v podkapitole 3.1.5.

3.2.3 Volba počátečńı aproximace

Opět vycháźıme ze vztah̊u v kapitole 3.1. Postup výpočtu je naprosto totožný s princi-
pem uvedeným u Jacobiho metody, rozd́ıl spoč́ıvá v rychlosti konvergence metod. Gauss-
Seidelova metoda konverguje rychleji. Na závěr uvedeme př́ıklad 3.5 na výpočet pomoćı
Gauss-Seidelovy metody.

Př́ıklad 3.5. Pomoćı Gauss-Seidelovy metody vyřešte následuj́ıćı soustavu rovnic. Předpoklá-
dejte přesnost ε=0,01.

10x1 − 2x2 + 3x3 = 20

4x1 − 8x1 + x3 = 25

x1 + 4x2 + 16x3 = 30

Zadáńı př́ıkladu je stejné jako u př́ıkladu 3.1 na Jacobiho metodu, aby bylo možné
provést srovnáńı obou metod. Uvedeme tedy pouze tabulku 3.4.

Přesnost je stanovena na 0,01 a výpočet nyńı můžeme po šesti iteraćıch ukončit, protože

|x61 − x51| < 0, 01 ,

|x62 − x52| < 0, 01 ,

|x63 − x53| < 0, 01 .

�
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Tabulka 3.4: Aproximace řešeńı pomoćı Gauss-Seidelovy metody
r xr1 xr2 xr3
0 0 0 0

1 2 2,125 1,2188

2 2,0597 -1,9428 2,2320

3 0,9418 -2,3751 2,4099

4 0,8020 -2,4228 2,4306

5 0,7863 -2,4280 2,4329

6 0,7845 -2,4286 2,4331
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Kapitola 4

Diferenciálńı rovnice

Deferenciálńı rovnice (dále DR) je rovnice, kde neznámou je funkce a rovnice obsahuje i
derivaci této funkce. Na začátek uvád́ıme definici 4.1. Podrobněǰśı informace jsou uvedeny
v [6, 4, 14, 11].

Definice 4.1. Rovnice ve tvaru F (yn, yn−1, . . . , y′, y, x) = 0 se nazývá diferenciálńı rov-
nice n-tého řádu pro funkci y = y(t). Speciálně je

F (y′, y, t) = 0 nebo y′ = f(t, y)

diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu. Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyšš́ı proměnné
hledané funkce y(x).

Rovnice, které jsme uvedli v definici 4.1, se nazývaj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice.
Diferenciálńı rovnice můžeme rozdělit podle derivaćı následovně:

• obyčejné DR – obsahuj́ı derivace hledané funkce podle jedné proměnné,

• parciálńı DR – obsahuj́ı derivace hledané funkce podle v́ıce proměnných.

Abychom źıskali jednoznačné řešeńı soustavy je nutné specifikovat pro každou rovnici počátečńı
podmı́nku.

Definice 4.2. Necht’ x0, y0 ∈ R. Úloha naj́ıt řešeńı DR, které splňuje tzv. počátečńı
podmı́nku

y(x0) = y0,

se nazývá počátečńı úloha. Jej́ım řešeńım je funkce, která splňuje počátečńı podmı́nku a je
na nějakém otevřeném intervalu, obsahuj́ıćım bod x0, řešeńım DR.

4.1 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Diferenciálńı rovnice lze řešit:

• analyticky,

• numericky.

V př́ıpadě analytického řešeńı provád́ıme integraci podle pravé strany rovnice. Analytické
řešeńı je ovšem často př́ılǐs výpočetně náročné nebo neńı možné.

Pomoćı numerického řešeńı źıskáváme přibližné řešeńı. Metod pro numerické řešeńı
diferenciálńıch rovnic je několik.
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Metody lze rozdělit na

• jednokrokové,

• v́ıcekrokové.

Jednokrokové metody využ́ıvaj́ı pro výpočet informace pouze z jediného předchoźıho kroku.
Nejjednoduš́ı metodou tohoto typu je Eulerova metoda (jedná se o numerickou metodu
prvńıho řádu). Daľśı metoda je Runge-Kutta řádu 4. Jej́ı výpočet je sice náročný, ale je
vyvážen vyšš́ı přesnost́ı d́ıky vyšš́ımu řádu metody.

U v́ıcekrokových metod využ́ıváme pro výpočet informace z několika předchoźıch krok̊u.
Mezi v́ıcekrokové metody patř́ı např́ıklad Adams-Bashforthovy metody, Adams-Moultonovy
metody a metoda prediktor-korektor.

4.2 Převod SLAR na SDR

Soustavu lineárńıch algebraických rovnic (SLAR) lze řešit pomoćı převodu na soustavu dife-
renciálńıch rovnic (SDR). Podrobněǰśı informace nalezneme v [12]. Důvod, proč je výhodné
řešit SLAR pomoc SDR je ten, že nalezené řešeńı je potom vždy stabilńı. Stabilitu můžeme
zjistit pomoćı vlastńıch č́ısel. Abychom źıskali vlastńı č́ısla, je potřeba sestavit charakteris-
tickou rovnici (4.1). Tu źıskáme tak, že determinant soustavy A vynásob́ıme s jednotkovou
matićı E s konstantou λ, polož́ıme roven nule a následně vyřeš́ıme. Kořeny charakteristické
rovnice nazýváme vlastńı č́ısla.

|A− λ · E| = 0 (4.1)

Soustavu diferenciálńıch rovnic lze zapsat v exponenicálńım tvaru eλt. Tento výraz lze
rozepsat jako e(Re(λ)+iIm(λ))t = C + eRe(λ)t · eIm(λ)t. Absolutńı hodnota členu |eIm(λ)t| = 1,
tento člen odpov́ıdá popisu kružnice, nebude nás tedy dále zaj́ımat. Zaměř́ıme se na reálnou
část výrazu, tedy na eRe(λ)t. Pokud za proměnnou λ dosad́ıme č́ıslo, které je větš́ı než nula,
potom dostaneme rostoućı exponenciálńı funkci. Na začátku jsme uvedli, že řešeńı soustavy
diferenciálńıch rovnic lze vyjádřit právě pomoćı této exponenciálńı funkce. V tomto př́ıpadě
ovšem bude řešeńı nestabilńı, protože funkce je rostoućı.

Aby byla soustava diferenciálńıch rovnic stabilńı, muśı pro kořeny charakteristické rov-
nice plat́ı podmı́nka (4.2), potom je zaručeno, že dostaneme řešeńı SLAR v ustáleném stavu.

Re(λ) < 0 (4.2)

S přihlédnut́ım k podmı́nce (4.2) má potom soustava diferenciálńıch rovnic tvar e−λt = 1
eλt

.
V tomto př́ıpadě je exponenciálńı funkce klesaj́ıćı, tedy řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic
je stabilńı. Z výše uvedeného plyne, že je potřeba tedy zajistit, aby matice soustavy byla
negativně definitńı.

V př́ıkladu 3.4 jsme mohli vidět situaci, kdy oba kořeny charakteristické rovnice byly
kladné. Nyńı si ukážeme př́ıklad 4.1, kde tomu tak neńı.

Př́ıklad 4.1.

A =

(
1 2
0 −4

)
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Matici uprav́ıme podle výše zmı́něného vztahu 4.1.∣∣∣∣ 1− λ 2
0 −4− λ

∣∣∣∣ = 0

Vyč́ısĺıme determinant.
(1− λ) · (−4− λ)− 2 · 0

Dostaneme charakteristickou rovnici.

λ2 + 3λ− 4 = 0

Pomoćı vzorce pro výpočet kvadratické rovnice źıskáme kořeny charakteristické rovnice.

λ1,2 =
−3±

√
9− 4 · 1 · (−4)

2

λ1 = −4, λ2 = 1

�

Kořen charakteristické rovnice λ2 je kladný. Neńı tedy splněna podmı́nka (4.2) a daná
soustava rovnic nebude stabilńı.

Nyńı si ukážeme, jak zaručit, aby byla vždy splněna podmı́nka (4.2), a tedy aby byla
libovolná soustava vždy stabilńı. Možné řešeńı nab́ıźı využit́ı transponované matice. Pro
jistotu připomeneme definici transponované matice.

Definice 4.3. Necht’ A = (aij) je matice typu m× n. Pak matice AT = (aTij) typu n×m,
kde

aTji = aij

pro i ∈ {1, 2, . . . ,m} a i ∈ {1, 2, . . . , n} se nazývá transponovaná matice k matici A. Trans-
ponovanou matici źıskáme z p̊uvodńı matice záměnou řádk̊u za sloupce.

Algoritmus pro převod SLAR na SDR se nazývá transformačńı algoritmus a sestává z
následuj́ıćıch krok̊u.

Algoritmus 4.1. 1. Pro SLAR vytvoř́ıme matici soustavy A a vektor pravých stran ~b.

2. Matici soustavy A vynásob́ıme zleva zápornou transponovanou matićı AT .

3. Podle vztahu 4.3 źıskáme SDR.

−AT ·A · x+AT ·~b = x′ (4.3)

Předpokládáme, že matice A je regulárńı. Matice A · AT je za každých okolnost́ı pozitivně
definitńı. Také plat́ı následuj́ıćı charakteristická rovnice (4.4).

| −AT ·A− λ · E| = 0 (4.4)

Kořeny této charakteristické rovnice jsou vždy záporné a dostáváme tedy vždy stabilńı
řešeńı soustavy. Poznamenejme, že transformaćı (4.4) docháźı ke zvýšeńı tuhosti systému.
O tuhých systémech pojednává podkapitola 4.4. Nyńı zkuśıme pomoćı algoritmu 4.1 upravit
př́ıklad 4.1 tak, abychom źıskali stabilńı řešeńı.
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Př́ıklad 4.2. Matice soustavy je

A =

(
1 2
0 −4

)
.

Sestav́ıme charakteristickou rovnici k p̊uvodńı matici A.

A =

∣∣∣∣ 1− λ 2
0 −4− λ

∣∣∣∣ = 0

Po vyč́ısleńı determinantu detA dostáváme následuj́ıćı kvadratickou rovnici.

λ2 + 3λ− 4 = 0

Kořeny charakteristické rovnice jsou

λ1 = 1, λ2 = −0, 25 .

Sestav́ıme zápornou transponovanou matici k matici A.

AT =

(
−1 0
−2 4

)
Součin matic −AT ·A je uveden ńı̌ze.(

1 2
0 −4

)
·
(
−1 0
−2 4

)
=

(
−5 8
8 −16

)
Sestav́ıme charakteristickou rovnici.∣∣∣∣ −5− λ 8

8 −16− λ

∣∣∣∣ = 0

Po vyč́ısleńı determinantu detA dostáváme následuj́ıćı kvadratickou rovnici.

λ2 + 21λ+ 16 = 0

Kořeny charakteristické rovnice jsou

λ1 = −20, 2083, λ2 = −0, 7918 .

Oba kořeny jsou záporné, je tedy zaručena stabilita řešeńı soustavy.

�

4.3 Zápis SLAR pomoćı SDR v TKSL/C

Program TKSL/C vyžaduje pro svou funkčnost speciálńı zápis SDR. Nezapomeňme také,
že pro každou DR je potřeba uvést počátečńı podmı́nku. Pokud ji neuvedeme, program
TKSL/C ji nastav́ı na nulu. Ukážeme si postupně dva možné postupy, kterými můžeme
převést SLAR na SDR. Zároveň je uvedenými postupy zajǐstěna stabilita řešeńı. Vı́ce in-
formaćı uvád́ı literatura [12, 9].
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4.3.1 Transformačńı algoritmus

Tento postup použijeme v př́ıpadě, že některý z kořen̊u charakteristické rovnice neńı záporný.
Výpočet je založen na využit́ı transponované matice, podobně jako jsme mohli vidět výše
v algoritmu 4.1. Názvy proměnných si samozřejmě můžeme zvolit i jiné než ty, které
použ́ıváme ńıže. Mějme SLAR v obecném tvaru, viz (4.5).

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (4.5)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

Nyńı pravé strany všech rovnic převedeme na levou stranu. Na pravou stranu dosad́ıme
parametry qi, kde i ∈ 1, . . . , n. Počet rovnic označuje ṕısmeno n.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn − b1 = q1 (4.6)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn − b2 = q2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn − bn = qn

Zápisem (4.6) źıskáme prvńı část zdrojového kódu. Druhou část źıskáme tak, že z matice
soustavy vytvoř́ıme transponovanou matici a nahrad́ıme neznámé parametry následuj́ıćım
zp̊usobem.

x1 = q1, x2 = q2, . . . , xn = qn (4.7)

Potom na pravé strany rovnic dosad́ıme záporné proměnné v diferenciálńım tvaru a dostáváme
již kompletńı podobu zápisu druhé části zdrojového kódu (4.8).

a11q1 + a12q2 + · · ·+ a1nqn = −x′1 (4.8)

a21q1 + a22q2 + · · ·+ a2nqn = −x′2
...

an1q1 + an2q2 + · · ·+ annqn = −x′3
Konečný tvar je uveden ve vztahu (4.9). Rovnice jsme převedli z jedné strany na druhou a
vynásobili č́ıslem -1.

x′1 = −(a11q1 + a12q2 + · · ·+ a1nqn) (4.9)

x′2 = −(a21q1 + a22q2 + · · ·+ a2nqn)

...

x′n = −(an1q1 + an2q2 + · · ·+ annqn))

Pokud bychom si chtěli nastavit počátečńı podmı́nky na jinou hodnotu, než na nulu,
využijeme zápis (4.10), ve kterém se za znakem & nacháźı počátečńı podmı́nky ppn.

x′1 = −(a11q1 + a12q2 + · · ·+ a1nqn) &pp1 (4.10)

x′2 = −(a21q1 + a22q2 + · · ·+ a2nqn) &pp2
...

x′n = −(an1q1 + an2q2 + · · ·+ annqn)) &ppn
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Ukážeme si konkrétńı př́ıklad. Ve zdrojových kódech pro TKSL/C se jednotlivé rovnice
odděluj́ı středńıkem.

Př́ıklad 4.3. Mějme SLAR v následuj́ıćım tvaru.

35y1 + 17y2 − 11y3 = 36

17y1 + 11y2 − 9y3 = 12

−11y1 − 9y2 + 9y3 = −2

Vytvoř́ıme prvńı část zdrojového kódu dle vztahu (4.6).

35y1 + 17y2 − 11y3 − 36 = q1;

17y1 + 11y2 − 9y3 − 12 = q2;

−11y1 − 9y2 + 9y3 + 2 = q3;

Druhou část zdrojového kódu vytvoř́ıme podle vztahu (4.8).

y1′ = −(35q1 + 17q2 − 11q3);

y2′ = −(17q1 + 11q2 − 9q3);

y3′ = −(−11q1 − 9q2 + 9q3);

�

4.3.2 Elementárńı převod

Druhou metodou převodu SLAR na SDR je elementárńı převod. Tento postup využijeme,
pokud zjist́ıme, že kořeny charakteristické rovnice jsou záporné, a tedy neńı již potřeba
provádět úpravy pomoćı transponované matice, protože je již splněna podmı́nka stability
řešeńı 4.2. Pomoćı této metody můžeme tedy SLAR přepsat rovnou na SDR. U některých
soustav může elementárńı převod také sloužit k tomu, aby bylo nalezeno stabilńı řešeńı,
podobně jako tomu bylo u transformačńıho algoritmu. Mějme SLAR v obecném tvaru.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (4.11)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

Nyńı pravé strany všech rovnic převedeme na levou stranu. Na pravé straně ponecháme
nulu.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn − b1 = 0 (4.12)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn − b2 = 0
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn − bn = 0

Na pravou stranu umı́st́ıme záporné proměnné v diferenciálńım tvaru.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn − b1 = −x′1 (4.13)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn − b2 = −x′2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn − bn = −x′3
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Nakonec rovnice převedeme z jedné strany na druhou a vynásob́ıme č́ıslem −1.

x′1 = −(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn) (4.14)

x′2 = −(a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn)

...

x′n = −(an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn)

Ukážeme si nyńı, jak pomoćı elementárńıho převodu źıskat z nestabilńı SDR stabilńı SDR.
Danou SDR lze modifikovat pomoćı úprav uvedených ńıže.

• Některou z rovnic nebo všechny rovnice násob́ıme č́ıslem −1,

• zaměńıme pořad́ı diferenciálńıch proměnných.

Pro každou upravenou soustavu rovnic potom muśıme spoč́ıtat jej́ı determinant a zjistit,
jestli je větš́ı než nula. Pokud ano, pak jsme nalezli stabilńı řešeńı. Pro lepš́ı pochopeńı
uvedeme př́ıklady A.7 a A.8, které nalezneme v př́ıloze A. Vid́ıme, že počet zápis̊u sou-
stavy rovnic se s nar̊ustaj́ıćım počtem rovnic značně zvyšuje. Proto nyńı zkuśıme odvodit
obecný vztah, který bude určovat, kolika zp̊usoby lze danou soustavu lineárńıch rovnic o n
neznámých zapsat.

Rozděĺıme si úkol na 2 části:

1. počet zp̊usob̊u, jak můžeme měnit znaménka rovnic soustavy,

2. počet zp̊usob̊u, jak můžeme zaměnit diferenciálńı proměnné.

Počet zp̊usob̊u záměn znamének rovnic soustavy

U soustavy dvou lineárńıch rovnic jsme viděli, že znaménka lze zaměnit 4 zp̊usoby, u sou-
stavy tř́ı lineárńıch rovnic lze totéž učinit 8 zp̊usoby. Bude tedy zřejmě platit vztah 2n, kde
n je počet rovnic dané soustavy.

Počet zp̊usob̊u záměn diferenciálńıch proměnných

Nyńı se pod́ıváme, kolika zp̊usoby můžeme zaměnit pořad́ı diferenciálńıch proměnných na
pravých stranách rovnice. Potřebujeme vybrat do skupiny právě n prvk̊u a r̊uzně zaměnit
jejich pořad́ı. Zvoĺıme proto pro výpočet permutaci.

Definice 4.4. Permutace z n prvk̊u je uspořádaná ntice z těchto prvk̊u. Znamená to, že
do skupiny vyb́ıráme všech n prvk̊u a jejich pořad́ı zaměňujeme. Počet všech permutaćı z n
prvk̊u znač́ıme P(n). Počet permutaćı urč́ıme jako P(n)=n!.

Celkový vztah je uveden ńıže.

2n.P (n) (4.15)

Na závěr uvedeme tabulku 4.1, která udává, kolika zp̊usoby lze SDR zapsat pomoćı ele-
mentárńıho převodu.
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Tabulka 4.1: Počty možných zp̊usob̊u zápis̊u SDR pomoćı elementárńıho převodu
matice (řádky x sloupce) Dosazeńı do vzorce Výsledek

2x2 2n.P (2) 8

3x3 3n.P (3) 162

4x4 4n.P (4) 6144

5x5 5n.P (5) 375000

6x6 6n.P (6) 4150656720

. . . . . . . . .

10x10 10n.P (10) 3715891200

4.4 Tuhé systémy

Tuhé systémy se také nazývaj́ı soustavy se silným tlumeńım nebo anglicky stiff systems.
Pokud jsou vlastńı č́ısla soustavy řádově rozd́ılná, potom docháźı k situaci, kdy do celkového
řešeńı na určitém intervalu některé z vlastńıch č́ısel přisṕıvá svou složkou zcela minimálně.
Potom je možné tuto složku zanedbat. Avšak toto vlastńı č́ıslo nut́ı k tomu, abychom zvolili
integračńı krok h malý. Tato volba zapř́ıčińı, že výpočet je neefektivńı a řešeńı konverguje
velmi pomalu. Vı́ce je problematika rozvedena v [15, 1, 6].

K detekci tuhých systémů můžeme využ́ıt vlast́ı č́ısla soustavy. Pokud plat́ı vztah

|Reλmax| � |Reλmin| (4.16)

potom SLAR je tuhým systémem. Č́ım menš́ı je Reλmin, t́ım řešeńı konverguje pomaleji a
t́ım deľśı časový interval k vyřešeńı soustavy potřebujeme. Uvedeme vzorec (4.17), pomoćı
něhož můžeme zjistit koeficinent tuhosti s. Někdy bývá také nazýván jako stiff koeficient.

s =
|Re(λmax)|
|Re(λmin)|

(4.17)

Plat́ı, že č́ım větš́ı je tento koeficient, t́ım je systém v́ıce tuhý. Vrát́ıme se k př́ıkladu 4.2 a
vypoč́ıtáme koeficienty tuhosti.

Př́ıklad 4.4. Výpočtěte koeficienty tuhosti pro př́ıklad 4.2. Pro výpočet použijeme vztah
(4.17). Nejprve vypoč́ıtáme koeficient tuhosti pro p̊uvodńı matici soustavy A.

s =
1

0, 25
= 4

Nyńı vypoč́ıtáme koeficient tuhosti pro transponovanou matici soustavy.

s =
20, 2083

0, 7918
= 25, 5220

�

Koeficient tuhosti p̊uvodńı matice soustavy (s = 4) je menš́ı než koeficient tuhosti transpo-
nované matice (s = 25, 5220). Zde je tedy ukázáno, že násobeńım p̊uvodńı soustavy rovnic
transponovanou matićı se zvyšuje tuhost systému.
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Kapitola 5

Dosažené výsledky

5.1 Srovnáńı programů TKSL/C, Matlab a Maple

V této podkapitole se zaměř́ıme, jak lze řešit SLAR pomoćı programů TKSL/C, Matlab a
Maple. Informace byly čerpány z [9, 8, 7].

5.1.1 Program TKSL/C

Program TKSL/C vznikl na Fakultě informačńıch technologíı v Brně. Je napsán v jazyce
C++ a k řešeńı využ́ıvá metodu Taylorova typu. Program TKSL/C řeš́ı SLAR převodem na
SDR. Program se ovládá z př́ıkazové řádky. Chováńı programu lze ovlivnit řadou parametr̊u
uvedených v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Parametry programu TKSL/C
Parametr Význam parametru

-h vytiskne nápovědu

-V verze programu

-s velikost kroku (implicitně 0,1)

-t horńı mez výpočtu (implicitně 1)

-W š́ı̌rka č́ısel v bitech (implicitně 80)

-O maximálńı řád (implicitně 50)

-A přesnost (implicitně 1e-15)

-Z počet nulových hodnot pro detekci konce kroku (implicitně 4)

-w formát výstupu – š́ı̌rka č́ısel (implicitně 16)

-p formát výstupu – počet desetinných č́ısel (implicitně 10)

-f formát výstupu – definice proměnných, pro které zobrazujeme výpočty

-x formát výstupu – XML formát

-n text pro nedefinovaou hodnotu (implicitně ”n/a”)

-c kontroluje špatnou konvergenci (implicitně 0)

-i zvýšeńı kroku o zadanou hodnotu

-I horńı hranice zvyšováńı kroku (implicitně 0,5)

Soustavu diferenciálńıch rovnice lze do programu TKSL/C zadat bud’ z textového sou-
boru nebo manuálně přes př́ıkazovou řádku.
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Př́ıklad 5.1. Mějme soustavu lineárńıch algebraických rovnic.

6x1 + 5x2 + 4x3 = 3

5x1 + 4x2 + 3x3 = 2

4x1 + 3x2 + 2x3 = 1

Pomoćı vztah̊u pro transformačńı algoritmus (4.6) a (4.8) ji převedeme na soustavu dife-
renciálńıch rovnic. Dostáváme zápis, který je již připraven pro program TKSL/C. Počátečńı
podmı́nky jsou nulové, proto by zde nemusely být uvedeny. Pro přehlednost je ale raději
uvedeme.

q1 = +6 ∗ x1 + 5 ∗ x2 + 4 ∗ x3− 3;

q2 = +5 ∗ x1 + 4 ∗ x2 + 3 ∗ x3− 2;

q3 = +4 ∗ x1 + 3 ∗ x2 + 2 ∗ x3− 1;

x1′ = −(+6 ∗ q1 + 5 ∗ q2 + 4 ∗ q3) &0;

x2′ = −(+5 ∗ q1 + 4 ∗ q2 + 3 ∗ q3) &0;

x3′ = −(+4 ∗ q1 + 3 ∗ q2 + 2 ∗ q3) &0;

�

Výstup programu TKSL/C je znázorněn na obrázku 5.1. Jednotlivé sloupce odpov́ıdaj́ı po
řadě proměnným: t, q1, . . . , qn, x1, . . . , xn, #.

Obrázek 5.1: Program TKSL/C – ukázka výstupu programu

5.1.2 Program Matlab

Program Matlab je integrované prostřed́ı pro vědeckotechnické výpočty, modelováńı, návrhy
algoritmů, simulace, atp. V programu Matlab lze k řešeńı soustav lineárńıch algebraických
rovnic využ́ıt funkce linsolve a mldivide. Postupně si vysvětĺıme, jak se obě tyto funkce
použ́ıvaj́ı.

Funkce linsolve

Funkce linsolve má dva povinné parametry a jeden nepovinný. Mezi povinné parametry
patř́ı matice soustavy a vektor pravých stran. Třet́ım a nepovinným parametrem je potom
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název metody, pomoćı které si přejeme soustavu řešit. Můžeme vyb́ıtaz z metod, které jsou
uvedeny v tabulce 5.2.

Tabulka 5.2: Metody řešeńı SLAR pro funkci linsolve
Název parametru Význam parametru

LT Dolńı trojúhelńıková matice

UT Horńı trojúhelńıková matice

UHESS Horńı Hessenbergova matice

SYM Reálná symetrická nebo komplexńı Hermitovská matice

POSDEFF Pozitivně definitńı matice

RECT Obecná čtvercová matice

TRANSA Transponovaná matice

Předpokládejme, že v proměnné A máme matici soustavy a v proměnné x máme vektor
pravých stran. Pokud chceme např́ıklad nastavit, aby se soustava rovnic řešila pomoćı horńı
trojúhelńıkové matice, muśıme ve struktuře opts nastavit položku LT na hodnotu true.
Poznamenejme, že do veškerých položek struktury opts lze ukládat pouze logické hodnoty,
tedy true nebo false. Defaultně jsou všechny položky struktury nastaveny na hodnotu false.
Implicitńı metoda řešeńı soustavy rovnic je LU rozklad.

Následuj́ıćı tabulka ukazujem jak lze kombinovat jednotlivé metody mezi sebou. Hod-
nota true je označena jako T, hodnota false jako F.

Tabulka 5.3: Možné kombinace parametr̊u udávaj́ıćı typ metody pro funkci linsolve
LT UT UHESS SYM POSTDEFF RECT TRANSA

T F F F F T/F T/F

F T F F F T/F T/F

F F T F F F T/F

F F F T T/F F T/F

F F F F F T/F T/F

Nyńı uvedeme př́ıklad 5.2, ze kterého budeme i nadále vycházet.

Př́ıklad 5.2. Př́ıklad použit́ı funkce linsolve. Definujeme matici A, vektor pravých stran
b a zvoĺıme metodu řešeńı např́ıklad pomoćı horńı trojúhelńıkové matice.

A = [1 2 3; 2 3 5; 5 6 2];

b = [4; 7; 1];

opts.UT=true;

linsolve(A,b,opts)

�

Funkce linsolve má nevýhodu v tom, že nás nijak neupozorńı, pokud zvoĺıme metodu
nevhodnou k řešeńı dané soustavy rovnic. Funkce vrát́ı výsledky, které ovšem nemuśı být
správné.
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Funkce mldivide

Funkce mldivide má dva povinné parametry – matici soustavy a vektor pravých stran. Na
rozd́ıl od funkce linsolve si nemůžeme zvolit metodu, kterou se bude soustava rovnic řešit.
Funkce mldivide totiž provede sadu r̊uzných test̊u a na jejich základě vyhodnot́ı, která
metoda je pro danou soustavu rovnic nejlepš́ı. Výhodou je to, že nemůžeme zvolit metodu,
která by nebyla pro řešeńı soustavy rovnic vyhovuj́ıćı. Zápis mldivide (A,b) představuje
ekvivalent k A\b (levé maticové děleńı). Zápis mrdivide (b,A) představuje ekvivalent k
b/A (pravé maticové děleńı).

Př́ıklad 5.3. Př́ıklad použit́ı funkce mldivide. Definujeme matici A, vektor pravých stran
b. Uvažujme matici soustavy a vektor pravých stran jako v př́ıkladu 5.2.

A = [1 2 3; 2 3 5; 5 6 2];

b = [4; 7; 1];

mldivide(A,b)

�

Funkce pro řešeńı diferenciálńıch rovnic

Nyńı se pod́ıváme, jak lze v systému Matlab řešit soustavy diferenciálńıch rovnic. K tomuto
účelu je k dispozici řada funkćı, jak můžeme vidět ńıže:

• ode23 – pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, řád 2–3),

• ode45 – pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, řád 4–5),

• ode113 – pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, řád 2–3),

• ode113 – pro non-stiff rovnice (Adams-Bashforth-Moultonova metoda),

• ode23t – pro pr̊uměrně stiff rovnice (lichoběžńıkové pravidlo),

• ode15s – pro stiff rovnice (Gearova metoda),

• ode23s – pro stiff rovnice (modifikovaná Rosenbrockova metoda),

• ode23b – pro stiff rovnice (implicitńı Runge-Kuttova metoda kombinovaná se zpětnou
diferenčńı formuĺı druhého řádu).

Syntaxi všech výše zmı́něných funkćı lze zapsat ve tvaru [T,Y] = ode funkce(funkce,

interval integrace, vektor PP). Proměnná T označuje sloupcový vektor časových údaj̊u,
proměnná Y obsahuje pole hodnot řešeńı. Každý řádek koresponduje s časovým údajem
uloženým v proměnné T. Nyńı se dostáváme k parametr̊um funkce. Prvńım parametrem
je ukazatel na funkci, která vypoč́ıtá pravou stranu diferenciálńı rovnice. Druhý parametr
určuje interval integrace. Třet́ım parametrem je vektor počátečńıch podmı́nek.

Př́ıklad 5.4. Př́ıklad použit́ı funkce ode45 a také definice funkce myfun. Opět uvažujeme
matici soustavy a vektor pravých stran jako v př́ıkladech 5.2.

�
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global At bt;

A = [1 2 3; 2 3 5; 5 6 2];

b = [4; 7; 1];

At = -A’ * A;

bt = -A’ * b;

[t y] = ode45(@myfun,[0 100],zeros(50, 1));

5.1.3 Program Maple

Program Maple je systém poč́ıtačové algebry pro výuku a využit́ı matematiky v př́ırodovědných,
technických a ekonomických oborech. Byl vyvinut firmou Waterloo Maple Software.

Funkce pro řešeńı lineárńıch algebraických rovnic

Nejdř́ıve si ukážeme, jak se programu Matlab řeš́ı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.
K tomuto účelu můžeme využ́ıt funkci solve.

Obecný zápis funkce má tvar solve(soustava rovnic, promenne). Funkce má 2 pa-
rametry, prvńım je soustava rovnic, kterou si přejeme vyřešit, druhým parametrem je
proměnná (nebo proměnné), které chceme z rovnice vypoč́ıtat. Pokud nezadáme druhý
parametr, potom se rovnice vyřeš́ı pro všechny proměnné, které obsahuje. Funkce solve

má r̊uzné varianty (msolve, dsolve, isolve, fsolve).

Př́ıklad 5.5. Př́ıklad použit́ı funkce solve. Zadáńı opět vycháźı z př́ıkladu 5.2.

soustava:={x+2*y+3*z=4, 2*x+3*y+5*z=7, 5*x+6*y+2*z=1};
solve(soustava);

�

Funkce pro řešeńı diferenciálńıch rovnic

Pro řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic je v programu Maple k dispozici funkce dsolve.
Povinným parametrem je diferenciálńı rovnice. Pro vyjádřeńı derivace se použ́ıvá př́ıkaz
diff. Počátečńı podmı́nky jsou uvedeny ve složených množinových závorkách spolu s rov-
nićı. Pokud si přejeme řešit diferenciálńı rovnice numericky, použijeme volbu type=numeric.
Pomoćı volby method si lze zvolit metodu, pomoćı které se bude výpočet provádět. Metody
můžeme volit následuj́ıćı:

• rkf45 – metoda Runge-Kuttova typu (Fehlberg) 4–5 řádu,

• dverk78 – metoda Runge-Kuttova typu 7–8 řádu,

• classical – Eulerova metoda,

• gear – Gearova jednokroková extrapolačńı metoda,

• lsode – metody pro stiff rovnice, Adamsova metoda, zpětná diferenčńı formule,
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• taylorseries – metody Taylorových rozvoj̊u.

Pokud neuvedeme volbu method, potom se implicitně použije metoda rkf45. Pozname-
nejme ještě, jaké parametry má př́ıkaz diff. Prvńım parametrem je derivovaná funkce a
druhým parametrem je proměnná podle které budeme derivovat. V př́ıpadě derivaćı funkce
jedné proměnné to znamená, že kolikrát danou proměnnou uvedeme, tolikátou derivaci
bude systém Maple poč́ıtat. Pokud chceme vypoč́ıtat např́ıklad čtvrtou derivaci funkce f ,
bude mı́t př́ıkaz diff tvar diff(f,x,x,x,x). Můžeme také použ́ıt zkrácenou formu zápisu
diff(f,x$4).

Existuje také podobný př́ıkaz Diff. Ten se lǐśı od př́ıkazu diff t́ım, že neprovede př́ımo
symbolickou derivaci, ale pouze ho rozeṕı̌se do řádné matematické notace.

Př́ıklad 5.6. Př́ıklad použit́ı funkce dsolve. Řešte rovnici y′ = y+y2, počátečńı podmı́nka
je y(0) = 1. K řešeńı využijeme metodu Runge-Kutta 4–5 řádu, tato metoda je implicitńı,
proto ji nemuśıme uvádět.

diff rovnice := ({diff(y(x), x) = y(x) + y(x) ∗ y(x), y(0) = 1}, y(x), type = numeric);
Program vrát́ı výsledek ve tvaru uvedeném ńıže.
diff rovnice := proc(rkf45 x) . . . endproc
Pro źıskáńı hodnoty řešeńı např́ıklad v bodě 0, 5, muśıme napsat př́ıkaz diff rovnice(0.5);.

�

5.2 Srovnáńı časové náročnosti řešeńı SLAR a SDR

Pro srovnáńı časové náročnosti řešeńı SLAR a SDR byly provedeny následuj́ıćı experimenty:

• výpočet SLAR programem Matlab,

• výpočet SDR programem Matlab,

• výpočet SDR programem TKSL/C.

Nyńı přibĺıž́ıme postup jednotlivých experiment̊u a vyhodnot́ıme źıskané výsledky. V rámci
všech experiment̊u byl výpočet s daným řádem matice soustavy proveden vždy dvacetkrát.
Z těchto hodnot byl poté vypoč́ıtán aritmetický pr̊uměr. Experimenty byly prováděny pod
systémem Linux, na školńım serveru merlin.fit.vutbr.cz.

5.2.1 Program pro generováńı koeficient̊u soustavy rovnic

Pro snadněǰśı pr̊uběh tohoto experimentu byl napsán pomocný program v systému Matlab.
Program gensystem.m sloužil k vygenerováńı matice soustavy o daném rozměru. Koefi-
cienty matice soustavy byly generovány náhodně, v rozsahu 1 – 10. Program také uložil
vygenerovanou matici soustavy do datového souboru Matlabu.

Dále byla vytvořena funkce saveeq.m, která převedla vygenerované koeficienty matice
soustavy na textový soubor se soustavou rovnic podle obecného tvaru, viz vztah (2.1),
soubor byl poté uložen. Tato funkce byla volána z programu gensystem.m.
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5.2.2 Výpočet SLAR programem Matlab

Program pro výpočet SLAR byla použita funkce mldivide (viz podkapitola 5.1.2). Výsledky
test̊u jsou uvedeny v tabulce 5.4.

Tabulka 5.4: Pr̊uměrný čas řešeńı SLAR funkćı mldivide v programu Matlab
rozměr matice n× n Pr̊uměrný čas řešeńı

50× 50 4, 068500 · 10−4

100× 100 7, 294000 · 10−4

150× 150 1, 239050 · 10−3

200× 200 3, 257750 · 10−3

250× 250 3, 564200 · 10−3

300× 300 5, 771050 · 10−3

350× 350 1, 111190 · 10−2

400× 400 1, 642725 · 10−2

450× 450 2, 265670 · 10−2

5.2.3 Výpočet SDR programem TKSL/C

K tomuto účelu byl vytvořen skript v jazyce Python, který volal program TKSL/C. Para-
metry TKSL/C byly nastaveny takto: -t 1.0 -A 1e-15. Význam parametr̊u byl již uveden
v tabulce 5.1. Výsledky experiment̊u ukazuje tabulka 5.5.

Tabulka 5.5: Pr̊uměrný čas řešeńı SDR v programu TKSL/C
rozměr matice n× n Pr̊uměrný čas řešeńı

50× 50 0, 0940515518188

100× 100 0, 356560730934

150× 150 0, 795030450821

200× 200 1, 58277004957

250× 250 2, 3172401049

300× 300 3, 19485945702

350× 350 4, 31315324306

400× 400 5, 38396792412

450× 450 6, 83516882658

5.2.4 Výpočet SDR programem Matlab

Ćılem experimentu bylo vyzkoušet, jak rychle dokáže program Matlab vyřešit SLAR převodem
na SDR. Opět byl vytvořen speciálńı program, který celý experiment automatizoval. Pro
řešeńı SDR byla použita nejprve funkce ode45, viz sekce 5.1.2. Výsledky test̊u znázorňuje
tabulka 5.6.

Z tabulky 5.6 si můžeme všimnout, že výpočet je pomalý. To může být zapř́ıčiněno t́ım,
že mohla být vygenerována soustava, která je tuhá. Funkce ode45 (viz podkapitola 5.1.2 je
určena k řešeńı non-stiff rovnic, tedy rovnic, které nejsou tuhými systémy.
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Tabulka 5.6: Pr̊uměrný čas řešeńı SDR funkćı ode45 v programu Matlab
rozměr matice n× n Pr̊uměrný čas řešeńı

2× 2 1, 808855

4× 4 2, 642267

6× 6 9, 162519

8× 8 16, 84653

10× 10 41, 37285

Proto byla provedena daľśı sada experiment̊u, tentokrát s využit́ım funkce ode15s, která
se s tuhými systémy umı́ vypořádat. Funkce ode15s patř́ı narozd́ıl od funkce ode45 mezi
v́ıcekrokové metody a je velmi efektivńı. Výsledky můžeme vidět ńıže, v tabulce 5.7.

Tabulka 5.7: Pr̊uměrný čas řešeńı SDR funkćı ode15s v programu Matlab
rozměr matice n× n Pr̊uměrný čas řešeńı

2× 2 1, 714856 · 10−2

4× 4 2, 518945 · 10−2

6× 6 3, 695310 · 10−2

8× 8 3, 992515 · 10−2

10× 10 4, 047385 · 10−2

. . . . . .

50× 50 6, 025805 · 10−2

100× 100 9, 699655 · 10−2

150× 150 2, 257759 · 10−1

200× 200 2, 616328 · 10−1

250× 250 4, 716819 · 10−1

300× 300 6, 140634 · 10−1

350× 350 8, 533643 · 10−1

400× 400 1, 196343

450× 450 1, 621755

5.3 Shrnut́ı źıskaných výsledk̊u

V podkapitole 5.2 jsme mohli vidět srovnáńı programů TKSL/C a Matlab. Z výše uvedených
experiment̊u vyplývá, že SLAR byly nejrychleji vyřešeny v programu Matlab při použit́ı
metod pro výpočet SLAR.

Pokud srovnáme řešeńı SDR pomoćı programu Matlab a TKSL/C, můžeme konstatovat,
že v tomto ohledu je systém Matlab rychleǰśı než program TKSL/C, ovšem za předpokladu,
že k řešeńı SDR použijeme metody programu Matlab takové, které jsou vhodné pro poč́ıtáńı
i s tuhými systémy.
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Kapitola 6

Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C

Program TKSL/C lze ovládat pouze přes př́ıkazovou řádku, proto bylo v rámci bakalářské
práce navrženo grafické uživatelské rozhrańı, které by práci s programem TKSL/C usnad-
nilo. Aplikace byla vytvořena v jazyce C# ve vývojovém prostřed́ı Microsoft Visual Studio
10.0. Pro správnou funkčnost aplikace je potřeba mı́t nainstalovaný .NET framework re-
distributable1. Uživatel zadá do programu vstupńı data (bud’ manuálně anebo ze souboru),
program data transformuje na tvar, který přij́ımá TKSL/C, viz vztahy (4.6) a (4.8). Obrázek
B.1 ukazuje, jak uživatelské rozhrańı vypadá.

6.1 Zp̊usob zadáváńı vstupńıch dat

Program umožňuje zadat vstupńı data dvěma zp̊usoby:

• manuálně,

• ze souboru.

V př́ıpadě manuálńıho zadáváńı koeficient̊u rovnic je nutné zadat řád soustavy rovnic.
Poznamenejme, že manuálńı zadáváńı je možné, pokud je řád soustavy menš́ı nebo roven
deseti. Pro rozsáhleǰśı soustavy by bylo manuálńı zadáváńı nepohodlné, proto rozsáhleǰśı
rovnice je možné zadávat pouze ze souboru.

Pokud jsme zadali č́ıslo menš́ı nebo rovno deseti, po stisknut́ı tlač́ıtka Zadat se zob-
raźı formulář B.2. sloupce označené x1, . . . , xn slouž́ı pro zadáńı jednotlivých koeficientu
soustavy, sloupec označený jako P.Str. slouž́ı pro zadáńı pravých stran soustavy.

Nyńı tedy můžeme zadat jednotlivé koeficienty rovnic, nevyplněné koeficienty jsou auto-
maticky nastaveny na hodnotu 0. Po stisknut́ı tlač́ıtka OK se zobraźı hlavńı okno aplikace,
viz obrázek B.1.

Pokud se rozhodneme zadat data ze souboru, označ́ıme přeṕınač Ze souboru v horńı části
obrazovky. Po stisknut́ı tlač́ıtka Procházet se zobraźı dialog, pomoćı kterého můžeme zvolit
př́ıslušný textový soubor, ve kterém máme nachystanou soustavu lineárńıch algebraických
rovnic v obecném tvaru (4.5). Na každém řádku vstupńıho souboru se nacháźı jedna rov-
nice. Popsanou situaci lze vidět na obrázku B.3. Př́ıklad vstupńıho textového souboru je
na obrázku B.4. Vstupńı soubor může obsahovat i blokové komentáře. Text komentáře je
uzavřen mezi dvojićı znak̊u { a }. Názvy proměnných mohou být r̊uzné, jen nesmı́ zač́ınat
prefixem tkslc, protože takto jsou označovány interńı proměnné v programu TKSL/C UI.

1Dostupný zdarma na http://www.microsoft.com/en-us/download/details.aspx?id=17718.
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6.2 Nastaveńı parametr̊u

Pro nastaveńı parametr̊u pro program TKSL/C můžeme využ́ıt pravou spodńı část okna
aplikace. Pro zadáńı parametru nejprve zatrhneme poĺıčko a poté do textového pole veṕı̌seme
požadovanou hodnotu daného parametru. Význam jednotlivých parametr̊u byl popsán v ta-
bulce 5.1.

Na obrázku B.5 můžeme vidět situaci po vybráńı textového souboru. Obsah souboru se
zobrazuje v pravé horńı části obrazovky.

6.2.1 Parametr -A a parametr Uživatelská přesnost

Vysvětĺıme si nyńı rozd́ıl mezi parametrem -A (Accuracy) a parametrem Uživatelská přesnost.
Parametr -A je parametr programu TKSL/C, který zajǐst’uje nastaveńı přesnosti tak, jak
je zvykem u numerických metod. Tedy kontroluje, zda rozd́ıl hodnot v posledńı aproximaci
řešeńı a předposledńı aproximaci řešeńı je menš́ı než stanovená přesnost daná parametrem
-A. Implicitńı hodnota tohoto parametru je 1 · 10−50.

Uživatelská přesnost funguje na podobném principu jako přesnost daná parametrem -A,
ovšem bere v úvahu rozd́ıl hodnot neznámých x1, . . . , xn. Máme např́ıklad soustavu dvou
lineárńıch algebraických rovnic o dvou neznámých, jejichž jména jsou x1 a x2. Potom z
výsledk̊u, které źıskáme od programu TKSL/C kontrolujeme, zda rozd́ıl posledńı hodnoty
x1 a předposledńı hodnoty x1 nebo rozd́ıl posledńı hodnoty x2 a předposledńı hodnoty
x1 neńı menš́ı než uživatelská přesnost. Stač́ı aby tato podmı́nka byla splněna u jedné
neznámé. Znamená to, že jsme nalezli ustálené řešeńı soustavy. Po dosažeńı uživatelské
přesnosti výpočet ukončen. Implicitńı hodnota tohoto parametru je 1 · 10−10.

6.2.2 Parametr -t a postup výpočtu

Vysvětĺıme nyńı, jak do výpočtu zasahuje tento parametr. Parametr -t určuje horńı mez
výpočtu. Implicitńı hodnota je 1. Uživatel může tuto hodnotu libovolně změnit. Řekněme,
že parametr -t je nastaven na implicitńı hodnotu a uživatel zadal parametr Uživatelská
přesnost 1 · 10−5. Spust́ıme výpočet s těmito parametry. Jakmile se vrát́ı výsledky od pro-
gramu TKSL/C, zkontrolujeme, zda byla hodnota parametru Uživatelská přesnost u některé
z neznámých proměnných dosažena. Pokud ne, potom zdvojnásob́ıme hodnotu parametru
-t a spust́ıme výpočet znovu.

Bylo ovšem nutné ošetřit př́ıpad, kdy koeficienty soustavy rovnic jsou zadány tak, že
soustava diferenciálńıch rovnic konverguje velmi pomalu nebo je tuhým systémem. Daľśım
př́ıpadem, kdy tato situace může nastat je, pokud uživatel nastav́ı velkou hodnotu parame-
tru Uživatelská přesnost (např́ıklad 1 · 10−20) a malou přesnost parametru -A (např́ıklad
1 · 10−2). Proto bylo zvoleno řešeńı pomoćı časovače, který je spuštěn po dobu 30 sekund
od spuštěńı výpočtu. Pokud ani po této době neńı hodnota parametru Uživatelská přesnost
dosažena, potom je výpočet ukončen a zobraźı se varovné hlášeńı, jak můžeme vidět na
obrázku B.6. Zde je tato situace vyvolána velkým rozd́ılem hodnot mezi parametry -t a
Uživatelská přesnost.
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6.3 Spuštěńı výpočtu

Před samotným spuštěńım výpočtu si ještě můžeme vybrat, zda budeme cht́ıt výsledky
zobrazovat ve vědeckém formátu nebo zda budeme cht́ıt zobrazit postup výpočtu. Pokud
jsme zadali vstupńı data a př́ıpadně parametry, lze spustit výpočet pomoćı tlač́ıtka Start.
Zobrazené výsledky i s postupem výpočtu můžeme vidět na obrázku B.7. V levé spodńı
části okna je uvedena informace, v jaké hodnotě parametru -t bylo dosaženo uživatelské
přesnosti.

Aplikaci lze ukončit tlač́ıtkem Konec. Pro zobrazeńı nápovědy k programu TKSL/C
UI, k programu TKSL/C či informaćı o verźıch programů slouž́ı menu v levé horńı části
obrazovky.
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Kapitola 7

Závěr

Ćılem práce bylo zpracováńı přehledu metod řešeńı algebraických rovnic, uvést principy
výpočtu algebraických rovnic pomoćı rovnic diferenciálńıch, a také detekovat vznik tuhých
systémů. Bylo vytvořeno uživatelské rozhrańı TKSL/C UI, které umožňuje převod SLAR
na SDR a zajǐst’uje pohodlnou komunikaci s programem TKSL/C.

Byl proveden rozbor matematických operaćı př́ımých i iteračńıch metod. Výsledkem roz-
boru bylo nalezeńı obecných vztah̊u vyjadřuj́ıćıch počty operaćı násobeńı/děleńı a sč́ıtáńı/od-
č́ıtáńı. Tyto vztahy je možno uplatnit i při zkoumáńı výpočetńı náročnosti pro libovolný
rozměr matic soustavy. Dále byly provedeny experimenty srovnávaj́ıćı výpočetńı náročnost
v programech TKSL/C a Matlab. Na základě výsledk̊u těchto experiment̊u lze ř́ıci, že pro-
gram Matlab je rychleǰśı pro řešeńı SDR, ovšem jen tehdy, pokud zvoĺıme správnou metodu.
Oproti tomu program TKSL/C nenab́ıźı možnost zvolit si metodu řešeńı SDR. To ovšem
může být výhodné, protože uživatel tedy nemůže zvolit metodu, která by byla pro řešeńı
SDR zcela nevyhovuj́ıćı.

Možným zdokonaleńım programu TKSLC/UI by mohla být detekce, zda je matice sin-
gulárńı nebo regulárńı, což by usnadnilo detekci tuhých soustav. Daľśım rozš́ı̌reńım by mohla
být možnost grafického výstupu aplikace ve formě graf̊u pro vizualizaci řešeńı soustav.
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Př́ıloha A

Př́ıklady

Př́ıklad A.1. Soustavu rovnic řešte pomoćı Gaussovy eliminačńı metody.

A =

 1 2 3 4
2 3 5 7
5 6 2 1


Řešeńı pomoćı Gaussovy eliminačńı metody vypadá následovně. 1 2 3 4

2 3 5 7
5 6 2 1

 | · (−2)
≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
5 6 2 1

 | · (−5)
≈

≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
0 −4 −13 −19

 | · (−4) ≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
0 0 −9 −15


�

Př́ıklad A.2. Následuj́ıćı soustavu rovnic, zapsanou v maticové podobě, vyřešte pomoćı
Gaussovy eliminačńı metody s částečným výběrem hlavńıho prvku.

A =

 1 2 3 4
2 3 4 7
5 6 2 1


Postup výpočtu je uveden ńıže. 1 2 3 4

2 3 4 7
5 6 2 1

 | · výměna pivota
≈

 5 6 2 1
2 3 4 7
1 2 3 4

 | · −2
5
≈

≈

 5 6 2 1
0 0, 6 4, 2 6, 6
1 2 3 4

 | · −1
5
≈

 5 6 2 1
0 0, 6 4, 2 6, 6
0 0, 8 2, 6 3, 8

 | · výměna pivota
≈

≈

 5 6 2 1
0 0, 8 2, 6 3, 8
0 0, 6 4, 2 6, 6

 | · −3
4 ≈

 5 6 2 1
0 0, 6 4, 2 6, 6
0 0 2, 25 3, 75
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Řešeńı soustavy rovnic je

z =
5

3
, y = −2

3
, x =

1

3
.

�

Př́ıklad A.3. Vypočtěte následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic pomoćı Gaussovy eliminace
s úplným výběrem hlavńıho prvku.

1 2 3 14

4 5 6 32

9 6 5 36

 ≈


9 6 5 36

4 5 6 32

1 2 3 14


| · 49

≈


9 6 5 36

0 −7
3 −34

9 −16

1 2 3 14


| · 19

≈

≈


9 6 5 36

0 −7
3 −34

9 −16

0 −12
9 −22

9 −10

 ≈


9 6 5 36

0 −21
9 −34

9 −16

0 −12
9 −22

9 −10

 ≈

≈

 9 6 5 36
0 −34

9 −21
9 −16

0 −22
9 −12

9 −10

 | · 1117 ≈

 9 6 5 36
0 −34

9 −21
9 −16

0 0 −145
51 −346

17


�

Př́ıklad A.4. Vyřešte soustavu rovnic pomoćı Gauss-Jordanovy metody. 1 2 3 4
2 3 5 7
5 6 2 1

 | · (−2)
≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
5 6 2 1

 | · (−5)
≈

≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
0 −4 −13 −19

 | · (−4) ≈

 1 2 3 4
0 −1 −1 −1
0 0 −9 −15

 | · (−1) ≈

≈

 1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 −9 −15


| · −1

9

≈

 1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 1 5

3


| · (−1)

≈

≈

 1 2 3 4
0 1 0 −2

3
0 0 1 5

3


| · (−3)

≈

 1 2 0 −1
0 1 0 −2

3
0 0 1 5

3

 | · (−2) ≈

≈

 1 0 0 1
3

0 1 0 −2
3

0 0 1 5
3


Ihned lze vyč́ıst řešeńı soustavy

x1 =
1

3
, x2 = −2

3
, x3 =

5

3
.

�
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Př́ıklad A.5. Je dána soustava rovnic o 3 neznámých. Řešte soustavu pomoćı Gauss-
Jordanovy eliminačńı metody.

3x− 2y + 2z = 2

2x+ 3z = 3

6x− 3y + 2z = 1


3 −2 2 1 0 0

2 0 3 0 1 0

6 −3 2 0 0 1


| · 23

≈


3 −2 2 1 0 0

0 4
3

5
3 −2

3 1 0

6 −3 2 0 0 1


| · (−2)

≈

≈


3 −2 2 1 0 0

0 4
3

5
3 −2

3 1 0

0 1 −2 −2 0 1


| · −4

3

≈


3 −2 2 1 0 0

0 4
3

5
3 −2

3 1 0

0 0 13
3 2 1 −4

3


| · 13

≈

≈


1 −2

3
2
3

1
3 0 0

0 4
3

5
3 −2

3 1 0

0 0 13
3 2 1 −4

3


| · 43

≈


1 −2

3
2
3

1
3 0 0

0 1 5
4 −1

2
3
4 0

0 0 13
3 2 1 −4

3


| · 1

13

≈

≈


1 −2

3
2
3

1
3 0 0

0 1 5
4 −1

2
3
4 0

0 0 1 6
13

3
13

4
13


| · −5

4

≈


1 −2

3
2
3

1
3 0 0

0 1 0 −14
13

6
13 − 5

13

0 0 1 6
13

3
13

4
13


| · −2

3

≈

≈


1 −2

3 0 1
39 − 2

13 − 8
39

0 1 0 −14
13

6
13 − 5

13

0 0 1 6
13

3
13

4
13

 | · 23 ≈


1 0 0 − 9

13
2
13 − 6

13

0 1 0 −14
13

6
13 − 5

13

0 0 1 6
13

3
13

4
13


Pro nalezeńı vektoru neznámých proměnných muśıme vypoč́ıtat x = A−1 · b.

− 9
13

2
13 − 6

13

−14
13

6
13 − 5

13
6
13

3
13

4
13




2

1

3

 =


−18

13

−15
13

25
13


�

Př́ıklad A.6. Najděte inverzńı matici pomoćı determinant̊u.

A =

 3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1
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Nejprve vypoč́ıtáme determinant matice A.

A =

∣∣∣∣∣∣
3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

∣∣∣∣∣∣ = 9− 12− 50− 8 + 15 + 45 = −1

Nyńı postupně vytvoř́ıme n2 determinant̊u řádu 2 a postupně je vyč́ısĺıme.

a−111 =

∣∣∣∣ −3 1
−5 −1

∣∣∣∣ = 8

a−112 =

∣∣∣∣ −4 5
−5 −1

∣∣∣∣ = 29

a−113 =

∣∣∣∣ −4 5
−3 1

∣∣∣∣ = 11

a−121 =

∣∣∣∣ 2 1
3 −1

∣∣∣∣ = −5

a−122 =

∣∣∣∣ 3 5
3 −1

∣∣∣∣ = −18

a−123 =

∣∣∣∣ 3 5
2 1

∣∣∣∣ = −7

a−131 =

∣∣∣∣ 2 −3
3 −5

∣∣∣∣ = −1

a−132 =

∣∣∣∣ 3 −4
3 −5

∣∣∣∣ = −3

a−133 =

∣∣∣∣ 3 −4
2 −3

∣∣∣∣ = −1

Nyńı postupujeme podle vzorce, který jsme uvedli na začátku podkapitoly 2.27.

a−111 =
(−1)1+1 · 8
−1

= −8

a−112 =
(−1)1+2 · 29

−1
= 29

a−113 =
(−1)1+3 · 11

−1
= −11

a−121 =
(−1)2+1 · (−5)

−1
= −5

a−122 =
(−1)2+2 · (−18)

−1
= 18
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a−123 =
(−1)2+3 · 8

(−7)
= −7

a−131 =
(−1)3+1 · (−1)

−1
= 1

a−132 =
(−1)3+2 · 8

(−3)
= −3

a−133 =
(−1)3+3 · (−1)

−1
= 1

Výsledná inverzńı matice je uvedena ńı̌ze.

A−1 =

 −8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1


Pro źıskáńı výsledku muśıme vypoč́ıtat vektor neznámých dle vztahu x = A−1 · b.

x =

 −8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1

 ·
 5

4
2

 =

 54
33
−5


�

Př́ıklad A.7. Je dána soustava dvou lineárńıch rovnic.

x+ y = 1

x− y = 3

Uprav́ıme ji na následuj́ıćı tvar.

x+ y − 1 = 0

x− y − 3 = 0

1. rovnice – základńı tvar.

x+ y − 1 = x′

x− y − 3 = y′

2. rovnice – změna znaménka u 1.rovnice.

−x− y + 1 = x′

x− y − 3 = y′

3. rovnice – změna znaménka u 2.rovnice.

x+ y − 1 = x′

−x+ y + 3 = y′
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4. rovnice – změna znaménka u obou rovnic.

−x− y + 1 = x′

−x+ y + 3 = y′

Nyńı provedeme daš́ı druh úpravy, zaměńıme pořad́ı diferenciálńıch proměnných.
5. rovnice - záměna proměnných – vycháźıme z 1. rovnice.

x+ y − 1 = y′

x− y − 3 = x′

6. rovnice - záměna proměnných – vycháźıme z 2. rovnice.

−x− y + 1 = y′

x− y − 3 = x′

7. rovnice - záměna proměnných – vycháźıme z 3. rovnice.

x+ y − 1 = y′

−x+ y + 3 = x′

8. rovnice - záměna proměnných – vycháźıme z 4. rovnice.

−x− y + 1 = y′

−x+ y + 3 = x′

Celkem vycháźı tedy 8 možnost́ı zápisu této soustavy lineárńıch rovnic.

�

Př́ıklad A.8. Je dána soustava tř́ı lineárńıch rovnic.

x+ y + z = 1

x− y − z = 3

x+ y − z = 5

Uprav́ıme na tvar uvedený ńı̌ze.

x+ y + z − 1 = 0

x− y − z − 3 = 0

x+ y − z − 5 = 0

1. rovnice – základńı tvar.

x+ y + z − 1 = x′

x− y − z − 3 = y′

x+ y − z − 5 = z′

2. rovnice – změna znaménka u 1. rovnice.

−x− y − z + 1 = x′

x− y − z − 3 = y′

x+ y − z − 5 = z′
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3. rovnice – změna znaménka u 2. rovnice.

x+ y + z − 1 = x′

−x+ y + z + 3 = y′

x+ y − z − 5 = z′

4. rovnice – změna znaménka u 3. rovnice.

x+ y + z − 1 = x′

x− y − z − 3 = y′

−x− y + z + 5 = z′

5. rovnice – změna znaménka u 1. a 2. rovnice.

−x− y − z + 1 = x′

−x+ y + z + 3 = y′

x+ y − z − 5 = z′

6. rovnice – změna znaménka u 2. a 3. rovnice.

x+ y + z − 1 = x′

−x+ y + z + 3 = y′

−x− y + z + 5 = z′

7. rovnice – změna znaménka u 1. a 3. rovnice.

−x− y − z + 1 = x′

x− y − z − 3 = y′

−x− y + z + 5 = z′

8. rovnice – změna znaménka u všech 3 rovnic.

−x− y − z + 1 = x′

−x+ y + z + 3 = y′

−x− y + z + 5 = z′

Nyńı provedeme daľśı druh úpravy, zaměńıme pořad́ı derivovaných proměnných.
9. rovnice - záměna proměnných.

x+ y + z − 1 = x′

x− y − z − 3 = z′

x+ y − z − 5 = y′

. . .

�

64



Př́ıloha B

Obrázky

Obrázek B.1: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C

65



Obrázek B.2: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – manuálńı zadáváńı koeficient̊u rovnic

Obrázek B.3: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – zadáváńı dat z textového souboru
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Obrázek B.4: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – formát textového souboru

Obrázek B.5: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – po vybráńı dat z textového souboru
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Obrázek B.6: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – varovné hlášeńı při nedosažeńı hodnoty
parametru Uživatelská přesnost
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Obrázek B.7: Uživatelské rozhrańı pro TKSL/C – zobrazeńı výsledk̊u výpočtu
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Př́ıloha C

Obsah přiloženého CD

Přiložené CD obsahuje následuj́ıćı položky:

• soubor BP Necasova.pdf – technická zpráva bakalářské práce,

• složka BP Text – zdrojové kódy a daľśı soubory bakalářské práce,

• složka BP UI – zdrojové kódy uživatelského rozhrańı TKSL/C UI,

• složka BP Matlab – zdrojové kódy, které byly použity pro prováděńı experiment̊u v
kapitole 5.

70


	Úvod
	Přímé metody
	Cramerovo pravidlo
	Počet operací násobení a dělení
	Počet operací sčítání a odčítání

	Gaussova eliminační metoda
	Počet operací násobení a dělení
	Počet operací sčítání a odčítání

	Gaussova eliminace s částečným výběrem hlavního prvku
	Počet operací porovnání
	Počet operací prohození rovnic

	Gaussova eliminace s úplným výběrem hlavního prvku
	Počet operací porovnání
	Počet operací prohození

	Gauss-Jordanova eliminace
	Počty operací násobení a dělení
	Počty operací sčítání a odčítání

	Inverzní matice
	Výpočet inverzní matice pomocí Gauss-Jordanovy eliminační metody
	Výpočet inverzní matice pomocí determinantů


	Iterační metody
	Jacobiho metoda
	Ověření konvergence Jacobiho metody
	Iterační vztahy
	Volba počáteční apoximace
	Počty operací u ověřování konvergence metody
	Počet operací pro iterační vztahy metody

	Gauss-Seidelova metoda
	Ověření konvergence
	Iterační vztahy
	Volba počáteční aproximace


	Diferenciální rovnice
	Metody řešení diferenciálních rovnic
	Převod SLAR na SDR
	Zápis SLAR pomocí SDR v TKSL/C
	Transformační algoritmus
	Elementární převod

	Tuhé systémy

	Dosažené výsledky
	Srovnání programů TKSL/C, Matlab a Maple
	Program TKSL/C
	Program Matlab
	Program Maple

	Srovnání časové náročnosti řešení SLAR a SDR
	Program pro generování koeficientů soustavy rovnic
	Výpočet SLAR programem Matlab
	Výpočet SDR programem TKSL/C
	Výpočet SDR programem Matlab

	Shrnutí získaných výsledků

	Uživatelské rozhraní pro TKSL/C
	Způsob zadávání vstupních dat
	Nastavení parametrů
	Parametr -A a parametr Uživatelská přesnost
	Parametr -t a postup výpočtu

	Spuštění výpočtu

	Závěr
	Přílohy
	Příklady
	Obrázky
	Obsah přiloženého CD

