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Abstrakt

Préace se zabyva tématem srovnédvacich vypocétu algebraickych rovnic. Prace nejprve popi-
suje srovnani celkového poctu operaci u pfimych a iteracnich metod, zaroven na konkrétnich
piikladech demonstruje metody a vysvétluje pouziti pfimych a iteracnich metod. V dalsi
Casti prace se zaméiuji na mozné metody pievodu soustav linedrnich algebraickych rov-
nic (SLAR) na soustavy diferencidlnich rovnic (SDR). V zavéru je popsan zpusob préce
s programy TKSL/C, Matlab a Maple. V ramci bakaldiské prace bylo navrzeno grafické
uzivatelské rozhrani pro program TKSL/C slouzici k pohodlné komunikaci s programem.
Grafické uzivatelské rozhrani bylo otestovano na konkrétnich tilohdch demonstrujicich prevod
SLAR na SDR.

Abstract

The thesis deals with the topic of comparative calculation of algebraic equations. First it
describes the comparison of the overall number of operations at direct and iteration met-
hods, as well as gives concrete examples of the methods and explains solutions of direct and
iteration methods. Another part focuses on possible methods of converting systems of linear
algebraic equations to the system of differential equations. The end of the thesis describes
method of working with TKSL/C, Matlab and Maple. In this thesis, there was designed
graphical user interface serving for comfortable communication with TKSL/C programme.
Graphical user interface was tested on concrete tasks demonstrating the conversion of sys-
tem of linear algebraic equations to the system of differential equations.
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Kapitola 1

Uvod

V dnesni dobé rostou pozadavky fesit stale rozsahlejsi tlohy. Narocné vypocty jsou za-
potiebi v ruznych védeckych oborech a pro fesen{ multidisciplindrnich problému. Vyuzivaji
se k feSeni slozitych vypocetnich tloh, jako jsou napiiklad fyzikalni modelovani, modelovani
chemickych ¢ biologickych procest, vyhodnocovani velkého mnozstvi naméfrenych dat.

Tato prace se zabyva problematikou vypocetni naro¢nosti algebraickych rovnic. Vysvétlu-
je pouziti piimych a itera¢nich metod, zaroven seznamuje s jejich vypocetni ndro¢nosti. Pii
vypoétu soustav linedrnich algebraickych rovnic, at uz pifmymi nebo iteraénimi metodami,
se muzeme setkat s nestabilitou metod. Mozné feSeni, jak se s timto problémem vypotadat,
je prevést soustavu linedrnich algebraickych rovnic (SLAR) na soustavu diferenciélnich rov-
nic (SDR), ¢imz je vzdy zajisténa stabilita feseni soustavy rovnic. K prevodu byl vyuzit
program TKSL/C UI, ktery vznikl v ramci bakaldiské prace jako grafické uzivatelské roz-
hrani k programu TKSL/C. Samotny vypocet probihd pomoci programu TKSL/C, ktery
je volan z aplikace TKSLC /UL

Cilem prace je podat uceleny piehled metod FeSeni algebraickych rovnic, seznamit se
principem vypoctu algebraickych rovnic pomoci rovnic diferencidlnich a analyzovat vznik
tuhych (stiff) systému.

Préce je rozdélena do Sesti kapitol. Druha kapitola je vénovana piimym metoddm, jako
jsou Cramerovo pravidlo, Gaussova elimina¢ni metoda, Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda
a inverzni matice. V druhé kapitole se zaméfujeme na itera¢ni metody. Je zde ukazana
Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda. Tteti kapitola je vénovana diferencidlnim rovnicim.
Struéné nastinuje mozné metody feseni diferencidlnich rovnic, pfedevsim se vSak zaméiuje
na prevod SLAR na SDR pomoci transformaéniho algoritmu ¢i elementarntho prevodu.
Kapitola nas také seznamuje s programem TKSL/C a se zpusobem zépisu SDR v ném. Zaveér
kapitoly je vénovan tuhym systémum a jejich analyze. Pata kapitola srovnava programy
TKSL/C, Matlab a Maple. Také byla v rdmci této kapitoly provedena srovnani vypocetni
narocnosti feSeni SLAR a SDR pomoci programiu TKSL/C a Matlab. Sestd a posledni
kapitola popisuje zpusob prace s programem TKSL/C UL Préce obsahuje piilohy.



Kapitola 2
Primé metody

Pomoci pfimych metod se dostaneme k feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic
po konecném poctu kroku. Vice informaci o tomto tématu jsem v této kapitole Cerpala z
[1, 10, 11, 3, 6]. Pro matice, kterymi se budeme v tomto textu zabyvat, pfedpoklddame, ze
jsou regularni a jejich fadky jsou linedrné nezavislé. Nalezené feseni by bylo presné, pokud
bychom se v prubéhu vypoc¢tu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb. Ukolem je TeSit soustavu
n linernich rovnic o n neznamych.

a11x1 + apxe + -+ apxT, = by (2.1)
a1 + agxa + -+ + asgpxny, = bo
Gn1T1 + GpaTa + -+ GpnTn, = by

Soustavu lze zapsat také ve vektorovém tvaru.
A-F=b (2.2)

Pro ovéreni fesitelnosti soustavy linedrnich algebraickych rovnic lze vyuzit Frobeninovu
vétu.

Véta 2.1. Nehomogenni soustava linedrnich algebraickijch rovnic md reseni pouze tehdy,
kdyz hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy h(A\I;)
Pokud je h(A) rovno poctu neznamych, potom md soustava jedno teseni. Pokud je h(A)
mensgi neZ pocet nezndmych, Tesend je nekonecné mnoho. Pokud je h(A) vétsi neZ pocet
nezndmijch, soutava nemd resent.

Diikaz véty 2.1 je uveden v [5].

2.1 Cramerovo pravidlo

Pokud je matice soustavy reguldrni, tj. jeji determinant je nenulovy, pak feSeni soustavy
lze vypocitat jako
Dy Dy D,

fUlzj, 552:6»---,3%:3, (2.3)



kde D je determinant soustavy A a Dy, k=1,...,n jsou determinanty matic, které vznik-
nou z matice A nahrazenim k-tého sloupce matice vektorem pravych stran b. Pfi pouziti
Cramerova pravidla je tedy zapotiebi sestavit n+ 1 determinanti fadu n. Nyni se pokusime
spocitat pocet operaci, ktery je k vypoctu potieba. Pocty operaci, které budeme zjistovat,
rozdélime do dvou skupin:

e pocet soucinu a podili,
e pocet souctu a rozdilu.

Definice 2.1. Pokud je 7ad deteminantu mensi nebo roven tiem, lze aplikovat Sarrusovo
pravidlo. Nécht

ail a2 as
A= a1 a2 az3

aszr a32 a33
potom
det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 — 13022031 — 12021033 — A11023032 -

Piiklad 2.1. Vyreste niZe uvedenou soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmiych
pomoci Cramerova pravidla.

3x+2y = 2
Sr+4y = 6
Determinant soustavy je
3 2
D-’S 4‘—3-4—2-5—2.

Determinanty vzniklé zdménou k-tého sloupce matice vektorem pravych stran b jsou uve-
deny nize.

3 2
DI—‘ 5 6 ’—3~6—2-5—8

2 2
Dy—‘64’—2-4—2-6——4
Resenf je
D, 8 D —4
YD 27" YT DT

Vidime, ze pro kazdy determinant bylo potieba
e 2 soudiny,
e 1 rozdil.

Téchto determinantu je n+ 1. Je tedy 6 operaci ndsobeni a 3 operace odecitani. K ndsobeni
jeSté ale musime zapocitat 2 operace déleni pro ziskani vysledku. Téchto podila je vzdy
praveé n.



Celkem tedy pro soustavu 2 x 2 mame
e 8 soucinu/podili,
e 3 rozdily.
Nyni vezmeme soustavu tii linedrnich rovnic o tfech neznédmych.

Piiklad 2.2. Vyreste ndsledujici soustavu rovnic s vyuzitim Cramerova pravidla.

3x+y+z = 3

20 +2y+5z = -1
x—3y—4z = 2
Determinant soustavy je
3 1 1
D=2 2 5 |=32(-4)+1-5-14+1-2-(-3)—1-2-(—4)—3-5-(-3)—1-2-1=26.
1 -3 —4
Determinanty vzniklé zdménou k-tého sloupce matice vektorem pravych stran b jsou uve-
deny nize.
3 1 1
D,=|-1 2 5 |=32(-4)4+1-5241-(-1)-(=3)—1-(-1)-(—4)—3-5:(—3)—1-2-2 = 26
2 -3 -4
3 3 1
Dy=2 -1 5 |=3-(-1)-(-4)+3:5-14+1-2.2-3-2-(-4)—-3-5-2—1-(-1)-1 =26
1 2 -4
3 1 3
D,=|2 2 -1|=322+1-(-1)-143-2-(-3)—1-2:2—-3-(-1)-(-3)—3-2-1 = —26
1 -3 2

Reseni soustavy rovnic je

_D._26_, _Dy_ 2% _ D =%
TS DT ¢ YT pTaw v T DT ¢

Vidime, ze pro kazdy determinant bylo potieba
e 12 soucini,
e 5 soucti/rozdilu.

Téchto determinantu je n + 1. Je tedy 48 operaci nasobeni a 20 operaci s¢itani/odecitani.
Opét musime zapocitat operace déleni pro ziskani vysledki. Téchto podili je vzdy pravé
n.



Celkovy pocet operaci je
e 52 souc¢inu/podilt,
e 20 souctu/rozdilu.

Pokud je ovSem fad determinantu vétsi nez 3, je nutné pro pouziti Cramerova pravidla
aplikovat nejprve Laplaceuv rozvoj determinantu.

Véta 2.2. Pro c¢tvercovou matict A 7ddu n plati: detAA:Z;-"‘Zl(—l)(Hj)aij -det A;j je rozvoj
determinantu podle i-tého Tddku, det A:Z?:l(—l)(’ﬂ)aij -det A;; je rozvog determinantu
podle j-tého sloupce, kde matice A;; vznikne z matice A vynechdnim i-tého radku a j-tého
sloupce.

Dukaz véty 2.2 je uveden v [5].

Piiklad 2.3. Provedte Laplaceiiv rozvoj determinantu vddu 4 podle 1. vddku.

2w+3x+4y+52 = 7
w+T7c+9y+8z = 9
2w+ +5y+32z = 8
Tw+9r +4y+22z = 5

i i 3 g 79 8 49 8
D=|, | & 1 =2. (=)D .11 5 3| +3- (=)D .| 2 5 3|+
20 4 9 9 4 2 7 4 2

47 8 479
4 (-2 1 3|45 (-0 .12 1 5
79 2 79 4

O

Pii pouziti Cramerova pravidla musime sestavit n + 1 determinantu fadu n. Pokud mame
soustavu rovnic o ¢tyfech neznamych, tak potom budeme vytvaret celkem 4 determinanty
radu 3. Vytvarené determinanty budou nésledujici:

e determinant soustavy,
e subdeterminanty.

Subdeterminanty jsou determinanty matic, které vzniknou z puvodni matice soustavy na-
hrazenim k-tého sloupce matice vektorem pravych stran b. Ten mtizeme umistit na 3 rizné
pozice, vzniknou ndm tedy celkem 3 determinanty.

Je-li dany determinant vyssiho fadu nez 3, potom musime pro kazdy determinant se-
stavit n determinantt fadu n — 1. Konkrétné pro determinant ¢tvrtého fddu to znamend,
ze musime sestavit 5 determinantu ¢tvrtého radu a pro kazdy z téchto 5 determinantu je
nutné sestavit 4 determinanty tfetiho radu.



2.1.1 Pocet operaci nasobeni a déleni

Nyni spo¢teme pocet operaci ndsobeni/déleni potiebny pro 1 Laplaceuv rozvoj determi-
nantu ¢tvrtého radu.

e Pocet ndsobeni pred determinanty fadu n—1 v Laplaceové rozvoji je 8 (téchto sou¢inu
je vzdy prave 2n).

e Pocet nésobeni pro vypocet determinantu tietiho radu je 12 (viz piiklad 2.2).
e Pocet ndsobeni pro vypocet 4 determinantu tfetiho fadu je 12 - 4 = 48.

Pocet operaci déleni je vzdy pravé n, kde n pfedstavuje fad soustavy. Celkovy pocet operaci
nasobeni pro 1 Laplaceuv rozvoj determinantu ¢tvrtého fadu je tedy 48+ 8 = 56. Toto ¢islo
prohldsime za konstantu, protoze ji budeme déale vyuzivat. Budeme pracovat s determinanty
vys8ich fada nez 3, coz znamend, ze dany determinant budeme pomoci Laplaceova rozvoje
rozkladat tak dlouho, dokud se nedopracujeme k determinantum tietiho Fadu, které jiz
umime vy¢islit pomoci Sarrusova pravidla 2.1.

Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant ¢tvrtého fadu je

56 - (n+ 1) +n,kde n=4.

Vytvaiime 5 determinantii ¢tvrtého fddu a zapocitame podily potiebné pro zisk vysledku.
Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant patého radu je

[n-56+2n] - (n+ 1)+ n,kde n=>5.

Vytvéiime 6 determinantu (¢len (n + 1)) patého fadu (vSechny cleny obsazené v hranaté
zévorce). Pro 1 determinant patého fadu je potfeba vytvorit 5 determinantu ¢tvrtého fadu
(¢len n - 56). Pro kazdy determinant ¢tvrtého fadu je zapotiebi sestavit 4 determinanty
tfetiho fadu, cemuz odpovida konstanta 56. Na zavér zapocitame podily potiebné pro zisk
vysledku (€len n). Vsimnéme si, ze ndm zde pribyl ¢len 2n, ktery vyjadiuje pocet ndsobeni
v Laplaceové rozvoji pro paty rad determinantu. Tento ¢len jsme museli zapocitat, protoze
jiz neni soucasti konstanty 56.
Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant Sestého radu je

n2n+2(n—1)+ (n —1)56] - (n + 1) + n,kde n=6.

Vytvaiime 7 determinantii Sestého fadu a zapocitame podily potiebné pro zisk vysledku.
Pro ptehlednost rozebereme, co znamenaji jednotlivé ¢leny ve vzorci:

e n vyjadiuje, ze vytvaiime 6 determinantu,

e 2n udava pocet soucinu v Laplaceové rozvoji pro determinant fadu 6,

2(n — 1) predstavuje pocet soucinu v Laplaceové rozvoji pro determinant radu 5,

e (n —1)56 udava, ze je zde zahrnuto 5 determinantu fadu 4 a 4 determinanty fadu 3

(n+1) vyjadiuje, ze viechny tyto operace bude potieba provést (n+ 1) krat, protoze
(n+1) je pocet determinantt, které musime vytvorit pii pouziti Cramerova pravidla,

e n je pocet podilu k dosazeni vysledku.
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Od vyssich fadu determinantu k nizsim se dostavame ptes postupné Laplaceovy rozvoje, ale
zapocitavame zde pouze operace nasobeni pred determinanty fadu n — 1. Hlavni myslenka
je ta, ze skute¢né pocitame az ty determinanty, které jsou tietiho fadu. Jejich vycislenim
dostaneme hodnoty determinantu ¢tvrtého fadu a tyto hodnoty determinanti ¢tvrtého fadu
jsou vyuzity pro vypocet determinantu patého radu, atd.

Takto analogicky postupujeme déle — tedy od nizsich fadu determinantu k vyssim. Nyni
uvedeme dalsi vztahy pro vypocet poétu operaci ndsobeni/déleni.

Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant sedmého tadu je

ni2n+2(n—1)+2(n—2)+ (n —2)56] - (n + 1) + n,kde n="7.
Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant osmého réadu je
n2n+2(n—1)+2(n—2)+2(n—3)+ (n—3)56] - (n+ 1) + n,kde n=8.
Pocet operaci nasobeni/déleni pro determinant devéatého radu je
n2n+2n—1)+2(n—2)+2(n—3)+2(n—4) + (n —4)56] - (n + 1) + n,kde n=9.
Pocet operaci ndsobeni/déleni pro determinant desatého fadu je
n2n+2(n—1)+2(n—2)+2(n—3)+2(n—4) +2(n —5) + (n — 5)56]-

‘(n+1) +n,kde n=10.

Lze si vSimnout, Ze s narustajicim fadem determinantu ve vztazich pfibyvaji ¢leny
2(n —z), kde z = 0,...,n — 5, coz jsou ¢leny vyjadiujici jiz zminéné ndsobeni v daném
Laplaceové rozvoji pred determinanty fadu n — 1.

Obecny vztah pro vytvoreni vzorce pro fad n > 5 ukazuje vztah (2.4).

n2n+---+2(n—x)+ (n—x)56] - (n+1)+n, prox=0,...,n—5 (2.4)

2.1.2 Pocet operaci s¢itani a odcitani

Princip vypoctu je podobny jako u operaci ndsobeni a déleni. Opét zavadime konstantu,
tentokrat pro pocet séitani a odéitani pro 1 Laplaceuv rozvoj determinantu étvrtého fadu.

e Pocet s¢itani/odéitani pred determinanty fadu n — 1 v Laplaceové rozvoji je 3 (téchto
souc¢inu je vzdy pravé n — 1).

e Pocet scitani/odéitani pro vypocet determinantu tietiho fadu je 5, pocet s¢itdni/odcitani
pro vypocet 4 determinantu tietiho fadu je 4 - 5 = 20.

Celkem tedy
20+3=23

operaci s¢itdni/odéitani. Toto ¢islo prohldsime opét za konstantu.
Pocet operaci s¢itédni/odéitani pro determinant étvrtého fadu je

23-(n+1),kde n=4.

Vytvaiime 5 determinantii ¢tvrtého Fadu.
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Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant patého radu je
{l{ln—=1)4+n-23]- (n+1)},kde n=5.

Vytvaiime 6 determinantu patého fadu. Vsimnéme si, ze ndm zde piibyl ¢len (n —1), ktery
vyjadiuje pocet nasobeni v Laplaceové rozvoji pred determinantem c¢tvrtého fadu. Tento
¢len bylo nutné zapocitat, protoze jiz neni soucasti konstanty 23.

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant Sestého radu je

{n—1)4+n-[(n—2)+(n—-1)-23]}-(n+1),kde n=6.

Vytvéaiime 7 determinantt Sestého radu.
Nyni podrobnéji vysvétlime jednotlivé ¢leny ve vztahu:

e (n—1) je pocet souctu v Laplaceové rozvoji,
e n vyjadiuje, ze vytvaiime 6 determinantu Fadu 5,

e (n — 2) udava pocet souctu v Laplaceové rozvoji pro determinant fadu 5,

(n — 1)23 znaci, ze je zde zahrnuto 5 determinantt fadu 4 a 4 determinanty fadu 3,

(n+ 1) znamend, ze vSechny vyse uvedené vypocty bude nutné provést (n + 1) krét,
protoze (n + 1) je pocet determinantu, které musime vytvorit pii pouziti Cramerova
pravidla.

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant sedmého radu je
{n=1)+n-[(n=2)+n—-1)-[(n—=3)+(n—-2)-23]]} - (n+1),kde n=T.

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant osmého réadu je
{n=1)+n-[n=2)+(n—-1)-[(n—=3)+(n—2)-[(n—4)+(n—3)-23]]]} - (n+1) ,kde n=8.

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant devétého radu je
{(n=1)+n-[(n=2)+(n—1)-[(n—3)+(n—2)-[(n—4)+ (n—3)-[(n—5)+ (n—4)-23][|]}-(n+1)

kde n=9.

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant desatého fadu je

{n—1)4+n-[n-2)+n—-1)-[(n—-3)+(n—2)-[(n—4)+(n—-3)-[(n—5)+ (n—4)-
{(n—=6)+ (n—>5)-23]]]]]} - (n + 1), kde n=10.

Lze si v§imnout, Ze s narustajicim rddem determinantu ve vztazich pribyvaji éleny (n — z).
S kazdym krokem ptibyva vice a vice zavorek, protoze vzdy vychazime z predchoziho kroku,
ktery vyuzijeme k vy¢isleni poc¢tu operaci pro aktualni fad. Obecny tvar vypoctu muzeme
popsat vztahem (2.5).

{(n—=1) 4+ n-[slozenaZavorka]} - (n + 1), (2.5)

kde slozenaZavorka je obsah slozené zavorky z ptredeslého kroku snizeny o 1. Timto me-
chanismem dochdazi k ,mnozeni zavorek“. Pocet operaci pfi pouziti Cramerova pravidla
znazornuje tabulka 2.1.
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Tabulka 2.1: Pocty operaci pii feSeni soustavy rovnic Cramerovym pravidlem

matice (fddky x sloupce) | sou¢iny/podily | soucty/rozdily
2x2 8 3
3x3 52 20
4x4 284 115
5XH 1745 714
6x6 12690 5033
=7 17703 40312
8x8 23912 362871
9x9 31509 3628790
10x10 40710 39916789

2.2 Gaussova elimina¢éni metoda

Dalsi bézné pouzivanou metodou pro feseni soustav linearnich algebraickych rovnic je Gaus-
sova eliminaéni metoda, kterd je podrobné rozvedena v [2]. Cilem této metody je prevést
rozsifenou matici soustavy na horni trojuhelnikovy tvar pomoci elementarnich fadkovych
Uprav, coz jsou:

1. libovolna zdména poradi radku,

2. vynésobeni libovolného fddku nenulovym ¢éislem,

3. pficteni linedrni kombinace nékolika fadku k jednomu radku.
Algoritmus Gaussovy eliminac¢ni metody 2.1 je uveden nize.

Algoritmus 2.1. 1. Primy chod —zde je cilem danou rozsirenou matici soustavy prevést
na horni trojuhelnikovy tvar. Postupujeme ndsledovné:

e upravime matici soustavy tak, aby prvek a;; # 0,

e odecteme vhodny ndsobek proniho radku od ostatnich tak, abychom ziskali nulové
cleny pod prvkem ayi, kde k =1,...,n,

o takto postupujeme ddle tak dlouho, dokud neziskame vsechny nulové pozice pod
hlavni diagondlou matice.

Cilem je ziskat horni trojiuhelnikovy tvar.

ail a2 ... aip | b
0 a2 ... Qa2n b2

A=
0 0 ... anpplbp

2. Zpétny chod —zde postupné vypocitivame hodnoty teseni. Postupujeme v obrdceném
potadi, ziskdavame tedy nejprve hodnotu x,, a nakonec hodnotu x1. Po skonceni Gaus-
sovy eliminacni metody mdame soustavu ve vyse uvedeném tvaru.

Vypocet nezndmé muzeme vyjdadrit ndsledujicim vztahem, ktery se nazyvd zpétnou
substituct, viz (2.6).

Tr; — 5 (61' - di,i—i—lxi—i-l - diﬂ'_,_gl’i_i_g el — d%nl’n) pro 1= 1, o (26)
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2.2.1 Pocet operaci nasobeni a déleni

Nejprve si uvédomime, ze rozsifend matice soustavy mé vzdy rozméry n x (n + 1), protoze
zapoc¢itavame i vektor pravych stran. Pokusime se spocitat, kolik operaci nasobeni a déleni
je potieba pro prvni iteraci Gaussovy elimina¢ni metody. Pro ilustraci vezméme piiklad
A1, ve kterém vyfesime jednoduchou soustavu 3 linearnich rovnic o 3 nezndmych.
Nebudeme totiz nésobit vsech (n + 1) fadku rozsifené matice soustavy, protoze pokud
vezmeme v ivahu naptiklad prvni fddek matice, ten vynasobime ¢islem —(ag1/a11) a poté ho
a poté od néj odecist druhy fadek. Je ale jasné, ze koeficient (ag1/a11) byl zvolen tak,
abychom na misté (ag;) ziskali nulu. Proto je tedy na dpravu druhého fadku potieba

e n + 1 operaci nasobeni/déleni.
Pokud ptihlédneme k nasemu piikladu, znamenalo by to, Ze bychom ¢leny 1, 2 a 3 z prvniho
Fadku matice ndsobili koeficientem — (a9 /a11) = —(2/1) = —2. Pocet operaci odpovidd vyse
uvedenému vztahu. Takto musime upravit vsech (n—1) fadku pod prvnim fadkem rozsitené
matice soustavy. Celkem tedy celd prvni iterace pozaduje

e (n+1)-(n—1)=n?—1 operaci ndsoben{/délent.
Podivejme se nyni, jak to bude vypadat v druhé iteraci. Nyni se jiz nemusime zabyvat prvky
v prvinim fadku a prvnim sloupci. Pocet operaci je

e n-(n—2)=(n—1)?—1 operaci nasobeni/déleni.

Celkovy pocet operaci nasobeni/déleni pro soustavu fadu n vyjadiuje vztah (2.7).
n
> (-1 (2.7)
i=1
Pocet operaci nédsobeni/déleni pro zpétnou substituci, jejiz vypocet ziskdme dle vztahu (2.6)
je
n n
dln—i+2)=) (i+1). (2.8)
i=1 i=1
Pro objasnéni uvedeme piiklad 2.4.

Piiklad 2.4. Ziskdani eSeni soustavy rovnic z prikladu A.1 zpétnou substituci dle vztahu
(2.6).
1 2 3 4
A=10 -1 —-1| —1
0 0 —-9|-15

L 15
z — —_—. —
9
1
y o= —3 (1= (1) )
1
x = I-(4—2'x2—3-1:3)
Reseni soustavy je
1 2 5
xr = — = ——, 2 = —
3 VT3 73



g

Vidime, ze pro i = 1 (tedy pro x1) potfebujeme 4 operace (3 souc¢iny a 1 podil), pro i = 2
(tedy pro x2) 3 operace (2 souciny a 1 podil) a kone¢né pro i = 3 (tedy pro x3) 2 operace
(1 soucin a 1 podil). Pokud vyjadiime pocet operaci ndsobeni/déleni v pfimém i zpétném
chodu Gaussovy eliminace dostaneme vysledny vztah (2.9).

n

D=1+ (i+1) (2.9)
=1

i=1
2.2.2 Pocet operaci s¢itani a odcitani

Princip je podobny jako pii zjistovan{ po¢tu operaci ndsobeni/déleni. Pro ndzornost mizeme
pouzit piiklad A.1. Zde bylo fe¢eno, ze prvni fadek nasobime koeficientem 2 a nyni od tohoto
radku budeme chtit odecist druhy fadek, ¢imz ziskdme nulu na pozici ao;. Tedy odecitdame
pouze nasledujici ¢leny.

2.2-3=1
2.3-5=1
2.4-7=1

Na tpravu 2. fddku matice (1. iterace) je potreba

e n séitani/odéitani.
Timto zpusobem musim upravit vSech zbyvajicich (n — 1) fadka pod prvnim fFadkem
roz§ifené matice soustavy. Celd druhd iterace Gaussovy eliminace pozaduje

e n-(n—1)=n?—n séitdni/odéitani.

Ve tieti iteraci Gaussovy eliminace se jiz nemusime zabyvat prvky v prvnim fadku a prvnim
sloupci, tieti iterace tedy pozaduje

e (n—2)-(n—1)=(n—1)%— (n— 1) scitani/odéitan.

Vztah (2.10) zndzoriuje pocet operaci ssitdni/odéitani pro piimy chod Gaussovy eliminace.

n

pGEE) (2.10)

i=1

Pocet operaci pro zpétny chod muzeme vy¢ist z piikladu 2.4. Pro i = 1 (tedy pro x7)
potfebujeme 2 operace s¢itdni/od¢itani, pro i = 2 (tedy pro x2) 1 operaci a pro i = 3 (tedy
pro x3) 0 operaci s¢itani/odéitédni. Pocet operaci pro zpétny chod je uveden ve vztahu (2.11).

n n—1

dn—i)=>) i (2.11)

=1

Celkovy pocet operaci s¢itdni/odéitani pro piimy i zpétny chod Gaussovy eliminace ukazuje
vztah (2.12).

n n—1

P GEDES I (2.12)

=1 0

Pocty operaci jsou shrnuty do tabulky 2.2.
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Tabulka 2.2: Pocty operaci pii pouziti Gaussovy eliminacni metody

matice (fddky x sloupce) | sou¢iny/podily | soucty/rozdily
2x2 6 3
3x3 17 11
4x4 36 26
5XH 65 50
6x6 106 85
=7 161 133
8x8 232 196
9x9 321 276
10x10 430 375

2.3 Gaussova eliminace s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku

Tato metoda je modifikaci Gaussovy elimina¢ni metody, kterd slouzi ke zmenseni zaokrouh-
lovacich chyb. Je-li absolutni hodnota nékterého z délitelu ag_l)
lutni hodnotou prvku ag;l), k > i, potom muze hrozit nebezpeci velkych zaokrouhlovacich
chyb. Zaokrouhlovaci chyba v absolutni hodnoté malého ¢isla zptisobi velkou chybu v jeho
prevracené hodnoté a tedy i v ¢islech, jimiz nasobime Fadky pii eliminaci. Abychom se vy-
hnuli délenfi ¢isly, kterd jsou mala vzhledem k ostatnim veli¢indm, provadime vybér hlavniho
prvku.

malé ve srovnani s abso-

Algoritmus 2.2. 1. Hleddme rovnici, jejiz koeficient v absolutni hodnoté u x1 je nejvétsi.
Nalezenou rovnici zameénime s proni rovnici a pomoct jejich ndsobku eliminujeme 1
z ostatnich rovnic.

2. Hleddme rovnici, jejiz koeficient v absolutni hodnoté u xo je nejvétsi. Nalezenou rovnici
zameénime s druhou rovnici a pomoct jejich nasobku eliminujeme xo z ostatnich rovnic.

3. Obecné: v k-tém kroku eliminace hleddme mezi zbyvajicimi n — k 4+ 1 rovnicemi tu,
kterda md v absolutni hodnoté nejvétsi koeficient, vymeéenime ji s k-tou rovnici a pak
pomoct ni eliminujeme.

2.3.1 Pocet operaci porovnani

P#i pocitdni poctu operaci budeme vychazet z jiz zndmych vztahu pro Gaussovu eliminaci,
viz vztahy (2.9) a (2.12). Navic musime uvazovat operace porovnavani pro nalezeni hlavniho
prvku (pivota) a také operace prohozeni rovnic. Méjme matici o rozmérech m x n. Potom
pocet operaci porovnani je v rdmci prvniho sloupce matice m — 1, v ramci druhého sloupce
m —2...,m —n v ramci n-tého sloupce. Vztah pro pocet operaci porovnani je uveden ve
vztahu (2.13).

n—1
> (n—i) (2.13)
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2.3.2 Pocet operaci prohozeni rovnic

Pocet operaci vyplyva piimo z algoritmu 2.2. Pocet operaci prohozeni bude odpovidat poc¢tu
rovnic v soustavé snizenému o 1, kde pocet rovnic je oznacen jako n.

n—1 (2.14)

Celkovy pocet operaci pro Gaussovu eliminaci s ¢aste¢nym vybérem hlavniho prvku znézornuje
vztah (2.15).

n n n n—1 n—1
S @D+ D@ )Y i Y i)+ (1) (2.15)
=1 =1 =1 =1 i=1

Pro lepsi orientaci si shrneme vyznam jednotlivych élenu (séitancu) ve vyse uvedeném
vztahu, postupujeme zleva:

e pocet operaci nésobeni/déleni pro piimy chod Gaussovy elimina¢ni metody,
e pocet operaci nésobeni/déleni pro zpétny chod Gaussovy eliminaéni metody,

pocet operaci s¢itani/odéitani pro piimy chod Gaussovy elimina¢ni metody,

pocet operaci s¢itani/odéitani pro zpétny chod Gaussovy elimina¢ni metody,

e pocet operaci porovnani,
e pocet operaci prohozeni rovnic.

Opét pro lepsi prehlednost uvadime pocet operaci v tabulce 2.3. Pro tplnost uvedeme
piiklad A.2, zadan{ je stejné jako u piikladu A.1 pro Gaussovu elimina¢ni metodu.

Tabulka 2.3: Pocty operaci pfi pouziti Gausovy eliminaéni metody a ¢asteénym vybérem
hlavniho prvku

matice (fadky x sloupce) | souciny/podily | soucty/rozdily | Porovnani | Prohozeni
2x2 6 3 1 1
3x3 17 11 3 2
4x4 36 26 6 3
55 &) 65 50 10 4
6x6 106 85 15 5
<7 161 133 21 6
8x8 232 196 28 7
9x9 321 276 36 8
10x10 430 375 45 9

2.4 Gaussova eliminace s uplnym vybérem hlavniho prvku

Pii této modifikaci Gaussovy eliminace volime v k-tém kroku za hlavni prvek ten, ktery
je nejvetsi v absolutni hodnoté v submatici tvorené vynechdnim prvnich & — 1 fadka a
sloupcti v dané matici soustavy. Je snahou, abychom v k-tém kroku na pozici agj dostali
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prvek s nejvétsi absolutni hodnotou. Proto tedy nepiehazujeme pouze fadky, ale i sloupce.
Poznamenejme, Ze je potieba davat pozor na to, ze zménou potadi sloupct se zméni poradi
vysledku a je tedy vhodné si zménu poiradi sloupcu v prubéhu vypoctu vhodné poznagcit.

Tato metoda ma ovSem vySsi ¢asovou naroc¢nost, protoze je nutné vyhledavat nejvétsi
prvek v celé submatici. Proto se spiSe pouziva Gaussova eliminace s ¢aste¢nym vybérem
hlavniho prvku.

Pii urcovani poctu operaci budeme postupovat stejné jako u Gaussovy eliminace s
castetnym vybérem hlavniho prvku. Opét je nutné uvazovat operace porovnavani a proha-
zovani poradi rovnic.

2.4.1 Pocet operaci porovnani

Algoritmus 2.3. 1. Inicializujeme proménnou max na hodnotu pruniho prvku z matice
soustavy.

2. Prochdzime matici prvek po proku a pokud narazime na prvek, ktery ma vétsi hodnotu
neZ proménnd max, promeénnou max prepiseme hodnotou nové nalezeného prvku.

3. Takto postupujeme tak dlouho, dokud neprojdeme celou matici. Na konci prichodu
bude v proménné max nejuétsi prvek.

Priklad 2.5. Je ddna ndsledujici matice soustavy.
1 2 3|4
A=\ 2 3 5|7
5 6 2|1

Operace porovnani uvedeme spole¢né s indexy prvku tabulky 2.4. Zde jsou znazornény
operace porovnani pri prvni iteraci vypoctu. Je ziejmé, ze prvek na pozici azs je nejveétsi a
mé hodnotu 6.

Treti radek, kde se nachazi nejvétsi prvek, prohodime s prvnim fadkem a také prohodime
prvni sloupcec s druhym sloupcem, abychom dostali nejvétsi prvek na pozici agi, tedy aq;.
Matice soustavy ma nyni nasledujici tvar.

6 5 2
3 25
2 1 3

1
A= 7
4

Pozor na to, ze nyni jsou v prvnim sloupci hodnoty neznamé z a v druhém sloupci hodnoty
neznamé x. P¥i druhé iteraci vypoctu bychom vynechali prvni fadek a prvni sloupec, hledali
bychom nejvétsi prvek v této submatici.

2 5|7
A= (13])

Nejvétsi prvek se nachdzi na pozici aes v pivodni matici a ma hodnotu 5. Opét prohodime
prvni sloupec s druhym sloupcem a dostdvame nize uvedeny tvar.

5 27
(3 1)

Pocty operaci porovnani pro 2. iteraci jsou v tabulce 2.5. Dalsi iterace by jiz byla
zbytecnd, protoze vynechdnim prvniho sloupce a fadku z matice o rozmérech 2 x 2 bychom
dostali pouze jednoprvkovou matici.
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Tabulka 2.4: Pocty operaci pii pouziti Gaussovy eliminac¢ni metody s Uplnym vybérem
hlavniho prvku pii rozméru matice 3 x 3

krok | ¢isla k porovnédni | indexy prvku | proménnd max
1 |1| < ’2| a1l < a2 2
2 |2| < ’3| aig < ai3 3
3 3] > |2 a13 < az 3
4 3] = [3] a13 < az 3
5 |3‘ < ’5| a13 < a23 5)
6 |5‘ = ’5| az3 < a31 )
7 |5 < |6] az3 < a32 6
8 |6‘ > ’2| a3z < ass 6

Tabulka 2.5: Pocty operaci pii pouziti Gaussovy eliminac¢ni metody s Uplnym vybérem
hlavniho prvku pfi rozméru matice 2 x 2

krok | ¢isla k porovnédni | indexy prvku | proménnd max
1 |2| < ’5| al < ai2 5)
2 |5| > ’1| a1g < a9 5
3 |5‘ > ’3| a1z < ag9 5

O

Vsimnéme si, Ze pro matici o rozmérech 3 x 3 je pocet operaci porovnani 8 a pro matici o
rozmérech 2 x 2 je pocet operaci porovnani 3. Pro celkovy pocet operaci matice o rozmérech
n x n lze odvodit vztah (2.16).

n—2
}:M—wz—l (2.16)

2.4.2 Pocet operaci prohozeni

V prubéhu prvni iteraci lze provést az 2 operace prohozeni, protoze prohazujeme nejen
radky, ale i sloupce matice. Prohazovani provadime do fadu matice n = 2, déle jiz neméa
smysl z duvodu, ktery je uveden vyse. Proto je pocet operaci prohozeni

2. (n—1). (2.17)

Na zavér uvedeme kompletni piiklad A.3.

2.5 Gauss-Jordanova eliminace

U této metody prevadime rozsifenou matici soustavy na jednotkovou matici, tj. tvar,
kde nad i pod hlavni diagondlou matice budou samé nuly. Toho doséhneme pomoci ele-
mentarnich fadkovych tprav, které byly zminéné jiz v podkapitole 2.2. Vice informaci na-
lezneme v [2]. Algoritmus je obdobny jako u Gaussovy elimina¢ni metody, ovéem s tim
rozdilem, ze zde jiz neprovadime zpétnou substituci.
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Reseni soustavy vycteme z vysledné matice. Po skon¢eni Gauss-Jordanovy eliminace
bude soustava ve tvaru uvedeném nize.

1 0 ... 0 (%

0 1 0| vo
A= .

00 1| v,

2.5.1 Pocty operaci nasobeni a déleni

V prubéhu prvni iterace bude potieba

e n nésobeni/déleni pro nasobeni prviho fadku ¢éislem 1/aqq,

e n ndsobeni/déleni pro ziskdni nuly na pozici ag;.
Tyto operace je nutné provést se véemi (n — 1) faddky. Pocet ndsobeni/déleni pro prvni
iteraci je tedy
n+(n—1n.

Druh3 iterace vyzaduje

1
a2’

e n — 1 nasobeni/déleni pro ndsobeni prviho fadku ¢islem
e n — 1 nésobeni/déleni pro ziskani nuly na pozici ag;.
Tyto operace provedeme se vsemi (n — 1) fddky. Pocet operaci nasobeni/déleni je
(mn—1)+mn—-1)(n—1).

Celkovy pocet operaci ndsobeni/déleni pro Gauss-Jordanovu eliminaci je uveden ve vztahu
(2.18).

n

> (i + (n—1)i) (2.18)
i=1
2.5.2 Pocty operaci scéitani a odéitani
Pro prvni iteraci je potieba
e n séitdani/odéitani pro ziskani nuly na pozici ag;.
Tyto operace provedeme se vSemi (n — 1) fadky. Celkovy pocet operaci s¢itdni/od¢itani pro
prvni iteraci je
(n—1)n.
V druhé iteraci potiebujeme ziskat nuly nad i pod prvkem matice asy. Nezabyvame se jiz
prvnim faddkem ani sloupcem. Pocet séitani/odéitani je
(n—1)(n-1).
Pouziti Gauss-Jordanovy eliminace ukazuje piiklad A.4. Celkovy pocet operaci s¢itani/odéi-

tani uveden nize, viz vztah (2.19).

n

> (n—1)i (2.19)

i=1

Celkovy pocet operaci je zndzornén v tabulce 2.6.
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Tabulka 2.6: Pocty operaci pii pouziti Gauss-Jordanovy eliminaéni metody

matice (fddky x sloupce) | sou¢iny/podily | soucty/rozdily
2x2 6 3
3x3 18 12
4x4 40 30
5XH 75 60
6x6 126 105
=7 196 168
8x8 288 252
9x9 405 360
10x10 550 495

2.6 Inverzni matice

Inverzni matici muzeme pocitat pouze tehdy, pokud je matice ¢tvercovd a také reguldrni.

Inverznf matici k matici A zna¢ime A~L. Pro inverzn{ matici plati vztahy
(A .a7t=4

a také

kde E je jednotkova matice. Vypocitat inverzni matici mizeme dvéma zpusoby:

1. Gauss-Jordanovou eliminaé¢ni metodou,
2. pomoci determinantu.

Postupné si ukdzeme obé zminéné metody.

(2.20)

(2.21)

2.6.1 Vypocet inverzni matice pomoci Gauss-Jordanovy elimina¢ni me-

tody

Postup vypoctu lze shrnout do téchto krokt, jak ukazuje algoritmus 2.4.

Algoritmus 2.4. 1. Napiseme matici soustavy, ke které chceme nalézt inverzni matici
a vedle ni umistime matici jednotkovou (stejného rddu jako je matice soustavy).

2. Pomoci ekvivaletnich radkovijch uprav se snazime dostat jednotkovou matici na levou
stranu. Na strané pravé se poté nachdzi vislednd inverzni matice. KaZdd uprava se

provddi na obou maticich soucasné.

3. Pro nalezeni vektoru nezndmich proménngch musime vypocitat x = A~! . b, tedy

vyndsobit ziskanou inverzni matici A~' s vektorem pravijch stran b.

4. Sprdvnost vysledku lze ovérit zkouskou tak, Ze vyndsobime puvodni matici soustavy s

jeji inverzni matici, méli bychom dostat jednotkovou matici.
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Schématické znazornéni postupu vypoctu lze vidét nize.

a1 a2 ... aip |1 0 ... 0
w=(almy=]| o el U

0 0 a0 0 1

1 0 ... 0lai1 a2 ... ain
SUEIEPEY i I

00 . 1/0 0 . am

U Gaussovy elimina¢ni metody jsme potiebovali ziskat nulové pozice pouze pod hlavni
diagonélou. Zde he nutné splnit néasleduji tkoly:

e ziskat nuly pod i nad hlavni diagonélou,

e ziskat jednicky na hlavni diagonale.

Pocet operaci nasobeni a déleni

Na zacdtek uvedeme kompletni piiklad A.5. Pocet operaci ndsobeni pro nalezeni vektoru
neznamych je

n-mn. (2.22)
Pocet operaci s¢itani/odéitant je
(n—1)-n. (2.23)

Podivdme se nyni, kolik operaci ndsobeni/déleni bude potfeba pro prvni iteraci Gauss-
Jordanovy metody. Rozméry matice jsou 2n x n. Z piikladu A.5 z vychoziho tvaru soustavy
si Ize vSimnout, ze na kazdém tadku je v nejhorsim mozném piipadé n+1 ¢lent nenulovych,
ostatni jsou nulové. P#i provadéni vypoctu neni tieba nulové ¢leny uvazovat.

Konkrétné na zac¢atku mame na pravé strané jednotkovou matici fadu n = 3, ktera v
kazdém tadku obsahuje dvé nuly. Po prvnim kroku vypoctu jsme ziskali nulu na pozici as;
a naopak ubyla nula na pozici agq. V dalsim kroku jsme ziskali nulu na pozici ag; a zaroven
ubyla nula na pozici az4. Nyni médme pod hlavni diagonalou jiz samé nuly. Pii ziskavani
nul nad hlavni diagonalou je situace obdobna, tedy také se nam nuly postupné presouvaji
na jiné indexy.

g

Pocet operaci nasobeni/déleni je stejny jako pro Gauss-Jordanovu eliminaci, viz (2.18).

n

> (i + (n - 1)i) (2.24)

=1
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Tabulka 2.7: Pocty operaci pii poc¢itani inverzni matice pomoci Gauss Jordanovy eliminace

matice (Fadky x sloupce) | souciny/podily | soucty/rozdily
2x2 14 5)
3x3 45 24
4x4 104 66
55 &) 200 140
6x6 342 255
<7 539 420
8x8 800 644
9x9 1134 936
10x10 1550 1305

Pocet operaci sc¢itani a odcitani

Jak bylo fe¢eno vyse, lze vychazet ze vztahu pro Gauss-Jordanovu eliminaci, viz vztah
(2.19). Pocet operaci s¢itdni/odéitani je uveden ve vztahu (2.25).

n

> (n—1)i (2.25)

i=1

Na zavér opét uvadime tabulku 2.7 shrnujici pocet operaci.

2.6.2 Vypocet inverzni matice pomoci determinanta

Necht A je étvercova matice fadu n. Potom k nf existuje inverzni matice A~! a plat{ vztah
(2.26).

all asl oo QApt
Al 1 '(Aij)T _ 1 a.12 CL.22 R ~
det A det A
alnp a2n ... Qpn
[A11]  [A2d] | An1]
|A] |A] |A]
|[A12]  |A2o] | Ana|
3 = .. %
[Ain]  |A2n] | Ann|
|A] (Al 0 A

kde ¢isla A;; jsou algebraickymi dopliky k prvkium a;; € {1,...,n} matice A. Algebraickym
doplikem prvku a;; matice A = (a;;) nazyvdme &islo A;; = (—1)"7M;;, kde M;; je sub-
determinant (minor) vznikly z matice A vynechanim i-tého rddku a j-tého sloupce. Vzorec
pro vypocet inverzniho prvku je uveden ve vztahu 2.27.

_1_ (1) A]

=7 2.2
" (2.27)
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Vypocet poctu operaci rozdélime do téchto bodu.

e Pro determinant soustavy fadu n bude potfeba urcity pocet operaci, v zavislosti na
jeho tddu (pro determinanty fadu < 3 pouzivame Sarrusovo pravidlo, pro determi-
nanty fadu > 3 Laplaceuv rozvoj determinantu).

e Ke kazdému prvku matice soustavy budeme vytvaret subdeterminant. Celkem tedy
vzdy vytvorime pravé n - n determinantu fadu n — 1.

e Dile ve vzorci (2.27) vidime podil. Téch bude tolik, kolik je celkem subdeterminanti,
tedy n - n.

Pro feseni soustavy je nutné provést vypocet podle vztahu z = A~! . b, podobné jako
u pocitani inverzni matice pomoci Gauss-Jordanovy elimina¢ni metody. Pocet operaci je
uveden ve vztahu (2.22).

Pocet operaci nasobeni a déleni

Nyni se podivame podrobnéji na poéty operaci ndsobeni a déleni. Proces zjisfovan{ poctu
operaci rozdélime do nasledujicich ¢asti:

1. pocet operaci nasobeni a déleni pro determinant soustavy (budeme ho znacit det A),
2. pocet operaci nasobeni a déleni pro determinanty fadu n — 1,

3. pocet operaci déleni.

Ad 1. Pocet operaci nasobeni a déleni pro determinant soustavy

P#i vyjadfeni operaci vychdzime z jiz zndmych vztahi, které byly zjistény u Cramerova
pravidla (viz kapitola 2.1.1), ovéem v upravené podobé. Pocet operaci ndsobeni pro deter-
minant o rozmérech 4 x 4 je 56. Jedna se o konstantu, kterou jsme zavedli jiz u Cramerova
pravidla. Pocet operaci nasobeni pro determinant o rozmérech 5 x 5 je

56n + 2n .

V&imnéme si, Ze oproti vzorcum, které jsme uvedli u Cramerova pravidla neuvazujeme v
téchto vzorcich ¢leny za hranatou zévorkou, tedy (n — 1) + n. To proto, ze pro Cramerovo
pravidlo jsme vytvéreli (n + 1) determinantu fadnu n, pocet podilu pro ziskani feSeni
soustavy rovnic byl n. Poéty operaci ndsobeni/déleni pro determinant soustavy o rozmérech
6 x 6 je

n[2n 4+ 2(n — 1) + (n — 1)56] , kde n=6.
Pocet operaci ndsobeni/déleni pro determinant o rozmérech 7 x 7 je
n2n+2(n —1) +2(n — 2) + (n — 2)56] , kde n="7,
pro determinant o rozmérech 8 x 8
n2n+2(n—1)+2(n—2)+2(n — 3) + (n — 3)56] , kde n=8,
pro determinant o rozmérech 9 x 9

n2n+2(n—1)+2(n—2)+2(n—3)+2(n —4) + (n — 4)56] , kde n=9,
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pro determinant o rozmérech 10 x 10
n2n+2n—1)+2(n—2)+2(n—3)+2(n—4) +2(n—5) + (n — 5)56] ,kde n=10.

Obecny vztah pro vytvofeni vzorce pro dany tad je uveden ve vztahu (2.28).
n—>s
n- Y 2-(n—i)+(n—(n—"5))-56| , kden>5 (2.28)
i=0

Ad 2. Pocet operaci nasobeni a déleni pro determinanty rddu n — 1

V pripadé, ze musime pro vypocet determinantu pouzit Laplaceuv rozvoj, muzeme pii
pocitdni determinanti fadu n — 1 uSetfit n operaci séitani/odéitani i ndsobeni/déleni z
celkového mnozstvi téchto determinanti, protoze pravé téchto n determinanti bude jiz
spocteno v ramci Laplaceova rozvoje. Napiiklad pro determinant ¢tvrtého fadu budeme
mit v Laplaceové rozvoji 4 determinanty tfetiho fadu a pravé tyto 4 determinanty jiz
nebudeme muset pocitat.

Pocet determinantu fddu n — 1, které bude nutné vypocitat je

(n-n)—n=n*>-n. (2.29)

P1i vypoctu determinantu fadu 4 a vyse vyuzivame diive vypoctenych hodnot. Pocet ope-
raci nasobeni, ktery je uveden v predchozim kroku pro determinant soustavy, je vyuzit v
aktudlnim kroku pro vypocet po¢tu operaci nasobeni u determinantu fddu n — 1. Jinymi

slovy: determinant soustavy z piedchoziho kroku slouzi k vytvoreni subdeterminantu v

kroku nésledujicim. Hodnotu ziskanou v piedchozim kroku nasobime vyrazem n? — n.

Ad 3. Pocet operaci podilia
Podili je tolik, kolik je determinantii fadu n — 1, tedy n?.
Pocet operaci s¢éitani a odéitani
Zjistovani poctu operaci rozdélime na 2 sekce:
1. pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant soustavy,

2. pocet operaci s¢itédni/odéitani pro subdeterminanty (determinanaty fadu n — 1).

Ad 1. Pocet operaci s¢itdni/odé&itani pro determinant soustavy

Podobné jako u operaci ndsobeni/déleni i zde vyuzivame upravené vztahy pro soucet /rozdil
odvozené ze vztahu pro Cramerovo pravidlo (viz sekce 2.1.1). Neuvazujeme ¢leny za hra-
natymi zavorkami (n + 1).

Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant o rozmeérech 4 x 4 je konstanta 23. Pocet
operaci s¢itdni/od¢itani pro determinant o rozmeérech 5 x 5 je

{(n—1)+n-23}.
Pocet operaci s¢itdni/odéitani pro determinant o rozmeérech 6 X 6 je

{n—=1)4+n-[(n—-2)+(n—1)-23]}.
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Pocet operaci s¢itani/odéitani pro determinant o rozmérech 7 x 7 je
{(n=1)4+n-[(n=2)+(n—-1)-[(n—3)+ (n—2)-23]]}.
Pocet operaci séitani/odéitani pro determinant o rozmérech 8 x 8 je
{n=1)4+n-[n=2)+(n—-1)-[(n=3)+(n—=2)-[(n—4) + (n—3)-23]]]}.
Pocet operaci s¢itdni/odéitani pro determinant o rozmeérech 9 x 9 je
{n=1)4n-[(n=2)+(n—-1)-[(n=3)+(n—2)-[(n—4) + (n—3)
[(n=5) + (n—4) - 23]]]]}.
Pocet operaci séitani/odéitani pro determinant o rozmérech 10 x 10 je

{n—1D)4+n-[n=-2)+n—-1)-[(n=3)+(n—=2)-[(n—4)+(n—-3)-[(n—5)+ (n—4)-
{(n —6) + (n—5)-23]]]]]}.

Pro tvorbu obecného vztahu poctu operaci nasobeni/déleni pro determinant daného fadu
vyuzivame stejného postupu jako tomu bylo u Cramerova pravidla v sekci 2.1.

{(n —1) +n-[slozenaZavorkal},

kde slozenaZavorka je obsah slozené zavorky z predeslého kroku snizeny o 1. Timto mecha-
nismem dochazi k ,,mnozeni zavorek*.

Ad 1. Pocet operaci s¢itdni/odé&itani pro subdeterminanty

Postup vypoctu je stejny jako u poctu operaci pro subdeterminanty pro ndsobeni/déleni
(viz sekce 2.6.2). Na zavér uvedeme kompletni piiklad A.6. Tabulka 2.8 znazornuje pocty
operci, v tabulce 2.9 potom muzeme vidét, kolik je potieba operaci pii ziskdvani vysledku
pomoci vztahu x = A~L - b.
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Tabulka 2.8: Pocty operaci pii pocitani inverzni matice pomoci determinantu

matice (Fadky x sloupce) | souciny/podily | soucty/rozdily
2x2 6 1
3x3 39 14
4x4 216 83
9X9 1435 579
6x6 10548 4289
<7 78365 35237
8x8 126592 322503
9x9 194463 3265847
10x10 287300 36287909

Tabulka 2.9: Pocty operaci pro ziskani vysledka pfi pocitani s inverzni matici

matice (Fadky x sloupce) | Pocet sou¢inu | Pocet souctu
2x2 4 2
3x3 9 6
4x4 16 12
5xbH 25 20
6x6 36 30
7 49 42
8x8 64 56
9x9 81 72
10x10 100 90
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Kapitola 3

Iteracni metody

Iteraéni metody vyuzivame k FeSeni linearnich rovnic pomoci postupného piiblizovani se k
vysledku. Volime pocédteéni aproximaci pfiblizného feseni a uréitym zpusobem ji v kazdém
kroku iterac¢ni metody zpresiiujeme. K feSeni se ovSem priblizujeme limitné. Je potieba tedy
urcit, kdy vypocet ukonéime. Vypocet 1ze ukoncit pokud dosdhneme pozadované presnosti
nebo je predem dén pocet kroku, ktery se bude provadét. Vysledkem je pfiblizné feSeni
soustavy. Podrobnéji se itera¢nimi metodami zabyvaji publikace [1, 13, 14, 10].

3.1 Jacobiho metoda

Pii feSeni soustavy pomoci Jacobiho metody postupujeme nasledujicim zpusobem.

3.1.1 Ovéreni konvergence Jacobiho metody

Je-li matice soustavy ostie sloupcové nebo fddkové dominantni, potom Jacobiho metoda
konverguje.

e Radkové dominantni: v kazdém Fadku matice je absolutni hodnota prvku na hlavni
diagondle vétsi nez soucet absolutnich hodnot v8ech ostatnich prvka v onom radku.

e Sloupcové dominantni: v kazdém sloupci matice je absolutni hodnota prvku na dia-
gondle vétsi nez soucet absolutnich hodnot vsech ostatnich prvka v onom sloupci.

Pokud podminka ostrosti neni splnéna, potom neni zaruceno splnéni podminky konver-
gence. Poznamenejme, Ze tento zpusob ovéfovani konvergence metody neni vhodny pro
velké soustavy. V téchto piipadech je potom lepsi stanovit maximalni pocet kroku metody
nebo pozadovanou pfesnost.

3.1.2 Iteracni vztahy

Méme nésledujici soustavu linearnich rovnic zapsanou v obecném tvaru.

a1zl + a9 + - - + a1pTn = b1 (3.1)

ag1xl + agxs + - - + agpTy = bo
ap1xl + ap2x2 + - - + AppTy, = by
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Nyni postupujeme tak, ze z prvni rovnice vyjadiime x1, z druhé rovnice xs, az z n-té rovnice
vyjadiime x,. Vztahy (3.2) nazyvame iteracni vztahy.

1
Trl = 7(()1 — 122 — A13x3 — ... — alnajn) (32)
aii
1
Ty = —(by — @11 — 2373 — ... — G2, Tp)
a2
1
T = 7(bn — Ap1T1 — p2T2 — ... — ann—lxn—l)
Gnn

3.1.3 Volba pocatecni apoximace
Volime libovolnou poéateéni aproximaci z° = (a;(l], wg, . x?l)T. Zvolené hodnoty pocateéni
aproximace dosadime do pravé strany rovnice (3.2). Timto zpusobem dostaneme novou

aproximaci fesenf x! = (x%,a:%, e x}l)T Ziskané hodnoty opét dosadime do pravé strany

rovnice 3.2, atd. Pro ndzornost uvedeme piiklad 3.1.

Priklad 3.1. Pomoci Jacobiho metody vyreste ndsledujici soustavu rovnic. Predpoklddejte
presnost e=0,01.

1021 — 229 4+ 323 = 20
4x1 — 8x1 +x3 =25
T, + 4xo + 1623 = 30

Nejprve ovérime konvergenci metody. Matice soustavy je

10 =2 3120
A= 4 -8 1|25
1 4 16|30

Zkusime ovéfit, zda je matice ostie fadkoveé diagondlné dominantni.

10 > [ = 2[ +[3]
| =8| > [4] + [1]
[16] > [1] + |4]

Podminka konvergence je tedy splnéna. Dalsim krokem je tvorba itera¢nich vztaht.

r 1 r r
2 = = (20 + 225 — 32))

10
wy Y = 28(25 — day” — )
1
2§ = — 30+ 21 — 4a)))
16
Zvolime pocéteéni aprosimaci z = (0,0,0)7. Aproximace feseni budeme zapisovat pro

prehlednost do tabulky 3.1.
Pfenost je stanovena na 0,01 a vypocet muzeme po sedmi iteracich ukonéit, protoze
2] — 28] < 0,01,
lzh — 25 < 0,01,
lzf — 28] < 0,01.
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Tabulka 3.1: Aproximace feseni pomoci Jacobiho metody

r x xh Ty

0 0 0 0

1 2 -3,125 | 1,875
20,8125 | -1,8906 | 2,5313
3| 0,8625 | -2,4023 | 2,2969
4| 0,8305 | -2,4066 | 2,4217
5| 0,7922 | -2,4070 | 2,4247
6 | 0,7912 | -2,4258 | 2,4277
70,7867 | -2,4263 | 2,4320

O

Vsimnéme si, ze zalezi na pofadi rovnic. Kdybychom napiiklad prohodili druhou a tfeti
rovnici, podminka konvergence metody by jiz nebyla splnéna.

Priklad 3.2. Pomoci Jacobiho metody vyreste ndsledujici soustavu rovnic. Predpoklddejte
presnost e=0,01.

10z1 — 229 + 323 = 20
r1 + 4x9 + 1623 = 30
4r1 — 8x1 +x3 =25

Nejdiive ovérime konvergenci metody. Matice soustavy je

10 -2 3120
A= 1 4 16|30
4 -8 1|25

Zkusime ovérit, zda je matice soustavy ostie fadkové diagonalné dominantni.

[10] > | = 2[ + [3]
4] < [1] + [16]
1] < [4] +[ - 8]

Podminka konvergence neni splnéna. Neni tedy zaruceno, ze Jacobiho metoda bude kon-
vergovat.

g

3.1.4 Pocty operaci u ovérovani konvergence metody

Zatneme pocty operaci, které je potieba provést jesté pied zapocetim vypoctu. Jednd se
o fazi, kdy zjistujeme podminky konvergence. Vypocteme pocty operaci, které je nutné
provést pfi ovérovani, zda je matice soustavy ostie diagonalné dominantni.

Pro matici 3 x 3
10 -2 31|20

A= 4 -8 1|25
1 4 16|30
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[10[ > | =2[+ 3],
| =8 > [4[+ 1],
|16] > 1] + [4].

Byly tedy potfeba 3 operace porovnani a 3 operace souctu
Pro matici 4 x 4

10 =2 3 2|20

4 -8 1 1125

1 4 16 3|30

2 7 3 20145

A=

10| > [ = 2[ + 3] + [2],
| — 8] > |4 + 1] + [1],
|16 > [1] + |4] + (3],
|20 > |2| + |7| + |3] -

Zde je zapotiebi provést 4 operace porovnani a 8 operaci souctu.
Pro matici 5 x 5

10 =23 2 1120
4 -8 1 1 2125
A= 1 4 16 3 5|30
2 7 3 20 4 |45
3 2 7 5 22|48

110 > [ = 2[ + 3] + 2 + |11,
| =8 > [4[ + 1] + 1] +[2],
16| > [1] +[4] + [3[ + [5],
1200 > [2[ +[7] + [3] + [4],
122 > 3] + 2| + |7| + |5].

V piipadé rozmért matice 5 X 5 je nutné provést 5 operaci porovnani a 15 operaci souctu.
Vidime, Ze pocet operaci porovnani bude vzdy pravé n a to bez ohledu na to, zda ovérujeme
sloupcovou ¢i fadkovou diagonédlni dominantnost, protoze matice soustavy je vzdy ¢tvercova.

Pocet ¢lenu na pravé strané nerovnice je vzdy pravé n — 1, protoze diagonalni ¢len, se
kterym porovnavani provadime, je na strané levé. Téchto n — 1 mimodiagonélnich ¢lenu lze
propojit pomoci n — 2 operaci s¢itani. Celkové tedy mame n — 2 operaci s¢itani pro jeden
radek matice soustavy. Celkovy pocet fadki matice je n. Vysledny vztah pro pocet operaci

séitani je tedy

(n—2)n.
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3.1.5 Pocet operaci pro iteracni vztahy metody

Iteracni vztahy pro soustavu o tfech nezndmych jsme uvedli v ptikladu 3.1. Lze si vSimnout,
ze potfebujeme 6 operaci ndsobeni/déleni a 6 operaci s¢itani/odecitani.
Iteracni vztahy pro soustavu o ¢tyfech nezndmych uvedeme na smysleném piikladu nize.

JJYH) = %(20 + ng) — 3965;) — 9:4([))
R —%(25 — 42\ — &) + 227
1‘:())T+1) = %(30 + IBY) - 4:ch) — acy))

2t = %(32 + 3287 — 2207 — 22"

Bylo potteba 8 operaci ndsobeni/déleni a 12 operaci s¢itdni/odecitani.

Pro vypocet jedné nezndme proménné Jacobiho metodou, coz odpovidd jedné buiice
tabulky 3.1, jsou potfeba 2 operace nésobeni/déleni. Celkovy pocet nezndmych je vzdy n.
Proto tedy celkovy vztah pro pocet operaci ndsobeni/déleni potfebnych na jednu iteraci
Jacobiho metody je 2n.

Tabulka 3.2: Pocéty operaci pfi ovérovani, zda je matice soustavy ostie diagonalné domi-
nantni

matice (Fadky x sloupce) | porovnani | soucty
2x2 2 0
3x3 3 3
4x4 4 8
5) &) ) 15
6x6 6 24
<7 7 35
8x8 8 48
9x9 9 63
10x10 10 80

Pro operace séitani/od¢itani postupujeme podobné. Pro vypocet jedné nezndme proménné
Jacobiho metodou, coz odpovida jedné bunice tabulky 3.1 je potfeba (n—1) operaci s¢itdni/od-
¢itani. Celkovy pocet neznamych je vzdy n. Proto tedy celkovy vztah pro pocet operaci
s¢itéani/odéitani pottebnych na jednu iteraci Jacobiho metody je

(n—1)n. (3.4)

Celkovy pocet operaci pro vypocet jedné aproximace feseni (tedy jednoho fadku tabulky
3.1) znézornuje vztah (3.5).

2n+ (n—1)n (3.5)

Tabulky 3.2 a 3.3 plat{ jak pro Jacobiho metodu, tak i pro Gauss-Seidelovu metodu. V
tabulce 3.3 jsou uvedeny pocty operaci potifebné pro ziskani jedné aproximace feSeni—tedy
jednoho fadku tabulky. Pocet operaci zavisi na presnosti, které chceme dosdhnout. Pokud
je stanoven piimo pocet kroku metody, potom sta¢i hodnoty pro dany rozmér soustavy v
tabulce 3.3 vyndsobit poc¢tem kroku.
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Tabulka 3.3: Pocty operaci pro Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu

matice (fddky x sloupce) | sou¢iny/podily | soucty/rozdily
2x2 4 2
3x3 6 6
4x4 8 12
5XH 10 20
6x6 12 30
<7 14 42
8x8 16 56
9x9 18 72
10x10 20 90

3.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je zalozena na stejném principu jako metoda Jacobiho. Odlignost
je v tom, ze k vypoctu dalsi aproximace FeSeni pouziva vzdy nejnovéjsi dostupné hodnoty

T1,Ta,. .., Ty, které jsou k dispozici. Clen xgrﬂ) vypocteme stejné jako u Jacobiho metody,
pii vypoctu xgaﬂ) ale ihned vyuzivime pravé vypocteného xYH) , pfi vypoctu .Z‘:())H_l)
vyuzivame nové hodnoty xYH) i mgﬂ), atd.

3.2.1 Ovéreni konvergence

e Je-li matice soustavy ostie fadkové nebo sloupcové diagondlné dominantni, Gauss-
Seidelova metoda konverguje.

e Je-li matice soustavy ve tvaru Ax = b pozitivné definitni, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Pozitivni definitnost matice lze zjistit dvéma zptlisoby:
1. Sylvestrovo kritérium,

2. vlastn{ ¢isla.

Sylvestrovo kritérium

Je-1i matice soustavy ve tvaru Az = b pozitivné definitni, Gauss-Seidelova metoda konver-
guje. Necht

ail a2 N AT

a1 a2 ... Qa2p
A=

Anl Ap2 ... Qapn

je symetricka matice. Pak A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz

a1 ... Qin
a a a
11 a2 a3 Qo1 ... Ggp
>0, ag1 aoe asgz | >0,..., . . . >0.

a31 az2 as3

ailp a2

| a1 | >0, a
21 G22

Apl .. Qpnp
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Tedy matice je pozitivné definitni, jsou-li vSechny hlavni subdetetminanty kladné. Hlavnimi
subdeterminanty rozumime determinanty submatic 1x 1, 2x2,..., nxn vySetfované matice
A.

Priklad 3.3. Owvérte, zda je dand matice pozitivné definitni.

3 21
A= 6 5 4
3 1 2
Subdeterminant 1 x 1 je
|3 ]=3>0,
subdeterminant 2 x 2 je
3 2
52 |25n0

subdeterminant 3 x 3 je
3 21
6 5 4]=9>0.
3 1 2

Matice je tedy pozitivné definitni. Je patrné, ze musime vzdy vytvéret pravé n determinanti
a vycislit je. Vztahy pro urceni poctu operaci lze vy¢ist z podkapitoly 2.1.

Vlastni ¢isla

Ctvercové matice A je pozitivné definitni prévé tehdy, kdyz vsechna jeji vlastni &isla jsou
kladna. Vlastni ¢isla ziskdme z vypoctu kofenti charakteristické rovnice. Tuto rovnici se-
stavime tak, ze determinant matice A vynasobime s jednotkovou matici E s konstantou
A

|A— X E| (3.6)
Tento vyraz polozime roven nule a dostavame
|JA—X-E|=0. (3.7)
Pokud pro koreny charakteristické rovnice plati podminka
Re(A) >0 (3.8)
potom je matice A pozitivné definitni.

Priklad 3.4. Najdéte koreny charakteristické rovnice. Je ddna ndsledjujici matice.

1 2
(o)
Upravime ji dle vztahu 3.7 a dostaneme

‘1—A 2

0 4—A‘:0'
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Vycislime determinant
(I=X)-(4—X)—2-0.
Dostaneme charakteristickou rovnici
A2 —B5A+4=0.
Pomoci vzorce pro vypocet kvadratické rovnice ziskdvame kotfeny charakteristické rovnice.
S5EvV25—4-1-4
2
Ar=4, =1
Oba koteny charakteristické rovnice jsou kladné, a tedy dand matice je pozitivné definitni.
O

A2 =

3.2.2 Iteracni vztahy

Iteraéni vztahy maji stejny tvar jako u Jacobiho metody.

1
r1 = — (b1 —a12x2 —a1323 — ... — a1 Ty)
ait
1
xg = —(by —agix1 — agsrs — ... — ay)
a22
Tn = (bn — Ap1T1 — Gp2T2 — ... — ann—lxn—l)
ann

Pocet operaci pro itera¢ni vztahy je totozny se vztahy pro Jacobiho metodu, jak bylo
uvedeno v podkapitole 3.1.5.

3.2.3 Volba pocatecéni aproximace

Opét vychazime ze vztaht v kapitole 3.1. Postup vypoc¢tu je naprosto totozny s princi-
pem uvedenym u Jacobiho metody, rozdil spo¢iva v rychlosti konvergence metod. Gauss-
Seidelova metoda konverguje rychleji. Na zavér uvedeme piiklad 3.5 na vypocet pomoci
Gauss-Seidelovy metody.

Piiklad 3.5. Pomoci Gauss-Seidelovy metody vyteste ndsledujict soustavu rovnic. Predpokld-
dejte presnost e=0,01.
10z1 — 229 + 323 = 20
4r1 — 8x1 +x3 =25
x1 + 4x9 + 1623 = 30
Zadani ptikladu je stejné jako u piikladu 3.1 na Jacobiho metodu, aby bylo mozné

provést srovnani obou metod. Uvedeme tedy pouze tabulku 3.4.
Presnost je stanovena na 0,01 a vypocet nyni mizeme po Sesti iteracich ukonéit, protoze

|z — 29| < 0,01,
\xg —x%] < 0,01,
2§ — 23| < 0,01.
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Tabulka 3.4: Aproximace feSeni pomoci Gauss-Seidelovy metody

r x xh T

0 0 0 0

1 2 2,125 | 1,2188
2| 2,0597 | -1,9428 | 2,2320
30,9418 | -2,3751 | 2,4099
4 10,8020 | -2,4228 | 2,4306
5| 0,7863 | -2,4280 | 2,4329
6 | 0,7845 | -2,4286 | 2,4331
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Kapitola 4

Diferencialni rovnice

Deferencidlni rovnice (ddle DR) je rovnice, kde nezndmou je funkce a rovnice obsahuje i
derivaci této funkce. Na zacatek uvadime definici 4.1. Podrobnéjsi informace jsou uvedeny

v [ ) 9y 9 ]‘
n—1

Definice 4.1. Rownice ve tvaru F(y",y" *,...,y',y,x) = 0 se nazgvd diferencidlni rov-
nice n-tého tddu pro funkciy = y(t). Specidlné je

F(y,y,t) =0 mnebo y' = f(t,y)

diferencidlni rovnici prvniho 7ddu. Rdd diferencidlni rovnice je rad nejoyssi proménné
hledané funkce y(z).

Rovnice, které jsme uvedli v definici 4.1, se nazyvaji obycejné diferencidlni rovnice.
Diferencilni rovnice muzeme rozdeélit podle derivaci nasledovné:

e obycejné DR —obsahuji derivace hledané funkce podle jedné proménné,

e parcidlni DR —obsahuji derivace hledané funkce podle vice proménnych.

Abychom ziskali jednoznaé¢né feSeni soustavy je nutné specifikovat pro kazdou rovnici poc¢ateéni
podminku.

Definice 4.2. Nechf zg,y0 € R. Uloha najit 7eseni DR, které spliuje tzv. poédteéni
podminku

y(xo) = o,
se nazyvd pocdtecni dloha. Jejim teSenim je funkce, kterd spliiuje poédtecni podminku a je
na néjakém otevreném intervalu, obsahujicim bod xg, Tesenim DR.

4.1 Metody resSeni diferencialnich rovnic

Diferencidlni rovnice lze resit:

e analyticky,

e numericky.
V piipadé analytického feSeni provadime integraci podle pravé strany rovnice. Analytické
feSeni je ovSem cCasto prilis vypocetné narocné nebo neni mozné.

Pomoci numerického teSeni ziskdvame piiblizné feseni. Metod pro numerické fesSeni
diferencidlnich rovnic je nékolik.
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Metody lze rozdélit na
e jednokrokové,
e vicekrokové.

Jednokrokové metody vyuzivaji pro vypocet informace pouze z jediného predchoziho kroku.
Nejjednodusi metodou tohoto typu je Eulerova metoda (jednd se o numerickou metodu
prvniho fadu). Dals{ metoda je Runge-Kutta taddu 4. Jeji vypocet je sice narocény, ale je
vyvazen vyssi presnosti diky vyssimu fadu metody.

U vicekrokovych metod vyuzivame pro vypocet informace z nékolika piredchozich krok.
Mezi vicekrokové metody patii napiiklad Adams-Bashforthovy metody, Adams-Moultonovy
metody a metoda prediktor-korektor.

4.2 Prevod SLAR na SDR

Soustavu linedrnich algebraickych rovnic (SLAR) 1ze fesit pomoci pfevodu na soustavu dife-
rencidlnich rovnic (SDR). Podrobnéjsi informace nalezneme v [12]. Duvod, pro¢ je vyhodné
fesit SLAR pomoc SDR je ten, Ze nalezené feSeni je potom vzdy stabilni. Stabilitu mtzeme
zjistit pomoci vlastnich ¢&isel. Abychom ziskali vlastni ¢isla, je potfeba sestavit charakteris-
tickou rovnici (4.1). Tu ziskdme tak, ze determinant soustavy A vyndsobime s jednotkovou
matici E s konstantou A, polozime roven nule a nasledné vytesime. Kofeny charakteristické
rovnice nazyvame vlastni c¢isla.

A= X-E|=0 (4.1)

Soustavu diferencidlnich rovnic lze zapsat v exponenicalnim tvaru e. Tento vyraz lze
rozepsat jako e(fleMHiIm)t — ¢ 4 gRe(Nt . oIm(NE - Absolutn{ hodnota ¢lenu |e/™MNt| = 1,
tento ¢len odpovida popisu kruznice, nebude nés tedy dédle zajimat. Zaméfime se na realnou
¢ast vyrazu, tedy na e/, Pokud za proménnou A dosadime ¢islo, které je vétsf nez nula,
potom dostaneme rostouci exponencialni funkci. Na za¢atku jsme uvedli, ze feSeni soustavy
diferencidlnich rovnic lze vyjadfit pravé pomoci této exponencialni funkce. V tomto piipadé
ovSem bude feSeni nestabilni, protoze funkce je rostouci.

Aby byla soustava diferencidlnich rovnic stabilni, musi pro kofeny charakteristické rov-
nice plati podminka (4.2), potom je zaruceno, ze dostaneme reseni SLAR v ustdleném stavu.

Re(X) <0 (4.2)
S pfihlédnutim k podmince (4.2) mé potom soustava diferencidlnich rovnic tvar e M= %

V tomto pfipadé je exponencialni funkce klesajici, tedy feseni soustavy diferencialnich rovnic
je stabilni. Z vySe uvedeného plyne, ze je potieba tedy zajistit, aby matice soustavy byla
negativné definitni.

V priikladu 3.4 jsme mohli vidét situaci, kdy oba kofeny charakteristické rovnice byly
kladné. Nyni si ukazeme piiklad 4.1, kde tomu tak neni.

4=(o %)

Priklad 4.1.
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Matici upravime podle vySe zminéného vztahu 4.1.

1-A 2

0 —4-x|0

Vycislime determinant.
(I=X)-(-4—-X)—-2-0
Dostaneme charakteristickou rovnici.
AN +30-4=0
Pomoci vzorce pro vypocet kvadratické rovnice ziskdme koteny charakteristické rovnice.

—34+,/9-4-1-(—4)
2
A o=—4, A =1

Al =

O

Kofen charakteristické rovnice Ao je kladny. Neni tedy splnéna podminka (4.2) a dand
soustava rovnic nebude stabilni.

Nyni si ukdzeme, jak zarucit, aby byla vzdy splnéna podminka (4.2), a tedy aby byla
libovolna soustava vzdy stabilni. Mozné feSeni nabizi vyuzit{ transponované matice. Pro
jistotu pripomeneme definici transponované matice.

Definice 4.3. Necht A = (a;j) je matice typu m x n. Pak matice AT = (a;fg-) typu n X m,
kde

T _ ..
Aj; = Qij

proi € {1,2,...,m} ai € {1,2,...,n} se nazgvd transponovand matice k matici A. Trans-
ponovanou matici ziskdme z puvodni matice zdménou radku za sloupce.

Algoritmus pro prevod SLAR na SDR se nazyva transformacni algoritmus a sestava z
nasledujicich kroku.

Algoritmus 4.1. 1. Pro SLAR vytvorime matici soustavy A a vektor pravich stran b.
2. Matici soustavy A vyndsobime zleva zdpornou transponovanou matici AT .

3. Podle vztahu 4.3 ziskame SDR.

—AT Az + AT =2 (4.3)

Predpoklddame, ze matice A je regularni. Matice A - AT je za kazdych okolnost{ pozitivné
definitni. Také plati nésledujici charakteristickd rovnice (4.4).

|—AT.- A—X-E|=0 (4.4)

Kofeny této charakteristické rovnice jsou vzdy zaporné a dostdvame tedy vzdy stabilni
feseni soustavy. Poznamenejme, ze transformaci (4.4) dochézi ke zvySeni tuhosti systému.
O tuhych systémech pojednava podkapitola 4.4. Nyni zkusime pomoci algoritmu 4.1 upravit
priklad 4.1 tak, abychom ziskali stabilni feSeni.
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Piriklad 4.2. Matice soustavy je

A_<(1)_24>.

Sestavime charakteristickou rovnici k puvodni matici A.

1-A 2

A:‘ 0 —4-2

-

Po wvycisleni determinantu det A dostdvame ndsledujici kvadratickou rovnici.
M +30-4=0
Koteny charakteristické rovnice jsou
A=1, A=-0,25.

Sestavime zdpornou transponovanou matici k matici A.

r [ -10
(20

Soucin matic —AT - A je uveden niZe.

(6 2) (3 D)=(7 5%)

Sestavime charakteristickou rovnici.

—5—A 8
8 —16 — A

‘ B 0

Po wvyéisleni determinantu det A dostdvame ndsledujici kvadratickou rovnici.
A+ 21N +16 =0

Koreny charakteristické rovnice jsou

A1 = —20,2083, Ao = —0,7918.

Oba koreny jsou zdporné, je tedy zarucena stabilita TeSeni soustavy.

4.3 Zapis SLAR pomoci SDR v TKSL/C

Program TKSL/C vyzaduje pro svou funkénost specidlni zdpis SDR. Nezapomenme také,
ze pro kazdou DR je potfeba uvést pocatec¢ni podminku. Pokud ji neuvedeme, program
TKSL/C ji nastavi na nulu. Ukdzeme si postupné dva mozné postupy, kterymi muzeme
prevést SLAR na SDR. Zaroven je uvedenymi postupy zajiSténa stabilita feseni. Vice in-
formaci uvadi literatura [12, 9].
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4.3.1 Transformacni algoritmus

Tento postup pouzijeme v piipadé, ze néktery z kofenu charakteristické rovnice neni zdporny.
Vypocet je zalozen na vyuziti transponované matice, podobné jako jsme mohli vidét vysSe
v algoritmu 4.1. Nézvy proménnych si samoziejmé muzeme zvolit i jiné nez ty, které
pouzivame nize. Méjme SLAR v obecném tvaru, viz (4.5).

a1 +appre + -+ awmr, = b (4.5)
a9171 + agoxo + -+ + agpTy = bo
Ap1T1 + ap2x2 + - + AppTy = bn

Nyni pravé strany vSech rovnic pfevedeme na levou stranu. Na pravou stranu dosadime

parametry ¢;, kde ¢ € 1,...,n. Pocet rovnic oznacuje pismeno n.
a11T1 + a12T2 + - + a1y — b1 = q (4.6)
a2171 + 222 + -+ apTp — b2 = o
121 + Ap2T2 + - -+ App®y — by = qn

Zapisem (4.6) ziskdme prvni ¢ast zdrojového kédu. Druhou ¢ast ziskdme tak, Ze z matice
soustavy vytvoiime transponovanou matici a nahradime nezndmé parametry nasledujicim
zpusobem.

rl=q,22=q2,...,%n =(n (4.7)

Potom na pravé strany rovnic dosadime zaporné proménné v diferencialnim tvaru a dostavame
jiz kompletni podobu zapisu druhé ¢ésti zdrojového kédu (4.8).

anq + a12g2 + 4 apgn = —) (4.8)
a1 qn + ageqa + -+ agngn = —h
ap1q1 + ap2q2 + - -+ apnqn = —ch

Konecny tvar je uveden ve vztahu (4.9). Rovnice jsme prevedli z jedné strany na druhou a
vynéasobili ¢islem -1.

¥y = —(a1n1q1 +aeqe + -+ aings) (4.9)
zy = —(anq1 +ang + -+ amgn)
x% = _(an1q1 + an2g2 + -+ a’rmqn))

Pokud bychom si chtéli nastavit pocdteéni podminky na jinou hodnotu, nez na nulu,
vyuzijeme zapis (4.10), ve kterém se za znakem & nachdzi pocatecni podminky pp,,.

1 = —(an1qr+ a12g2 + -+ - + a1ngn) &pp (4.10)
x/2 = f(aglql + agq2 + -+ GZnQn) &pp2
= —(an1q1 + an2q2 + -+ + anndn)) &ppn
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Ukézeme si konkrétni piiklad. Ve zdrojovych kédech pro TKSL/C se jednotlivé rovnice
oddéluji sttednikem.

Piiklad 4.3. Méime SLAR v ndsledujicim tvaru.
35y; + 17ys — 11ys = 36
17y + 11ys — 9ys = 12
—1ly1 —9y2+9ys = -2
Vytvorime proni édst zdrojového kédu dle vztahu (/4.6).

35y1 + 17y2 — 11ly3 — 36 = qu;

17yr + 1y2 — 9ys — 12 = go;
1y =92+ 93 +2 = g
Druhou éast zdrojového kddu vytvorime podle vztahu (4.8).
yl' = —(35q1 + 17¢2 — 11g3);
y2' = —(17q1 + 11g2 — 9¢3);
y3' = —(~1lg1 — 92 + 9g3);

4.3.2 Elementarni pirevod

Druhou metodou pfevodu SLAR na SDR je elementarni pievod. Tento postup vyuZzijeme,
pokud zjistime, ze kofeny charakteristické rovnice jsou zdporné, a tedy neni jiz potieba
provadét upravy pomoci transponované matice, protoze je jiz splnéna podminka stability
feSeni 4.2. Pomoci této metody muzeme tedy SLAR piepsat rovnou na SDR. U nékterych
soustav muze elementarni prevod také slouzit k tomu, aby bylo nalezeno stabilni feSeni,
podobné jako tomu bylo u transformac¢niho algoritmu. Méjme SLAR v obecném tvaru.

a1171 + a1oxe + - -+ a1y, = by (4.11)
a1 + azxs + -+ + agpxny, = bo
Gn1T1 + GpaTa + -+ GpnTn = by

Nyni pravé strany vSech rovnic pfevedeme na levou stranu. Na pravé strané ponechame
nulu.

a11x1 +apre + - +agxrn, —b1 = 0 (4.12)

a21T1 + a9 + -+ + ATy — by =

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + appTp — by, = 0

Na pravou stranu umistime zdporné proménné v diferencidlnim tvaru.

/

a1 + ajgre + -+ apx, — by = —xj (4.13)
/

a2171 + a2%2 + - - + ATy — b2 = —x4
/

Ap1%1 + Ap2T2 + - + appy, — by, = —Z3
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Nakonec rovnice prevedeme z jedné strany na druhou a vynasobime ¢islem —1.

x'l = —(all:ﬂl + a1ox2 + -+ - + alnxn) (4'14)
vy = —(anz1 + anrs+ -+ apTy)
x% = _(anl‘rl + apgxg + -+ annxn)

Ukéazeme si nyni, jak pomoci elementarniho pirevodu ziskat z nestabilni SDR stabilni SDR.
Danou SDR lze modifikovat pomoci dprav uvedenych nize.

e Neékterou z rovnic nebo v8echny rovnice nasobime ¢&islem —1,
e zaménime poradi diferencidlnich proménnych.

Pro kazdou upravenou soustavu rovnic potom musime spocitat jeji determinant a zjistit,
jestli je vétsi nez nula. Pokud ano, pak jsme nalezli stabilni feseni. Pro lepsi pochopeni
uvedeme piiklady A.7 a A.8, které nalezneme v piiloze A. Vidime, Ze pocet zépisu sou-
stavy rovnic se s narustajicim po¢tem rovnic znaéné zvysuje. Proto nyni zkusime odvodit
obecny vztah, ktery bude urcovat, kolika zpusoby lze danou soustavu linearnich rovnic o n
neznamych zapsat.

Rozdélime si kol na 2 ¢ésti:

1. pocet zpusobt, jak muzeme ménit znaménka rovnic soustavy,

2. pocet zpusobt, jak muzeme zaménit diferencidlni proménné.

Pocet zptusobt zamén znamének rovnic soustavy

U soustavy dvou linearnich rovnic jsme vidéli, ze znaménka lze zaménit 4 zpusoby, u sou-
stavy tif linedrnich rovnic lze totéz ucinit 8 zpusoby. Bude tedy zfejmé platit vztah 27, kde
n je pocet rovnic dané soustavy.

Pocet zptsobt zamén diferencidlnich proménnych

Nyni se podivame, kolika zptusoby muzeme zaménit potradi diferencidlnich proménnych na
pravych strandch rovnice. Potfebujeme vybrat do skupiny pravé n prvkia a rizné zameénit
jejich potadi. Zvolime proto pro vypocet permutaci.

Definice 4.4. Permutace z n prvki je usporddand ntice z téchto prvkid. Znamend to, Ze
do skupiny vybirdme viech n prvku a jejich poradi zaménujeme. Pocet vSech permutaci z n
proki znacime P(n). Pocet permutaci uréime jako P(n)=n!.

Celkovy vztah je uveden nize.
2".P(n) (4.15)

Na zavér uvedeme tabulku 4.1, kterd udava, kolika zpusoby lze SDR zapsat pomoci ele-
mentarniho prevodu.
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Tabulka 4.1: Po¢ty moznych zpusobtu zapist SDR pomoci elementarniho prevodu

matice (fadky x sloupce) | Dosazeni do vzorce | Vysledek
9x2 9" P(2) 8
3x3 37.P(3) 162
Axd 17 P(4) 6144
55 57.P(5) 375000
66 6".P(6) 4150656720
10x10 10™.P(10) 3715891200

4.4 Tuhé systémy

Tuhé systémy se také nazyvaji soustavy se silnym tlumenim nebo anglicky stiff systems.
Pokud jsou vlastni ¢isla soustavy fadové rozdilné, potom dochézi k situaci, kdy do celkového
feSeni na urcitém intervalu nékteré z vlastnich ¢isel pfispiva svou slozkou zcela minimalné.
Potom je mozné tuto slozku zanedbat. Avsak toto vlastni ¢islo nuti k tomu, abychom zvolili
integra¢ni krok A maly. Tato volba zapricini, ze vypocet je neefektivni a feSeni konverguje
velmi pomalu. Vice je problematika rozvedena v [15, 1, 0].

K detekci tuhych systému muzeme vyuzit vlasti ¢isla soustavy. Pokud plati vztah

|ReAmaz| > [ ReAmin] (4.16)

potom SLAR je tuhym systémem. Cim mensi je ReAmin, tim feseni konverguje pomaleji a
tim delsi ¢asovy interval k vyfeseni soustavy potfebujeme. Uvedeme vzorec (4.17), pomoci
néhoz muzeme zjistit koeficinent tuhosti s. Nékdy byva také nazyvan jako stiff koeficient.

_ |Re(Ama)|

s = ReComin)| (4.17)

Plati, ze ¢im vétsi je tento koeficient, tim je systém vice tuhy. Vratime se k ptikladu 4.2 a
vypocitame koeficienty tuhosti.

Piiklad 4.4. Vypoctéte koeficienty tuhosti pro priklad J.2. Pro wvipocet pouZijeme vztah
(4.17). Nejprve vypocitame koeficient tuhosti pro puvodni matici soustavy A.

L 4
S = =
0,25
Nyni vypocitame koeficient tuhosti pro transponovanou matici soustavy.

20,2083

- — 25,522
0,7918 5,5220

g

Koeficient tuhosti puvodni matice soustavy (s = 4) je mensi nez koeficient tuhosti transpo-
nované matice (s = 25,5220). Zde je tedy ukézano, ze ndsobenim puvodni soustavy rovnic
transponovanou matici se zvySuje tuhost systému.
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Kapitola 5

Dosazené vysledky

5.1 Srovnani programu TKSL/C, Matlab a Maple

V této podkapitole se zaméiime, jak lze fesit SLAR pomoci programu TKSL/C, Matlab a

Maple. Informace byly ¢erpany z [9, 8, 7].

5.1.1 Program TKSL/C

Program TKSL/C vznikl na Fakulté informacnich technologii v Brné. Je napsén v jazyce
C++ a k feseni vyuzivd metodu Taylorova typu. Program TKSL/C fes{ SLAR pfevodem na
SDR. Program se ovldda z piikazové fadky. Chovani programu lze ovlivnit fadou parametru

v vz

uvedenych v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Parametry programu TKSL/C

Parametr | Vyznam parametru
-h vytiskne napovédu
-V verze programu
-8 velikost kroku (implicitné 0,1)
-t horni mez vypoctu (implicitné 1)
-W sitka ¢isel v bitech (implicitné 80)
-0 maximalni fad (implicitné 50)
-A presnost (implicitné le-15)
-Z pocet nulovych hodnot pro detekci konce kroku (implicitné 4)
-w format vystupu - sitka ¢isel (implicitné 16)
-p format vystupu-—pocet desetinnych ¢isel (implicitné 10)
-f formét vystupu—definice proménnych, pro které zobrazujeme vypocty
-X format vystupu— XML format
-n text pro nedefinovaou hodnotu (implicitné "n/a’”)
-c kontroluje $patnou konvergenci (implicitné 0)
-1 zvyseni kroku o zadanou hodnotu
-I horn{ hranice zvySovani kroku (implicitné 0,5)

Soustavu diferencidlnich rovnice lze do programu TKSL/C zadat bud z textového sou-

boru nebo manualné pres prikazovou radku.
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Priklad 5.1. Méjme soustavu linedrnich algebraickyjch rovnic.

6x1 + 5x0 +4x3 = 3
514+ 4x0+3x3 = 2
4dx1 + 3204+ 223 = 1
Pomoci vztahu pro transformaéni algoritmus (4.6) a (4.8) ji pfevedeme na soustavu dife-
rencidlnich rovnic. Dostavame zépis, ktery je jiz pripraven pro program TKSL/C. Poc¢atecni
podminky jsou nulové, proto by zde nemusely byt uvedeny. Pro pifehlednost je ale radéji
uvedeme.

ql =+6*xx1 +5%xx24+4*xx3—3;
Q2=+5xxl +4*xx2+4+3*xx3—2;
@3 =+4*xxl+3*xx24+2*x2x3—1;
21" = —(+6 % q1 + 5% 2 + 4 * ¢3) &O0;
22 = —(+5 % ql + 4 % q2 + 3 * ¢3) &0;
23 = —(+4 % ql + 3 % q2 + 2 * ¢3) &0;

O

Vystup programu TKSL/C je zndzornén na obrazku 5.1. Jednotlivé sloupce odpovidaji po
fadé proménnym: t, qi,...,qn, xl,...,2,, #.
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Obrazek 5.1: Program TKSL/C —ukézka vystupu programu

5.1.2 Program Matlab

Program Matlab je integrované prostiedi pro védeckotechnické vypocty, modelovani, ndvrhy
algoritmu, simulace, atp. V programu Matlab lze k feSeni soustav linedarnich algebraickych
rovnic vyuzit funkce linsolve a mldivide. Postupné si vysvétlime, jak se obé tyto funkce
pouzivaji.

Funkce linsolve

Funkce linsolve mé dva povinné parametry a jeden nepovinny. Mezi povinné parametry
patii matice soustavy a vektor pravych stran. TTetim a nepovinnym parametrem je potom
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nazev metody, pomoci které si prejeme soustavu fesit. Muzeme vybitaz z metod, které jsou
uvedeny v tabulce 5.2.

Tabulka 5.2: Metody feseni{ SLAR pro funkci linsolve

Nézev parametru Vyznam parametru
LT Dolni trojihelnikova matice
uT Horn{ trojuhelnikova matice
UHESS Horni Hessenbergova matice
SYM Realna symetrickd nebo komplexni Hermitovska matice
POSDEFF Pozitivné definitn{ matice
RECT Obecna ¢tvercova matice
TRANSA Transponovana matice

Ptedpokladejme, ze v proménné A mame matici soustavy a v proménné x méame vektor
pravych stran. Pokud chceme naptiklad nastavit, aby se soustava rovnic fesila pomoci horni
trojihelnikové matice, musime ve struktufe opts nastavit polozku LT na hodnotu true.
Poznamenejme, ze do veskerych polozek struktury opts lze uklddat pouze logické hodnoty,
tedy true nebo false. Defaultné jsou vSechny polozky struktury nastaveny na hodnotu false.
Implicitni metoda feSeni soustavy rovnic je LU rozklad.

Nasledujici tabulka ukazujem jak lze kombinovat jednotlivé metody mezi sebou. Hod-
nota true je oznacena jako T, hodnota false jako F.

Tabulka 5.3: Mozné kombinace parametru uddvajici typ metody pro funkci linsolve

LT [ UT | UHESS | SYM | POSTDEFF | RECT | TRANSA
T | F F F F T/F T/F
F | T F F F T/F T/F
F | F T F F F T/F
F | F F T T/F F T/F
F | F F F F T/F T/F

Nyni uvedeme ptiklad 5.2, ze kterého budeme i nadéle vychazet.

Piiklad 5.2. Priklad pouZiti funkce linsolve. Definujeme matici A, vektor pravych stran
b a zvolime metodu Teseni napriklad pomoci horni trojuhelnikové matice.

A [123; 235; 56 2];
b [4; 7; 11;
opts.UT=true;
linsolve(A,b,opts)

g

Funkce linsolve ma nevyhodu v tom, Ze nés nijak neupozorni, pokud zvolime metodu
nevhodnou k feSeni dané soustavy rovnic. Funkce vrati vysledky, které ovsem nemusi byt
spravné.

47



Funkce mldivide

Funkce mldivide ma dva povinné parametry —matici soustavy a vektor pravych stran. Na
rozdil od funkce 1insolve si nemuzeme zvolit metodu, kterou se bude soustava rovnic resit.
Funkce mldivide totiz provede sadu ruznych testu a na jejich zdkladé vyhodnoti, ktera
metoda je pro danou soustavu rovnic nejlepsi. Vyhodou je to, Ze nemuzeme zvolit metodu,
kterda by nebyla pro feSeni soustavy rovnic vyhovujici. Zapis mldivide (A,b) piedstavuje
ekvivalent k A\b (levé maticové déleni). Zépis mrdivide (b,A) predstavuje ekvivalent k
b/A (pravé maticové délent).

Priklad 5.3. Priklad pouZiti funkce mldivide. Definujeme matici A, vektor pravich stran
b. UvaZujme matici soustavy a vektor pravych stran jako v prikladu 5.2.

A=1[123; 235; 56 2];
b= [4; 7; 1];
mldivide(A,Db)

Funkce pro feSeni diferencidlnich rovnic

Nyni se podivame, jak lze v systému Matlab fesit soustavy diferencialnich rovnic. K tomuto
ucelu je k dispozici fada funkci, jak muzeme vidét nize:

e 0de23 —pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, fad 2-3),

e ode45 —pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, fad 4-5),

e 0de113 —pro non-stiff rovnice (Runge-Kuttova metoda, rad 2-3),

e odel13 —pro non-stiff rovnice (Adams-Bashforth-Moultonova metoda),
e 0de23t —pro prumérné stiff rovnice (lichobéznikové pravidlo),

e odelbs —pro stiff rovnice (Gearova metoda),

e ode23s —pro stiff rovnice (modifikovand Rosenbrockova metoda),

e 0de23b —pro stiff rovnice (implicitni Runge-Kuttova metoda kombinovana se zpétnou
diferenéni formuli druhého fédu).

Syntaxi vSech vySe zminénych funkci lze zapsat ve tvaru [T,Y] = ode_funkce(funkce,
interval_integrace, vektor_ PP).Proménnd T oznacuje sloupcovy vektor ¢asovych idaju,
proménnd Y obsahuje pole hodnot feSeni. Kazdy radek koresponduje s ¢asovym tdajem
ulozenym v proménné T. Nyni se dostdavame k parametrum funkce. Prvnim parametrem
je ukazatel na funkci, kterd vypocitd pravou stranu diferencialni rovnice. Druhy parametr
urcuje interval integrace. TTetim parametrem je vektor pocatecnich podminek.

Piiklad 5.4. Priklad pouziti funkce ode45 a také definice funkce myfun. Opét uvaZujeme
matici soustavy a vektor pravych stran jako v prikladech 5.2.

O
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global At bt;

A=1[123; 235; 56 2];

b=1[4; 7; 1];

At = -A’ x A,

bt = -A’ * b;

[t y] = ode45(@myfun, [0 100],zeros(50, 1));

5.1.3 Program Maple

Program Maple je systém pocitacové algebry pro vyuku a vyuziti matematiky v ptirodovédnych,
technickych a ekonomickych oborech. Byl vyvinut firmou Waterloo Maple Software.

Funkce pro fesSeni linearnich algebraickych rovnic

Nejdiive si ukédzeme, jak se programu Matlab Fesi soustavy linedrnich algebraickych rovnic.
K tomuto 1i¢elu muzeme vyuzit funkci solve.

Obecny zépis funkce ma tvar solve(soustava rovnic, promenne). Funkce mé 2 pa-
rametry, prvnim je soustava rovnic, kterou si prejeme vyreSit, druhym parametrem je
proménnd (nebo proménné), které chceme z rovnice vypocitat. Pokud nezaddme druhy
parametr, potom se rovnice vyiesi pro vSechny proménné, které obsahuje. Funkce solve
ma& ruzné varianty (msolve, dsolve, isolve, fsolve).

Piiklad 5.5. Priklad pouZiti funkce solwe. Zaddni opét vychazi z prikladu 5.2.

soustava:={x+2xy+3xz=4, 2%x+3*y+5*z=7, B*x+6xy+2xz=1};
solve(soustava) ;

Funkce pro feseni diferencialnich rovnic

Pro teSeni soustav diferencidlnich rovnic je v programu Maple k dispozici funkce dsolve.
Povinnym parametrem je diferencialni rovnice. Pro vyjadieni derivace se pouziva piikaz
diff. Pocateéni podminky jsou uvedeny ve slozenych mnozinovych zavorkach spolu s rov-
nici. Pokud si pfejeme fesit diferencidlni rovnice numericky, pouzijeme volbu type=numeric.
Pomoci volby method si lze zvolit metodu, pomoci které se bude vypocet provadét. Metody
muzeme volit nasledujici:

e rkf45 —metoda Runge-Kuttova typu (Fehlberg) 4-5 fadu,

dverk78 —metoda Runge-Kuttova typu 7-8 fadu,

classical — Eulerova metoda,

e gear — Gearova jednokrokova extrapola¢ni metoda,

Isode —metody pro stiff rovnice, Adamsova metoda, zpétna diferen¢ni formule,
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e taylorseries — metody Taylorovych rozvoju.

Pokud neuvedeme volbu method, potom se implicitné pouzije metoda rkf45. Pozname-
nejme jesté, jaké parametry ma pirikaz diff. Prvnim parametrem je derivovana funkce a
druhym parametrem je proménnd podle které budeme derivovat. V piipadé derivaci funkce
jedné proménné to znamend, ze kolikrat danou proménnou uvedeme, tolikdtou derivaci
bude systém Maple pocitat. Pokud chceme vypocitat napiiklad ¢tvrtou derivaci funkce f,
bude mit piikaz diff tvar diff (f,x,x,x,x). Muzeme také pouzit zkrdcenou formu zépisu
diff (£,x$4).

Existuje také podobny pirikaz Diff. Ten se lis{ od pitkazu diff tim, Ze neprovede piimo
symbolickou derivaci, ale pouze ho rozepise do fddné matematické notace.

Piiklad 5.6. Priklad pouZiti funkce dsolve. Reste rovnici y' = y+1y2, pocdtecni podminka
je y(0) = 1. K feSeni vyuZijeme metodu Runge-Kutta 4-5 rddu, tato metoda je implicitni,
proto ji nemusime uvddeét.

diff rovnice := ({diff(y(x),x) = y(x) + y(x) * y(x),y(0) = 1}, y(x), type = numeric);
Program vrati vysledek ve tvaru uvedeném nize.

diff rovnice := proc(rkf45 x)...endproc

Pro ziskdni hodnoty feseni napiiklad v bodé 0,5, musime napsat piikaz diff _rovnice(0.5);.

5.2 Srovnani ¢asové narocnosti reSeni SLAR a SDR

Pro srovnani ¢asové narocnosti feseni SLAR a SDR byly provedeny nésledujici experimenty:
e vypocet SLAR programem Matlab,
e vypocet SDR programem Matlab,
e vypocet SDR programem TKSL/C.

Nyni priblizime postup jednotlivych experimentt a vyhodnotime ziskané vysledky. V ramci
vSech experimentt byl vypocet s danym fadem matice soustavy proveden vzdy dvacetkrét.
7 téchto hodnot byl poté vypocitan aritmeticky prumér. Experimenty byly provadény pod
systémem Linux, na Skolnim serveru merlin.fit.vutbr.cz.

5.2.1 Program pro generovani koeficientii soustavy rovnic

Pro snadnéjsi prubéh tohoto experimentu byl napsdn pomocny program v systému Matlab.
Program gensystem.m slouzil k vygenerovani matice soustavy o daném rozméru. Koefi-
cienty matice soustavy byly generovany ndhodné, v rozsahu 1-10. Program také ulozil
vygenerovanou matici soustavy do datového souboru Matlabu.

Déle byla vytvorena funkce saveeq.m, kterd prevedla vygenerované koeficienty matice
soustavy na textovy soubor se soustavou rovnic podle obecného tvaru, viz vztah (2.1),
soubor byl poté ulozen. Tato funkce byla volana z programu gensystem.m.
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5.2.2 Vypocet SLAR programem Matlab

Program pro vypocet SLAR byla pouzita funkce mldivide (viz podkapitola 5.1.2). Vysledky
testu jsou uvedeny v tabulce 5.4.

Tabulka 5.4: Primérny cas feSeni SLAR funkci mldivide v programu Matlab

rozmér matice n X n | Prumeérny ¢as feSeni

50 x 50 4,068500 - 104
100 x 100 7,294000 - 10~*
150 x 150 1,239050 - 103
200 x 200 3,257750 - 103
250 x 250 3,564200 - 1073
300 x 300 5,771050 - 1073
350 x 350 1,111190 - 1072
400 x 400 1,642725 - 1072
450 x 450 2,265670 - 102

5.2.3 Vypocet SDR programem TKSL/C

K tomuto ucelu byl vytvoren skript v jazyce Python, ktery volal program TKSL/C. Para-
metry TKSL/C byly nastaveny takto: -t 1.0 -A 1e-15. Vyznam parametru byl jiz uveden
v tabulce 5.1. Vysledky experimentu ukazuje tabulka 5.5.

Tabulka 5.5: Prumérny cas feseni SDR v programu TKSL/C

rozmér matice n X n | Prumérny cas feSeni
50 x 50 0,0940515518188
100 x 100 0, 356560730934
150 x 150 0, 795030450821
200 x 200 1, 58277004957
250 x 250 2,3172401049
300 x 300 3,19485945702
350 x 350 4,31315324306
400 x 400 5, 38396792412
450 x 450 6, 83516882658

5.2.4 Vypocet SDR programem Matlab

Cilem experimentu bylo vyzkouset, jak rychle dokaze program Matlab vyfesit SLAR prevodem
na SDR. Opét byl vytvofen specidlni program, ktery cely experiment automatizoval. Pro
feSeni SDR byla pouzita nejprve funkce ode45, viz sekce 5.1.2. Vysledky testu znéazornuje
tabulka 5.6.

7Z tabulky 5.6 si muzeme v§imnout, Ze vypocet je pomaly. To muze byt zapfi¢inéno tim,
ze mohla byt vygenerovéna soustava, kterd je tuhd. Funkce ode45 (viz podkapitola 5.1.2 je
urcena k feseni non-stiff rovnic, tedy rovnic, které nejsou tuhymi systémy.
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Tabulka 5.6: Primérny c¢as feseni SDR funkci ode45 v programu Matlab

rozmér matice n X n | Pramérny cas feSeni
2 %2 1, 808855
4 x4 2,642267
6 x6 9,162519
8 x 8 16, 84653
10 x 10 41, 37285

Proto byla provedena dalsi sada experimentu, tentokrat s vyuzitim funkce ode15s, ktera
se s tuhymi systémy umi vyporadat. Funkce odel15s patii narozdil od funkce ode45 mezi
vicekrokové metody a je velmi efektivni. Vysledky muzeme vidét nize, v tabulce 5.7.

Tabulka 5.7: Priumérny ¢as feSen{ SDR funkci ode15s v programu Matlab

rozmér matice n X n | Prumérny ¢as reSeni

2% 2 1,714856 - 10~2

4 x 4 2,518945 - 102

6 x 6 3,695310 - 102

8 x 8 3,992515 - 102

10 x 10 4,047385 - 1072

50 x 50 6,025805 - 102

100 x 100 9,699655 - 102

150 x 150 2,257759 - 107!

200 x 200 2,616328 - 10!

250 x 250 4,716819-1071

300 x 300 6,140634 - 101

350 x 350 8,533643 - 10!
400 x 400 1,196343
450 x 450 1,621755

5.3 Shrnuti ziskanych vysledka

V podkapitole 5.2 jsme mohli vidét srovnani programu TKSL/C a Matlab. Z vyse uvedenych
experimenti vyplyva, ze SLAR byly nejrychleji vyfeseny v programu Matlab pii pouziti
metod pro vypocet SLAR.

Pokud srovnédme feseni SDR pomoci programu Matlab a TKSL/C, muzeme konstatovat,
ze v tomto ohledu je systém Matlab rychlejsi nez program TKSL/C, oviem za predpokladu,
ze k feSeni SDR pouzijeme metody programu Matlab takové, které jsou vhodné pro pocitani
i s tuhymi systémy.
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Kapitola 6

Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C

Program TKSL/C lze ovlddat pouze pies piikazovou radku, proto bylo v ramci bakalairské
prace navrzeno grafické uzivatelské rozhrani, které by préci s programem TKSL/C usnad-
nilo. Aplikace byla vytvofena v jazyce C# ve vyvojovém prostiedi Microsoft Visual Studio
10.0. Pro spravnou funkénost aplikace je potieba mit nainstalovany .NET framework re-
distributable!. Uzivatel zad4 do programu vstupni data (bud manudlné anebo ze souboru),
program data transformuje na tvar, ktery prijima TKSL/C, viz vztahy (4.6) a (4.8). Obrazek
B.1 ukazuje, jak uzivatelské rozhrani vypada.

6.1 Zpusob zadavani vstupnich dat

Program umoznuje zadat vstupni data dvéma zpusoby:
e manualné,
e ze souboru.

V piipadé manudlniho zaddvani koeficientii rovnic je nutné zadat fad soustavy rovnic.
Poznamenejme, ze manudlni zadavani je mozné, pokud je fad soustavy mensi nebo roven
deseti. Pro rozsahlejsi soustavy by bylo manudlni zaddavani nepohodIné, proto rozsdhlejsi
rovnice je mozné zadavat pouze ze souboru.

Pokud jsme zadali ¢islo mensi nebo rovno deseti, po stisknuti tlac¢itka Zadat se zob-
razi formulai B.2. sloupce oznacené x1,...,x, slouzi pro zadani jednotlivych koeficientu
soustavy, sloupec oznaceny jako P.Str. slouzi pro zadani pravych stran soustavy.

Nyni tedy muzeme zadat jednotlivé koeficienty rovnic, nevyplnéné koeficienty jsou auto-
maticky nastaveny na hodnotu 0. Po stisknuti tlacitka OK se zobrazi hlavni okno aplikace,
viz obrazek B.1.

Pokud se rozhodneme zadat data ze souboru, ozna¢ime prepina¢ Ze souboru v horni ¢asti
obrazovky. Po stisknut{ tlacitka Prochdzet se zobrazi dialog, pomoci kterého muzeme zvolit
ptislusny textovy soubor, ve kterém méame nachystanou soustavu linedrnich algebraickych
rovnic v obecném tvaru (4.5). Na kazdém Fadku vstupniho souboru se nachézi jedna rov-
nice. Popsanou situaci lze vidét na obrazku B.3. Priklad vstupniho textového souboru je
na obrazku B.4. Vstupni soubor muze obsahovat i blokové komentare. Text komentate je
uzavien mezi dvojici znaku { a }. Ndzvy proménnych mohou byt ruzné, jen nesmi zacinat
prefixem _tkslc, protoze takto jsou oznac¢ovéany interni proménné v programu TKSL/C UL

'Dostupny zdarma na http://www.microsoft.com/en-us/download/details.aspx?id=17718.
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6.2 Nastaveni parametru

Pro nastaveni parametru pro program TKSL/C muzeme vyuzit pravou spodni ¢dst okna
aplikace. Pro zadani parametru nejprve zatrhneme policko a poté do textového pole vepiseme
pozadovanou hodnotu daného parametru. Vyznam jednotlivych parametri byl popsan v ta-
bulce 5.1.

Na obrazku B.5 muzeme vidét situaci po vybrani textového souboru. Obsah souboru se
zobrazuje v pravé horni ¢asti obrazovky.

6.2.1 Parametr -A a parametr Uzivatelska piresnost

Vysvétlime si nyni rozdil mezi parametrem -A (Accuracy) a parametrem Uzivatelska presnost.
Parametr -A je parametr programu TKSL/C, ktery zajisfuje nastaveni piesnosti tak, jak
je zvykem u numerickych metod. Tedy kontroluje, zda rozdil hodnot v posledni aproximaci
feSeni a predposledni aproximaci feseni je mensi nez stanovend piesnost dand parametrem
-A. Implicitni hodnota tohoto parametru je 110750,

Uzivatelska ptresnost funguje na podobném principu jako presnost dand parametrem -A,
ovSem bere v uvahu rozdil hodnot neznamych x1,...,x,. Mame naptiklad soustavu dvou
linearnich algebraickych rovnic o dvou neznamych, jejichz jména jsou x; a x3. Potom z
vysledku, které ziskdme od programu TKSL/C kontrolujeme, zda rozdil posledni hodnoty
x1 a pfedposledni hodnoty x1 nebo rozdil posledni hodnoty xo a pfedposledni hodnoty
x1 neni mensi nez uzivatelskd pfesnost. Sta¢i aby tato podminka byla splnéna u jedné
neznamé. Znamend to, ze jsme nalezli ustdlené FeSeni soustavy. Po dosazeni uzivatelské
presnosti vypocet ukonéen. Implicitni hodnota tohoto parametru je 1 - 10710,

6.2.2 Parametr -t a postup vypoctu

Vysvétlime nyni, jak do vypoctu zasahuje tento parametr. Parametr -t uré¢uje horni mez
vypoctu. Implicitni hodnota je 1. Uzivatel muze tuto hodnotu libovolné zménit. Reknéme,
ze parametr -t je nastaven na implicitni hodnotu a uzivatel zadal parametr Uzivatelskd
presnost 1-107°. Spustime vypocet s témito parametry. Jakmile se vrati vysledky od pro-
gramu TKSL/C, zkontrolujeme, zda byla hodnota parametru Uzivatelskd presnost u nékteré
z neznamych proménnych dosazena. Pokud ne, potom zdvojnasobime hodnotu parametru
-t a spustime vypocet znovu.

Bylo ovSem nutné osetiit piipad, kdy koeficienty soustavy rovnic jsou zadany tak, ze
soustava diferencialnich rovnic konverguje velmi pomalu nebo je tuhym systémem. Dalsim
ptipadem, kdy tato situace muze nastat je, pokud uzivatel nastavi velkou hodnotu parame-
tru Uzivatelskd piesnost (napifklad 1-1072%) a malou presnost parametru -A (napiiklad
1-1072). Proto bylo zvoleno feseni pomoci ¢asovace, ktery je spustén po dobu 30 sekund
od spusténi vypoctu. Pokud ani po této dobé neni hodnota parametru Uzivatelska pfesnost
dosazena, potom je vypocet ukoncéen a zobrazi se varovné hlaSeni, jak muzeme vidét na
obriazku B.6. Zde je tato situace vyvolana velkym rozdilem hodnot mezi parametry -t a
Uzivatelska pfesnost.
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6.3 Spusténi vypoctu

Pied samotnym spuSténim vypoctu si jesté muzeme vybrat, zda budeme chtit vysledky
zobrazovat ve védeckém formdatu nebo zda budeme chtit zobrazit postup vypoctu. Pokud
jsme zadali vstupni data a pfipadné parametry, lze spustit vypocet pomoci tlacitka Start.
Zobrazené vysledky i s postupem vypoctu muzeme vidét na obriazku B.7. V levé spodni
casti okna je uvedena informace, v jaké hodnoté parametru -t bylo dosazeno uzivatelské
piesnosti.

Aplikaci lze ukon¢it tlacitkem Konec. Pro zobrazeni napovédy k programu TKSL/C
UI, k programu TKSL/C ¢ informaci o verzich programu slouz{ menu v levé horni édsti
obrazovky.
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Kapitola 7
Zaveér

Cilem prace bylo zpracovani prehledu metod feSeni algebraickych rovnic, uvést principy
vypoctu algebraickych rovnic pomoci rovnic diferencialnich, a také detekovat vznik tuhych
systému. Bylo vytvotreno uzivatelské rozhrani TKSL/C UI, které umoznuje prevod SLAR
na SDR a zajistuje pohodlnou komunikaci s programem TKSL/C.

Byl proveden rozbor matematickych operaci primych i itera¢nich metod. Vysledkem roz-
boru bylo nalezeni obecnych vztahu vyjadiujicich pocty operaci ndsobeni/déleni a s¢itdni/od-
¢itani. Tyto vztahy je mozno uplatnit i pfi zkouméni vypocetni naro¢nosti pro libovolny
rozmér matic soustavy. Dale byly provedeny experimenty srovnavajici vypocetni narocnost
v programech TKSL/C a Matlab. Na zakladé vysledku téchto experimentu lze fici, ze pro-
gram Matlab je rychlejsi pro feSeni SDR, ovSem jen tehdy, pokud zvolime spravnou metodu.
Oproti tomu program TKSL/C nenabizi moznost zvolit si metodu feseni SDR. To ovSem
muze byt vyhodné, protoze uzivatel tedy nemuze zvolit metodu, kterd by byla pro feseni
SDR zcela nevyhovujici.

Moznym zdokonalenim programu TKSLC/UI by mohla byt detekce, zda je matice sin-
gularni nebo regularni, coz by usnadnilo detekci tuhych soustav. Dalsim rozsitenim by mohla
byt moznost grafického vystupu aplikace ve formé grafu pro vizualizaci FeSeni soustav.
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Priloha A

Piiklady

Piiklad A.1. Soustavu rovnic Teste pomoci Gaussovy eliminacni metody.

1 34
A=1 2 5|7
5) 21

S W N

Reseni pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vypadé néasledovné.

12 3[4\ |-(-2 1 2 3|4\ |-(-5)
2 3 5|7 ~[0 -1 —1|-1 ~
5 6 21 5 6 2|1
1 2 3| 4 1 2 3| 4
~l0 -1 =1 |-=1 | |-(-4 ~|0 -1 -1 -1
0 —4 —13|-19 0 0 —9|-15

O

Piiklad A.2. Ndsledujici soustavu rovnic, zapsanou v maticové podobé, vyreste pomoct
Gaussovy eliminacni metody s ¢dstecnygm vybérem hlavniho prvku.

1 2 3|4
A=\ 2 3 4|7
5 6 2|1
Postup vypoétu je uveden nize.
1 2 3|4 | - vymeéna pivota 5 6 21 |- -2
2 3 4|7 ~| 2 3 4|7 ~
5 6 21 1 2 3|4
5 6 2|1 |- —2 5 6 2|1 | - vyména pivota
~| 0 0,6 42/6,6 ~| 0 0,6 4,2/6,6 ~
1 2 3|4 0 0,8 2,6|3,8
5 6 2|1 5 6 2 1
~| 0 0,8 2,6[3,8 -3 ~[ 0 06 42|66
0 0,6 4,2|6,6 0 0 2,25(3,75



Reseni soustavy rovnic je

g

Priklad A.3. Vypoctéte ndsledujici soustavu linedrnich rovnic pomoci Gaussovy eliminace
s uplnym vybérem hlavniho prvku.

1 2 3|14 9 6 5/36\ |- 9 6 5 |36 \ |5
45 6(32 |~]| 45 6|32 ~| o0 -I 3116 ~
9 6 5|36 1 2 3|14 1 2 3 14
9 6 36 6 36
~ 7 34 ~ 21 34 ~
~|1 0 —3 —5|-16 |~ -5 —9 |16 | =
12 22 12 22
0 -5 —%5|-10 5 -5 |10
9 6 5 36 9 6 5 36
~(o0 -3 21 96 | |- X ~| 0 -2 2| 16
9 9 17 9 9
22 12 145 346
0 -% —% |10 0 0 =37
g
Priklad A.4. Vyreste soustavu rovnic pomoci Gauss-Jordanovy metody.
1 2 34 |- (—2) 1 2 3| 4 |- (—=5)
2 3 5|7 ~| 0 -1 —-1|-1 s
5 6 2|1 5 6 2|1
1 2 3 4 1 2 3 4
~( 0 -1 —-1] -1 |-(=4) ~[ 0 -1 —-1| -1 |- (=1) ~
0 —4 —-13|-19 0 0 —-9|-15
1 2 3 4 1 2 34
~|1 01 1 1 ~|( 01 11 R~y
00 -9|-15/ |-—3 0012/ [-(-1
1 2 3| 4 1 2 0] -1
~| 01 0|3 ~| 01 0[=3|](=2 =
00 1|3 |- (-3) 00 1|3
1
1 0 0| 35
~|l 010 -2
5
00 1] 3
Thned lze vycist feSeni soustavy
1 2 5
$1—3,.’L’2— 37 $3_3'
|

59



Piiklad A.5. Je ddna soustava rovnic o 8 nezndmijch. Reste soustavu pomoci Gauss-
Jordanovy eliminacni metody.

3 —2y+2z = 2
20 +3z = 3
6z —3y+2z = 1
3 -2 2100 |2 3 -2 2|1 0 |- (=2)
~ 4 5 2 ~
2 0 3/0 10 ~|lo & 3[-2 10 ~
6 —3 2|0 0 1 6 -3 2|0 0
-2 21 00 3 -2 21 0 0 |- 1
~ 4 5 2 ~ 4 5 2 ~
~ 3 3|3 10 10 3 3|-3 10 ~
4 13 4
1 —2/-201) | -4 0o 0 B2 1 -4
2 2 1 4 2 2 1
1 =3 3,35 0 01 [3 1 -3 3|3 00
~ 4 5 2 ~ 5 1 3 ~
10 35 5|5 10 ~10 1t 331 0 ~
13 4 13 4 1
o 0o B2 1 -4 00 Bl2 1 -4 ). L
2 2 1 2 2 1
1 -3 3|5 00 I -3 3| 3 0
~ 5 1 3 ~ 14 6 5 ~
~ L 3)-2 10 =10 1 0l-1 13 —13 ~
6 3 4 5 6 3 4 2
00 1]3 13 13/ ["—3% 000 1] 3 13 1 /) |'—3
2 1 2 8 9 2 6
L =35 0 35 —33 —3 1 00|-5 3 —13
~ 14 6 5 2 ~ 14 6 5
=10 1 0l-5 13 —13 5 7101 0/-13 3 —13
6 3 4 6 3 4
o o0 1| & & 4 001 & 3 4

9 2 _6 9 18
13 13 13 13
_14 6 _5 1 =] —
13 13 13 13
6 3 4 3 25
1 13 13 13

Priiklad A.6. Najdéte inverzni matici pomoci determinantii.

3 -4 5
A=12 -3 1
3 =5 -1

60



Nejprve vypocitdame determinant matice A.

3 -4 5
A=|2 -3 1 |=9-12-50—-8+15+45=-1
3 =5 -1

Nyni postupné vytvorime n? determinanti vddu 2 a postupné je vycislime.

ayy ‘ :2 _11 ‘ =38
ary ‘ :g _51 ‘—29
al—;_‘ :g ? ‘:11
anl—‘g _11‘:—5
a2_21—‘ 5 _51 ‘:—18
a2_31 = ‘ g i) ‘ = -7
agll = g :g =-1
agzl = g :g =-3
aggl = ; :;1 =-1

Nyni postupujeme podle vzorce, ktery jsme uwvedli na zacdtku podkapitoly 2.27.

1 (_1)1+1 .8
=~ 7 -~ __8
Gy 1
-1 1+2 | 29
aﬁl = (=1) =29
—1
—1)t3 .11
= CUTI

61



ag; = ) =1
. (_1)3+2 .8

Q39 = (_3) =-3
(=) (-1

a33 = _—1 =1

Vyslednd inverzni matice je uvedena niZe.

-8 29 —11
Al=1| -5 18 -7
1 -3 1

Pro ziskdni vijsledku musime vypocitat vektor nezndmyjch dle vztahu x = A= - b.

-8 29 11 ) 54
r=| -5 18 -7 1 4 1= 33
1 -3 1 2 -5

Priklad A.7. Je ddna soustava dvou linedrnich rovnic.

z+y=1
r—y=3
Upravime ji na ndsledujici tvar.
r+y—1=0
r—y—3=
1. rovnice — zdkladni tvar.
r+y—1=2
z—y-3=y

2. rovnice —zména znaménka u 1.rovnice.

—r—y+1=2a
r—y—3=y

3. rovnice —zména znaménka u 2.rovnice.

r+y—1=2a'
—r+y+3=y
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4. Tovnice —zmeéna znameénka u obou rovnic.

—zx—y+1=2
—r+y+3=y

Nyni provedeme dasi druh upravy, zamenime potadi diferencidlnich proménngjch.
5. rovnice - zaména proménnych —vychazime z 1. rovnice.

zty—1=y
r—y—3=2a

6. rovnice - zamena proménnych —vychdzime z 2. rovnice.

—r—y+l=y

/
r—y—3==x
7. rovnice - zdmeéna proménnijch —vychdzime z 3. rovnice.

z+y—1=y
—r+y+3=2a

8. rovnice - zdména proménnych —vychdzime z 4. rovnice.

—r-y+1l=y
—r+y+3=2a

Celkem vychdzi tedy 8 moznosti zdpisu této soustavy linedrnich rovnic.

Priklad A.8. Je ddna soustava t74 linedrnich rovnic.

r+y+z=1
T—y—2=23
r+y—z=5

Upravime na tvar uvedeny niZe.

r+y+2—-1=0
r—y—2—3=0
r+y—z—-5=0

1. rovnice — zdkladni tvar.

r+yt+z—1=2a
r—y—z—-3=19
:C+y—z—5:z/
2. rovnice — zména znaménka u 1. rovnice.
—rx—y—z+1=2
r—y—2-3=19
r+y—z—-5=2
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3. rovnice —zména znaménka u 2. rovnice.

r+y+z—1=2a
—rz+y+z+3=y
r+y—z—-5=12

4. rovnice —zména znaménka u 3. rovnice.

r+y+z—1=2
r—y—z-3=1y
—r—y+z2+5=7

5. rovnice —zmeéna znaménka u 1. a 2. rovnice.

—r—y—z+1=2a
—r+y+z+3=y
r+y—z2—5=2

6. rovnice —zména znaménka u 2. a 3. rovnice.

r+y+z—1=2
—z+y+z+3=y
—r—y+z+5=2

7. rovnice — zména znaménka u 1. a 3. rovnice.

—r—y—z+1=2a
r—y—2z-3=1y
—r—y+z+5=2

8. rovnice — zména znaménka u viech 8 rovnic.

—r—y—z+1=2a
—z+y+z2+3=y
—z—y+z+5=2

Nyni provedeme dalsi druh iupravy, zameénime potadi derivovangch proménnijch.
9. rovnice - zdmeéna proménnych.

r+yt+z—1=2a
r—y—z—-3=2

r+y—z—5=y
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Priloha B

Obrazky

a5 TKSL/C I

Program  Napovéda

Zpisob zadéani soustavy rovnic Obsah souboru

@ Manualné Ze souboru

Zadejte fad rovnice
UZivatelska presnost

Zobrazit postup vypoétu ¥
Zobrazit hodnoty ve védeckém formatu

Vysledky

Informace o uZivatelské presnost Parametry pro TKSL/C
s -A
t -Z
W -

Konec -0 -p

Obréazek B.1: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C
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a=' Manuélni zadavani koeficientd soustavy rovnic EI@
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x3 x3 x10 P.Str.
ok J[ =& |

Obrazek B.2: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C —manudlni

o TKSL/C LT

Program  Napovéda

Zpisob zadani soustavy rovnic

) Manuaing

@ Ze souboru

Vyberte vstupni soubor

zadavani koeficientu rovnic

(== =]

Obsah souboru

o) Oteviit B8
Ou | . « Revnice » bin » Debug » - |‘?|| Prohledat: Debug Pl
Uspoiddat Mova slozka = - 0 @
il Bakaléfka 0 Mazev poloZky ’ Datum zmény Typ =
| Dokumenty | input2. TXT 5.3.2012 21:01 Textov
o' Hudba | input3.bd 53.2012 21:11 Textov
=] Obrazky = input3_dGrid.bet 27.3.2012 14:16 Textow

=l np L
B videa | input3_dGrid_bezPP.tt 34.201212:38 Textow|
| inputd.bxt 7.3.2012 9:58 Textov
*d) Domaci skupina || inputd_comment.bd 73.201210:23 Textov
| inputd_PP .t 18.3.201212:52 Textov
1M Pocitad | input4_PP_jine_nazvy.bd 21.3.201215:08 Textov,
& os( [ inputd_PP2.txt 20.3.2012 21:38 Textow
cu DATA (D:) | inputS_comment_max.txt 7.3.201210:41 Textov +
- 4 1 | 3
Nazev souberu: input5_comment_block_row - IA”f”ES B 'l
[ Oteviit l [ Storno ]

Obrazek B.3: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C —zadavéani dat z textového souboru

66




" inputl.TXT - Poznamkovy blok o -E | ]

Soubor L:Iprgvy Eormat Zobrazeni MNapovéda

{Soustava linearnich algebraickych rovnic o 2 neznamych}
5% +7% =5
3*x +25% =7

Obrazek B.4: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C —formét textového souboru

=< TKsL/C UL (E=8 BB =)
Program  Napovéda
Zpiasob zadéani soustavy rovnic Obsah souboru
Manuaing @ Zg souboru
Vyberte vstupni soubor Prochazet D:\Bakalarka'V'5 projekt\Rovnicebin\Debughinput_ |5% =7 %y =5
Fx +25y =7
Uzivatelska presnost 1e-5 7

Zobrazit postup vypodtu Y
Zobrazit hodnoty ve védeckém formatu Y

Vysledky
Informace o uzZivatelské presnosti Parametry pro TKSL/C
g -A
t =2
-W -W
Start | | Konec -0 -p

Obréazek B.5: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C—po vybréani dat z textového souboru
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al! TKSL/C UT == | =]

Program  MNapovéda

Zpusob zadani soustavy rovnic Obsah souboru
) Manuglngé @ Ze souboru
Vyberte vstupni soubar D:\Bakalarka'V'5 projekt'\Rovnice bin\Debugtinput_ [5% +7 % =5

Ix +25% =7
Uzivatelska presnost 1e-20

Zobrazit postup vypoctu
Zobrazit hodnoty ve védeckém formatu

Upozarnéni @

Soustava neni vhodna pro explicitni metodu!

Vysledky
Informace o uzivatelské presnost Parametry pro TKSL/C
1 -s -A 1e-2
-t 0-z
0 -w O -w
Konec -0 O -e

Obrézek B.6: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C—varovné hldseni pii nedosazeni hodnoty
parametru Uzivatelska piesnost
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a2 TKSL/C Ul =% ER =)

Program  Napovéda

Zpisob zadani soustavy rovnic Obsah souboru
) Manualng @ Ze souboru
Vyberte vstupni soubor D:\Bakalarka'\V'5 projekt\Rovnicebin\Debughinput_ |5% +7 %y =5

Fx + 25y =7
Uzivatelska presnost |

Zobrazit postup vypoctu
Zobrazit hodnoty ve védeckém formatu

t _theslc _thslc2 X ¥ "

3 —5.DI}DDDDI}DDDB+DD -7.0000000000e-+00 | 0.0000000000e+00 | 0,0000000000=+00 | 0,0000000000=+00
6.2500000000-03 |-2,3929041226e+00 | 6225338859601 | 1,1365057434e-01 | 2,9126328651e-01 | 2.8000000000e+01
1.2500000000e-02 |-2.1420378311e+00 | 6.5666436803=-01 | 1.7165772735e-01 | 2, 856676474301 | 2.6000000000+01

Vysledky

t _thealcd _thslc2 X ¥ H
v LTI 7. 0546899666014 | 2,3377248082¢-14 | 7,3076923076e 01 | 1923076923001 | 0.00000000002-+00

Informace o uZivatelské presnosti Parametry pro TKSL/C

Uzivatelska presnost nebyla dosaienal - [ -= [C]-A

TMAX =1->2 3 -t -z

_IU_fJi'\ia\}e_ls.l;:é presnost byla dosaZenal il F-w ] -w
Konec -0 [ -p

Obrézek B.7: Uzivatelské rozhrani pro TKSL/C—zobrazeni vysledku vypoctu
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Priloha C

Obsah prilozeného CD

Piilozené CD obsahuje nésledujici polozky:
e soubor BP Necasova.pdf —technickd zprava bakalaiské prace,
e slozka BP_Text —zdrojové kédy a dalsi soubory bakalarské prace,
e slozka BP_UI—zdrojové kédy uzivatelského rozhrani TKSL/C UlI,

e slozka BP_Matlab—zdrojové kédy, které byly pouzity pro provadéni experimentu v
kapitole 5.
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