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MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ MECHANICKÝCH SOUSTAV

PETR KAMARÝT

Abstrakt. Tento článek se zabývá matematickým modelováńım mechanických

soustav. Jsou odvozeny pohybové rovnice dvojitého kyvadla, dále je analyzován
aproximativńı systém a některé jeho speciálńı př́ıpady.

1. Lagrangeova formulace klasické mechaniky

Dř́ıve než odvod́ıme pohybové rovnice vybrané mechanické soustavy, stručně zmı́-
ńıme základy Lagrangeovy formulace mechaniky. Z Hamiltonova principu lze od-
vodit Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsou v kartézských souřadnićıch ekvi-
valentńı rovnićım źıskáným z Newtonova druhého pohybového zákona, avšak na
rozd́ıl od nich plat́ı i pro jiné souřadnice. Nav́ıc mı́sto vektorové śıly se pra-
cuje se skalárńı energíı. Nejprve definujme některé fyzikálńı pojmy, které budeme
potřebovat; viz [3, 4] pro detaily.

Mechanickou soustavou rozumı́me jakoukoliv soustavu částic nebo těles, jej́ıž
pohyb chceme popisovat. V tomto článku se budeme zabývat pouze nedisipa-
tivńımi soustavami, tj. soustavami, ve kterých nedocháźı k tepelným ztrátám, např.
třeńım.

Zobecněnými souřadnicemi nazýváme jakékoliv parametry mechanické sousta-
vy, které popisuj́ı jej́ı pohyb. Mohou to být vzdálenosti, úhly, aj. Budeme je
označovat q1, q2, . . . . Zobecněné souřadnice jsou většinou funkcemi času, tj. q1 =
q1(t), q2 = q2(t), atd. Počet nezávislých zobecněných souřadnic, které zcela popi-
suj́ı pohyb mechanické soustavy označ́ıme f . Např́ıklad pro jednoduché kyvadlo je
f = 1, pro dvojité kyvadlo je f = 2, v př́ıpadě hmotného bodu v prostoru máme
f = 3.

Hamilton̊uv princip (princip nejmenš́ı akce). Trajektorie částice bude
taková, pro kterou má funkcionál

S(tA, tB) =

∫ tB

tA

L(t, q1(t), q2(t), . . . , qf (t), q̇1(t), q̇2(t), . . . , q̇f (t)) dt (1.1)
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minimálńı (přesněji stacionárńı) hodnotu. Funkci L nazýváme Lagrangeovou funkćı
(nebo také lagrangián) a integrál S(tA, tB) akce. Hamilton̊uv princip tedy ř́ıká,
že ze všech možných trajektoríı částice bude realizována ta, pro kterou je akce
nejmenš́ı.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Z variačńıho počtu je známo následuj́ıćı
tvrzeńı. Necht’ funkcionál (1.1) nabývá stacionárńı hodnoty, pak plat́ı

d

dt

∂L

∂q̇k
=

∂L

∂qk
, k = 1, 2, . . . , f. (1.2)

Rovnice (1.2) se nazývaj́ı Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Jedná se o systém f di-
ferenciálńıch rovnic druhého řádu, k jejich vyřešeńı stač́ı zadat 2f počátečńıch
podmı́nek (např. počátečńıch poloh a rychlost́ı). Splněńı Eulerových–Lagrangeo-
vých rovnic je nutnou podmı́nkou pro stacionaritu funkcionálu (1.1). V mechanice
bereme lagrangián tvaru L = T − V , kde T je kinetická energie a V je potenciálńı
energie soustavy.

2. Pomocná tvrzeńı

V této části uvedeme některá pomocná matematická tvrzeńı, která budou využita
v daľśıch kapitolách. Jejich d̊ukazy lze nalézt v [2].

Tvrzeńı 2.1. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a λ ∈ C. Pak λ je vlastńı

č́ıslo matice

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
b11 b12 0 0
b21 b22 0 0

 (2.1)

právě tehdy, když λ2 je vlastńı č́ıslo matice B.

Věta 2.2. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a λ ∈ C je vlastńı č́ıslo

matice A dané vztahem (2.1). Potom plat́ı:

1. Je-li u = (u1, u2, u3, u4)T vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu
λ, pak u3 = λu1, u4 = λu2 a v = (u1, u2)T je vlastńı vektor matice B
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2.

2. Je-li v = (v1, v2)T vlastńı vektor matice B př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2,
pak u = (v1, v2, λv1, λv2)T je vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ.

Věta 2.3. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a µ je jednonásobné vlastńı

č́ıslo matice B. Potom plat́ı:

1. Jestlǐze b11 − µ 6= 0, pak vlastńı vektor matice B je tvaru

v =

(
− b12
b11−µ
1

)
.
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2. Jestlǐze b22 − µ 6= 0, pak vlastńı vektor matice B je tvaru

v =

(
1

− b21
b22−µ

)
.

Poznámka 2.4. Všimněme si, že v předešlé větě jsou zahrnuty všechny př́ıpady,
které mohou pro jednonásobné vlastńı č́ıslo µ nastat. Vskutku, jestliže b11−µ = 0
a zároveň b22 − µ = 0, pak b12 = 0 nebo b21 = 0 a µ = b11 = b22, což znamená, že
µ nemůže být jednonásobné vlastńı č́ıslo.

3. Dvojité kyvadlo

Pro mechanickou soustavu na obrázku 1 lze pomoćı postupu uvedeného v prvńı
části vcelku snadno odvodit jej́ı pohybové rovnice. Uvažujme matematické kyva-
dlo s délkou závěsu l1 a hmotnost́ı m1, na jehož konci viśı druhé matematické
kyvadlo s délkou závěsu l2 o hmotnosti m2 (viz obrázek 1). Předpokládejme, že
pohyb prob́ıhá pouze v rovině obrázku a že gravitačńı śıla p̊usob́ı v opačném
směru než je orientována osa y. Výchylku prvńıho bodu, respektive druhého bodu
ze svislé polohy označ́ıme ϕ1, respektive ϕ2, přičemž výchylka proti směru hodi-
nových ručiček je kladná – źıskáme tak dvě zobecněné souřadnice. Najdeme vztahy
mezi zobecněnými souřadnicemi ϕ1, ϕ2 a kartézskými souřadnicemi x1, y1, x2, y2.
Dále urč́ıme kinetickou a potenciálńı energii soustavy; v kartézských souřadnićıch
jsou dány výrazy

T =
1

2
m1

(
ẋ21 + ẏ21

)
+

1

2
m1

(
ẋ22 + ẏ22

)
a

V = m1gy1 +m2gy2 .

Použijeme transformačńı vztahy mezi kartézskými a zobecněnými sopuřadnicemi,
a źıskáme tak lagrangián soustavy L = T − V . Dosazeńım do Eulerových-Lagran-
geových rovnic (1.2) dostaneme rovnice

ϕ̈1 +
m2l2

(m1 +m2)l1
ϕ̈2 cos (ϕ1 − ϕ2)

+
m2l2

(m1 +m2)l1
ϕ̇2
2 sin (ϕ1 − ϕ2) +

g

l1
sinϕ1 = 0,

l1ϕ̈1 cos (ϕ1 − ϕ2) + l2ϕ̈2 − l1ϕ̇2
1 sin (ϕ1 − ϕ2) + g sinϕ2 = 0.

(3.1)

Jedná se o autonomńı systém dvou nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic
druhého řádu, který popisuje pohyb dvojitého matematického kyvadla.

Aproximaćı nelinearit1 systému (3.1) vznikne systém

(m1 +m2)l1ϕ̈1 +m2l2ϕ̈2 + (m1 +m2)gϕ1 = 0,

l1ϕ̈1 + l2ϕ̈2 + gϕ2 = 0.

1Předpokládáme-li malé hodnoty výchylek, pak lze sinus nahradit jeho argumentem, kosinus

jedničkou a druhé mocniny prvńıch derivaćı lze zanedbat.
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Obrázek 1. Dvojité kyvadlo.

Tento systém rovnic je lineárńı vzhledem k ϕ1, ϕ2, lze ho tedy zapsat v maticovém
tvaru (

ϕ̈1

ϕ̈2

)
=

(
− (m1+m2)g

m1l1

m2g
m1l1

(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

)(
ϕ1

ϕ2

)
.

Označ́ıme-li ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, ϕ̈ =

(
ϕ̈1

ϕ̈2

)
a

B =

(
− (m1+m2)g

m1l1

m2g
m1l1

(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

)
, (3.2)

dostaneme

ϕ̈ = Bϕ. (3.3)

Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že vlastńı č́ısla matice B dané vztahem (3.2) jsou
tvaru

µ1,2 = − g

2m1l1l2

(
(m1+m2)(l1+l2)±

√
(m1 +m2)

(
m1(l1 − l2)2 +m2(l1 + l2)2

))
.

(3.4)
Odtud je okamžitě vidět, že výraz pod odmocninou je kladný, dostaneme tedy µ1,
µ2 reálná r̊uzná. Dále lze dokázat, že plat́ı µ1,2 < 0 (pro d̊ukaz viz [2]) Nyńı již
můžeme přistoupit k d̊ukazu věty o tvaru obecného řešeńı systému (3.3).

Věta 3.1. Obecné řešeńı systému (3.3) lze psát ve tvaru

ϕ(t) = A1v1 sin
(√
|µ1| t+ α1

)
+A2v2 sin

(√
|µ2| t+ α2

)
, (3.5)

kde A1, A2 ∈ 〈0,∞), α1, α2 ∈ 〈0, 2π),

v1 =

( m2g
(m1+m2)g+µ1m1l1

1

)
, v2 =

( m2g
(m1+m2)g+µ2m1l1

1

)
. (3.6)

a µ1, µ2 jsou vlastńı č́ısla matice B daná vztahem (3.4).
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D̊ukaz. Z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic v́ıme, že systém (3.3) lze
převést2 na systém čtyř obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu tvaru

ẏ = Ay, (3.7)

kde

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

− (m1+m2)g
m1l1

m2g
m1l1

0 0
(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

0 0

 . (3.8)

Obecné řešeńı tohoto systému je tvaru

y(t) = C1ψ1(t) + C2ψ2(t) + C3ψ3(t) + C4ψ4(t), (3.9)

kde funkce ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı soustavy (3.7) a
C1, C2, C3, C4 ∈ R. Z tvrzeńı 2.1 a faktu µ1,2 < 0 plyne, že matice A má dvě

dvojice komplexně sdružených vlastńıch č́ısel λ1,2 = ±i
√
|µ1|, λ3,4 = ±i

√
|µ2|.

Z věty 2.2 plyne, že vlastńı vektory př́ıslušné těmto vlastńım č́ısl̊um jsou také
komplexně sdružené u1,2 = a1 ± ib1, u3,4 = a2 ± ib2. Źıskáme tak fundamentálńı
systém řešeńı systému (3.7) ve tvaru

ψ∗1,2(t) = (a1 ± ib1)e±i
√
|µ1| t,

ψ∗3,4(t) = (a2 ± ib2)e±i
√
|µ2| t.

Tato řešeńı uprav́ıme pomoćı Eulerova vzorce a obdrž́ıme

ψ∗1,2(t) = (a1 cos
√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t)± i(a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t),

ψ∗3,4(t) = (a2 cos
√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t)± i(a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t).

Nyńı vezmeme následuj́ıćı lineárńı kombinace těchto řešeńı

ψ1(t) =
ψ∗1(t) +ψ∗2(t)

2
= a1 cos

√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t,

ψ2(t) =
ψ∗1(t)−ψ∗2(t)

2i
= a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t,

ψ3(t) =
ψ∗3(t) +ψ∗4(t)

2
= a2 cos

√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t,

ψ4(t) =
ψ∗3(t)−ψ∗4(t)

2i
= a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t

a dostaneme tak reálný fundamentálńı systém řešeńı systému (3.7). Po dosazeńı
do (3.9) źıskáme

y(t) = C1

(
a1 cos

√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t

)
+ C2

(
a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t

)
+ C3

(
a2 cos

√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t

)
+ C4

(
a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t

)
.

Protože ale hledáme řešeńı systému (3.3), zaj́ımaj́ı nás pouze prvńı dvě složky
vektorové funkce y. Jelikož jsou vlastńı vektory matice B reálné, podle věty 2.2

2Polož́ıme-li y = (ϕ, ϕ̇)T , pak ẏ = (ϕ̇, ϕ̈)T = (ϕ̇,Bϕ)T = Ay.
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jsou prvńı dvě složky vektor̊u b1, b2 nulové. Dále podle této věty prvńı a druhá
složka vektor̊u a1, a2 tvoř́ı vlastńı vektory matice B. Obecné řešeńı systému (3.3)
můžeme tedy napsat ve tvaru

ϕ(t) = C1v1 cos
√
|µ1| t+ C2v1 sin

√
|µ1| t+ C3v2 cos

√
|µ2| t+ C4v2 sin

√
|µ2| t,

kde v1, v2 jsou vlastńı vektory matice B př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um µ1, µ2. Nyńı
stač́ı položit C1 = A1 sinα1, C2 = A1 cosα1 a C3 = A2 sinα2, C4 = A2 cosα2,
upravit pomoćı goniometrického vzorce a dostaneme (3.5). Zbývá poznamenat, že
vzhledem k větě 2.3 jsou vlastńı vektory v1, v2 tvaru (3.6). �

Poznámka 3.2. Vektor ϕ tedy vznikne složeńım dvojice anizochronńıch kmit̊u3

s úhlovými frekvencemi
√
|µ1|,

√
|µ2| (tzv. oscilačńıch mód̊u). Obecně se tedy

bude jednat o velmi komplikovaný pohyb, který nemuśı být periodický. Budou-li
úhlové frekvence

√
|µ1|,

√
|µ2| soudělné, tj. bude-li platit√

|µ1|√
|µ2|

=
n1
n2
,

kde n1, n2 jsou nesoudělná přirozená č́ısla, pak výsledný pohyb bude periodický
s periodou rovnou nejmenš́ımu společnému násobku jednotlivých period. Výsledný
pohyb záviśı také na amplitudách a fáźıch jednotlivých kmit̊u (viz [1]).

4. Speciálńı př́ıpady

V této části se pod́ıváme na dva speciálńı př́ıpady soustavy, jej́ıž pohyb je popsaný
systémem rovnic (3.3). Nejprve předpokládejme, že l1 = l2 = l. Z (3.4) a (3.6)
plyne, že vlastńı č́ısla matice B soustavy (3.3) jsou ve tvaru

µ1,2 = − g

m1l

(
m1 +m2 ±

√
(m1 +m2)m2

)
a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
∓√m2√
m1 +m2

)
.

Dále:

• Jestliže je nav́ıc hmotnost obou hmotných bod̊u stejná, tj. m1 = m2 = m,
pak vlastńı č́ısla matice B jsou ve tvaru

µ1,2 = −g
l

(
2±
√

2
)

a vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
1

∓
√

2

)
.

Podle věty 3.1 je pohyb soustavy složeńım mód̊u

ϕ1(t) = A1

(
1

−
√

2

)
sin

(√
g

l
(2 +

√
2) t+ α1

)
3 tj. stejnosměrných kmit̊u r̊uzných frekvenćı
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a

ϕ2(t) = A2

(
1√
2

)
sin

(√
g

l
(2−

√
2) t+ α2

)
.

Tyto módy si můžeme představit jako periodické pohyby při nulových po-
čátečńıch rychlostech a počátečńıch podmı́nkách ukázaných na obrázku 2
(tj. A1 = A2 = 1, α1 = α2 = π

2 ).

x

y

1

−
√

2

x

y

1

√
2

Obrázek 2. Oscilačńı módy pro m1 = m2 a l1 = l2.

• Jestliže je hmotnost prvńıho hmotného bodu výrazně větš́ı než hmotnost
druhého hmotného bodu, tj. m1 � m2 a označ́ıme-li ε = m2

m1
, pak po úpra-

vách dostaneme vlastńı č́ısla matice B ve tvaru

µ1,2 = −g
l

(
1 + ε±

√
ε(1 + ε)

)
a vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
∓
√
ε√

1 + ε

)
.

Podle věty 3.1 je pohyb soustavy složeńım mód̊u

ϕ1(t) = A1

(
−
√
ε√

1 + ε

)
sin

(√
g

l

(
1 + ε+

√
ε(1 + ε)

)
t+ α1

)
a

ϕ2(t) = A2

( √
ε√

1 + ε

)
sin

(√
g

l

(
1 + ε−

√
ε(1 + ε)

)
t+ α2

)
.

Tyto módy jsou znázorněny na obrázku 3.
Všimněme si, že

lim
ε→0+

√
|µ1,2| =

√
g

l
, lim

ε→0+
v1,2 =

(
0
1

)
.

V těchto oscilačńıch módech se prvńı hmotný bod v podstatě nebude hýbat
a druhý bude v podstatě kmitat jako jednoduché kyvadlo délky l. Vzhledem
k poznámce 3.2 bude pohyb soustavy periodický pouze v př́ıpadě, je-li A1 =
0 nebo A2 = 0.
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x

y

−
√
ε

√
1 + ε

x

y

√
ε

√
1 + ε

Obrázek 3. Oscilačńı módy pro m1 � m2 a l1 = l2.

5. Závěr

Při modelováńı mechanických soustav se vyskytuj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice,
př́ıpadně jejich systémy. Nejčastěji se jedná o rovnice druhého řádu, které jsou
nelineárńı. Omeźıme-li se však na malé výchylky, lze tyto rovnice aproximovat
lineárńım systémem rovnic. V tomto článku jsme se zaměřili na dvojité kyva-
dlo. Nast́ınili jsme odvozeńı systému pohybových rovnic, dále byla dokázána věta
o tvaru obecného řešeńı linearizovaného systému a nakonec jsme diskutovali dva
speciálńı př́ıpady této mechanické soustavy.
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