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MATEMATICKE MODELOVANI MECHANICKYCH SOUSTAV

PETR KAMARYT

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek se zabyvd matematickym modelovdnim mechanickych
soustav. Jsou odvozeny pohybové rovnice dvojitého kyvadla, dale je analyzovan
aproximativni systém a nékteré jeho specidlni pripady.

1. LAGRANGEOVA FORMULACE KLASICKE MECHANIKY

Diive nez odvodime pohybové rovnice vybrané mechanické soustavy, strué¢né zmi-
nime zaklady Lagrangeovy formulace mechaniky. Z Hamiltonova principu lze od-
vodit Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsou v kartézskych soutradnicich ekvi-
valentni rovnicim ziskdnym z Newtonova druhého pohybového zdkona, avsak na
rozdil od nich plati i pro jiné souradnice. Navic misto vektorové sily se pra-
cuje se skalarni energii. Nejprve definujme nékteré fyzikalni pojmy, které budeme
potiebovat; viz [3, 4] pro detaily.

Mechanickou soustavou rozumime jakoukoliv soustavu ¢astic nebo téles, jejiz
pohyb chceme popisovat. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat pouze nedisipa-
tivnimi soustavami, tj. soustavami, ve kterych nedochazi k tepelnym ztratam, napt.
trenim.

Zobecnénymi soutadnicemi nazyvame jakékoliv parametry mechanické sousta-
vy, které popisuji jeji pohyb. Mohou to byt vzdélenosti, thly, aj. Budeme je
oznacovat qi,qs,.... Zobecnéné souradnice jsou vétsinou funkcemi ¢asu, tj. g1 =
q1(t), @2 = q2(t), atd. Pocet nezévislych zobecnénych soufadnic, které zcela popi-
suji pohyb mechanické soustavy oznac¢ime f. Napiiklad pro jednoduché kyvadlo je
f =1, pro dvojité kyvadlo je f = 2, v pfipadé hmotného bodu v prostoru mame
f=3.

Hamiltonav princip (princip nejmensi akce). Trajektorie ¢dstice bude
takovéd, pro kterou mé funkciondl

S(tAvtB):/BL(taql(t)7q2(t)7'~'7Qf(t)vql(t)7(j2(t)ﬂ"'7Qf(t))dt (11)

ta
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minimdln{ (pfesnéji staciondrni) hodnotu. Funkci L nazyvame Lagrangeovou funkci
(nebo také lagrangidn) a integral S(ta,tp) akce. Hamiltonuv princip tedy k4,
ze ze vsech moznych trajektorii ¢astice bude realizovana ta, pro kterou je akce
nejmenst.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Z varia¢ntho poctu je zndmo nasledujici
tvrzeni. Necht funkcional (1.1) nabyva staciondrni hodnoty, pak plati

doL 0L o
dt 9qr  Oqx

Rovnice (1.2) se nazyvajl Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Jednd se o systém f di-
ferencidlnich rovnic druhého fadu, k jejich vyfeSeni staci zadat 2f pocateénich
podminek (napf. pocateénich poloh a rychlosti). Splnéni Eulerovych-Lagrangeo-
vych rovnic je nutnou podminkou pro stacionaritu funkciondlu (1.1). V mechanice
bereme lagrangian tvaru L =T —V, kde T je kineticka energie a V' je potencidlni
energie soustavy.

L f (1.2)

2. POMOCNA TVRZEN{

V této ¢asti uvedeme nékterd pomocna matematickd tvrzeni, kterd budou vyuzita
v dalsich kapitoldch. Jejich dukazy lze nalézt v [2].

bll

Tvrzeni 2.1. Nechf B = (
ba1

212) je redlnd matice a A € C. Pak X je vlastni
22

¢islo matice

0 0 1 0
0 0O 0 1

A= bir b2 0 O (2.1)
ba1 by 0 O

prdvé tehdy, kdyz A2 je vlastni ¢islo matice B.

bi1 b2
bar b2
matice A dané vztahem (2.1). Potom plati:

Véta 2.2. Nechtf B = ( ) je redlnd matice a A € C je vlastni ¢islo

1. Je-liu = (u1,uz,uz,us)’ vlastni vektor matice A prislusny viastnimu ¢islu
A, pak uz = Muy, ug = Mg a v = (ug,us)? je vlastni vektor matice B
prislusny vlastnimu éislu \2.

2. Je-li v = (vi,v2)T wlastni vektor matice B prislusng vlastnimu éislu N2,
pak u = (v1,v2, Aoy, Ave)T je viastni vektor matice A prislusny vlastnimu
cislu .

bi1 b2

ba1 b2

¢islo matice B. Potom plati:

Véta 2.3. Necht B = (

) je redlnd matice a p je jednondsobné vlastni

1. Jestlize b1y — p # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

_bb12
= 1=K )
= (%)
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2. Jestlize bos — pu # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

1
vV = __boy .
bao—p

Poznamka 2.4. Vsimnéme si, ze v predeslé vété jsou zahrnuty vSechny piipady,
které mohou pro jednondsobné vlastni ¢islo u nastat. Vskutku, jestlize by —pu =0
a zaroven by — pu = 0, pak b12 = 0 nebo b1 = 0 a p = by; = byg, coz znamena, ze
1 nemuze byt jednondsobné vlastni ¢islo.

3. DVOJITE KYVADLO

Pro mechanickou soustavu na obrazku 1 lze pomoci postupu uvedeného v prvni
casti veelku snadno odvodit jeji pohybové rovnice. Uvazujme matematické kyva-
dlo s délkou zavésu Iy a hmotnosti mq, na jehoz konci visi druhé matematické
kyvadlo s délkou zdvésu lo o hmotnosti mq (viz obrdzek 1). Predpoklddejme, Ze
pohyb probihd pouze v roviné obrazku a ze gravitacni sila pusobi v opac¢ném
smeéru nez je orientovana osa y. Vychylku prvniho bodu, respektive druhého bodu
ze svislé polohy oznacime ¢, respektive ys, pricemz vychylka proti sméru hodi-
novych rucicek je kladna — ziskdme tak dvé zobecnéné souradnice. Najdeme vztahy
mezi zobecnénymi soufadnicemi 1, @9 a kartézskymi soutadnicemi x1, y1, 2, yo.
Déle urc¢ime kinetickou a potencidlni energii soustavy; v kartézskych souradnicich
jsou dany vyrazy

1 1
T = §m1(93:f+3)%) +§m1(:'c§+y§)

V =migy: + magys .

Pouzijeme transformaéni vztahy mezi kartézskymi a zobecnénymi sopuiadnicemi,
a ziskdame tak lagrangian soustavy L =T — V. Dosazenim do Eulerovych-Lagran-
geovych rovnic (1.2) dostaneme rovnice

54 maly 55 08 (91 — 2)
1 (mq 4+ mo)ly 2 Y12
mala 9 . g . (3.1)
- —_ —_— = O
(m1 + mg)h P28 (901 <,02) + l1 St ’

L1 cos (91 — @2) + laa — 1125 sin (@1 — pa) + gsin gy = 0.
Jedna se o autonomni systém dvou nelinedrnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic
druhého tadu, ktery popisuje pohyb dvojitého matematického kyvadla.
Aproximaci nelinearit' systému (3.1) vznikne systém
(m1 +ma)lip1 +mala@a + (M1 +ma)gpr =0,
L1+ laga + gp2 = 0.

1Pfedp0klédéme—1i malé hodnoty vychylek, pak lze sinus nahradit jeho argumentem, kosinus
jednickou a druhé mocniny prvnich derivaci lze zanedbat.
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Obrazek 1. Dvojité kyvadlo.

Tento systém rovnic je linedrni vzhledem k ¢4, @2, 1ze ho tedy zapsat v maticovém

tvaru
” (mit+ma)g [
(s@) = <_(m ;fvlrfljg (mxfﬁ; )g) (%) :
1 2 1 2
P2 s il ®2

» . w1\ . o1
0 dig= (%), o= (%
znacime-li (¢2> p (@2) a

_ (mi+ma)g mag
B= Ml maly ; (3.2)

(mi1+ma)g (mi1+ma)g

mllz mll‘z
dostaneme
@ = Bep. (3.3)

Pifmym vypoctem zjistime, ze vlastni ¢isla matice B dané vztahem (3.2) jsou
tvaru

Hi2 = —ﬁ ((m1+m2)(l1+lg):|:\/(m1 + mg)(ml(ll — 12)2 + mg(ll + 12)2)>
(3.)

Odtud je okamzité vidét, ze vyraz pod odmocninou je kladny, dostaneme tedy 1,
p2 redlnd ruznd. Dale 1ze dokdzat, ze plati p1 2 < 0 (pro dikaz viz [2]) Nyni jiz
muzeme pristoupit k dukazu véty o tvaru obecného feseni systému (3.3).

Véta 3.1. Obecné rtedent systému (3.3) lze psdt ve tvaru

(p(t) = A1V1 sin (\/ |,UJ1| t+ 011) + A2V2 sin (\/ |/L2‘ t+ Otg), (35)
kde A1, Ay € (0,00), a1, € (0,27),

__ m2g __m2g9
v, = ((m1+"l2)iq+ll1mlll) . Vo= ((m1+m2)it]+lt2mlll) . (36)

a 1, po jsou vlastni ¢isla matice B dand vztahem (3.4).
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Diikaz. 7 teorie obyéejnych diferencidlnich rovnic vime, 7ze systém (3.3) lze
prevést? na systém ¢tyi obyéejnych diferencidlnich rovnic prvntho fadu tvaru

y = Ay, (3.7)
kde
0 0 10
0 0 0 1
A= _W % 0 0 (3.8)
(m14+ma)g _ (mitma)g 0
mala mila
Obecné feseni tohoto systému je tvaru
y(t) = Crapy (1) + Catpy(t) + Cavpa(t) + Carpy(t), (3.9)

kde funkce 1, ¥4, 13, ¥, tvoil fundamentdlni systém Feseni soustavy (3.7) a
C1,Cq,C3,Cy € R. Z tvrzeni 2.1 a faktu py2 < 0 plyne, ze matice A mé dvé
dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A1 o = £iv/|u1], Asa = £iv/|pel
Z véty 2.2 plyne, ze vlastni vektory piislusné témto vlastnim éislum jsou také
komplexné sdruzené u; 2 = a; +iby, uz 4 = ay + iby. Ziskdme tak fundamentdln{
systém FesSeni systému (3.7) ve tvaru

Wia(t) = (ay £ iby etV I,
P35 4(t) = (az £ iby)etiVIrel?,
Tato feseni upravime pomoci Eulerova vzorce a obdrzime
Y7 5(t) = (a1 cos \/[pa|t — bysin /[ |t) £i(arsiny/[u1|t + by cos /|u1]t),
3 4(t) = (ag cos \/|pa|t — by sin\/|uz|t) £ i(az sin V2|t + by cos /| szl t).

Nyni vezmeme nésledujici linedrni kombinace téchto feseni

) = LIV o cos Tt~ bysin i,
Py(t) = W = ay sin/|p1|t + by cos /|| t,
wslt) = OFTAO o cos il t — bosin ] .
(1) = d)z(t)%ﬂm = aysin /|2t + by cos \/|ual t

a dostaneme tak redlny fundamentdlni systém feSeni systému (3.7). Po dosazeni
do (3.9) ziskdme

y(t):Cl(alcos |1] t — by sin |u1|t)+Cg(alsin\/|/¢1|t—|—b1cos |u1|t)
+03(32COS |M2|t—b2Sin |u2|t)—|—C'4(agsin\/|u2|t—|—b2cos |,u2| )

Protoze ale hleddme Feseni systému (3.3), zajimaji nds pouze prvni dvé slozky
vektorové funkce y. Jelikoz jsou vlastni vektory matice B redlné, podle véty 2.2

ZPolozime-li y = (¢, )7, pak y = (¢, )T = (»,Bp)T = Ay.
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jsou prvni dveé slozky vektoru by, by nulové. Déle podle této véty prvni a druha
slozka vektoru ap, as tvori vlastn{ vektory matice B. Obecné Fesen{ systému (3.3)
muzeme tedy napsat ve tvaru

p(t) = Cyvycos /||t + Covysiny/|u| t + Csvacos /||t + Cyva sin /| pz| t,

kde vi, va jsou vlastni vektory matice B piislugné vlastnim éislum pq, po. Nyni
stac¢i polozit Cp = Aisinay, Co = Ajcosag a C3 = Assinag, Oy = Ascosas,
upravit pomoci goniometrického vzorce a dostaneme (3.5). Zbyva poznamenat, ze
vzhledem k vété 2.3 jsou vlastni vektory vi, v tvaru (3.6). O

Pozndmka 3.2. Vektor ¢ tedy vznikne slozenim dvojice anizochronnich kmita®
s uhlovymi frekvencemi +/|u1], \/|p2| (tzv. oscilaénich médi). Obecné se tedy
bude jednat o velmi komplikovany pohyb, ktery nemusi byt periodicky. Budou-li
uhlové frekvence \/|p1], v/|p2| soudélné, tj. bude-li platit

Vm _m

Vipa] o’
kde nq, ny jsou nesoudélnd piirozend cisla, pak vysledny pohyb bude periodicky
s periodou rovnou nejmensimu spoletnému nasobku jednotlivych period. Vysledny
pohyb zavis{ také na amplitudach a fazich jednotlivych kmitu (viz [1]).

4. SPECIALN{ PRIPADY

V této ¢asti se podivame na dva specidlni ptipady soustavy, jejiz pohyb je popsany
systémem rovnic (3.3). Nejprve predpoklddejme, ze Iy = o = 1. Z (3.4) a (3.6)
plyne, ze vlastn{ ¢isla matice B soustavy (3.3) jsou ve tvaru

H12 = -2 (m1 +ma = v/(m1 + maz)my)
mll
a odpovidajici vlastni vektory jsou nasobky vektoru

wam (2,

Déle:
e Jestlize je navic hmotnost obou hmotnych bodu stejnd, tj. m; = mgo = m,
pak vlastni ¢isla matice B jsou ve tvaru

12 = —% (2+ \@)

a vlastni vektory jsou nasobky vektoru

V2= (3;/5) '

Podle véty 3.1 je pohyb soustavy slozenim médu
1 . g
p,(t) = Ay (—\/§> sm( l(2+\/§)t+a1)

3+tj. stejnosmérnych kmit# rdznych frekvenci
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0y (t) = Ay (\%) Sin< %(2— \/i)t+a2).

Tyto médy si muzeme predstavit jako periodické pohyby pfi nulovych po-
catecnich rychlostech a pocdteénich podminkich ukazanych na obrazku 2
(tJ Al = A2 = 1, Q] = Qg = g)

Y Y,

Obrézek 2. Oscila¢ni médy pro m1 =mg aly = la.

Jestlize je hmotnost prvniho hmotného bodu vyrazné vétsi nez hmotnost

druhého hmotného bodu, tj. m; > my a oznacéime-li ¢ = 22 pak po tpra-

véach dostaneme vlastni ¢isla matice B ve tvaru ™
pi2 = —% (1+e+/e(l+9)
a vlastni vektory jsou nasobky vektoru
vig = < TVE ) |
’ Vite

Podle véty 3.1 je pohyb soustavy slozenim médu

o (t) = A (\/_%) sin <\/§’ (1+¢+ \/W)Hal)

0o (t) = Ay (%) sin <\/§ (1+e— 6(1+6))t+ag>.

Tyto médy jsou znazornény na obrazku 3.
Vsimnéme si, ze

lim \/|,u12|: g lim Vio = 0 .
e—0+ ’ 1’ e—0+ 1

V téchto oscilacnich médech se prvni hmotny bod v podstaté nebude hybat
a druhy bude v podstaté kmitat jako jednoduché kyvadlo délky [. Vzhledem
k pozndmce 3.2 bude pohyb soustavy periodicky pouze v pripadé, je-li A; =
0 nebo A5 = 0.
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1+¢ 1+4+¢

Obrazek 3. Oscilacni médy pro mi > mo a ly = la.

5. ZAVER

Pii modelovani mechanickych soustav se vyskytuji obycejné diferencialni rovnice,
pripadné jejich systémy. Nejcastéji se jedna o rovnice druhého radu, které jsou
nelinedarni. Omezime-li se v8ak na malé vychylky, lze tyto rovnice aproximovat
linedarnim systémem rovnic. V tomto clanku jsme se zamérili na dvojité kyva-
dlo. Nastinili jsme odvozeni systému pohybovych rovnic, dale byla dokazana véta
o tvaru obecného feSeni linearizovaného systému a nakonec jsme diskutovali dva
specialni pripady této mechanické soustavy.
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