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ABSTRAKT, KLICOVA SLOVA

ABSTRAKT

Bakalatska prace je zaméfena na piistup k vypoctiim deformacnich vlastnosti jednotlivych
typt 2D nosnikt. Jedna se o vypocty natoceni a prithybt dil¢ich typt nosnikt. Také se zabyva
pristupem k vysledkim pomoci obecného feSeni, nebo také pomoci Castiglianovi véty a
nakonec pomoci energie napjatosti. Nedilnou soucdsti prace je i seznam kvadratickych
momentt, prufezovych modull a také vyuziti Steinerovy véty.

KLiCOVA SLOVA

Nosnik staticky urcity, nosnik staticky neurcity, obecny pfistup, Castiglianova véta, energie
napjatosti, kvadratické momenty, prifezové moduly.

ABSTRACT

Bachelor thesis is focused on stress and strain calculations of 2D beams, concerning
rotation and deflection on partial beams. Calculations are approached using general solution,
Castigliano's theorem and stress energy approach. An integral part of the thesis is also a list
of quadratic moments, cross-section characteristics and the utilization of Steiner theorem
(Parallel axis theorem).

KEYWORDS

Statically determined beem, statically indeterminate beam, general solution, Castigliano's
theorem, stress energy approach , quadratic moments , cross-section characteristics.
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UvoD

Uvob

Cilem této prace je vypracovani seznamu staticky ur¢itych a neurcitych nosniki s ndkresy a
podrobnymy vypocty jednotlivych typt.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1 METODY VYPOCTU PRUHYBU A NATOCENiI NOSTNIKU
1.1 STATICKY URCITY NOSNIK |
/ l
= p
A B
X
R, F
[T
! ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ][R
== 3 l —
s ) F
_ y
Obr. 1 Castecné uvolnéni nosniku 1 s VVU \I
R,=F (1)
Omax - Fl (2)
M,(x) = F.x 3)
x € (0;1)
Tézisté plochy statického momentu je % .l od sily <.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.1.1 OBECNE RESENi

staticky moment plochy momentového obrazce k mistu prihybu

tuhost v ohybu

2 1
33 _FE @
I

1.1.2 RESENi PRUHYBU ENERGIE NAPJATOSTI

Je-1i materidl télesa linearné pruzny, je deformacni prace vykonana soustavou silovych
plsobeni 77rovna energii napjatosti /W akumulované v télese £2.

Celkova energie napjatosti akumulovana v télese (2 zatiZeném soustavou silovych
pusobeni /7je v linearni PP dana superpozici energii napjatosti akumulovanych v télese od
jednotlivych prvki této soustavy.

Mnozstvi energie napjatosti akumulované v télese (2neni zavislé na historii zatéZovani, ale

pouze na aktudlnim stavu soustavy silovych plisobeni /7 Energie napjatosti je tedy stavovou
funkei. [1]

e l _|F

A B
X
F
Mo T
= ]I‘Ir
N=
Obr. 2 Castecné uvolnéni nosniku 1 s posouvajici silou
x € (0; 1)
ZFx=O=>T—F=O=>F=T (5)
Y B =0=>N=0 (©)
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

ZMO=O=>—F.x+MO=O=>MO=F.x (7)
Pocatecni podminky:
Wx=10)=0 (8)
Wix=10)=0 )
W‘j 1 ( 6M0)d (10)
~JE I\ R )
W—jll<M aMO)d —jll(F )d Fjlzd—
) E- N o )T B Y TR,
l (1
_F [x° D = F-I3
“E-I[3] 7 T3 EI
1.1.3 RESENi PRUHYBU POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
Castiglianova véta:
aw
=— (2] (12)
Y= F
Y - posuv pusobiste sily F ve sméru sily F
W - energie napjatosti
M, (0M, L—F-x F
= dx = d=——"| x%dx =
Y= EI(@F)XLEI(’C) E-1 *
) (13)
F [x*]  F-P
E-I |3 0 3-E-1
Natoceni:
ow F-l?
o= 2] (14)
oM 2-E-1I
BRNO 2019 13



METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.2 STATICKY URGITY NOSNIK Il - RESENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
q

s 2

T,

,JLIIIH l

Rp
I 1 M1 v A y

A TS

Obr. 3 Uplné uvolnéni nosniku 2 s VVU

CASTIGLIANOVA VETA:

Plsobi-li na linedrné pruzné téleso (soustavu) silova soustava, pak posuv y pusobisté sily F]
po jeji nositelce je dan parcidlni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této
sily. [2]

ow

= a_F] (15)

y

Uhel natoceni ¢ j piimky spojené s plsobistém silové dvojice MJ) v roviné jejiho pisobeni
je dan parcialni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této dvojice. [2][3]

ow

= O_MJ (16)

%
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

b
ZMA=—q-b-(a+§>+RB-(2-a+b)=0 (18)
b 2-a+b
R=qb(a+?)=qb( 2 )=CI'b (19)
B 2-a+b 2-a+b 2
b b
RA=q-b—RB=q-b—qT=qT (20)
q-b by q-b b q-b b
Momas =5+ (a+3) =5 5 =5 (e+3) Y
1.2.1 RESENi PRUHYBU POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
[: A
Ry T _:*‘\._ M ol
| ___ x € (0;a)
N
q-b
MOI =—"X (22)
— x ——
Obr. 4 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez I.
II: A
Ry . (O b)
| ::_N X '3
gl [t/ q-b q-x*
Obr. 5 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez II. b
: _ e€(0; —)
Ry q-b b
TN _____N My = T (a + 5 + x) —
q\l( (I 2 (24)
LY G+
S = -:.'_2 - ottt - 2 —Fp-x
Obr. 6 Upiné uvolnéni nosniku 2 ez III.
BRNO 2019 15



METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

IV:
. A Fp
A T =
* \"-: Mo
i
- a |- b _|x

Obr. 7 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez IV.

x € (0;a)

q-b b b

ow

y=
aF,

M
Elf ol aFD

2 a b
+j MOIII.(_X).dx-I_j Molv'<___X)'dx =
0 0 2

b i
1 ji q-b-x ( +b+ )+q-x (b+ )2
“E-1)), 2 \*T2T) T Y

2_

+j0a[—qz;b-(a+b+x)-(§+x>+q-b-<g+x> _

11
fMoII aFO jMOIII
D

b
+j;) M(,,V-W-dx =ﬁLM01'O'dX+LM011'O'dX+

4 2
q-b-xz

+ ACAE
2 2 x

b
1 ji[ q-a-bx q-b*-x q-b-x2+q-b2-x
E - 8

a]WOIII
oF,

~dx +

. dx}

_l_
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

+ja q.a.bz q.b3 q.bz.x q.a.b.x q.bz.x
B 4 4 4 2 2
q-b-x* q-b3> q-b*-x q-b-x? B
> + 1 + 1 + 1 dx =
1 3 q-a-b-x q-b*>x q-x3
E-1 jo[ 2 g | 2 ] *F
a 2 2 2
q-a-b® q-b°-x q-a-b-x q-b-x
_ _ cdx b =
+j0[ Tt TR x
2 2. ,2 L
1 a-b-x “b“ - x o
_ - )4 9 +q +
E-I 4 16 8 |,
~a-b*-x q-b*-x* q-a-b-x? b+ x3]"
+ _q +q g _I_CI _
4 8 4 6
0
_ 1 _q-a-b3_q-b4+q-b4_q-a2-b2+q-a2-b2
E-I 16 64 128 4 8
-a3-b ca3-b
q L4 ):
4 6
_ 1 _q-a?’-b_q-az-bz_q-a-b3_q-b4
E-1I 12 8 16 128 (26)
1.2.2 RESENi NATOGENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
I A
b My, ;@)
s T } x €(0;a
f_.MD Ra = .
o N MOI == qT X — MD (27)
I
Obr. 8 Uplné uvolnéni nosniku 2 iez I.
BRNO 2019 17



METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

I p
R
4 x € (0;b)
f N
Mp = 2
| q-b q-x
- q| |T j'l' Moy = N (a+x) - - M, (@8
a Y _x oll
Obr. 9 Uplné uvolnéni nosniku 2 ez II.
[II:
A F,
Ry
IMD _::Z:-I-::" ] _:N
~H qL |
1 T 7
a 5b | - Mom
Obr. 10 Uplné uvolnéni nosniku 2 iez III.
(o0 b )
X )=
2
b 2
q-b b q-(3+x) (29)
My =—-(a+§+x —#—FD X
Vg Fp
R T "':r.-\\\
o ’ Elr 1 Mo
' MD - : =
Y \,'q N
a e b —= X |
Obr. 11 Uplné uvolnéni nosniku 2 iez IV.
x € (0;a)
(30)

q-b b
M0”1=T(a+b+x)—qb(E+x)—MD

BRNO 2019 18



(p:

METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

ow
oMp
1 OII f a1\40111

1
=E—{f My, - (—1) - dx+jMO” (-1 dx+fMom =1 dx}=

{f —x dx+J0b[qZ;b-(a+x)—q.2x2]-dx+
+ja[¥-(a+b+x)—q-b-(g+x)]-dx}=
0

1 q-b-x2a+q-a-b-x+q-b-x2 q-x3
E-I 4 6

b

+
0

2 2 T T 2 2 | [~

_I_Cl-a-b-x_l_q-bz-x q-b-x> q-b*-x q-b-xzr}
0

2 2 6 T2 4

1 . Z.b . .b2 'b3
_ _<q @b qab g )
E-I 2 2 12 (31)

1 q.az.b+q.a.b2+q.b3 q.b3 q.a2.b q.az_b
E-I 4
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.3 STATICKY URCITY NOSNIK Il

R, T .
M: ulHHHHH HHHHHJJM
A—% | ;

Obr. 12 Uplné uvolnéni nosniku 3 s VVU

1.3.1 OBECNE RESENi

staticky moment plochy momentového obrazce k mistu prihybu

tuhost v ohybu

L1 3
2222 2°2'3__Fl (32)
E-I 48 -E- 1
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.3.2 RESENi POMOCi ENERGIE NAPJATOSTI

1
Ry==F
| ) My,
T
ﬁ
(33) (34)
— x -
Obr. 13 Uplné uvolnéni nosniku 3 rez I.
I1:
AR —lp F Mo
A_2 T "“1""\_"— L L
| e _;
_ | x (2 )
N F (L
1, M0H=E-(E+x)—F-x (35)
2 X
Obr. 14 Uplné uvolnéni nosniku 3 iez II.
M3 1
_ — ) (36)
W= [ g =g (R o)
L L . [\
2 2 fd
B 30 N R Y
L B VR Rl B ) A N
0 0 0
F? 13 F?-[3
T4 24 9 (37)
L
=[G G- e
5 = >zt x) dx =
L
2
L 2
—fFZ <L+) ZF(L+>F +F? - x?dx =
—L ) 5 X 5 > X X X X =
2 (38)
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

L

—fFZ L2+2L +x% | = F? (L+ >+F2 2dx =

—L4 4 2x X X 5 X X~ ax =
P

—F? x>+ F?-x%dx =

L
_‘[FZ-LZ_I_FZ-L-x_i_FZ-x2 F?-L-x
16 4 4 2
L
7

4

> +
2

F2.1>  F%*-] [xT F? [xT_
L 3L
2

_FZ-LZ_[L L] F*-L |1 (%) F2 |13 (%)
16

F2-12 L F?-L 3-12 F? 7-13 F?-[3 3-F%.[3

16 2 4 8 4 24 32 32
7.-F2.[3 1 3 7 1
—=F2'L3'<——— _>:F2.L3.<_>
LY 32 32 T 96 96
(39)
1.3.3 éEéENi PRUHYBU NOSNIKU:
oW 2-F-I13 F-I3
y = (40)

OF 96-E-1 48-E-1
1.3.4 RESENi NATOGENi NOSNIKU V PODPORACH:
ow F-L?

— — (41)
oM 16-F-1

%
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1.4 STATICKY NEURGITY NOSNIK IV- RESENi POMOCi CASTIGLIANOVY VETY
RA_ l RB l F
IS = - . E
/ M,
—
Obr. 15 Upiné uvolnéni nosniku 4 .4
Sk =0 )
ZFy=O=>RA+RB—F=O=> Ry, =F —Rp (43)
EMA=0=>—RB.l+F.2.l+M=>M=+RB.l—2.F.l (44)
Mame 3 nezname a 2 pouzitelné rovnice => 1x staticky neurcita uloha.
Zavedeme deformaéni podminku: yg = Omm
Prtihyb nebo natoceni v bod¢ B je nulové.
I: . x;, € (0;1)
MOIJ/?L Mo =F - x1 (45)
| oM
°%" -0 (46)
. 9 Ry
Obr. 16 Uplné uvolnéni nosniku 4 rez I.
I1:
_*2 l
x, € (0; )
MoII ycl
[ MOII - F - (l + xz) - RB - xz (47)
F
adM
R | o — _x 48
d Ry 2 (4%

Obr. 17 Uplné uvolnéni nosniku 4 iez II.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1 l l
. 0 0
1 l
=7 f —F.l.x, — F.x2 + RB.xg.dx2> =
' 0
_ l
1 x2 x3 x3 1 F.I3 F.I3 Rgl3
=—|-F.l.——F.—+Rz.—| = — — + =
E.T| 2 3 73], EI\ 2 3 3
1 5 Rp. I3
= (-Z.F.B+=
E.l 6 3
0=— 5Fl3+RB'13 El
CEI\ 6 3 /
R > F
BT (49)
Dosadime do rovnic rovnovéhy.
Ry=F—Rg=F > F = 5 F
A — B — 2' - 2'
5 1
M = +Rg.l —2.F.1 =E.F.l—2.F.l =E.F.l
I: == xl =
T x; € (0;1)
M, —
of My, =F - x, (50)
F d My,
Obr. 18 Uplné uvolnéni nosniku 4 rez I.
II:
_ X !
- x, € (0;1)
M Vo 5
ol . MOII - F - (l + xz) - EF ) xz (52)
Ry F
| Y = 1-Zx, (53)
Obr. 19 Uplné uvolneni nosniku 4 vez I1.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

1 L L 5 3
y=_ j(Fxlxl)dxl+f (F(l+x2)——.F.xz).(l__xz)dxz
E.1\J, 0 2 2
_ 1! Fxfl+f (Fl+F > p )(l 5 )d =
—E.I . 3 O 0 . .xz 2. .Xz . 2x2 XZ -_—
1/ B (3 3 9
:ﬂ F§+L (Fl —E.F.I.XZ—E.F.I.XZ +Z.F.x2>dx2=
_ 1 Fl3 F.l2, ?,1~"le+9 xzsl =
“EI\3 X2 12 )"
1 F13+Fl3 3“31 3.F.3\ 7 F.I®
TEI\ 3 2 4 ) 12'E.I (54)
1.5 STATICKY NEURCITY NOSNIK V- VYPOCET REAKCi NOSNIKU POMOCI
CASTIGLIANOVY VETY
Ray Rg Il R,
Q=q.1 |! ‘
Rax A B | C
% 2]

Obr. 20 Uplné uvolnéni nosniku 5

Z F,=0=Ry, (55)

ZFy=O=>RAy+RB+RC—q.l=> Ry =q.l— Ray — Re (56)
lZ
ZMA_RBl-i_RCZl_ ZMB RAy Rcl_CI?
(57)

[
=> RC = RAy — qi

Maiame 4 nezname a 3 pouzitelné rovnice => 1x staticky neurcita uloha.
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METODY VYTOCTU PRUHYBU A NATOCENI NOSNIKU

Zavedeme deformaéni podminku: y4, = Omm
Priihyb nebo natogeni v bodé A je nulové => Parciélni derivace podle R4y
. R
I: 4y x; € (0;1)
2=q.1
X2
\".MOI MOI = RAy ' xl - q_l (58)
AT | 2
X1 oM
== (59)
, d RAy
Obr. 21 Uplné uvolneni nosniku 5 rez 1.
I: TRC
R B x; € (0; 1)
Moy ! C [
: MOII = (RC "Xy = RAy - q—) - Xy (60)
7z 2
Obr. 22 Uplné uvolnéni nosniku 5 oM oIl
rez I1. = Xy (61)
9 Ry,
1 ! x? !
J’A=O=_ j(RAy'xl_q._).xl.dxl‘i‘jRc'xZ'xz.dxz -
E.T\J, 2 0
1 ([, = xh' §_1R13 to L
TEI\[ 3 18] 3 E\ 3 TgThes
1 ° 3 14 ( ) P\ 2.13 71*
“E\fr3 ey’ 3 Ray- 3=~
0 1 R 2.13 71* £
“pi\fegmagg)
g_p 2B Tt T
B T Y T (64)
q.l 1 l
RC_RAy_7_>RC__1_6-CI- (62)
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2 PRIKLADY NOSNiKU STATICKY URCITYCH A NEURCITYCH

Nosniky jsou rozdéleny do skupin, podle druhu ulozeni, které zavisi na podminkach

statické urcitosti.

Rovnice z této kapitoly jsou prevzaty dle [4].

2.1 PRIKLADY NOSNIKU STATICKY URCITYCH

l

s
_ B
Obr. 23 Castecné uvolnéni nosniku 6 G}'
Myyax = F.1 (65)
(v misté A)
F.l?
- (66)
“T2E1
F.I3
Y= (67)
3.E.1
g == F
] C B
I
BIII
Obr. 24 Castecné uvolnéni nosniku 7
Mpax =F.a (63)
(v mist& A)
F.a?
- (69)
“T2EI
(v ¢asti CB)
F.a?> /2
= Ad=.a+ b) (70)
Y =2 E1 (3 ¢
27
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77 K, F; F, F
A _ B
a, o >
a,
a Obr. 25 Cdstecné uvolnéni nosniku 8
1

Mmax = Fl.a1 +F2.a2 +F3.a3 ...+Fn.an = ZFi.a (71)
(v mist& A)

1 2 2 2 2 1 2
a=m(F1.a1 +F2.Cl2 +F3.a3 ...+Fn.an ):mZFla (72)

1 2 a, as
y = m [—Fl.alz + Fz.azz(al - ?) + F3.a32 (a1 — _) +

3 3
2 an (73)
+ F,.a, (al — ?)
7 Fn FZ Fl
A B
N
an b, t:'
az b,
a b,
_ l Obr. 26 Cdstecné uvolnéni nosniku 9
Moy = Z Fi.a (74)
(v mist& A)
az;'zFi'az (75)
2.E.1
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(v &asti by)

y = . [Fl alz(z.l+b1)+F2. a22(2.l+b2)+F3a32(2.l+b3)

6.E.1
(76)
E,.a,?(2. Z .
e an @D = 1T .a?(2.1+b)
[
/ 0d,
A -
=
Obr. 27 Castecné uvolnéni nosniku 10 tjl
Q.l gq.l?
Mmax = T = T .
2 3
a = Q ;= Q (78)
a b c
/ 0=1.b
a II]] 8|
s
Obr. 28 Cstecné uvolnéni nosniku 11
b
Hmax = ¢ <§ " a) (79)
(v misté A) .
Fi + F, Fi.e; +F,.e,
- 81 _ i
“TTEd (81) y e o
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Momentové plochy: Momentova ramena:
Q. b? 3
F, = 3 (83) e, = Z'b +c (84)
a 4.a+3.b bt
e ==.—— c
P;:%;ap+m 83) 273" 2(a+b) (86)
l
! l
/ 1T T -
Obr. 29 Castecné uvolnéni nosniku 12 T~
1
M0 = §Ql (87)
(v mist& A)
Q.12
= (88)
“T2EI]
Qr
= (89)
YTI5.E1

1

Mpax = F.I1+ 0.1 90
7 (\2: 4.1 201 o0

1> (F Q
_ =—.(z+=) ©D

A B| ] : E1<2+6)
i 3

) Ny ==. (— + —) (92)

F Bur, I \3 8

Obr. 30 Céstecné uvolnéni nosniku 13
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A B
=
K
Obr. 31 Cdstecné uvolnéni nosniku 14 4
1 1
Mmax =§Qll+§Q2l (93)
2 94
@ = (2.0:1+Q)). 1 (94)
1 /04
== \a 95
il ) o
[
Z Q=q.]
A I B
=
K n F 2 F "
W
a b
a bz Obr. 32 Castecné uvolnéni
nosniku 15
a, b, __
Mpax =5 Ql+zFa (96)
(v misté A)
=G gi\¢tg L ea
—Q'l3+ . ZF 2. (2.1+b (98)
V=81 e E Ly @D
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1 1
= Zl — El =
RA F RB <
A | Bl — 8|
_Cc T
;E Obr. 33 Upiné uvolnéni
! nosniku 16
Ry =Ry = F
F.l
Moy = T (99)
F.l1?
= AaB 100)
TN B
F.I3
Ymax = 101)
48.E.1
R R
’ . Fl oy R
A C B
T % - D iz o
s
= > Yol = Obr. 34 Uplné uvolnéni
nosniku 17
R, = F—b 102)
l
F.a
Rg = — 103)
[
a.b
Mo = F_T 105)

(v misté C)

Nejveétsi prohnuti Vmax je vzdy v delsim poli (nikoli v nebezpeéném misté a to v misté D).
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ve vzdalenosti X9 od podpory vzdalené&jsi od F'. Pokud @ > b, pocita se Xo od A: [4]

a a.(2.l—a)
_ /_ S b 106)
X, 3 (b+1) 3
F.(l—a).x3 My, [a ;
= = — 107
Ymax 3 E. 1.1 913 @+D )

Pokud b > a, potita se Xo od B:

b b.(2.1—b)
- P @+p= [2E2D) 108)
%= [5G+ .
F.(lL = D). xg M b
Ymax =3 p T =gy 3@’ )
F F. —
RA = a = L 2 = b = Ry RA — Fl- (l 6;) + FZ- b 110)
S EEE—
= S Vo o Rp = Fi.a+ F12 (l—b) 111)
= =
_ [
Obr. 35 Uplné uvolnéni nosniku 18
POkud F]>RA, je Mmax (V misté C)
Mpax = Ry a 112)
Pokud F>>Rp; je Mmax (v misté D)
Myax = —Rp.b 113)
Pokud F1 = RA je FZ = RB .
Mp,0x = Ry ve vSech mistéch useku CD nosniku. 114)

Poné&vadZ vyraz pro Ymax je velmi slozity, uvadéji se zde vyrazy pro y (v mistech C a D)
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Ye = 2T l[Z.Fl.az(l —a)?> + F,.a.b.(I* — a* — b?)] 115)
yp = = [Fi.a.b. (1 = 4% = b?) + 2.Fy. b%. (I = b?)] 116)
RA . a b c _ RB
e | ~ Ry,=Rg=F 117)
A I
— 4 M,..=F.a 118)
51 [
2 S Ve vSech mistech sttedniho tiseku b
, = nosniku.
| Obr. 36 Uplné uvolnéni nosniku 19
F.a
Ymax :24_ E 1(3-l2_4-a2) 119)

Uprostied nosniku.

Céara ohybu mezi silami F je kruhovy oblouk s polomérem -

E.l 120)
T' =
M ax
Rad |F |2 Fs| R R
A B
-+ b A
a, by
a, | bz ) Obr. 37 Uplné
SI. = uvolnéni nosniku 20
a, _::bn
[

R, = Z F;. b 121)
[

RB _ Z Fl‘i' a 122)
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R, + Ry = Z F, 123)

Nebezpecné misto vySetiime takto:

Po stanoveni reakci, s¢itdme osamélé bifemena postupné od jedné podpory smérem k druhé,
az jejich soucet prestoupi hodnotu reakce (na strang, od které jsme bfemena scitali), nebo se ji
rovna.

Misto, ve kterém se to stane, je nebezpecné a v ném Myx se rovna algebraickému souétu
statickych momentii v§ech vnéjsich sil (tedy i pfislusné reakce) po jedné strané tohoto mista.
V ptipadé, Ze soucet biemen, ktery je pod né€kterym z nic roven reakci, je v tomto misté
posouvajici sila rovna nule, a proto v§echny mista mezi timto a dal§im bfemenem, jsou stejné

nebezpecné a Minax v tomto tseku nostiku je konstatni. [4][5]

l _a
R,| }
Obr. 38 Uplné uvolnéni nosniku 21
F.a
R, = _T (124)
a+l
Ry = F.— (125)
Ry —R,=F (126)
Mpyax = F.a (127)
(v mist& B)
2
- F.a.l%\3 (128)
27.E.1
Ve vzdalenosti:
1.\/3 (129)

X1 = T = 0,5773[
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F.a?
= (a+1 (130)
yz 3. E. I ( )
F RA N >\ | RB F
> 2 ’ AN IEN |
) Obr. 39 Uplné uvolnéni
a a nosniku 22
M,.. =F.a (132)
po celé délce AB.
£4 o a?+3.a0 (133)
= .a .A.
YT 6 E]
2
y,:F.a.l (134)
8.E.1
Uprostted nosniku.
Cara ohybu mezi podporami je kruhovy olouk s polomérem 7.
k-1 (135)
r=—
F.a
RA RB
a b
Al <o C B
> £
X [—x
F
Obr. 40 Uplné
! uvolnéni nosniku 23
Zatizeni nosniku pohyblivym bfemenem.
Pfi pohybu biemene F'se obé& reakce a ohybové momenty pod biemenem méni.
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Zménu reakce R4 vyjadfuje rovnice:

[ —x
[

Ohybové momenty se pod silou F pfi pohybu bfemene méni podle paraboly se souvislou

(136)

RA=F.

osou uprostied délky nosniku. Momenty v A a B se rovnaji nule, uprostied je:

F.l
= — (137)
max 4
Z né&hoz se stanovi priifez. Moment (v misté C), pokud se bfemeno pohybuje
(v &asti nostniku mezi A a C), je:
a.(l —x)
M,=Rj.a—F.(a—x) = F.f—F.(a—x) =
(138)
a b
=F.x(1-7)=Fx7
[ [
R, _a Rg Nosnik se dv€ma pohyblivymi biemeny
navzajem spojitymi. [4]
A B . |
N =1/ Predpokladame, Ze nosnik ma previslé
A === konce, takze vyslednice R, mlze pisobit
mezi podporami od A do B.[4]
Fy Fy
R
l
Obr. 41 Uplné uvolnéni nosniku 24
R=F +F, (139)
Reakce:
l—a, —x
Ry=R——— (140)
Nejvétsi z ohybovych momentt pod silou F'7, pfi pohybu biemene:
. F, +F,
Mmax = W (I —ay)? (141)

je ve vzdalenosti:
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N et

Xo = od A (142)

Nejvétsi z ohybovych momentt pod silou F7, pii pohybu bfemene:
F, +F,
4.1

. l+a,
x0= 2

(L — ay)? (143)

Mpax =

od A (144)

Ohybové momenty pod F'; a F> se méni podle nestejnych parabol se svislymi osami ve
vzdélenostech xp"a Xp" . Prvni ma rozpéti / — a1 od A adruhd [ — a2 od B.

Pro vypocet prifezu nosniku pouzijeme vétsiho z momentu Myuax™ a Monax”'.

Pokud:
a
Fy=F,=F (tj.pliR=2.F; ay = a =§) (145)
Jsou paraboly stejné:
F a2
Mpax = 57 (1- E) (146)
Ry Rp
Q=q.]
AL )
o — T =
1 ! §
2 E
l
Obr. 42 Uvolnéni nosniku 25
Ry = RB=§=q7'l (147)
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Q.1 1
Miax = 5~ = g-q-1* (148)
5. Q I3 Q. I3
=———=0,01302.— (149)
Ymax = 364 F.1 E.l
Ry Ry
Q=4.b
A B
7 e
a b a
Obr. 43 Uvolneni
[ nosniku 26
Q gq.b
R,= Rp=—=— (150)
A B 2 >
2 (a+3)
M —. —
max 2 a+ 4 (151)
Uprostied nosniku.
R, Rg
Q=4.b
A B
v\ C A
/ T
_ X0
a ) b _ ) c ) Obr. 44 Uvolnéni
= == == - nosniku 27
b+ 2.c
R, = (152)
A 2.1
2.a+b
Ry = (153)
B 2.1

24
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R b.(b+2.c
x0=—A+a=a+¥ (154)
q 2
b.(b+2.c
Miypax = Ry [a + ( —) (155)
4.1
Ry 0 Ry
=qz-b
A Qi1=q1a A
I}U (e D B
a b
[
Obr. 45 Uvolnéni nosniku 28
Q,-(2.l—a)+Q,.b
= (156)
2.1
a+0Q,.(2.l—-b
R, = Q1.a+ Q. ( ) (157)
2.1
Je-liRy < Q4 , je: Je-li Ry = Q4, je:
Rﬁ a Ql' a Qz. b
Mimax =575~ 0, (158) Miax = —— == (159)
(Misto ve vzdalenosti od A): (Po délce CD)
Ry.a
= (160)
)
Je-li Ry > Q4 , je:
v R2.b (61)
max Z.Qz
(V misté ve vzdalenosti od B):
BRNO 2019 40



PRIKLADY NOSNIKU STATICKY URCITYCH A NEURCITYCH

Rg.b
Yo =2 (162)
2
a b
Ry Rp
B
7‘7A C ez 7
Xo
C l
Obr. 46 Uvolneni nosniku 29
a+2.b
RA = QT (163)
a—2.c
RB = Qz—l (164)

Nebezpeény prifez miize byt (v misté A), nebo mezi podporami (v misté C) ve vzdalenosti:

Rp
xo = —2+b (165)
q
Od podpory B.
2
c
M, = —q — (166)
A q >
(xo — b)?
MC - —RB.XO + q— (167)

2

Do pevnostni podminky dosadime ¢iseln€ vétsi absolutni hodnotu ohybového momentu.

BRNO 2019 41
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Ry Rp
@=q.1
iz 1__ =
20 >
a b a
{

Obr. 47 Upiné uvolnéni nosniku 30
(168)

Nebezpeéné misto miize byt bud’ v A a B nebo v misté C uprostied nosniku, nebot’ v nich
posouvaci sila méni znaménko. Proto stanovime hodnoty ohybovych momentt.

aZ
Q (! Q
=2 (—— = = — 170
M, 2.(4 a) 8.(b 2.a) (170)

Nacez do pevnostni podminky dosadime Ciseln€ nejvétsi absolutni hodnotu.
Je-lil=4.a,jeb =2.aaMc=0
Prohnuti uprostied nosniku:

_ q.b*.(24.a*> — 5.b%)

384.E.1 (a7
Prohnuti na obou koncich:
3 _ 13 2
y = q-a.(3.a®> — b° + 6.a“.b) (172)

24.E.1

Nejvyhodné&ji je nosnik zatizen, jsou-li ohybové momenty v A, B, C stejné, coZ nastane pfi:

1
a=:. (V2-1) =0,207.1 (173)
V tom piipadé
Q.1
Miax = =5~ (3 = 2.4/2) = 0,0214.Q.1 (174)
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Ry Rs
Vs D C | 1 b o
xo T I'.'_' §l
X lQ
l
Obr. 48 Uplné uvolnéni nosniku 31
Q
R, =— 175
=3 (175)
2
Rs ==.0Q (176)
3
(Nebezpeéné misto je ve vzdalenosti od podpory A):
1.V3
Xg = T = 0,577l (177)
2.43
Mimax = —-—-Q.1=0,1283.Q.1 (178)
Nejveétsi prohnuti
Q.13
VYmax = 0,01304ﬁ (179)
Je ve vzdalenosti od podpory A:
Xy = 0,5193.1 (180)
Ry 1 Rp
s 2
1 1
2! 2!
Obr. 49 Uplné uvolnéni nosniku 32
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R =Ry =2 (181)
2
0.1
Mo = ﬁ (182)
3.0.13
Ymax = ¢ (183)
320.E.1
Uprostied nosniku.
Ry Rp
éA-f'-rT-T-T-.[HI/-] “’} “ ‘ “ ‘lQ’ ’ [ [ { I I [-I--I-T-T-_r"r- B
- bz o
1 1
2! 2!
_ l
Obr. 50 Uplné uvolnéni nosniku 33
R, =Rp = Q (184)
2
N
Mo = Q— (185)
6
Q.13
- (186)
Ymax =60 E.1
Uprostied nosniku.
RA RB
T
a b a
[
Obr. 51 Uplné uvolnéni nosniku 34
44
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R, =Rgp = 9 (187)
2
v 8.a?+3.b.(4.a+b) (188)
max = (. 24.(a + b)
Ry Rp
g "__|_|_WQ—2]
T B
o iminilisil o]
"A'» C o o
Xo
l
Obr. 52 Uplné uvolnéni nosniku 35
Q1 Q2
R, = —+4 == 189
4= + 3 (189)
Q1 , 2.Q;
R, = — 190
B=7 + 2 (190)
X0 X0
Mgz = 2 (4. Ra = Q1.7 (191)
Je v (mist& C) ve vzdalenosti:
L 2
Xo = (= Q1+ [0 +4.Ry.0Q2) (192)
2.Q2
Ve vzdalenosti od (mista A)
RA RB
Q=q.1
A B
A
F
[

Obr. 53 Uplné uvolnéni nosniku 36
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(193)
(2.F + Q).1
Mmax = T

(194)
_(8B.F+5.Q).0°

= (195)
Ymax = T3ea Fl
Uprostied nosniku.

Q=q.l

N
N

(196)

(197)
Pokud je:

(198)
Je v misté ve vzdalenosti:

R
—Aod A.
q

” Ry.a

Pii — = a; Myngx = —5—

(199)
q
(v misté C).
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Pokud je:
(200)

ve vzdalenosti:

R
5 0dB,
q

ProtoZe vyraz pro Ymax je velmi slozity, uvadgji se zde vyrazy pro prohnuti y (v mist¢ C) a pro
prohnuti y ‘uprostied nosniku, kterd se od Ymax 0 mnoho nelisi.

yzzfgrﬂ&wa+Q(F+abﬂ (201)
(v misté C)
Je-lia > b, je:
1 5
y’=48.E.I F.b.(S.aZ+6.a.b—b2)+§.Q.l3 (202)

Uprostied nosniku; pti @ < b se zaméni v tomto vzorci a S b.

2.2 PRIKLADY NOSNIKU STATICKY NEURCITYCH
Rovnice z této kapitoly jsou pievzaty dle [4].

Ra 1 I F 1 I Ry
701 2 L 2
M,
dsin ¢ B
l
Obr. 55 Uplné uvolnéni nosniku 38
11
Ry=—.F (203)
16
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5
Ry =—.F (204)
716
M, = 5 F.l (205)
4716
M, = > F.l (200)
€T 32
3
Mpnax = My = 7= F.1 < Way (207)
__t RP (208)
ymax - 48.'\/§. E.I
ve vzdalenosti od (mista B): g
Ry 1 F 1 Ry
) N L N 77/
,]// A_ __ C /f,
7
l
Obr. 56 Uplné uvolnéni nosniku 39
F
Ry =Rp ==; (209)
2
M, = F.l (210)
47 8
F.l
My = M, = — @11
8
F.I3
— (212)
Ymax =195 5.1 v ©
F.l
max — ? < Wyop (213)
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Ray 1 1, ,Re 1 1, Re
UL 2t | 3t
A F C F B
l !
Obr. 57 Uplné uvolnéni nosniku 40
Ry =Ry = > F (214)
A — B — 16'
R 1 F (215)
M, =M, = > F.l (216)
1 — 2 — 32 *
M, = > F.l (217)
“7 16
3
Mg = ¢ F-1 < Wy 218)
Ry R¢ Rp ARz
F F F
JA C |D B
] gt 2t] gt gt 3t
[ | L [
Obr. 58 Uplné uvolnéni nosniku 41
7
Ry=Rg=—.F 219
A B 20 ( )
R.=Ry =2 F (220)
C D 20'
M, =M; = ’ F.l (221)
1 3 40'
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M, = M, = —23—01:.1 (222)

M, = i.F.l (223)
10

M, =M, =M, = %.F.l < Wiy (224)

Cim vice poli, tim vice se hodnoty reakci vnitinich podpor bliZi sile ' @ Miuax hodnoté:

F.l
8
RA RB
e Q=491
?Mg ||
A A B
. _C - !
_ l
Obr. 59 Uplné uvolnéni nosniku 42
5
R, =—. (225)
2=3.0
R = > (226)
5=50
1
My ==.0.1 (227)
8
M, = 0 [ (228)
c="128¢
V C ve vzdalenosti od B:
= 3 l (229)
Xo =g
1
Mmax ZMA =§Ql SWdov (230)
0.13
Ymax = 0,0054.~— (231)
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(v misté ve vzdalenosti 0,4215./ od B).

Ry Rg
e Q=4q.1 7,
o, My
A ~C Bl
7
l
Obr. 60 Uplné uvolnéni nosniku 43
Ry, =Rp = % (232)
My = ! ! (233)
A= ¢
Mg = ! l (234)
p=15¢
M, = ! l (235)
c=24 ¢
1
Mgy = 701 < Wogy (236)
3
y = L (237)
max- 384.E.1

Uprostied nosniku.

Q Q
b : 4?
- > N

l e l

Obr. 61 Uplné uvolnéni nosniku 44
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3
RA=RB=§ Q (238)
5
R~ =—. (239)
c=7q Q
M, =M, = —— (240)
1~ 2 — 128 . Q
Ve vzdalenosti od A a B:
= 3 l (241)
Xo =g
Q.1
M, =— (242)
¢ 8
Q.1
Mmax = MC = ? < Wdov (243)
R, A Rc Rp Rp
JA ¢ )Lli Bl
l e l — l
Obr. 62 Uplné uvolnéni nosniku 45
2
Ry=Rp=5.0 =040 (244)
Ve vzdalenosti od A a B:
Xg = 0,4.1 (247)
M, = —0,025. 0.1 (249)
Mmax = MC == MD = 0,1Ql S WdO‘U (250)
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a
Ix == E
a3
Wo ==
a4—
Ix = E
ad.
Wo =
b.h3
k=
h.b3
=71
b. h?
Vl/ox = 6
h.b?
Obr. 65 Prurez obdelnikové tyce [6] wW,, = G
z b.h?
[ L = =2
B 7 L L bh3
g /z/:p N X * 12
f b _| ¥ b. h?
Obr. 66 Prurez trojuhelnikove tyce [6] * 24
b%. h
W=

(251)

(252)

(253)

(254)

(255)

(256)

(257)

(258)

(259)

(260)

(261)

(262)
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m.d*
I, = (263)
64
m.d3
W, = =0,1.d3 (264)
° 32
T
L, =—.(D*—-ad* 265
n (D*—d*
L il
32 D
(266)
(D* — d*)
Obr. 68 Priifez tyce 3 [6] =0,1. D
b/2 b b b
BER ) - B.H®—b.h®
3 v g7 B 96 I, = (267)
L r/I i : :pj = | 12
* ZiE . B.H? — b. k3
1 A am [ (277 W, = — = (268)
6.H
B B B B
Obr. 69 Prurezy tyci 4 [6]
a a2 b a2 1
-t 3 3 3 269
i Ix=§.(B.el—b.h +a.e;) (209
2 :
Z0 ] o
Z 1 © a.H? + b.t? 270)
yF; S “H—-t+—x e, =
% qd s 17 2(a.H + b.t)
B |~1| B
= e, =H—eg (271)
Obr.70 Prurezy tyci 5 [6] ]
W, == (272)
€1
I
w,, == (273)
€2
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ZAVER

ZAVER

Na zaklad€ zadani byla vypracovana reSerse staticky urcitych a neurcitych nosniki.

V prvni ¢asti byly popsany dil¢i ptistupy k jednotlivym metodikdm vypocti.

Nejprve byla popsana metoda obecného piistupu vypoctu prihybu a natoCeni, nasledné
ptistup k vypoctu pomoci Castiglianovy véty a nakonec byla definovdna metoda za zéklad¢
principu energie napjatosti. Tato ¢ast byla rozSifena o grafickou podobu jednotlivych tezi,
chrakterizujici uvolnéné Casti télesa.

V dalsi kapitolu charakterizuji jednotlivé typy nosnikli doplnéné o vypocty prihybl a
natoCeni. Tyto deformace byly zndzornény v grafické 2D podobé& u vyobrazenych nosnik.

Posledni kapitolou byl seznam kvadratickych momentl a prafezovych modull u nejcastéji
pouzivanych pruafezl, které jsou nedilnou soucasti vypocta a také zde byla popsdna metoda
vyuziti Steinerovy véty.

Prace byla zhotovena jako podplrny studijni materidl a jsem piresvédCen, ze bude
napomocna zejména pii feSeni vlastnosti nostnikid na zdkladé€ pisobeni vnéjsich sil.
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a,b,c,d
A,B,C.D
E

€1, €2

F

I

/

Ma, Mg, Mc, Mp

Mmax
Mo

Mor, Mort, Mo

N
q
Q
R

r

Wo

X, Xo

yiy2
¢, 0
N1

Q

[m]
[-]
[Mpa]
[N.m]
[N]

[m®]

[N]
[N]
[N]

[m’]

[N]
[J]
[m’]
[m]
[m]
[m]
[rad]

Délka(vzdalenost)

Vazby

Modul pruznosti
Momentova ramena
Osam¢la ptisobici sila

Osovy kvadraticky moment
Délka

Moment vztazeny k bodu
Maximalni ohybovy moment
Ohybovy moment

Moment vztaZeny k fezu
Normalova sila

Liniova sila

Spojité zatizeni

Silovéa vyslednice

Polomér

Reakeni sily ve vazbach
Reak¢ni sila ve vazbé A s ve sméru x
Reakeni sila ve vazbé A s ve sméru y
Obsah

Posouvajici sila

Energie napjatosti

Prifezovy modul

Délka fezu

Prihyb

Prhyb v bodech

Natoceni

1. ¢ast rovnice 35

2. ¢ast rovnice 35

Obecna silova soustava

Obecné téleso
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