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Abstrakt

Tato prace se zabyva neholonomni mechanikou, popisem neholonomnich podminek a algo-
ritmy fizeni. Konkrétné je popsan model 4-¢lankového hada. Z kinematickych rovnic jsou
odvozena dvé zakladni ridici vektorova pole, pomoci Lieovy zavorky vektorovych poli jsou
pak doplnéna o ¢tyti dalsi. Pomoci téchto vektorovych poli je navrzen algoritmus tizeni
hada. V zavéru prace je v simula¢nim prostiedi V-REP aplikovan serpenoidni input.

Summary

This thesis deals with the nonholonomic mechanics, description of nonholonomic con-
straints and the control algorithms. In particular it focuses on snake with 4 links. From
kinematic equations we derive elementary vector fields, later four more are added thanks
to Lie bracket. Using these vector fields we are able to devise an algorithm for contro-
ling the snake. Furthermore, the thesis also includes a serpenoid input applicated in the
simulation enviroment V-REP.
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L d
Uvod

V poslednich letech robotika zaznamenava velky vzestup a nachazi uplatnéni v mnoha
odvétvich. Hadu podobni roboti maji velky potencidl poméhat pri naroc¢nych chirurgic-
kych operacich. Operace provedena robotickym hadem tak potfebuje pouze jeden jediny
fez, navic ¢lanky hada vzdy sleduji pohyb predchazejiciho ¢lanku, ¢imz se vyhneme naru-
Seni citlivych tkani. Prozatimni nevyhodou tohoto robota je jeho nadmérna velikost, jak
uvadi Grifantini [3].

V roce 1972 sestrojil japonsky profesor Shigeo Hirose prvni prototyp robotického hada
ACM-III. Obsahoval 20 clankt s pasivnimi kolecky, méril 2 m, vazil 28 kg a dosahoval
rychlosti az 0.5 m/s.

Tato prace se bude zabyvat popisem robotického hada tvoreného ¢tyrmi ¢lanky, které
jsou spojeny tfemi aktivnimi klouby. Uprostied kazdého ¢lanku je pasivni kolecko, které
neni pohanéno. Tedy jediny zptsob, jak se had miize pohybovat, je zména natoceni ak-
tivnich kloubti. Tteci sila mezi hadem a podlozkou, kterd je zavisla na natoceni ¢lanku
(a tedy i kolecka), zapri¢ini, ze se had bude pohybovat sndze ve sméru natoceni kolecka.
Nasim cilem bude nalézt takovy pohyb, aby kolecko kazdého ze ctyr clankt neprokluzo-
valo, tedy aby se pohybovalo vzdy ve sméru daného ¢lanku. Popisem tohoto modelu hada
a odvozenim jeho kinematickych rovnic se budeme zabyvat v kapitole 4.1.

V kapitole 4.2 vyuzitim prostredku diferencidlni geometrie (zejména pak operace Lie-
ova zavorka vektorovych poli) zkonstruujeme dopliiujici vektorova pole, kterd ndm umozni
dalsi pohyby hada.

Cilem této prace bude naplanovat fizeni hada tak, aby byly dodrzeny podminky ne-
smykani kolecek. Pokusime se aproximovat pohyby podél doplnujicich vektorovych poli
cyklem pohybii podél zakladnich vektorovych poli. Této problematice se budeme vénovat
v kapitole 5.2. Samotné fizeni hada pak bude predvedeno v kapitolach 5.3 a 5.4.

Zéavérem bude v simula¢nim prostiedi V-REP sestaven model hada podobny prvnimu
prototypu od prof. Shigeo Hirose. Riditelnost hada bude zajisténa serpenoidnim inputem.
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1 Zaklady diferencialni geometrie

V této kapitole se budeme vénovat definovani potrebného teoretického aparatu, ktery
v pozdégjsich kapitoldch vyuzijeme. Bylo ¢erpano prevazné ze zdroju [1], [2], [7] a [10].

1.1 Varieta, mapa, atlas

Definice 1.1.1 Mnozina X se nazyva topologicky prostor, jestlize existuje kolekce pod-
mnozin X (jednotlivé mnoziny v kolekci podmnozin X nazyvame otevrené mnoziny) spl-
nujici nasledujici axiomy:

1. § a X jsou oteviené mnoZiny

2. sjednoceni konec¢ného nebo nekonecného poctu otevienych mnozin je oteviena mno-
Zina

3. prinik konecného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina

Definice 1.1.2 Necht f : X — Y je zobrazeni mezi dvéma topologickymi prostory X, Y.
Pak vzor mnoziny B CY je f~1(B) = {x € X | f(x) € B}.

Definice 1.1.3 Zobrazeni f nazveme spojité, jestlize pro libovolnou otevienou mnozinu
B CY je f~YO) otevienad mnozina.

Definice 1.1.4 Méjme bijektivni zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory X a
Y. JestliZe jsou zobrazeni f a f~! spojitd, pak se f nazyva homeomorfismus. Topologické
prostory X a Y jsou vzijemné homeomorfni (znacime X = Y'), jestlize mezi nimi existuje
homeomorfismus.

Pozndmka. Existenci zobrazeni f~! ndm zajisti bijekce f, protoZe bijektivni zobrazeni je
injektivni a surjektivni a k injektivnimu zobrazeni existuje vzdy inverzni zobrazeni.

Definice 1.1.5 Varieta je topologicky prostor M C R™, kde pro kazdé x € M existuje
oteviena mnozina O C M tak, ze

1.z €O

2. O je homeomorfni s R"

3. n je stejné pro vsechna x € M
Cislo n se pak nazyvéa dimenze variety M.

Poznamka. V nasem pripadé robota bude mit varieta dimenzi takového tadu, kolik je
potifeba parametrii k popsani dané konfigurace robota.

Definice 1.1.6 Méjme varietu M, otevienou podmnozinu U C M a homeomorfismus
¢ : U — R™ Dvojice (U, ¢) se nazyvad mapa. Zobrazeni ¢, které je dédno n-tici funkci
(¢, ..., ¢"), které zapisujeme ve tvaru (¢') nebo (¢!, ..., ¢") nazyvame lokdini souradnice.
Mnozinu U nazyvame jako souradnicové okoli.

Poznamka. Soutadnice variety budou v pripadé hada bud jednotlivé polohové parametry,
nebo parametry natoceni jednotlivych kloubii.

Definice 1.1.7 Necht (U, ¢) a (V,4) jsou mapy na varieté M, pficemz U NV # (. Tyto
mapy indukuji zobrazeni 1o ¢~ : R"® — R", které oznacujeme jako prechodové zobrazent.
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Yoot
Obrazek 1.1: Pfechodova funkce 1) o ¢!

Definice 1.1.8 Soubor map (U,, ¢s), o € I na M takovy, ze U, pokryvaji varietu M,
se nazyva atlas.

Prikladem jednoduché variety je zemsky povrch. Muzeme ho idealizovat jako sféru,
tedy spojitou zakiivenou dvourozmérnou plochu S?. Zjevné plati, Ze lokdlné mutiZeme
zavést mapy souradnic (napf. mapu Afriky, Ceské republiky, Rakouska, atd.). Mapy do-
hromady tvoii atlas pokryvajici celou varietu S2. Viiéi jednotlivym mapdm lze studovat
trajektorii, rychlost nebo zrychleni, lze tedy derivovat a integrovat.

Piedstavme si nyni mapu Rakouska a mapu Ceské republiky, které obsahuji dany stét
a jejich blizké okoli za hranicemi. Obé mapy se zajisté prekryvaji na okoli hranic obou
statt. Pokud jede automobil na zemském povrchu pies hrani¢ni prechod z Ceské republiky
do Rakouska, homeomorfismus nam umozni popsat trajektorii auta, jeho rychlost atd.
na mapé Ceské republiky. Pfirozeny pozadavek je, ze pokud pomoci prechodové funkce
budeme chtit tuto rychlost, trajektorii nebo zrychleni vyjadrit na mapé Rakouska, budeme
pozadovat, aby vSechny tyto vlastnosti ztistaly stejné. Stejné tak to pozadujeme v opacném
poradi statt. Tento pozadavek bude splnén, pokud bude prechodova funkce dostatecné
hladka. To nas motivuje k zavedeni nasledujicich definic a pojmu hladka varieta.

Definice 1.1.9 Atlas U = (Uy, Po) variety M se nazyva hladky, jestlize pro libovolné
mapy (U, ¢) a (V,4) v U plati, Ze jestlize U NV # ), pak jsou prechodovd zobrazeni
Yoot agoy difeomorfismy (tj. zobrazeni, které je homeomorfismus a zdroven t¥idy
(C*) definované na U N V. V takovém pripadé se tyto dvé mapy nazyvaji slucitelné.

Definice 1.1.10 Atlas U se nazyva uplny, jestlize obsahuje vSechny mapy s nim slucitelné
(tj. jsou slucitelné s kazdou mapou v atlase).

Definice 1.1.11 Varieta definovana v 1.1.5 spolu s tplnym hladkym atlasem se nazyva
hladka varieta.

1.2 Vektorovy prostor

Definice 1.2.1 Méjme mnozinu G a binarni operaci + : G x G — G tak, ze mnozina G
je uzaviena vuci operaci +, a spliuje néasledujici axiomy:

1. Asociativita pro s¢itani prvki: pro Va,b,c € G plati (a+b)+c=a+ (b+c¢)
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2. Existence neutralniho prvku: pro Va € G,d e € G tak, zeplatia+e=e+a=a

3. Existence inverzniho prvku: pro Va € G, 3 b € G tak, zeplatia+b=b+a=¢e,
pak se usporddana dvojice (G, +) nazyva grupa. Prvky grupy nazyvame vektory. Plati-li
navic a + b = b+ a pro Va,b € G, pak grupu (G, +) nazyvame komutativni (abelovskou)
grupou.

Definice 1.2.2 Usporadana trojice (V, +, -) se nazyva vektorovy prostor (nad R), jestlize

je mnozina V' uzaviena vici bindrni operaci - : R x V' — V' a spliuje nasledujici axiomy:
1. Mnozina V' spole¢né s operaci + tvori komutativni grupu.
2. Asociativita pro nasobeni vektoru: pro Va € V' a Va, f € R plati a(fa) = (af)a.
3. Distributivita skaldrnich sou¢tt: pro Va € V a Vo, 8 € R plati (a+ f)a = aa + fa.
4. Distributivita vektorovych sou¢ti: pro Va,b € V a Vo € R plati a(a+0b) = aa+ ab
5. Identita skalarniho nasobeni: pro Va € V' a ¢islo 1 € R plati 1la = a.

Prvky a € R nazyvame skaldry.

Pozndmka. V predchozi definici jsme pri formulaci jednotlivych axiomt vynechavali zapis
operatoru -. Plati tedy, ze o - a = aa.

1.3 Operace na varieté a tecny prostor

Definice 1.3.1 Funkci na varieté M nazyvame zobrazeni f : M — R.

Definice 1.3.2 K7ivkou y(t) na varieté M nazyvame hladké zobrazeni v : I — M, kde
t je spojity redlny parametr z otevieného intervalu I C R a v(t) je odpovidajici jedno-
rozmérna trajaketorie na M. V néasledujicich avahéch budeme predpokladat, Ze interval
I obsahuje nulu.

Pozndmka. Funkce na varieté je napriklad funkce, ktera kazdému bodu na zemském po-
vrchu priradi teplotu v daném bodé. Krivku na varieté si mizeme predstavit jako Zelez-
ni¢ni trat na zemském povrchu.

Definice 1.3.3 Rekneme, ze dvé kiivky v a o spliiujici v(0) = 9(0) = ¢ € M se dotykaji
v bodé q € M, jestlize existuje souradnicové okoli U C M bodu ¢ s lokalnimi souradnicemi
(q") tak, ze plati
d(g 07)(0) _ d(g o 9)(0) )
dt B dt '

Poznamka. Snadno miuzeme dokazat, ze predchozi definice nezavisi na volbé lokalnich
souradnic.
Pozndmka. Je nutné rozlisit, kdy se dvé krivky protinaji a kdy se pouze dotykaji. V nasem
pripadé pozadujeme pouze to, aby se dotykaly, ale neprotinaly, coz je prisnéjsi pozadavek,
jelikoz pozadujeme nejen stejnou funkéni hodnotu, ale i stejnou derivaci v daném bodé.

Definici 1.3.3 mtzeme také chapat jako relaci ~. Plati, ze v ~ ¥ < ~ se dotyka o
v néjakém bodé ¢ € M. Snadno se presvédcime, ze tato relace je relace ekvivalence. Proto
muzeme zavést nasledujici definici.

Definice 1.3.4 Ttidu ekvivalence kiivek (), které splnuji v(0) = ¢ a dotykaji se v bodé
q € M nazyvame tecny vektor variety M v bodé q a znacime t, = d'Z—(tO) = 4(t). Cisla
& = w pak nazyvame souradnice vektoru t, v lokalnich souradnicich (¢).
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Definice 1.3.5 Mnozinu vsSech tecnych vektort variety M v bodé ¢ nazyvame tecnym
prostorem variety M v bodé g a znacime jej T, M.

N

Obrazek 1.2: Krivky na varieté, tecny prostor a jeho tecné vektory

Poznamka. Dimenze T, M je rovna dimenzi variety M, tedy n.
Pozndamka. Tecny prostor T, M tvoii spolecné se s¢itdnim vektori a ndsobenim skaldrem
vektorovy prostor definovany v 1.2.2.

Definice 1.3.6 Disjunktni sjednoceni tec¢nych prostort ve vSech bodech variety M se

nazyva tecny bandl variety M. Znacime jej TM = |J T,M.
qeEM

Poznamka. Pro vybér bodu ¢ mame n, pro vybér vektoru v 7, M mame také n souradnic.
Dimenze T'M je tedy n 4+ n = 2n.

1.4 Vektorové pole

Definice 1.4.1 Hladké vektorové pole na hladké varieté M je hladké zobrazeni
h:q— h(q), (1.2)

které priradi kazdému bodu ¢ € M te¢ny vektor h(q) € T,,M. Mnozinu vSech hladkych
vektorovych poli na varieté M oznacujeme jako Vec(M).

Definice 1.4.2 Necht M je hladkd varieta a h € Vec(M). Rovnice
q="h(q), e M (1.3)
se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice na M. ReSenim této rovnice je hladké kiivka

v: I — M, kde I C R je interval tak, ze pro kazdé ¢t € I plati 4(t) = h(v(t)). Kfivku
~ pak nazyvame integralni krivkou vektorového pole h.

Véta 1.4.3 Necht M je hladka varieta a h € Vec(M). Uvazujme Cauchyho dlohu

q(0) = qo

Pak pro kazdy bod ¢y € M existuje § > 0 a FeSeni vy : (—0,9) — M, které oznacujeme
V(t: qo)-

Pozndamka. Predchozi véta muze byt chapana jako geometrickd interpretace Peanovy
véty o existenci feseni obycejnych diferencialnich rovnic.

Toto Teseni je jednoznacné v nasledujicim smyslu: jestlize existuji dvé feseni v, : [ —
Mayy: I - M, kde I; a I jsou dva ruzné intervaly obsahujici nulu, pak v (t) = v2(t)
pro vSechna t € I, N I,. Toto vede k zavedeni nasledujici definice.
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Definice 1.4.4 Mazimdalni reseni Cauchyho tlohy (1.4) je feseni vy : I — M, které nelze
rozsitit na vétsi interval J obsahujici 1.

Definice 1.4.5 Vektorové pole h € Vec(M) se nazyva dplné, jestlize pro kazdé qo € M
je maximalni feseni Cauchyho ulohy (1.4) definovano na intervalu I = R.

Definice 1.4.6 Necht h € Vec(M) je tplné vektorové pole. Pak zobrazeni

G M =M, ¢lq) =(tq), (1.5)

kde t € R a v(t; q) je integralni kiivka vektorového pole h, nazyvame tokem generovangm
vektorovym polem h (zkrédcené tok vektorového pole h).

Piiklad 1.4.7 Mé&jme vektorové pole h(x,y) = (y — z,—y — z) na varieté R? ve stan-
dardni bazi. Na obrazku 1.4.7 (vykresleny v programu Maple) vidime integralni krivku
vektorového pole h z bodu v(0; qp) = qo = [6,6] v case t € (0, 10). Tok vektorového pole
¢i(q) prifadi bodu ¢ = (0; o) za ¢as t soutadnici y(¢; qo)-

N NN AR R R |
NN T T T T S
~~~~~~ NN U O S
i S A SR G AN/
W~ SN N O R | /
it MRS N S ST B BV A A
ST = = =N 2_\ [ T B A A /
AP P RN N A A A /
ST T S s s e - A 4 /
J J S 7 s s s s 4 s s / /
s/ 7 Lyt 1 Ly Q\y' g
/ / J /7 7 7 1o ' . - - ,x/////
V2R A R B TR SN N PR
/ J 711 11 \_2' \\\\\\\ -
Y/ A T T N N N -
/7 T 11100 VNN N N ——
77 [ R T S I N —
]1 L T Y N N N N N
1 I‘ 1’\‘\‘\’\ NNNINN SN N~ ——
W 1 \ \ \ \ AN NEBAN N N N S —

Obrazek 1.3: Integralni kiivka vektorového pole h(z,y) = (y — x, —y — x)

1.5 Lieova zavorka vektorovych poli

Definice 1.5.1 Necht V' je vektorovy prostor. JestliZe existuje bilinearni operator [-, -] :
V xV — V tak, ze pro Vqi, ¢, q3 € V plati
1. Antikomutativita: [q1, ¢2] = —[q2, ¢1]

2. Jacobiho identita: HQD q2]7 Q3] + HQ37 QI]7 Q2] + H‘h; Q3]7 Q1] = 07
pak dvojice (V,[-,+]) se nazyva Lieova algebra.

Definice 1.5.2 Necht f, g jsou vektorova pole na hladké varieté M a ¢ je bod na ni. Lie-
ova zdvorka vektorovijch poli f, g (znaceno [f, g]) je opét hladké vektorové pole definované
nasledovneé:

_ 99, 0Of

[f.9] = 2] ~ 347 (1.6)
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Poznamka. g—g (resp. g—f;) je Jacobiho matice funkce g (resp. f).

Véta 1.5.3 Necht M je hladka varieta, Vec(M) je vektorovy prostor vSech hladkych
vektorovych poli na M a [,:] je operdtor pro Lieovu zavorku vektorovych poli. Pak
(Vec(M), [+, +]) je Lieovou algebrou.

Priklad vypoctu Lieovy zavorky vektorovych poli bude uveden pozdéji v 2.3.2.

1.6 Distribuce

Definice 1.6.1 Méjme vektorovy prostor V' a hladka vektorova pole hy, ..., hy € V. Pak
distribuci /\ vektorovych poli hy, ..., h; definujeme jako

A =span{hy,..., hy}. (1.7)
Pozndmka. spanf{hy, ..., hi} je linedrni obal vektoru {hy,..., hs}, tj.
Span{hlv SRR hk} = ulhl + Ughg + -+ U’khkn

tedy h; jsou bazové vektory a u; jsou koeficienty u; : M — R.

Pozndmka. V libovolném bodé ¢ € M plati A(q) = span{hi(q),...,hn(q)} C T,M.
Obecné vsak distribuce vektorovych poli A neni vektorovy prostor, protoze nemame za-
jistény inverzni prvek vici nasobeni, jelikoz ne vSechny funkce maji také inverzni funkci
definovanou na stejném intervalu.

Definice 1.6.2 Rekneme, ze distribuce A = span{hi,..., i} je requldrni, jestlize pro
Vg € M plati dim(A(q)) = k.

Definice 1.6.3 Rekneme, ze distribuce A = span{hy, ..., hi} je involutivni, jestlize pro
\V/hi, hj S {hl, cee hk} plati [hz, hj] e A.

Definice 1.6.4 Necht M je hladka varieta dimenze n. Distribuce A = span{hy,..., hy}
se nazyva integrabilni, jestlize v kazdém bodé ¢ € M existuje n — k hladkych funkei
fi it M= R" ¢ =1,...,n — k tak, ze vektory %—q" jsou linearné nezavislé a pro kazdé
vektorové pole h € A plati:

df;
dq

I
—_

h(q) =0, i sooon—k (1.8)

Vysvétleni predchozi definice si ukazeme pozdéji v prikladu 2.3.2. Tuto sekci zakonc¢ime
velmi dilezitou vétou, kterou budeme casto vyuzivat.

Véta 1.6.5 (Frobeniova) Regularni distribuce je integrabilni pravé tehdy, kdyz je in-
volutivni.
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2 Rizeni systému

V této kapitole se budeme zabyvat definovanim potiebnych pojmi z oblasti teorie
rizeni a zakladnim rozdélenim fidicich systému. Hlavnim zdrojem je [7].

2.1 Ridici systém

Nasim cilem pfi odvozovani kinematickych vlastnosti hada bude urcit, jaké mozné pohyby
kloubt ptipadaji v ivahu, abychom dodrzeli podminku nesmykani. Tyto pohyby zjistime
nalezenim tzv. ridici matice.

Definice 2.1.1 Mg&jme vektorova pole hy,...,hy € M abod ¢ = (q,-..,q,)" € M. Pak

q=hi(Qus + -+ hp(q)u, (2.1)

kde uq, ..., u; € R, oznacujeme jako ridici systém. Matici H = (hq, ..., hy) (jejiz sloupce
tvori vektorova pole h;) oznacujeme jako ridici matici.

Pro tidici systém tedy plati ¢ € A(q). Lze jej ale definovat i pomoci tzv. Pfaffovych
podminek.

Definice 2.1.2 Mgjme hladkou varietu M, bod ¢ = (qi,...,¢,)" € M a funkce na vari-
eté g1(q), - .., gn(q). Pak linedrni rovnici

s neznamymi ¢y, . . . , ¢, nazyvame Pfaffovou podminkou.

Poznamka. Ptfaffovy podminky budou v nasem pripadé vyjadiovat to, ze smér pohybu
(tedy rychlost) daného kolecka na hadu musi byt stejny, jako natoceni kolecka.

2.2 Prevod implicitniho vyjadreni podminek na para-
metrické

Uvazujme nyni varietu M a soustavu m linedrné nezavislych Pfaffovych podminek s ne-
znamymi gy, . . ., ¢,. Pfipomenme si vétu o fesitelnosti soustavy linearnich rovnic. Jestlize
m = n, pak mame jednoznacné urcené reseni. Jestlize m < n, pak existuje reseni
s k = (n —m) parametry. Piipad m > n nastat nemuze, protoze Pfaffovy podminky
by v tom ptipadé nebyly linearné nezavislé.

Refenim této soustavy tedy dostdvame iidici systém ¢ = H(q)u, kde ¥idici matice

H(q) je tvofena k = (n — m) vektorovymi poli h;(q), a koeficienty u = (uy, ..., u;) € R¥.
Ridici systém ¢ = H(q)u je tedy distribuce A = span{hi(q),...,hx(q)}.
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2.3 Holonomni a neholonomni systémy

V predchozim odstavci jsme ztotoznili Tidici systém s distribuci jeho vektorovych poli.
Proto miizeme zavést néasledujici definici.

Definice 2.3.1 Ridici systém je integrabilni (prip. requldrni, involutivni pravé tehdy,

kdyz je jeho distribuce vektorovych poli integrabilni (pfip. regularni, involutivni).

Pozndmka. Castéji pouzivime namisto vyrazu integrabilni jeho synonymum holonomni.
Holonomni systém je tedy integrabilni systém. Neholonomni systém je systém, ktery neni
integrabilni.

Priklad 2.3.2 (Priklad holonomniho systému) Méjme varietu R® a ¢ = (z,y,2)" € R3.
Maéame soustavu zadanou jednou Pfaffovu podminku:
r+yy+2¢2=0 (2.3)

Z kapitoly 2.2 vime, ze tuto implicitné zadanou soustavu mizeme prevést na parametrické
vyjadieni s k = (n —m) = (3 — 1) = 2 parametry. Substituci § = —xuy, 2 = —zus, kde
up, ug € R jsou pravé ony zminované parametry, dostavame ridici systém

x Y z
¢g=| 9 |=| =z |+ 0 |u (2.4)
z 0 —x

Vidime, ze vektorova pole h; = (y, —z, O)T a hy = (2,0, —:C)T jsou linedarné nezavisla,
tudiz distribuce A = span{hy, ha} je regularni.

Aby byla distribuce integrabilni, musi byt podle Frobeniovy véty 1.6.5 involutivni. To
ovérime snadno:

0 01 Y
oh oh
[hl,hg]:a—2h1—a—lh2: 0 0 0 —T
q q -1 0 0 0
0 1 0 z 0
—1 -1 0 0 0 = z (2.5)
0O 0 O - —y
Pomoci determinantu
y —x 0
det| 2z 0 -z =0
0 2z —y

se muzeme presvedCit o tom, ze vektorova pole hy, ho, [hq, ho| jsou linedrné zavisla, tedy
[h1, ho] € A, tedy A je involutivni.

Overili jsme, ze distribuce A = span{hy, ha} (a tedy podle 2.3.1 i systém (2.4)) je
regularni i involutivni. Podle Frobeniovy véty 1.6.5 je tedy také integrabilni.

Podle 1.6.4 tedy musi existovat n — k = 3 — 2 = 1 hladké funkce f tak, aby platilo

“Lhi(q) =0, i=12. (2.6)



Tato funkce skutecné existuje a je ve tvaru f(q) = 22 +y* + 22 — 1> =0, kde r € R.
Podminku integrability (2.6) snadno ovérime:

Y z
( 2ei 2y 222 ) - —x | =0, ( 20 2yy 222 ) . 0 =0 (2.7)
0 —T

Vyslednd rovnice f(q) = 0 tak predstavuje podvarietu, po které se mizeme pohybovat
v R3. Tato podvarieta je sféra o poloméru r, na které je mozny pohyb. O spravnosti vypo-
¢t se muzeme presvedcit derivaci f(g) podle ¢asu ¢. Dostaneme tak Pfaffovu podminku
(2.3).

Zéakladni rozdil v holonomnim a neholonomnim systému je ten, ze v pripadé holo-
nomniho systému mame omezeny pohyb. V tomto pripadé se pohybujeme na sfére polo-
méru r a jinam se nemuzeme dostat.

Prikladem neholonomniho systému je pravé 4-¢lankovy had, nebo segway, o kterém je

nasledujici kapitola. Jak se pozdéji presvédc¢ime, had ani segway nejsou integrabilni prave
z divodu Frobeniovy véty 1.6.5.
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3 Kinematika neholonomnich
systému

V této casti se budeme zabyvat odvozenim fidici matice na modelu dvoukolového
dopravniho prostiedku - segwaye. Pohyb segwaye podél osy kolecek je nazornym prikladem
neholonomni mechaniky, protoze ridi¢ musi vykonat sekvenci jednotlivych pohybu tak,
aby se mohl posunout ve sméru osy kol. Bylo ¢erpano z [7].

3.1 Priklad segwaye

Segway umistime do libovolné konfigurace ¢ = (z,y,0)T. Pohybujeme se tedy na hladké
varieté M = R? x S1.

Ay

(2,y)

QL

xT

»
-

Obrézek 3.1: Konfigurace segwaye

Pozadujeme, aby se kola segwaye nesmykala, to znamend, ze smér rychlosti ¥ bude
rovnobézny se smérem kol. Tato podminka je ekvivalentni tomu, Ze smér rychlosti bude
kolmy na smér osy kol 0. Pfaffovu podminku nesmykani kol mtizeme tedy vyjadrit jako

7-G=0 (3.1)

Kola maji rychlost ¥ = (&,7) a smér osy 0 = (sinf, — cos#). Tyto hodnoty dosadime
do podminky (3.1) a roznasobenim skaldrniho souc¢inu dostavdme rovnici

sinf —gycosf =0 (3.2)

Prevodem na parametrické vyjadreni (viz 2.2) dostavame fidici systém

T cosf 0
qg= y = sinf |ur+ | 0 | uo, (3.3)
0 0 1

kde uy,us € R.

Vidime, 7e jednotlivd vektorovéa pole f = (cosf,sin6,0)" a g = (0,0,1)7 z4visi pouze
na soufadnici . Tento vysledek je predpokladatelny, protoze na mozné pohyby segwaye
nebude mit vliv, jaké jsou pravé jeho polohové souradnice (z,y) € R% Dosadime-li pak za
0 konkrétni thel, napt. 6 = %, dostévdme f = (3, \/75, 0)T a g = (0,0,1)T. Vektorové pole
f spolecné s nasobkem u; ndm za umozni pohnout se ve sméru natoceni segwaye. Velikost
x-ové slozky rychlosti a y-ové se bude v poméru % ; \/7§ Naopak vektorové pole g spolecné
s nasobkem wuy ndm umozni ménit na misté natoceni segwaye rychlosti 1. Samoztejmé
je také mozné provést linearni kombinaci téchto poli, v tom pripadé bychom se rozjeli a
zaroven se segwayem zataceli.
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3.2 Interpretace Lieovy zavorky vektorovych poli

V predchozim pripadé jsme pii odvozovani ridiciho systému segwaye dospéli k zavéru,
ze v libovolné konfiguraci mame dva mozné pohyby, pohyb ve sméru natoceni kol nebo
libovolné otaceni. Segway se ale pfimo nemiize pohnout ve sméru kolmém na smér natoceni
kol. Tento pohyb je vSak mozny pomoci vhodné kombinace f a g provést v casovém
intervalu ¢t € (0,4At) pomoci tzv. piecewise inputu (po cdstech konstantniho inputu)
takto:

=)

) pro t € (0, At)

) pro t € (At,2At)
—1,0) pro t € (2At,3At)
0,—1) pro t € (3At,4At)

S =
)—‘>_|

V prvnim a tretim casovém intervalu kona segway posuvny pohyb, ve druhém a ¢tvr-
tém pohyb rotacni. Trajektorie pak vypada nasledovneé.

I TS5 g

Obrazek 3.2: Pohyb segwaye: a) ¢ Yt =At, c)t =2At,d) t =3At, e) t =4t

Dosahli jsme tedy toho, Ze se segway posunul ve sméru osy kol. Tento pohyb nam
ridici systém (3.3) neumozioval.
Obecné uvazujme konfiguraci ¢ = (q1, g2, - - -, ¢n)” a Fidici systém s dvéma vektorovymi
poli
¢ = f(@)u + g(q)us (3.5)
V nagsem modelovém piikladu (3.4) je tedy f(q) = (cosf,sin6,0)" a g(q) = (0,0,1)7.
Jednotlivé pohyby jsou pohyby podél vektorovych poli f, g, —f, —g.

—f g(2At)
q(3A1)
g .
q(4At)
! g(Ot)

q(0)
Obrazek 3.3: Posunuti podél vektorovych poli
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Oznac¢me ¢ = h(q). Potom

dh  dhdg ah _oh

T dt " 9qdt 8q " 9q (9) (36)

Jelikoz je M je hladké varieta, mizeme polohu ¢(t) v prislusnych souradnicich v okoli
bodu pro ¢as t = a nahradit Taylorovym polynomem
t—a)?. t—a)
o) = afa) + (1 — () + V) + L@ @)
Pro vyjadrieni polohy ¢(At) dosadime do (3.5) podle (3.4) vektor u = (1,0), protoze
se pohybujeme v ¢ase t € (0, At) a vyuzitim (3.6) a (3.7) pro a = 0 dostavame

o) = a(0) + Bt1@(0) + 3OO |  fa(0) + . 33

Polohu ¢(2At) dostaneme dosazenim a = At a t = 2At do (3.7). Volime vektor
u = (0,1), protoze nahradu Taylorovym polynomem provadime pro cas t € (At, 2At)

q(2At) = q(At) + At g(q(At)) + (At)

By IO o (39)

Vyraz g(q(At)) predstavuje tok vektorového pole za ¢as t € (0,At) a miZeme jej
vyjadrit pomoci Taylorova polynomu pro funkei g(gq(t)) pro a = 0. VyuZijeme toho, ze
v ¢ase t € (0, At) podle (3.4) a (3.5) plati ¢ = f(q). Dostavame tedy

g(g(A1)) = g(q(0)) + Atg(g(0)) + -~ = g(g(0)) + At (Z—Z%)

= g(q(0)) + Atg—‘g

q(0)

Flg(0) + ... (3.10)

q(0)

( u funkei f,g. Dosazenim do (3.9) a
q(0

Pro zjednoduseni budeme vynechavat zapis

pouzitim (3.8) dostédvame

B 10f 10g
q(2At) = q(0) + At (f +g) + (At)? (28 + aq + 58—(}9) + (3.11)
Obdobnym postupem bychom dostali ¢(3At) ve tvaru
0 10
q(3At) = q(0) + At g + (At)? ( f— f 58_gg) + - (3.12)
a konecné
B dg 8f
q(4At) = q(0) + (At)? <8q 8q ) +-- (3.13)

Posunuti Aq za casovy interval ¢ = 4At je tedy

Aa= (480 - q(0) = (807 (27 = o) 4= aeptngl + o(@0®), 31w
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kde O((At)?) jsou funkce f(At) spliujici

A
At—0 (At)?

(3.15)

Na pravé strané jsme obrZeli v souc¢inu s (At)? Lieovu zavorku vektorovych poli [f, g]
definovanou v 1.5.2, tudiz se jednd o jeji moznou interpretaci.

Dosadime-li za obecnd vektorova pole f, g pivodni vektorové pole f(q) = (cos 8, sin @, 0)T
a g(q) = (0,0,1)T, dostavame

sin 6
[f,g] = —cosf |. (3.16)
0

Snadno se presvédéime, ze [f, g] ¢ A, kde A = span{f, g}. Podle 1.6.3 a 1.6.5 se tedy
jedna o neholonomni systém.
Pozndmka. V 1.5.1 jsme uvedli, ze Lieova zavorka vektorovych poli je antikomutativni. To
muzeme snadno vidét, pokud bychom v (3.3) prohodili poradi f, g, posunul by se segway
nahoru, nikoliv dolfi.
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4 Model ctyrclankového hada

V této kapitole se budeme vénovat modelu 4-¢lankového hada s pasivnimi kolecky
uprostied kazdého ¢lanku. Pasivni kolecko neméa servomotorek, proto jediné prvky, které
muzeme ovladat, jsou klouby mezi jednotlivymi ¢lanky:.

Nejdrive odvodime kinematické rovnice a poté je doplnime dopliujicimi tidicimi vek-
torovymi poli tvorenymi kombinaci vhodnych Lieovych zavorek vektorovych poli.

4.1 Odvozeni kinematickych rovnic

y A

21
(2%3 ) pr)

>
X
Obrazek 4.1: Konfigurace 4-¢lankového hada

Na obrazku 4.1 vidime obecnou konfiguraci hada. Konec hada jsme oznacili sourad-
nicemi (z,y), hlava hada se tedy nachézi na opaéném konci. Konkrétni konfigurace hada
je popsana pomoci ¢ = (61, 0,05, 04, 2,y)T € (S1)* x R2. Jedn4 se tedy o hladkou varietu
dimenze 6. Ovladat a ménit mizeme pouze parametry 6, 03, 60,, které predstavuji nato-
¢eni jednotlivych kloubtt mezi ¢lanky pomoci servomotorkt. Délku jednoho ¢lanku jsme
z praktickych ucelua zvolili 2.

Pro pozdéjsi ucely je treba zdtraznit znaménkovou konvenci tihli. Kladny thel je ta-
kovy, ktery je orientovan ve sméru hodinovych rucicek, naopak zaporny tihel je orientovan
proti sméru hodinovych rucicek. Na obr. 4.1 mame tedy jediny zdporné orientovany tihel,
a to 0.

Uhly 65, 65, 04 jsou pouze relativn{ Ghly natocen{ mezi jednotlivymi ¢lanky, které ndm

ale nic nefikaji o absolutnim natoceni dané¢ho c¢lanku vzhledem k ose z. Pro absolutni
natoceni #,,, i-tého ¢lanku plati

Oapsi = 01 +0x + - -+ 0;. (4.1)
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Polohu i-tého kolecka p; = (pyi, pyi) pak mizeme vyjadrit soufadnicemi:

i1

Poi = 2 + 21 Z c08(baps,;) + 1 cos(Oaps,i) (4.2a)
=1
i1

Dyi =Y + 21 Z Sin(@ab&j) + lSin(Qabs,i)a (42b)
=1

kde ¢ =1,2,3,4 a 04, je absolutni natoceni i-tého ¢lanku.
Rychlost i-tého kole¢ka p; = (Pui, pyi) dostaneme derivaci polohy kolecka podle casu:

i—1

p:ci =1 — 2l Z Sin(gab&j) . éabs,i — lSiH(Qabs’i) . éabs,i (43&)
j=1
i—1 ] )

pyi = y + 21 Z Cos(eabs,j) : eabs,i + lcos(eabs,i> : 9abs,i~ (43b>
j=1

V pripadé segwaye jsme Pfaffovu podminku nesmykani (3.1) vyjadrili jako skaldrni
soucin rychlosti kolecka a kolmé osy na ¢lanek. Stejny pozadavek mame i nyni v pripadé
4-¢lankového hada. Pro smér kolmé osy o na i-ty clanek plati

0; = (—sin Ogps i, COS Oaps i) (4.4)

Pro kazdé kolecko se slozkami rychlosti (4.3a) a (4.3b) a osou (4.4) formulujeme Pfa-
ffovu podminku nesmykéani analogicky k (3.1) jako

kde opét i = 1,2, 3, 4.

Pozndmka. Veskeré vypocty probihaly v programu MATLAB a jsou k nalezeni v prii-
loze ve spoustécim souboru snake.m. Dale budeme pro zjednoduseni uvazovat parametr
délky clanku [ = 1. Vypocty s obecnym parametrem [ jsou k nalezeni v matlabovskych
souborech.

Pro kazdé ze ¢tyt kolec¢ek vyjadiime podminku nesmykani a celkové méame tedy sou-
stavu 4 rovnic s nezndmymi 61, 05,03, 0,, ¢, 1. Matlabovskou funkci equationsToMatrix
muzeme tuto soustavu prepsat do maticového tvaru.

V kapitole 2.2 jsme uvedli podrobnosti k prevodu implicitniho vyjadieni podminek
na parametrické vyjadreni. V nasem pripadé 4-clankového hada mame m = 4 rovnice na
varieté dimenze n = 6. ReSeni soustavy tak bude obsahovat k = 6 — 4 = 2 parametry
a nalezneme jej pomoci matlabovské funkce null, ktera najde k matici jeji ortonormalni
doplnék. Reseni soustavy je tedy

01
0,
q = 23 = H(Q)U = h1u1 + thg, (46)
4
T
Y
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kde
sin 01
—sin#; — sin(6; — 6)
By — sin(91 — 92 + 93) + Sin(01 — 92) (4 7)
1= — Sin(91 — 92 -+ 93 — 94) — sin(¢91 — 92 + 93) ’ '
1
0

—cos 6,
cos 01 + cos(6; — 62)

—cos(0; — 0y + 03) — cos(6; — 6)
COS(91 — 92 + 93 — 94) + COS(91 — 92 + 93)
0
1

Obdrzeli jsme tidici systém s dvéma fidicimi vektorovymi poli. Tato vektorova pole
nam urcuji jediné dva mozné pohyby. Interpretaci téchto pohybii se budeme zabyvat v 5.1.
Ridici systém tak predstavuje tzv. ridici matice H, kterou tvoii vektorova pole hy, ho.

hy = (4.8)

4.2 Doplnéni ridicich poli

Nyni se budeme zabyvat doplnénim vektorovych poli vhodnymi kombinacemi Lieovych
zavorek vektorovych poli tak, abychom byli schopni dosahnout co nejvice konfiguraci hada
v prostoru (S1)? x R2.

Z vlastnosti Jacobiho identity (viz 1.5.1) vime, Ze nékteré Lieovy zavorky vektorovych
poli budou linearni kombinaci vektorovych poli v Tidici matici H. Proto zavadime tzv.
bazi Philipa Halla, kterd ndm tuto vlastnost zohledni.

Definice 4.2.1 Méjme fidici matici H = (hy, ..., hy). Proi =1,...,m definujeme 7dd d
ridicich vektorovych poli d(h;) = 1. Pro libovolné vektorové pole [¢1, ¢o] tvorené Lieovou
zavorkou vektorovych poli pak definujeme 7dd jako

d([¢1, ¢2]) = d(¢1) + d(2). (4.9)

Definice 4.2.2 Méjme fidici matici H = (hq, ..., hy,). Bdze Philipa Halla je posloupnost
PH = {¢1, p2, ...} Lieovych zévorek vektorovych poli, pro kterou plati:
1. Ridicf vektorové pole hq, ..., hy, tvoii prvnich m prvkia PH.
2. Jestlize d(¢;) < d(¢;), pak i < j.
3. Kazdé [¢;, ¢;] € PH pravé tehdy, kdyz
a) ¢i,¢j€737-[ai<j
b) bud ¢; = h; proi =1,...,m nebo ¢; = (¢, ¢, pro ¢, ¢, € PH tak, ze | <.

Pozndmka. V pripadé 4-¢lankového hada mame fidici matici H = (hq, hs), plati tedy
d([h1, ha]) = 2 a d([h1, [h1, ha]]) = 3 atd. Do béze Philipa Halla PH nebude patfit prvek
[h1]he, [h1, he]]], protoze neni splnéna podminka 3b. Pro fad d < 4 tak bazi Philipa Halla
tvori 8 vektorovych poli:

PH — {h1, hz, [hl, hg], [hl, [hl, hQH, [hg, [hl, hg]],
[ha[ha, (B, hol]l, [helha, [P, hall], [ha[ha, [Ra, ho]]]},
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kde navic prvek [ha[hy, [h1, hol]] je nulovy a plati [hi[hq, [h1, ho]]] = [he[he, [h1, ha]]]. Z pu-
vodnich 8 tak mame 6 vektorovych poli, kterda dohromady tvofi rozsitenou ridici matici
H.

Vypocet Lieovych zavorek vektorovych poli popsany vyse probihd pomoci funkce
liebrackets, kterou je mozné nalézt v priloze. Vstupnimi parametry této funkce jsou
ridici vektorova pole (v nasem piipadé hq, hs), vektor s proménnymi a maximalni fad vek-
torovych poli. Je naprogramovana tak, aby vypocitala Lieovy zavorky vektorovych poli az
do vytvoreni regularni matice, pripadné do dosazeni maximalniho fadu vektorovych poli.
Algoritmus této funkce je inspirovan 4.2.2; nezohlednuje vSak vlastnost Jacobiho iden-
tity, ktera by sice algoritmus urychlila, ale toto urychleni by se projevilo az u podstatné

Funkce liebrackets bude postupné pocitat Lieovy zavorky vektorovych poli, kde
v prvni slozce Lieovy zavorky vektorovych poli bude vzdy vektorové pole h; nebo ho,
pticemz hy a hy jsou vektorova pole (4.7) a (4.8). Pro kazdé takto vzniklé vektorové pole
ovérime jeho linearni nezavislost s vektorovymi poli v fidici matici H. Pokud je skutecné
nezavislé, pak ridici matici H rozsifime o toto nové vzniklé vektorové pole.

Ptedchozi postup opakujeme az do vytvoreni reguldrni matice (tj. mame tecny prostor
variety dimenze 6), nebo v pfipadé, ze uz nam Lieovy zavorky vektorovych poli nedaji
nova, linearné nezavisla vektorova pole.

Jak se budeme moci presvédcit, fidici systém (4.6) neni involutivni (tj. budou exis-
tovat vektorova pole vznikla z Lieovy zavorky vektorovych poli tak, ze budou linedrné
nezavisld od vektorovych poli v ¥dici matici H), tudiz podle Frobeniovy véty 1.6.5 se
jednéa o neholonomni systém.

V nasem pripadé 4-¢lankového hada je vystupem této funkce regularni matice s 6 vek-
torovymi poli pokryvajici tecny prostor variety dimenze 6. Se vzristajicim fadem vekto-
rovych poli si také vSimnéme vzrustajicich slozitosti zapisu vektorovych poli, které znacné
komplikuji vypoctovou naroc¢nost.

4.3 Interpretace pohybu podél vektorovych poli

V této kapitole se budeme zabyvat interpretaci jednotlivych pohybt podél nékterych
vektorovych poli.

A
Y

X
= O >

Obrazek 4.2: Had s pocatecni konfiguraci ¢o = (0, 5, =%, —%,0, 0)”

’) 39 30
dime-li tento bod do rozsitené tidici matice H, kterd nyni obsahuje jiz i doplnéna ridici

Na obrdzku 4.2 vidime hada s pocdtecni konfiguraci ¢ = (0, 5, —%, —%,0, 0)7. Dosa-
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vektorova pole a jejiz vypocet jsme si popsali v predchozi kapitole, ziskavame nasledujici
ridici matici:

0 -1 1 -1 0 1
0
70 S Ay S
_ V3 0 3 -—L 53 5
i — 2 2 4.10
() V3 0 —6 15 —-T7v3 —39 (4.10)
1 0 0 0 0 0
0O 1 0 0 0 0

Muzeme si v§imnout, Ze prvni dvé vektorova pole jsou vycislend vektorova pole (4.7)
a (4.8). Interpretace pohybu je obdobna jako v prikladu segwaye 3.1. Tok vektorového pole
h1 ndm umozni pohnout hadem v kladném sméru osy x rychlosti 1. Ostatni parametry
hada se pak budou pohybovat rychlostmi danymi v jednotlivych slozkach h;. Zejména
nas pak zajimaji velikosti rychlosti 0y = \/75, 05 = —/3,0, = /3, protoze to jsou rychlosti
zmény natoceni jednotlivych kloubt, které jsme (jako jediné) schopni pfimo ovlddat. Pfi
pohybu hada vsak tyto rychlosti nebudou konstatni, jelikoz fidici systém (4.6) zavisi na
jednotlivych thlech 64,6, 03,60,, tudiz zména polohy hada ovlivni i cely Tidici systém.
Ridici matice (4.10) tak nabyva v kazdé konfiguraci hada jinych hodnot, proto ji musime
pri pohybu prepocitavat.

Princip numerického feseni toku vektorového pole za cas t tak spociva v tom, ze ridici
matici (4.10) budeme uvazovat na malém ¢asovém intervalu konstatni, a poté ji prepo-
¢itdme. Délku tohoto malého casového intervalu budeme volit experimentalné pomoci
rozdéleni casu t na N intervali, tj. délka malého Casového intervalu je % Tuto mys-
lenku vyuzivaji i numerické metody pro reseni soustavy diferencialnich rovnic. Dvé z nich

(Eulerovu explicitni metodu a Runge-Kuttovu metodu) si uvedeme v nésledujici kapitole.
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5 Motion planing

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. motion planningem, tedy fizenim hada. V pred-
chozi kapitole jsme nalezli regularni fidici matici, kterou nyni budeme pouzivat. V prikladu
2.3.2 jsme se snazili nalézt podvarietu, kterda by popisovala dany systém. Jelikoz byl dany
systém integrabilni, tato podvarieta skutecné existovala.

Jak jsme jiz zminili diive, 4-¢lankovy had neni integrabilni (tudiz je neholonomni),
proto neexistuje podvarieta, kterd by popisovala jeho pohyb.

Bylo ¢erpéano z [7].

5.1 Pohyby podél zakladnich vektorovych poli

Pro nalezeni toku i-tého vektorového pole budeme resit soustavu diferencialnich rovnic,
kde na pravé strané bude i-ty sloupec tidici matice H. Konkrétné tedy napriklad pro tok
vektorového pole h; Tesime soustavu

91 = sin 01
ég = —sin 01 — sin(91 — 82)
93 = sin(@l — 92 + 83) + sin(91 — 92)

. (5.1)
64 = — sin(@l — 92 -+ 93 — 94) — sin(91 — 92 —+ 93)

r=1

y =0,

Tuto soustavu budeme TesSit numericky Eulerovou explicitni metodou a Runge-Kut-
tovou metodou 4.1radu. Tyto metody nebudeme popisovat podrobné, jelikoz jejich popis
neni cilem této bakalaiské prace. Podrobny popis lze nalézt v [7].

V MATLABu tento pohyb podél tokiu vektorovych poli fesi funkce exeuler a rk4,
které lze najit v priloze. Obé maji jako vstupni argumenty ridici matici, pocateéni kon-
figuraci, pozadovany pocet rozdéleni intervalu casu, ¢as t toku vektorového pole a index
i-tého vektorového pole. Vystupem je konfigurace hada po uplynuti toku vektorového pole
za cas t.

Uvazujeme-li poc¢atecni konfiguraci ¢o = (0, , — 3,
torovych poli hy za cas t = 0.5 s nasledujici vysledky:

-3,0, 0)7, dostavame pro toky vek-

0 0
1.514089 1.521510
—1.759073 —1.723138
¢0.5(QO)eul - _0395802 Y ¢0.5<q0)7‘k4 - _0453035 (52>
0.500000 0.500000
0 0

Obé metody se radove prilis nelisi, je vSak znamo, ze Runge-Kuttova metoda 4.radu je
presnéjsi nez explicitni Eulerova metoda, proto budeme dale pracovat jiz pouze s metodou
rk4.

Pohyby podél zakladnich vektorovych poli hy a hy pak vypadaji nasledovneé:
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Tok vektorového pole h1 za Cas t=0.5 metodou rk4
3 T T T T T T

Pocatecni poloha v ¢ase t = 0
2571 Kone¢na poloha v éase t = 0.5

2+

151

1+

05r

0

_05 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 5.1: Tok ¢g5(qo) vektorového pole hy metodou rk4

Tok vektorového pole h2 za ¢as t=0.5 metodou rk4
3 T T T T T

Pocatecni poloha v ¢ase t = 0
25r Konecna poloha v ¢ase t = 0.5

2+ -

15r 1

1+ -

0.5 4

0

_05 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 5.2: Tok ¢g5(qo) vektorového pole hy metodou rk4

5.2 Nahrazeni Lieovy zavorky vektorovych poli pie-
cewise inputem

V kapitole 4.2 jsme rozsitili fidici matici H tvorenou vektorovymi poli Aq, ho pomoci
Lieovy zavorky vektorovych poli o ¢tyti dalsi vektorova pole. Interpretaci Lieovy zavorky
vektorovych poli jsme ukazali v 3.2 pomoci piecewise inputu.

Ve vyrazu (3.14) vsak zanedbavame chybu tretiho radu, jelikoz vyraz délime pouze
¢lenem (At)?, tudiz ¢leny Taylorova polynomu obsahujici (At)? (a vy$si mocniny) pro ¢as
At =~ 0 zanebavame.

Pti realizaci takto malého ¢asu nikdy nedosdhneme, samotna realizace se tak stava
dosti neptesnou. Pokusime se nahradit (byt s o¢ekdvanou odchylkou) pohyb podél dopl-
nujicich vektorovych poli hy, hs, hg, hg, cykly piecewise inputti stejné jako v kapitole 3.2,
pricemz piecewise input je ve stejném tvaru jako (3.4). Jeden cyklus tedy znamena tok
vektorového pole hq, pak hs, pak —h; a nakonec —hs.

Drive nez uvedeme vysledky tohoto nahrazeni, musime si definovat odchylku konfigu-
raci e:

& =\ (DOub )2+ (DOap2)? + (D) + (D)2,
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kde AY; = (th(C]o) - CIo)z‘-

Nyni mtzeme uvést zminované nahrazeni Lieovy zavorky vektorovych poli cyklem
piecewise inputii. V souboru snake.m tento vypocet mizeme nalézt. Pro vektorové pole
hs = [h1, ho] jsme tak experimentalné ovérili, Ze tok vektorového pole hs za ¢as t = 0.05
je s odchylkou ¢ = 0.041 stejny jako 4 cykly piecewise inputi s délkou jednoho cyklu
4\t = 0.4, pricemz casy jednotlivych tokt vektorovych poli jsou At.

Celkovy cas téchto dvou pohybt bude samoziejmé rizny. Zatimco tok vektorového
pole hs trva pouze t = 0.05, pohyb tvoreny cyklem piecewise inputii popsany vyse trva
t = 2. Cas zde uvadime bez jednotek, protoze i délka ¢lanku je bez jednotek. V praxi
bychom vsak nejspise uvazovali zakladni jednotky metr a sekunda.

Se zmensujici se ¢asovou délkou piecewise input cyklu se odchylka e sice zmensuje,
samotna realizace se vsak stava obtiznéjsi.

Timto zptsobem jsme schopni pomoci vektorovych poli hq, hs realizovat priblizny po-
hyb pro tok vektorového pole hs. Obdobné bychom zrealizovali i toky vektorovych poli
vyssiho radu. Vyuzili bychom pfitom aproximovaného vektorového pole hg piecewise inpu-
tem. Proto muzeme tvrdit, ze jsme schopni nahradit libovolné presné (ne vSak dokonale
presné ve smyslu € = 0) tok vSech vektorovych poli pouze za pouziti vektorovych poli
hy, hs. PTesnéjsi aproximace vsak vyzaduje vétsi ¢asovou narocnost.
budeme v nasledujici kapitole uvazovat pohyby s ptuvodnimi doplnujicimi vektorovymi
poli. V praktické realizaci by se pak opét tyto pohyby nahradily pohyby aproximovanymi
(pomoci cykly piecewise inputii) s pozadovanou odchylkou e.

5.3 Pohyb s navratem do ptivodniho natoceni

V minulé kapitole jsme uvedli, Ze je mozné s libovolnou presnosti aproximovat doplnujici
vektorova pole cyklem piecewise inputi zakladnich dvou vektorovych poli, tudiz miizeme
vyuzit vSechna disponibilni vektorova pole. V této kapitole se budeme vénovat zméné polo-
hovych souradnic x,y. Nasim cilem bude zménit tyto souradnice tak, aby absolutni uhly
hada zistaly stejné. Timto zptsobem bychom byli schopni dosahnout libovolné polohy
v roviné.

Budeme hledat casy pro jednotlivé toky vektorovych poli tak, abychom dosahli poza-
dovaného posunu. Bude zélezet na poradi tok jednotlivych vektorovych poli. Posloupnost
vektorovych poli tedy pevné zvolime hq, ho, hs, hy, hs, hg.

Algoritmus hledani pozadovanych cast toki vektorovych poli mizeme nalézt ve funkci
getParameters. Vyuziva heuristicky pristup priblizovani se feSeni s minimdlni odchylkou
€ a je znacné ¢asoveé narocny na vypocet. Jako pocateéni odhad pro pohyb o 0.05 ve sméru
osy x s navratem do ptvodniho natoceni slouzi feseni soustavy

0o -1 1 -1 0 1 t 0
V3 V3

V3 0 —6 15 —7v3 =39 17 0
1 0O 0 0 0 0 ts 0.05
0 1 0 0 0 0 te 0

33



které ale nezohlednuje prepocitavani tidici matice a po cely cas ji uvazuje konstatni.
Poslouzi vsak jako priblizny odhad feseni a po aplikovani algoritmu getParameters do-
stavame s presnosti € = 0.0013 tyto vysledky:

Vychozi poloha R

Tok vektorového pole h1 za cas t=0.05 metodou rk4

3 T

25 7

0.5 . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Tok vektorového pole -h, za cas t=0.040853 metodou rk4 Tok vektorového pole -h, za cas t=0.042605 metodou rk4
3 T T T T T T 3 T T T T T T
251 251 1
Pas
151
1k
05
0
-0.5 . . . . . . 0.5 . . . . : .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Tok vektorového pole -h; za éas t=0.018915 metodou rk4 Tok vektorového pole -h, za cas t=0.0013285 metodou rk4
3 T T T T T 3 T T T T T T
251 25¢F |

-0.5 ' '

0 1 2

3 4 5

05 I I I I I I
0 1 2 3 4

o
[e2]

Obrézek 5.3: Posun v ose x s navratem do piivodniho natoceni

kde zaporny cas —t toku vektorového pole h znaci tok vektorového pole —h za cas t.

Vektor posunuti Ag = (¢:(q0) — qo) je tak

qu =

0.00045
0.00000
0.00040
0.00000 (54)
0.05000
0
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Pro posun v ose y s navratem do ptuvodniho natoceni pak Fesime soustavu (5.3) s pra-
vou stranou (0,0, 0,0,0,0.05)7. Aplikovanim algoritmu getParameters pak s odchylkou
e = 0.0045 dostavame tyto vysledky:

Vychozi poloha R Tok vektorového pole h2 za cas t=0.05 metodou rk4

3 T T 3 T T T T T

Tok vektorového pole h, za cas t=0.14425 metodou rk4

Tok vektorového pole h4 za cas t=0.063008 metodou rk4
3 T T T T T

3 T T T T T T

Tok vektorového pole hs za éas t=0.12868 metodou rk4 Tok vektorového pole —h6 za cas t=0.025533 metodou rk4
3 T T T T T : 3 T T T

05 s s s s s s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Obréazek 5.4: Posun v ose y s navratem do ptivodniho natoceni

Vektor posunuti je tak

0.00208
0.00000
0.00023
—0.00016
0
0.05000

Agy = (5.5)

Opakovanim téchto dvou pohybii jsme schopni dosahnout libovolné polohy z,y v ro-
viné. Jsme tak schopni ridit pohyb hada.
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5.4 Pohyb v roviné

Kombinaci pohybti 5.3 a 5.4 jsme schopni teoreticky dosdhnout libovolné polohy v roviné.
Pro posunuti z vychozi konfigurace, pri které ma had polohové soutadnice x = 0,y = 0 do
konfigurace s polohovymi souradnicemi x = 1,y = 0.5 nejprve 20krat zopakujeme cyklus
5.3 pro posunuti ve sméru osy x, poté 10krat cyklus 5.4 pro posunuti ve sméru osy y.
Problémem je vzristajici odchylka e. Pti realizaci by se navic musely vSechny pohyby
podél tokl doplnujicich vektorovych poli aproximovat cyklem piecewise inputii, viz 5.2.

Posunuti v roviné o vektor (1,0.5)

3r
251 —

2t
151

1F
05r

0
-0.5 ' ' ' ' ' '

0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 5.5: Posunuti v roviné o vektor (1,0.5)

Vektor posunuti je tak

0.01798
0.05001
0.00818
£~ = —0.11883 |’ (56)
1.00000

0.50000

ze kterého miizeme dopocitat odchylku ¢ = 0.22.
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6 Simulacni prostredi V-REP

V této kapitole si popiseme vizualizacni prostredi V-REP a pomoci vhodné metody
rizeni budeme ovladat model hada. Bylo ¢erpéno ze zdroji [9] a [4].

Simulacni prostiedi V-REP je vyvojové prostiedi obsahujici API pro rtizné progra-
movaci jazyky. V priloze lze nalézt soubor snake_serpenoid.ttt, ktery byl vytvoren
v programu V-REP za pouziti programovaciho jazyka Lua. Strukturu kédu lze rozcle-
nit na dvé faze - initialization a actuation. Faze initialization probéhne pouze jednou
pri prvnim spusténi simulace, kdezto faze actuation probiha pii kazdém casovém kroku
simulace.

Bylo vypozorovano, ze pro pohyb N-¢lankového hada, ktery nejvérnéji napodobuje
vlnivy pohyb skutecného hada (tzv. lateral undulation), plati, Ze klouby hada opisuji tzv.
serpenoidni krivku a Tidi se tzv. serpenoidnim inputem:

¢i = asin2n ft + (i — 1)0) + ¢y, (6.1)

kde i € {i,...,N — 1}, a je amplituda, f je thlova frekvence, ¢ vyjadiuje fazovy posun
mezi jednotlivymi klouby hada a ¢q je kloubovy posun, ktery je stejny pro vsechny klouby
a ktery ovliviiuje smér pohybu hada.

Faze actuation tak vypadd nasledovneé:

¥ Non-threaded child script (Body) O x

) function sysCall actuation() 3
| t = sim.getSimulationTime() ——current time

pos0 = Alfa
posl = Alfa
pos2 = Alfa
pos3 = Alfa
posd = Alfa
posS = Alfa
posé = Alfa
posT = Alfa
pos8 = Alfa

math.cos(2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f
math.cos (2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f
math.cos (2*math.pi*f
math.cos(2*math.pi*f

t) + offset

delta) + offset
2*delta) offset
3*delta) offset
d*delta) offset
E*delta) offset
o*delta) offset
T*delta) offset
G*delta) offset

O S
O S
(o i e A i e
+ 4+ + + + + A+ +

+ 4+ + + + + +

sim.setJointTargetPosition(joint0OHandle, pos0)
sim.setJointTargetPosition(jointlHandle, posl)
sim.setJointTargetPosition(joint2Handle, pos2)
sim.setJointTargetPosition(joint3Handle, pos3)
sim.setJointTargetPosition(joint4Handle, posd)
sim.setJointTargetPosition (joint5Handle, pos5)
sim.setJointTargetPosition(jointbHandle, pos6)
sim.setJointTargetPosition(joint7Handle, pos7)
sim.setJointTargetPosition(joint8Handle, pos8)
end -

89

[Xs]
[=]

=Rt t= == =]
= o W=

Obrézek 6.1: Faze actuation pro jednotlivé klouby

Nevyhodou této metody rfizeni je, Zze nezohlednuje pozadavek nesmykani kolec¢ek upro-
stfed ¢lankii a tedy neni presnd a had se tak stava obtizné riditelny.

Prvni takto fizeny model hada od prof. Shigeo Hirose, ktery predstavil v roce 1972,
obsahoval 20 ¢lanki, pro nase ucely postaci ¢lanka 10. V priloze lze nalézt spolecné
se zdrojovym souborem i kratké video s ukazkou serpenoidniho inputu. Pro ovladani
parametri «, f, 9, ¢y zde bylo vytvoreno okno CustomUI s posuvnymi panely, pomoci
nichz mizeme nastavit pozadované hodnoty.
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} MNastaveni parametru *

Nastaveni parametru pohybu fi=alfa*sin(2*pi*f*t + (i-1)*delta) + offset

alfasetto 0.4

1 ' ' '

1

fsetto0.87

1 —
deltasetto 5

1 ' ' ' ' . ' l ' ' ' '

'

offset set to -0.3

Obrazek 6.2: Okno s posuvnymi panely pro nastaveni parametri

3 V-REP PRO EDU - snake_serpenoid_Jasek 2018 - rendering: 8 ms (8.1 fps) - SIMULATION SUSPENDED
Fle Edt Add Smiaton Tods Pgns Addons Scenes Hep

3 @%@ @ B0 A P frmmm DB Oai ¢ ® R&

Mol browser

|| s _sepence_sasek 2018
Scene hierarchy

® snake_serpenoid_Jasek_2018 (scene 1)
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54
Bo- @ ResizableFloar 525
@o- @ Defauilights
Bo- @ XvZCemeraProry.
B+ @ Body & 0l

i
i

lllllglllll
é

i

F

T O ETEEEE

oe
i

B & Revoluteloint!
B @ Cuboid!

3 Nastaveni parametru

dfastion.s

B & Rightloint3
| 1 @ Rightwheeld
- & Revolueloin3

Feettons

» deltasetto'5
7DoF maripultor.tim —

PhOsetto-0.3
B & Revoluedointd -
B @ Cuboidd
B & Letoints
| L @ Leftwheel
B & Rightloin
| e W RightWhes
B & RevoluteJor
& @ Cuboids

T l%

288 RS 140.ttm

wemososn  |<||[DPUt Lua code here (use TAB for auto-completion)

Obrazek 6.3: Simula¢ni prosttedi V-REP
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7. Pfaffovych podminek nesmykéani jsme obdrzeli fidici systém s dvéma vektorovymi
poli, ktery jsme poté pomoci operace Lieovy zavorky vektorovych poli rozsitili o 4 dopl-
nujici vektorova pole. Pocet vektorovych poli tak odpovidal dimenzi variety.

V druhé ¢éasti jsme se zabyvali motion planningem. Vyuzitim Runge-Kuttovy metody
4. tadu pro numerické integrovani jsme sestavili model pro pohyb hada. Nejdiive jsme
aproximovali pohyby podél doplnujictho vektorového pole hg = [hy, hso| piecewise inputem,
jelikoz tato ¢ast bude pri praktické realizaci nejkomplikovanéjsi a také nejvice nepresna.
Vyuzitim aproximovaného pole hz bychom pak byli schopni s odchylkou e aproximovat
i zbyvajici doplnujici vektorova pole.

Experimentalné jsme nalezli vhodné casy jednotlivych tokt vektorovych poli tak, aby
se had pohnul pouze ve sméru nékteré osy v roviné. Vhodnym opakovanim téchto pohybu
se had s odchylkou € pohnul o pozadovany vektor v roviné, tudiz jsme schopni fidit pohyb
hada. Tim jsme dosahli vytycenych cili. Veskeré vypocty probihaly v programu MATLAB
(viz priloha).

Na zavér jsme v simula¢nim prostfedi V-REP ukazali pohyb hada fizeny serpenoidnim
inputem.
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Seznam pouzitych zkratek a symboli

0 prazdnd mnozina

M varieta

TM tecny bandl variety M

.M teCny prostor v bodé ¢ variety M
A distribuce

[] Lieova zavorka vektorovych poli

PH baze Philipa Halla

H ridici matice

H rozsitend Tidici matice

Vec(M) mnozina vSech hladkych vektorovych poli na varieté M
o tok vektorovym polem za cas t
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Seznam priloh

Priloha obsahuje CD, na kterém jsou

o Matlabovské zdrojové kody

snake.m - spustéci soubor
lie bracket_raw.m - Lieova zavorka vektorovych poli

liebrackets.m - funkce pro vypocet Lieovych zavorek vektorovych poli po-
psana v 4.2

exeuler.m - explicitni Eulerova metoda
rk4.m - Runge-Kuttova metoda 4. radu

getParameters.m - metoda pro ziskani parametri vyuzita v 5.3

o soubor flow_of vector_field.mw v prostiedi Maple pro vypocet prikladu 1.4.7

e soubor snake_serpenoid.ttt - soubor v simula¢nim prostiedi V-REP

e videozaznam serpenoidniho inputu popsaného v kapitole 6
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