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Abstrakt

Tato bakalatska prace se zabyvd méfenim ionizujiciho zafeni. Cilem méfeni je ovéefit metody
pro méfeni statistickych parametri zdroju ionizujiciho zéafeni a ovéteni zavislosti koeficientu
Gtlumu na hustoté. Uvodni ¢ast obsahuje charakteristiku ionizujiciho zafeni, jeho stinéni
interakci s okolim a detekci. Dale se prace zaméfuje na popis vybranych statistickych
rozlozeni a jejich testovani. V zdvéru prace se zabyva praktickym ovéfovanim metod méfeni,

které mohou v budoucnu slouzit jako laboratorni tlohy do vyuky.
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Abstract

The bachelor’s thesis deals with measuring of ionizing radiation. The aim is to verify the
measurement methods for measuring statistical parameters of ionizing radiation sources and
verification of attenuation coefficient depending on density. The first contains characteristic
of ionizing radiation, shielding, detection and interaction with the environment. The thesis
also focuses on the description and testing of selected statistical distributions. In conclusion
deals with the practical verifications of measuring methods which may be used as a laboratory
exercises in the future.
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UvVoD

Ionizujici zafeni bylo objeveno koncem 19. stoleti, kdy némecky fyzik W. C.
Roentgen objevil paprsky zareni X. Od té doby se v oblasti radioaktivity uskute¢nilo mnoho
dalSich vyznamnych objevl. Ionizacni zatreni je soucasti kazdodenniho zivota a je vyuzivano
v mnoha aplikacich od mediciny, energetiku, fyzice, primyslu az tieba po zemédélstvi.

Hlavnim cilem mé bakalarské prace je ovéfit, zda se radioaktivni rozpad tidi podle
Poissonovy statistiky a zjistit, jak je Gtlum ionizujiciho zafeni zavisly na hustoté latky kterou
zéteni prochazi.

V teoretické Casti se nejprve budu vénovat obecnému popisu radioaktivity, jeji detekce
a stinéni a teorii ovéfovani rozlozeni pomoci testii dobré shody. Prakticka cast bude zamétena
piredevsim na méteni poctu cCastic, které projdou materidlem o riznych tloustkach a hustoty.
Pomoci numerického testu bude poté néasledovat ovéfeni, zda se pocet registrovanych ¢astic
tidi podle Poissonova nebo normalniho (Gaussova) rozlozeni.



1 TIONIZACNI ZARENI

1.1 Co je ionizacni zareni

Ionizacni zafeni je takové zareni, jehoz kvanta maji tak vysokou energii, ze jsou
schopna ionizovat a excitovat atomy nebo molekuly ozafenych latek. Pii excitaci dochazi
k predéani energie zateni elektronim atomu latky, které se po pfijeti této energie piesunou na
vys$i energetickou hladinu. Stav téchto excitovanych atoml neni trvaly a elektron se po
néjaké dobé& vrati na pivodni nizsi energetickou hladinu, pficemz rozdil energii téchto hladin
se vyzaifi pomoci kvanta elektromagnetického zafeni — fotonu. Pfi procesu ionizace tato
kvanta castic vyrazeji elektrony z elektronovych obalti atomtli, a tim se z elektricky
neutralnich atomi nebo molekul stavaji elektricky nabité Castice — ionty. Toto zafeni také
vznikd vzajemnym plisobenim cCastic nebo fotonl a atomovych jader a pii samovolném
rozpadu atomovych jader nestabilnich nuklidd pfi radioaktivni preméné. Vlastnosti
ioniza¢niho zéfeni jsou riizné a jsou ureny konkrétnim zdrojem, ktery jej emituje. [1]

1.2 Druhy ioniza¢niho zareni

Jak uz bylo zminéno vyse, druhti ionizac¢nich zafeni existuje vice. D¢€li se hlavn¢ podle
typu ¢astic, které tuto ionizaci vyvolavaji, a to na alfa zafeni (a), beta zatreni (B), zafeni gama
(v), neutronové zareni a rentgenové (RTG, nékdy taky oznacovéano jako X) zareni. Dale jej
muzeme rozdé¢lit podle zpiisobu ionizace na pfimo a nepiimo ionizujici.

1.2.1 Rozdéleni podle typu Castice

Zafeni o : Jako &astice alfa se oznaduje jadro hélia *He. Zafeni a je tedy proud rychle
leticich jader hélia, které tvofi dva protony a dva neutrony a oznacuji se He’". Alfa Gastice
Vzhledem k tomu, Ze to jsou castice s nenulovou klidovou hmotnosti, nemohou se pohybovat
rychlosti svétla, ale pouze niz§imi rychlostmi. Na ztraté energie takto tézké Castice se nejvice
podili ionizace prostredi, kterym se tato ¢astice pohybuje. Ptic¢inou je jeji velky kladny néboj,
ktery pii priletu ¢astice prostiedim siln€ ionizuje ostatni atomy, ¢imz se ale také rychle brzdi.
Mensi rychlost — oproti jinym druhlim zafeni — a rychlé ztraceni rychlosti ma za dasledek
kratky dolet a malou pronikavost — n¢kolik cm (v plynech). Toto zéafeni se vyskytuje pouze u

vvvr



o
0,11 jadro ;Hed(2p*, 20)

O Preména (rozpad) '

Materské jadro Dcerinné jadro
N N4
A z 2B

Obrazek 1.1 — Mechanismus vyzdieni Castice o [3]

Zateni [}: Zafeni beta je tvofeno proudem castic, kterymi jsou elektrony nebo
pozitrony — anti¢astice k elektronu. Stejné jako Castice a maji ¢astice B nenulovou klidovou
hmotnost a taky se tedy nemohou pohybovat rychlosti svétla. Jelikoz stejn€ jako a i Castice B
nesou elektricky naboj a tudiz je mozné je rovnéz ovliviovat elektrickym polem. Zareni 3
miizeme rozdélit na dvé zafeni B a B~ podle naboje astice, ktera je emitovana. Ve srovnani
s Casticemi alfa jde o relativné malé a lehké Castice a jejich schopnost ionizace je vyrazné
niz8i nez u zareni a. I proto ma také vetsi pronikavost, ktera se pohybuje v fadech metra (v
plynech). Je to nejCasteji se vyskytujici zateni. [1][3][4]

Zateni B vznikd pii jaderné pfeméné jadra atomu a nasledné emitaci elektronu. Toto
se déje u jader s pirebytkem neutronl, kde se néktery neutron pfeméni na elektron, proton
a neutrino. Proton je vdzan v jadie a vytvoteny elektron z jadra vyléta — Castice 3.

w»
“ ~ (anii) BO/'
“E““m“ = elektron e~

n*— p*+e + v
Spontinni preména

Matei'skeé jadro Dcefinneé jadro
N " ™ B
Z Z+1

r wvr

Obrazek 1.2 — Mechanismus vyzdieni Castice [ [3]

Na zafeni B se podili anti¢astice k elektronu, coZ je pozitron. Tento typ radioaktivity
se opét nevyskytuje u vSech radionuklidd, ale jen u téch, u kterych je proton v jadie vice nez
neutronll. Néktery z té€chto prebytecnych protont se pifeméni na pozitron, neutron a neutrino.
Neutron zlstava v jadie, kde je vazan jadernymi silami, zatimco pozitron z tohoto jadra vyleti
jako Gastice B

Mezi radioaktivitu B (interaguji Castice p — elektrony, pozitrony) se také fadi tzv.
elektronovy zachyt. Elektronovy zachyt nastdva u jader s piebytkem protond. Pii tomto

10



procesu piebytecny proton vtahne elektron z elektronového obalu atomu do jadra, kde se
snim slou¢i a tim vznikne neutron a neutrino. Na plivodni misto po elektronu pteskoci
elektron z vyssi energetické hladiny. Zména hladiny mé za nasledek vyzateni kvanta fotont
odpovidajici velikosti rozdili energii téchto hladin, zndmé jako rentgenové zatfeni. Jedna se o
elektromagnetické zafeni o vinovych délkach 10® az 10™'% m. Zafeni vinové délky vétsi nez
0,1 nm se oznacuje jako mekké a mensi nez 0,1 nm se oznacuje jako tvrdé rentgenové zareni.
Jeho ioniza¢ni schopnost je mensi nez u a1 B zafeni. Elektronovy zachyt je jedinym druhem
radioaktivni pfemény jadra, na kterém se podili i elektronovy obal atomu. [1][2][3]

'I_' B* ‘-._futun X
! nautrmu pBt= puzltrun et
pr—=n°+e’ + ‘U
Spontinni pieména
Materske jadro D-:ermne jadro .- V. o
prY 4B A neutring e —-n +v

Obrazek 1.3 — Mechanismus vyzdieni Cdstice ﬂ+ (vlevo) a elektronovy zdachyt (vpravo) [3]

Zateni y: Na rozdil od zafeni o a P je zafeni y vysokoenergetické elektromagnetické
zéfeni s velmi kratkou vlnovou délkou (107" az 10" m), ve form& fotond s velice velkou
energii. Zafeni y vétSinou vznikd spolecné se zafenim o, nebo B, kdy po vyzafeni a ¢i B
Castice muze byt atom excitovan. Podobné jako u rentgenového zatfeni, které vznika
deexcitaci elektroni v atomovém obalu, tak se i excitované jadro snazi dostat na nizsi
energetickou Uroven, na kterou mize ptejit vyzarenim fotonu gama zateni. Jelikoz toto zafeni
ma vysokou energii, tudiz je velice pronikavé a je oznacovano jako tvrdé zareni. Jeho
schopnost ionizovat je opét mensi nez u a a § zateni. [2][3][7]

Neutronové zéfeni: Jedno z dalSich zéfeni je zafeni neutronové. Jak jiz jeho nazev

napovidd, jde o zareni kvant neutronii. Vznikd pfi jaderném S$tépeni nebo fuzi, jejichz
nasledkem je uvolnéni volnych neutronii z atoml a vzniku zéfeni. Neutronové zafeni je
povazovano za nejtvrdsi zafeni a ma schopnost vyvolat radioaktivitu u vétSiny latek, na které
dopada. [3]

Kosmické zéfeni: Jako kosmické zafeni oznacCujeme zafeni s vysokou rychlosti

prichdzejici z kosmu a dopadajici do zemské atmosféry. Tvoii jej hlavné protony (85 - 90%)
a jadra hélia (az 14%). Zbytek tvoii elektrony, jadra jinych atomu a jiné elementarni Castice.
Soucasti kosmického zareni jsou i vysokoenergetické fotony zafeni gama. RozliSujeme tfi
slozky kosmického zafeni: galaktické, slunecni a zéfeni radiac¢nich (van Allenovych) past
zem&. Prvni zminé€né galaktické zéafeni pochazi z hlubokych oblasti vesmirt, je sloZeno
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pfevazné z protontl, jader hélia a t€zSich jader ostatnich prvkl a elektronti. Druhé, slunecni
zafeni, je disledkem pfedevSim slunecni aktivitou. Je z 99% tvofeno protony a tézsi nabité
Castice prakticky neobsahuje. Radiacni péasy jsou tvofeny protony a elektrony, které¢ zachyti
magnetické pole Zemé v urcitych vzdalenostech od jejiho povrchu. [2][8]

1.2.2 Rozdéleni zareni podle zpiisobu ionizace

Podle zptsobu ionizace d€lime ionizacni zafeni na piimo ionizujici a nepiimo
ionizujici.

U piimo ionizujiciho zafeni interaguji ¢astice nesouci elektricky naboj, tj. a a B’ -
castice s kladnym nébojem nebo B - Castice se zapornym nabojem. Tyto Castice pii pruletu
kolem atomu mohou svym nébojem vytrhévat elektrony z jeho atomového obalu a tim jej
ionizovat.

Oproti tomu nepiimo ionizujici zafeni je takové, pii kterém interaguji Castice bez
elektrického naboje — fotony, neutrony. Fotony, v pfipad¢ elektromagnetického zatfeni, pii
pruchodu latkou uvolnuji castice s elektrickym nabojem, kterym piedaji energii dostacujici
k tomu, aby tyto uvolnéné Castice byly schopny excitovat nebo ionizovat ostatni atomy. Mezi
nepiimo ionizujici proto mizeme zatadit y a RTG zéfeni. U neutrond je tomu jinak. Neutrony
jsou jako fotony elektricky neutrdlni a samovoln¢€ se B rozpadem rozpadaji na protony a
elektrony, elektricky nabité Castice, které nasledné zptisobi sekundarni ionizaci.

Druhy interakci jsou detailnéji popsany v Casti Interakce ionizujiciho zareni s okolim.

1.3 Zdroje ioniza¢niho zareni

Zdrojl ionizac¢niho zéfeni je mnoho. Zakladnim rozdé€lenim je rozdé€leni podle jejich
puvodu. Déli se na zdroje umélé¢ a piirodni.

Umélé zdroje

Mezi tyto zdroje patii vSechny zdroje vytvofené lidskou Cinnosti. Jsou to umélé
radionuklidy, rentgenka, jaderné reaktory, urychlovace, jaderné zbran¢, radiofarmaka atp.

Pii pfeménéch radionuklidd se uvoliiuje ionizacni zéfeni riizného druhu. Naptiklad
Gastice o — jadra *He — jsou emitovany t&zkymi radionuklidy, jako je napiiklad americium
*1Am. Jak jiz bylo popsano vyse, dolet a pronikavost alfa &astic jsou malé a tudiz nejsou v
praktickych aplikacich Casto vyuzivany. Jiz Castéji aplikované jsou zafi¢e emitujici zafeni f3.

K zAfi&tm beta astic patii napiiklad prvky Y, ¥Sr, *%p, 1!

I aj. Tyto zafiCe mizZzeme pouZit
napiiklad v medicing, kde nachéazeji uplatnéni v 1é€bé nadorovych a dal§ich onemocnéni.

V rentgenkach vznikd rentgenové (RTG) zéfeni, a to tak, ze elektrony z katody jsou
urychlené vysokym napétim smérem kanodé. Dopadem na anodu je buzeno
elektromagnetické zafeni. RozliSuje se zateni brzdné a charakteristické. Brzdné rentgenové
zafeni vznika pfi zméné rychlosti pohybu elektronu v elektromagnetickém poli atomii anody.
Pii priichodu elektronu blizko jadra atomu je timto kladnym jadrem elektron ptitahovan, coz

vede k jeho zpomaleni a zméné jeho drahy. Rozdil rychlosti a jemu odpovidajici energie, je
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vyzarena ve formé zatfeni (Obrazek /.4). Charakteristické rentgenové zareni je emitovano pii
pfechodu elektronu v materidlu anody z excitovaného elektronového obalu atomu na nizsi
energetickou hladinu. Rozdil energii se opét vyzaii ve form¢ RTG zafeni (Obrazekl.5).
Rentgenky jsou jedinym zdrojem rentgenového zateni v radiodiagnostice, kde se vyuziva
hlavné brzdného zateni.

rentgencwveé 1

g? zateni S

Renlpenavé
Taranl

Obrazek 1.4 — Vznik brzdného RTG zaieni [5] Obrazek 1.5 — Vznik charakteristického
RTG zareni [5]

Dal§im zastupcem umélych zdrojli ioniza¢niho zafeni jsou jaderné reaktory.
238 .
s °U a také ve

formé oxidi (napt. UO,), mén& potom s plutoniem **’Pu. Uran je sice piirodni radionuklid,

s o roe [y o 235 v .
V reaktorech probiha fizené Stépeni jader nejcastéji uranu U ve smési

ale bez ptispéni ¢loveéka by nebyl v reaktorech tak mohutnym zdrojem ionizujiciho zafeni.
Proto je pro toto pouziti zatazen do umélych zdrojl. Jaderné reaktory jsou zdroje velkého
mnozstvi neutronli a gama zateni. Podle pouziti je 1ze rozdélit do tii skupin. Prvni skupinou
jsou vyzkumné a experimentalni reaktory, pomoci kterych se provadi experimenty napiic
obory fyziky, techniky a mediciny. Druhym typem jsou transmuta¢ni reaktory pro vyrobu
radionuklidii pro pouziti v 1ékafstvi a jinych oborech védy. Tretim druhem jsou energetické
reaktory, slouzici k vyrobé tepelné a elektrické energie at uz v jadernych elektrarnach,
velkych lodich ¢i jadernych ponorkach.

Vyznamnymi zdroji ionizacniho zéfeni jsou také urychlovace castic. V urychlovacich
se proti sobé urychluji dva svazky nabitych Céstic az na rychlosti blizké rychlosti svétla. Po
dosahnuti pozadované kinetické energie Castic se tyto paprsky ¢astic nechaji srazit a tim se
vytvaii nové Castice a zafeni, které se poté zkoumaji. Jelikoz jsou Castice urychlovany na
vysoké rychlosti a tak dosahnou velké energie, vyuziva se tohoto procesu predevsim k tvoreni
elektronovych pari, které si piiblizime v nasledujici kapitole. Existuji linedrni a kruhové
urychlovace. [2][3][4][8]

Pfirodni zdroje

V piirod¢ se krom¢ stabilnich prvkl vyskytuji radioaktivni prvky piirodniho ptivodu.
Jsou to radionuklidy, které¢ mizeme rozdélit podle jejich ptivodu a vzniku na tfi skupiny:
radionuklidy primérni, sekundarni a kosmogenni.
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Priméarni radionuklidy vznikaly spolu se stabilnimi prvky vraném vesmiru pfi
formovani Slunecni soustavy. Na zemi nyni jsou jiz ale jen ty radionuklidy, které maji velmi
dlouhy polocas rozpadu. Nejrozsiten&jsim prvkem v piirodé je draslik “°K, ktery se beta
rozpadem rozpada z vet§i Casti na argon **Ar a mensi asti na vapnik *’Ca prostiednictvim
elektronového zachytu. Argon i véapnik jsou stabilni, takze rozpad dale nepokracuje. Asi

38U a 2°U. Hlavnim vyuZitim uranu je

nejvyznamngj$imi primarnimi radionuklidem je uran
jeho pouziti jako Stépného materidlu, ale vyuziva se naptiklad i do priibojnych stfel. Uran se
dale alfa rozpadem pfeménuje na dalsi prvky jako aktinium (Ac), francium (Fr), polonium
(Po) nebo olovo (Pb).

Jako sekunddrni radionuklidy se oznacuji produkty primarnich radionuklidd,
rozpadajici se podle svych rozpadovych fad. Z toho vyplyva, ze jiz zminéné prvky Ac, Fr, Po
a Pb, jsou sekundarnimi radionuklidy uranu. Dal$im radionuklidem bé&zné vyskytujicim se
v pfirod¢ je napiiklad thorium 2Th a radium **°Ra.

Posledni kosmogenni radionuklidy vznikaji pribézné jadernymi reakcemi pfi
priachodu vysokoenergetického kosmického zareni (jeho sekundarni slozky) zemskou
atmosférou. Nejvice zastoupen je radiouhlik 'C a tritium *H, ve velmi malych mnoZstvich

pak napf. beryllium '°Be, fosfor **P, sira *°S, chlor *°Cl. [4]

1.4 Interakce ionizujiciho zareni s okolim

vvvvv

¢astice ma urcitou svou energii, ktera se pfi pruchodu ¢astice latkou zmensuje. Zptisob, jakym
tuto energii ztrati, zavisi na jejim druhu. K nejvétSim ztratdm energie dochazi v ptipadech,
kdy se jedna o tézké Castice, jako jsou Castice a, protony, elektrony ¢i fotony. U vSech druha
zéatreni mtzeme také sledovat pruchod ¢astic bez vzajemné interakce. To znamena, Ze ¢astice
zéafeni voln¢ proleti mezi atomy latky. S timto jevem se Castéji setkdvame u tvrdého zaieni a u
latek v okoli s nizsi hustotou.

1.4.1 Ztraty energie tézkych castic pri priletu hmotou

U tézkych ¢astic vznikaji ztraty jejich energie
e ionizaci
e rozptylem

e buzenim brzdného napéti.
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Ionizace okolnich atomt je hlavnim divodem ztraty energie. Jelikoz a Céstice maji
relativné vysoky elektricky naboj, tak na své draze velmi U¢inn€ vytrhavaji elektrony
z atomovych oball atomil latky, kterou se pohybuji. Tyto velké sily ptsobici na elektrony ale
také rychle brzdi letici o Castici, a to ma za nasledek malou pronikavost a maly dolet.
Schopnost ionizace a Casticemi se s klesajici rychlosti zvétSuje a maxima dosahuje tésné pred
zastavenim. Spolu s porovnanim s ostatnimi druhy zafeni je tato skuteCnost zobrazena
na obrazku /.6. [1]

Dalsi ztratu energie zptsobuje pruzny a nepruzny rozptyl. Do kategorie pruzny rozptyl
patii procesy, pii nichz nedochézi k preméné kinetické energie na jiny druh energie. Miize to
byt situace, kdy castice narazi do jiné letici Castice a obé po srdzce pokracuji v letu v jiném
sméru. DalSim piipadem je ptisobeni Coulombovych sil na letici ¢astici, ktera je jimi brzdéna
a vychylovédna z pavodniho sméru letu. Naopak u nepruzného rozptylu k preméné kinetické
energie dochazi. Do této kategorie mizeme zatadit napiiklad emise kvant zéafeni, excitaci
nebo deexcitaci. K nepruznému rozptylu je potfeba vyssich energii nez k pruznému rozptylu.
Z radia¢niho hlediska je dilezité, ze pfi nepruzném rozptylu vznikd sekundarni ionizujici

zafeni.

[

Relativni specifickd
ionizace

0,5

0 I 5 10 >
[cm]

Obrazek 1.6 - Braggovy kiivky hloubkové zavislosti specifické ionizace
na draze Castice beta, alfa a protonu. [8]

K buzeni brzdného napéti dochazi pti prichodu rychlych nabitych ¢astic hmotou, kdy vlivem
Coulombické interakce s obaly a jadry atomi dochdzi k jejich rozptylu a energeticky rozdil
Castice se vyzafi ve formée elektromagnetického zafeni. [§]

1.4.2 Ztraty energie Castic p pri priletu hmotou

Podobné¢ jako u Castice a, tak 1 u  ¢astice se ionizace vyrazné podili na ztraté energie
pii pruletu hmotou. Zatimco buzeni brzdného napéti se u té€zkych Castic na ztraté energie
podili jen nepatrné, u Castic B, zejména pii vyssich energiich, tvofi tyto ztraty podstatnou cast.
Navic, pokud jsou soudasti zafeni kladné nabité pozitrony (B’ &astice), pFipisuje se témto
ztratam 1 produkce zéafeni vznikajici pfi anihilaci s elektronem. V neposledni fad¢ ztraci
Castice energii rozptylem. [1]
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1.4.3 Priilet zareni Y hmotou

Hlavni zplsoby vzdjemného ptlisobeni y zafeni s absorpéni latkou jsou popsany
nasledujicimi tfemi jevy. Grafické zndzornéni téchto jevil je na obrazku /1.7.

1.4.3.1 Fotoelektricky jev

Fotoelektricky jev je jednim ze tii hlavnich zplisobti interakce y zatreni s elektronovym
obalem. K tomuto jevu dochazi tehdy, kdyz letici foton pfeda veskerou svou energii elektronu
atomu absorbujici latky a zanikne. Pfi ndrazu do elektronu foton ztraci svou energii
vyrazenim elektronu z atomového obalu ve formé ioniza¢ni prace pfi ionizaci a predanim své
zbylé kinetické energie tomuto elektronu. Jelikoz se atom poté nachazi v excitovaném stavu,
vyzafi pii deexcitaci tvrdé zafeni (viz napi. kap. Co je ionizacni zafeni), které muze dale
ionizovat. Nejvic ionizacni prace je potieba pii uvoliiovani elektronu z hladiny nejblizsi jadru.
Pro ostatni hladiny plati, ze ¢im vic je elektronova vrstva vzdalena od jadra, tim je potieba
mensi ionizacni prace. Pravdépodobnost tohoto jevu klesa srostouci energii a nartsta

s narustajicim atomovym ¢islem absorpcniho materialu. [1][6]

. COMPTONUIV
FOTOELEKTRICKY ROZITYI
JEV

2 elekiron

c!uktr\c\n e .

foton

fdony ™

rozpiyleny
foton

y (L8] MeV
anihisladnd #afeni

»
¥

51 MeV

Obrazek 1.7 — Interakce gama zaieni [6]

1.4.3.2 Comptoniiv jev

Druhou moznosti interakce je Comptoniv jev (n¢kdy také nazyvan Comptoniiv
rozptyl). I tady jde o srazku kvant fotonl s elektronem, pii Cemz je zapotiebi vyssich energii
nez u fotoelektrického jevu. Kvantum fotoni narazem do volného nebo slabé vazaného
elektronu ztrati pouze urCitou ¢ast své energie, kterd se rozdéli mezi foton a elektron. Foton
narazem odrazi elektron pod urcitym thlem a pokracuje dale v letu jako rozptylené zateni.
Ztratou energie se navic zmensi i jeho vlnova délka. Uhel odrazu fotonu je zavisly na
velikosti energie, kterou predal elektronu. Cim vétsi energii foton elektronu pieda, tim vice se
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odchyli z ptivodniho sméru. Odrazeny a urychleny elektron se pak nésledné¢ se mize podilet
na sekundarni ionizaci. [6][8]

1.4.3.3 Tvoreni elektronovych pari

Pokud do latky vnikne foton RTG nebo gama zafeni s vysokou energii (vEt$i nez
1,022MeV), mize nastat jev, ktery se nazyva tvoteni elektronovych part. Tvotfeni pari
elektrond se muze dit bud’ v blizkosti atomového jadra, nebo v poli elektront. Pfi priletu
fotonu kolem atomového jadra se mlze tento foton elektromagnetickou interakci se silnym
Coulombovym polem jadra pieménit na dvojici ¢astic elektron a pozitron. Po zbrzdéni (stejny
mechanizmus jako " rozpad) ze vzniklého paru elektron-pozitron ziistava v latce elektron a
pozitron zanikne anihilaci snékterym zjinych elektrond, ¢imz vzniknou dva fotony
elektromagnetického zareni, které se od sebe rozleti opaénymi sméry, kazdy s energii
511keV. Pravdépodobnost vytvotfeni téchto pard je piimo zavisld na velikosti naboje
interagujiciho jadra. [8]

1.5 Stinéni ionizujiciho zareni

Zateni a

Zateni o lze odstinit velmi jednoduSe. Alfa Castice ve vzduchu doleti jen nékolik
centimetrt a diky jeho malé pronikavosti je mizeme odstinit napiiklad papirem nebo tenkou
hlinikovou folii. Ve vétSin¢ aplikaci se nemusi zvlast’ stinit, protoze pii stinéni jiného zareni
se automaticky odstini 1 a zareni.

Zateni B

Zafeni B~ se oproti zafeni B stini jednoduseji a sta¢i k tomu lehké materialy jako hlinik
nebo plexisklo, nejlépe v kombinaci s tenkou olovénou vrstvou. Ta se uplatituje pii stinéni
brzdného elektromagnetického zafeni vznikajici ve stinicim materialu.

Pro stinéni P° zafeni je, kromé& tenké vrstvy lehkého materidlu, potieba pouzit i
pomeérmne¢ silnou vrstvu olova. Tato vrstva odstinuje tvrdé gama zatfeni, které vznika pfi
anihilaci pozitrond B* s elektrony e

Stinéni B zafeni pouze olovem neni pfiliS vhodné, protoze v ném vznika tvrdé a
intenzivni brzdné zafeni a pro celkové odstinéni bychom museli pouzit zbytecné silnou
vrstvu.

Zateni y

Pro stinéni tohoto zafeni jsou nejlepSi materidly s velkou hustotou a vysokym
protonovym cislem, jako je olovo, baryt nebo wolfram. Bézné se pouzivaji olovéné vlozky,
olovnaté¢ sklo (vysokym obsahem kysli¢niku olova v taveniné) nebo barytové omitky.

Neutronové zareni

vvvvvv

proto, ze neutrony, na rozdil od o a B Castic, neinteraguji s elektronovym obalem atomu
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absorbujici latky, ale pouze s jejich jadry, ale za to velmi siln€. Chceme-li stinit rychlé
neutrony, je nejprve potieba tyto neutrony zpomalit a poté je pohltit vhodnym absorbérem.
Nejucinngjsi zpomalovace neutrond jsou napiiklad latky bohaté na vodik, kde neutrony ztraci
svou energii pruznym rozptylem. Jsou to napiiklad parafin nebo plasty. Takto zpomalené
neutrony se zachytavaji pomoci vhodnych jader atomt, jako jsou kadmium, bor, ¢i indium.
Nasledné je potieba stinit zafeni gama vznikajici pti absorpci, naptiklad vrstvou olova. [8]

o
f @ OO0
pi

neutrony

papir hlinik olovo beton

Obrazek 1.8 - Prinik zaieni riiznymi materidly [19]

1.6 Detekce ionizujiciho zareni

Jestlize je ionizujici zafeni okem neviditelné, tak abychom se viibec mohli piesveédcit
o jeho existenci, musime jej uméet n¢jakym zpisobem detekovat, a to pomoci piislusnych
fyzikdlnich metod a vhodné pfistrojové techniky. Kromé "zviditelnéni" nédm detekce
umoziuje zkoumat vlastnosti tohoto zaieni a vyuzivat jej v fad¢ aplikaci. Byla vyvinuta fada
detektort ionizujiciho zareni, které (kromée spole¢ného zékladniho jevu, kterym jsou ionizacni
ucinky zafeni) vyuzivaji raznych principti a technickych konstrukci. Tato kapitola Cerpa
z literatury [9].

1.6.1 Rozdéleni detektori podle ¢asového priabéhu detekce

Kontinualni detektory
Tento druh detektoru poskytuje prubéznou informaci o okamzité hodnoté zafeni ¢i

kvant ionizujiciho zafeni. Odezva takového detektoru by méla byt imérna okamzité intenzité
zéafeni. Prestane-li byt detektor ozafovan, signal na jeho vystupu poklesne na nulu ¢i na
hodnotu pozadi.

Kumulativni detektory
Vyhodnocenim vysledku méfeni kumulativnim detektorem se ziska udaj o celkové

hodnoté ozéfeni za celou dobu, po kterou mu byl detektor vystaven.
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1.6.2 Rozdéleni detektorii podle principu detekce

Podle principu detekce délime detektory ioniza¢niho zareni na:

Fotografické detektory
Jsou zalozeny na fotochemickych ucincich zafeni (filmové dozimetry, rtg filmy,

jaderné emulze), nebo vyuzivajici fotografické zobrazeni stop ¢astic v urcitém prostiedi.

Materiadlové detektory
Tyto detektory jsou zalozeny na zméné vlastnosti urCitych latek (barva, slozeni,

objem) piisobenim ionizujiciho zafeni. Diky jejich nizké citlivosti jsou pouzitelné pouze pro
vysok¢ intenzity zareni ¢i dlouhodobou kumulativni detekci.

Elektronické detektory
U tohoto druhu se ¢ast energie zareni pievadi na elektricky proud nebo impulzy, které

se zesiluji a posléze vyhodnocuji v elektronickych aparaturach. Do této skupiny se tadi
ionizacni komory, Geigeruv-Miillerav (GM) detektor, scintila¢ni a polovodicové detektory.

Fareni

¢i ﬁ. F'Srigl':';fu Analogové  Digitdlni
i = =
> ——> —> 1[2[2]4
signal ‘ zesileny D@D EIEEI

signal
Detektor Zesilovat Analyzator Registracni zarizeni

Obrazek 1.9 - Zakladni blokové schéma elektronického detektoru [9]

1.6.3 Rozdéleni detektorii podle komplexnosti mérené informace

Detektory zafeni

Provadéji pouze registraci interakci kvant Castic s detektorem. Udavaji pouze intenzitu
zéafeni bez informace o druhu a energii. Do této skupiny detektorti patii filmové dozimetry,
ionizac¢ni komory, GM detektory.

Spektrometry ionizujiciho zatfeni
Spektrometry méfi nejen intenzitu Ci poCet kvant zafeni, ale 1 energii kvant zareni

a pfip. jeho dalsi charakteristiky. Vysledkem je vétSinou energetické spektrum N = N (E)
zachycujici graficky zéavislost Cetnosti kvant N, ¢ili intenzity zafeni, na energii E. Spektrum
tedy vyjadiuje energetické rozlozeni (relativni zastoupeni) kvant zkoumaného zéfeni.

Zobrazovaci detektory
Zobrazuji prostorové rozlozeni intenzity zafeni. Nejjednodussim (diive pouzivanym)
zobrazovacim detektorem je fotograficky film. V RTG diagnostice se téz pouzivala
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luminiscenc¢ni stinitka, kterd byla pozdé€ji doplnéna zesilovaci obrazu a piip. elektronickym
zpracovanim. Nyni se pouzivaji multidetektorové systémy prostorové vhodné rozmisténych
detektorti, které poskytuji informace o mistech dopadu zafeni, nebo o uhlech, z nichz zareni
priléta.

Drahové detektory ¢astic

Tyto detektory pracuji na principu vyhodnocovani nebo zviditeliiovani drahy pohybu
Castic. A to na zéklad¢é materidlovych efekti — fotochemickych reakcei, kondenzace kapicek z
pary nebo vznik bublinek v piehiaté kapaling, nebo elektronicky slozitymi systémy velkého
mnozstvi prostoroveé rozmisténych detektort, polovodi¢ovych nebo ionizacnich komor.

1.7 Veliciny charakterizujici zdroje zareni

Aktivita— A [ Bq]

Tato veli¢ina udava pocet Castic v radionuklidu, které se pfeméni (rozpadnou) za
jednotku &asu. Jednotkou je Bq — becquerel — jehoz rozmér je [s'] a znamena, Ze za 1
sekundu doslo k jedné radioaktivni pieméné. V praxi se proto vyuzivaji spiSe jeji nasobky
(kBg, MBq atd.) Aktivita radionuklidu zavisi na jeho hmotnosti a neni konstantni, ale klesa

s ¢asem podle vztahu
0,693

Ay =Age T ¢ [Bq] ()
Kde 4 pocatecni aktivita radionuklidu v ¢ase t =0s [ Bq ]
A, aktivita radionuklidu v ¢ase t [ Bq ]
T polocas premény radionuklidu [ s ]

Pro lepsi informaci o zdroji mizeme aktivitu vztdhnout k jiné jednotce napiiklad kg,
m” nebo m”. Ziskame tak napiiklad hmotnostni aktivitu Bq.kg™', plodnou Bq.m™ &i objemovou
aktivitu Bq.m®. V literatufe se muzeme setkat i se star$i jednotkou curie (Ci), pfi¢emz
1Ci=3,7.10"" Bq.

Energie emitovanych ¢astic

Jednotka udava energii emitovanych ¢astic, coz charakterizuje radionuklid, protoze na
energii vyrazné zavisi vlastnosti vyzafovaného zafeni — ionizace, dolet apod. Jednotkou
energie byva joule (J), ale v oblasti ¢asticovych véd se z divodu malych energii pouziva
jednotka eV — elektronvolt — pficemz plati 1eV = 1,602.10"°J. V praxi se op&t vétsinou
pouzivaji jeji nasobky (keV, MeV, GeV atd.).

Pteménova konstanta — A [s']

Konstanta udavajici  relativni  rychlost rozpadu radionuklidu, vyjadiuje
pravdépodobnost jaderné premeény, kterd je charakteristicka pro kazdé jadro radionuklidu.

Polocas pfemény — T (Ty,) [ s, min, h, 1]
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Je to doba, za kterou pocet atomi radionuklidu klesne na polovinu pivodniho poctu
atoml. Nasledujici tabulka 1-1 obsahuje ptiklady radionuklidii s jejich polocasy rozpadi.
Radionuklidy pouzité pfi méfeni jsou zvyraznény.

Citovéano z literatury [7].

Tabulka 1-1: Priklady polocasu rozpadu nékterych radionuklidi [2]

Prvek Izotop Polocas rozpadu
Beryllium *Be [6,7-10-17s
Polonium *2po 10,3 ps
Thorium 2Th 0,9 sekundy
Francium 2BEr |22 minut
Sira ¥S  |87,5 dni
Kobalt “Co 5,27 let
Tritium H o |12,36 let
Stroncium Sr [29,1 let
Cesium Bcs 130,17 let
Uhlik “C |5730 let
Uran 35U | 710 miliont let
Draslik K 1, 26 miliard let
Bismut 29Bi |cca1,9x 10" let
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2 STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

2.1 Vybrana rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni ndhodnych veli¢in se pouzivaji jako modely pravdépodobnosti pfi popisu
konkrétnich praktickych problému. V nasledujici kapitole budou popsana vybrana diskrétni
rozdé€leni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in. V této kapitole je citovano z literatury [10],
[11],[12],[13] a[15].

2.1.1 Normalni (Gaussovo) rozdéleni

Jedna se o nejznaméjsi model rozdéleni spojité ndhodné veliciny, které se pouziva
v technické praxi. Veli¢inu fidici se podle normalniho rozloZzeni miizeme oznacit jako
X~ N(u, 02). Pti opakovaném meéteni jedné veliCiny za stejnych podminek se na vysledku
podileji ndhodné vlivy, které se obvykle fidi timto rozdélenim. Normalné rozdélena nahodna
veli¢ina vznika slozenim riznych, ndhodnych slozek, vlivii a veli¢in, které jsou na sobé
nezavislé, kterych je veétsi pocet a kazda znich ovliviiuje vyslednou veliCinu jen malym

prispévkem.
Jeji hustota pravdépodobnosti nabyvajici hodnot x pro x € (—oo ; ) ma tvar
1 (x — w)?
@) = ex [— S >
0= Tama? P | 207 @

Kde ¢ = E(x) predstavuje stiedni hodnotu a ¢ = D(x) rozptyl. Abychom vypocet
zjednodusili, transformujeme ndhodnou veli¢inu X na normovanou veli¢inu Z, kde
X—u
o

7 =

€)

|
I
|
I
|
i

el R

0 i

,._(
=

/

(a) hustota (b) distribuéni funkce

Obrazek 2.1 - Hustota a distribucni funkce N(u, &) [15]
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2.1.2 Poissonovo rozdéleni

Fakt, ze se ndhodna veliCina tidi Poissonovym rozdélenim, mutzeme zapisovat
X~ Po(4). Néhodna veli¢ina méa Poissonovo rozlozeni s parametrem A, pokud jeji
pravdépodobnostni funkce ma tvar

AX
F-e"l x=01,..,n
p(x) =4 ™ (4)
0 j inak
Kde x je diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot 0, /, ... , k. Jak mizeme vidét,

Poissonovo rozlozeni je charakterizovano pouze jednou konstantou 4, pfi¢emz plati 4 > 0.
Proto jej nazyvadme parametrickym rozlozenim. Frekvenc¢ni funkce p(x) udava apriorni
(teoretické, predem dané) pravdépodobnosti jednotlivych hodnot. Pokud zndme frekvenéni
funkci, mizeme stanovit pravdépodobny pocet vyskytti ur¢ité hodnoty x v souboru N pokusi.
To by mélo odpovidat tomuto vzorci
n = Np(x) )
Zname-li pravdépodobnostni funkci 1 pravdépodobny pocet vyskytl x, mizeme zjistit
nejpravdépodobnéjsi pocty vyskyti nahodilé veli¢iny x. Ty ziskdme tak, ze dosadime do
rovnice (5) vyraz (4)
Ax
n=N-—- e? (6)
Frekvencni funkce (4) dava Uplnou informaci o statistickém souboru, ale pro lepsi
orientaci volime jednodussi charakteristiky souboru. Nejcastéji to jsou stfedni hodnota a
rozptyl. U diskrétni nahodilé veliCiny x je stfedni hodnota E(x) definovana vztahem

oo oo Ax
EG) = ) xpl) =) x-Tore ™
x=0 x=0
a rozptyl hodnot kolem stfedni hodnoty D(x) vztahem
D) = ) [x— E@ p(x) ®)
x=0

U Poissonova rozdéleni, jako u jediného pravdépodobnostniho rozdéleni, plati, ze jeho
sttedni hodnota je stejna s rozptylem
D(x)=E(x)=2 9)

Rozptyl i sttedni hodnotu ve frekvencéni funkci (4) reprezentuje konstanta /.
Pokud je nahodnou veli¢inou pocet vyskyti sledovaného jevu v ur€itém casovém
intervalu 4¢, plati nasledujici skute¢nosti
e Jev muze nastat v jakémkoliv casovém okamziku
e Pocet vyskytu jevu béhem cCasového intervalu zavisi pouze na jeho délce,
nikoliv na jeho pocatku nebo na tom kolikrat sledovany jev nastal pted jeho
pocatkem.
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e Pravdépodobnost, Zze jev nastane vice nez jednou v intervalu délky ¢,
konverguje k nule rychleji nez t.
Odhad parametru 4 se provadi podle vzorce (10), kde n je celkovy rozsah souboru,
n

A=

z n¢hoz je vidét, Ze 4 odpovida aritmetickému praméru. Na nasledujicim grafu je vidét
tvar pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce Poissonova rozdéleni pro rizné hodnoty A. Jak
si mizeme vSimnout pro malé hodnoty 4 je toto rozdéleni nesymetrickeé.

Pravdépodobnostni funkce rozdéleni pro rizné hodnoty koeficientu A

0,5

P (x)

A=0,5
=N =
A=2
— k=5
——A=10

Obrazek 2.2 — Pravdépodobnostni funkce pro Po(2), 2= 10,5, 1, 2, 5, 10
Pokud soucasné plsobi dvé ndhodné veli¢iny majici Poissonovo rozdéleni, jedna
s parametrem A; a druhd s 4,, vyslednou pravdépodobnostni funkci miizeme zapsat jako
X
M.e_(ll-l-AZ) x = 0' 1,___'n
p(x) = x: (11)
0 j inak

2.1.3 Exponencialni rozdéleni

Toto rozd€leni tzce s Poissonovym rozdélenim tzce souvisi. Jestlize Poissonovo
rozdéleni se pouziva k modelaci pravdépodobnosti poctu nahodnych d€jti za urcitou dobu,
exponencialnim rozdélenim modelujeme dobu do vyskytu tohoto déje, neboli dobu mezi
jednotlivymi udalostmi. Jedna se o spojitou veli¢inu a hodnota sledované veli¢iny miize
teoreticky nabyvat jakéhokoli kladného ¢isla. Nahodnou veli¢inu s exponencialnim
rozdélenim oznacujeme X ~ E(4), jeji hustota je
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Ae~Mx x>0

flx) = (12)
0 j inak
a jeji distribucni funkce je
1— e x>0
F(x) = (13)
0 j inak

2.2 Statistické vlastnosti radioaktivniho rozpadu

Pocet AM atomu radionuklidu, které se za dobu At (4¢ volime podstatné krat§i nez
polocas rozpadu 7T radionuklidu) rozpadly je této dobé ptimo umérny, dale je pfimo umérny
také poétu atomii radionuklidu M. Ubytek poétu atomt M radionuklidu predstavuje AM a ma
tedy zapornou hodnotu. Oznac¢ime-li konstantu umérnosti 4, miizeme vztah mezi M a AM za
sledovanou dobu popsat rovnici

—AM = AMAt (14)

Konstantu A oznatujeme jako pfemé&novou konstantu s jednotkou [s™']. Pokud budeme
piedpokladat, ze jeji konecné piirastky jsou nekonecné malé, z predchozi rovnice ziskame
diferencidlni rovnici, jejiz matematické feSeni je ve tvaru

M = Mje™* (15)

kde M, je pocatecni pocet atomul radionuklidu pied zapocetim sledovani a M je pocet
atomu téhoZz radionuklidu po uplynuti doby ¢. Tento vztah se nazyva pteménovy zakon. Doba,
za kterou se pocet atomi radionuklidu zmens$i na polovinu pivodni hodnoty, nazyvame
polocas rozpadu — 7. Tato doba se u raznych radionuklida lisi a ma hodnotu od zlomka
sekund az po miliony let. PoloCas rozpadu mizZeme znézornit rovnici

1
Mo = Mye=*T (16)
Pfeménovou konstantu A Ize poté za pomoci polocasu rozpadu T vyjadfit jako
1 1(2)
l=—= 17
- a7)

Z uvedenych skutecnosti se mtize zdat, ze pii métfeni stejné hodnoty AM béhem doby
At bychom méli ziskat stejny vysledek. Radioaktivni pfeména nestabilnich jader ma ale
nahodny charakter. Kazdy atom radionuklidu mé urcitou pravdépodobnost p, ze se béhem
doby méteni At preméni. Protoze pravdépodobnost rozpadu béhem doby 7, je p = 0,5, je pro
podstatné mensi A¢ také pravdépodobnost radioaktivniho rozpadu podstatné mensi.

Radioaktivni rozpad ma nasledujici vlastnosti:

1. K rozpadu atomu muze dojit v libovolném ¢asovém okamziku a nelze ptesné
urcit okamzik rozpadu.
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2. Pocet rozpadlych atomi je imérny délce zvoleného ¢asového intervalu.
3. Jelikoz vzdy sledujeme jen urcity druh radioaktivni pfemény, nemutze dojit k
rozpadu jednoho atomu vicekrat nez jednou.

Jelikoz jsou toto piedpoklady i pro Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti, miizeme
tedy fici, Ze se radioaktivni rozpad fidi touto Poissonovou statistikou a méla by mit i stejnou
pravdépodobnostni funkci, viz rovnice (4). Jestli jsou rozlozeni pravdépodobnosti
namétfenych hodnot a rozlozeni pravdépodobnostni funkce shodna je mozné ovéfit. Metod

v

ov&fovani shody je vice a asi nejpouZivan&jsi je metoda y* (metoda Chi-kvadrat).

VaAA r r . W r r 2
2.3 Ovérovani Poissonova rozdéleni pomoci y

Postup ovéieni rozdéleni se znamymi parametry je pievzat z literatury [16].

Prvnim krokem, ktery musime s naméfenymi daty provést je rozdélit je urcitym
zpusobem do skupin (napf. skupinové rozdéleni cetnosti). Timto tfidénim ziskdme tzv.
experimentalni Cetnosti (n,, ;) pro jednotlivé tiidy.

Uvazujme nyni teoretické Poissonovo rozdé€leni, které budeme povazovat za model
pro nas vybér. Toto modelové rozdé€leni si stejny zptisobem jako naméfend data rozdélime a
tim ziskame v jednotlivych tfidach Cetnosti, které budeme oznacovat jako ocekavané Cetnosti,
oznacovane 7, ;.

Smyslem tohoto testu shody je vtom, Ze sledujeme a hodnotime rozdily mezi
jednotlivymi experimentalnimi a ofekdvanymi cetnostmi, tj. rozdily n. ; — n, ; Za nulovou
hypotézu — tvrzeni, které obvykle vyjadiuje ,,zadny neboli nulovy rozdil“ mezi testovanymi
soubory dat — v tomto pfipad¢ je piedpoklad, ze s n, j n, ; 1i$i jen nahodné.

Kritériem zavedenym pro tento test shody

k 2
(n '._n ")
X2 =Z—”n0]_‘” (18)
j=1 ’

kde & je pocet skupin, do kterych jsme sledovany soubor dat rozd€lili. Tomuto kritériu
nalezi y° rozd&leni a v = k — 1 stupiid volnosti. Hodnoty kritickych hodnot pro jednotlivé
rozdéleni jsou uvedeny v ptiloze 1.

Pfi pouziti tohoto testu je potieba respektovat podminky, za kterych jej 1ze pouzit.
Pokud pii tfidéni do dvou tiid (tj. £ = 2, v = I) je néktera o¢ekavana Cetnost (n,, ;) mensi nez
5, nema byt pouzito x> testu. Pii k > 2, tj. pfi v = I, nema byt vice nez 20 % viech
ocekavanych Cetnosti mensich nez 5 a zddna nesmi byt mensi nez 1. Abychom splnili uvedené
pozadavky, mizeme v nékterych ptipadech sloucit dvé nebo vice tfid do jedné, ale soucasné
nesmime narusit smysl feSené¢ho tkolu.

Nasleduje postup pfi testovani shody experimentalnich a o¢ekdvanych Cetnosti pomoci
Xz—testu:

1. Zvolime hladinu vyznamnosti — timto terminem se oznacuje pravdépodobnost
chyby I. druhu, coz je chybné rozhodnuti u¢inéno poté, co test odmitne
pravdivou nulovou hypotézu (Hy)
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Nameétend data a modelové rozloZeni rozdélime do zvolenych skupin
Stanovime hodnoty o¢ekavanych ¢etnosti v jednotlivych skupinach

B

V kazdé skupiné vypocitdme a secteme vSechny rozdily mezi ¢etnostmi podle
rovnice (18)
5. Ztabulky v piiloze 1 vyhledame piislusnou kritickou hodnotu y2 pro v =k — I
stupniti volnosti
6. Nulovou hypotézu Hy — shodu mezi n, ; a n,, ; — zamitame, jestliZze vypocitana
hodnota y” je v&tsi nez kriticka hodnota y3.
Zde by bylo jest¢ vhodné zminit, ze 95% kvantil odpovida kritické hodnoté pro 5%
hladinu vyznamnosti a analogicky 99% kvantil kritické hodnoté pro 1% hladinu vyznamnosti.

Postup popsany vySe plati pro piipady testovani hypotéz o shod€ pifi znamych
parametrech. Jestlize chceme testovat hypotézy s nezndmymi parametry, coz je i rozlozeni
pravdépodobnosti radioaktivniho rozpadu, musime pouzit slozitéjsi vypocet. Tento test je
s predeSlym principialné analogicky, ale protoze pravdépodobnosti jednotlivych nahodnych
jevu py, ..., pr urCitého rozdé€leni zaviseji na nékterych nezndmych parametrech ay, ..., a,, tak
musime tyto neznamé parametry néjak odhadnout. Jak urcit nezndmé parametry a jak
rozhodnout o hypotézach si ukazeme v této kapitole. Test Poissonova rozdéleni pro nezndmé
parametry je citovan z literatury [13] a [17].

M¢jme tedy vybér X;, ..., X, znéjakého rozdeleni na mnozin€ nezapornych celych
¢isel a chceme ovéfit hypotézu Hy, ze se vybér fidi Poissonovym rozdélenim Po(4), pfiCemz
parametr A nezname.

Opét si nejprve zvolime hladinu vyznamnosti a a nésledné rozdélime vybér do skupin.
Vhodné volime ¢isla » > 0 a k > 3. Do prvni tfidy zafadime ty veliCiny, které jsou mensi nebo
rovny r. Dalsi tfidy jsou postupné tvofeny samostatnymi hodnotami r+ 1, r+2, ..., r+k-2.
Posledni tfida obsahuje hodnoty vétsi nebo rovné Cislu r+k-1. Timto postupem vytvoiime
k ttid, jejichz Cetnosti oznac¢ime X,, X,+;, ..., Xpip 1.

Pravdépodobnost ¢;, Ze tento zvoleny soubor odpovidd Poissonovu rozlozeni
s parametrem A a nabyva hodnoty 7 je dana vztahem:

2
q; = Ee"l, i=01,.. (19)

Pravdépodobnosti jednotlivych tiid jsou potom

-
Dr = qi, pi=qiproi=r+1,..,r+k—2,
i=0 . (20)
Prik+1 = z qi
i=r+k—1
Ptitom p; = p; (1), nebot’ tyto pravdépodobnosti zaviseji na parametru A. Ten je ale,

jak uz bylo zminéno, neznamy, a proto se ho pokusime odhadnout. Uzitim vztahu

dCIi i

& _ (L_ 1) . 21
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a rovnice

. Opi(@)
l l
=0
z(pl(a) da; (22)
ze kterych po Uprave ziskame
r+k-2
1 T ol i
Azz Xerr_O Ch-l— Z lX +Xr+k 121 =r+k-1qi (23)
i=0 isr+1 i=r+k—14i

ktera se fesi iteracné. Miizeme si vSimnout, ze prostfedni Clen (23) se po provedeni
1/n rovna pfiblizn€ vybérovému priméru (24), v némz chybi prvni a posledni ¢len. Tento

+k-1
Z iX; (24)
i=r

miiZzeme pouzit jako hledany parametr 4, A = 1. JelikoZ mu ale chybi dva &leny (prvni

pramér

BN
Il
SER
<

a posledni), nevime, jak je tento odhad ptfesny. Pokud bychom chtéli 4 upfesnit mizeme to

udélat pomoci rovnice (23). Jako pocatecni aproximaci 49 dosadime vybérovy primér (24),

dale jej dosadime do (19), vypocteme pravdépodobnosti g;, které pouzijeme pro vypocet dalsi

aproximace 4;. Tento postup opakujeme tak dlouho, nez dosdhneme pozadované ptresnosti.
Nyni se dostavame k vypoctu hodnoty kritéria, kterd je ddna vztahem

”f[x — (D))’

np;(1)

a plati-li hypotéza o tom, Ze vybér pochazi z Poissonova rozd&leni, ma »° veli¢ina

(25)

asymptoticky Chi-kvadrat rozdéleni o k£ — / stupnich volnosti. Je-li pak vypocitand hodnota
kritéria y2 > y?_,(a), hypotézu H, na hlading vyznamnosti o. zamitdme a miZeme fici, Ze
dany vybér nepochézi z Poissonova rozdéleni.

Predpokladejme tedy, ze chceme ovéfit, jestli ndmi naméfené data maji Poissonovo
rozdéleni a to pfi @ =5 % a pii 2 stupnich volnosti, kterym odpovidd modra kiivka na
Obrazek 2.3. Uvedenym postupem dospéjeme naptiklad k vysledku, ze veli¢ina ma y2 =
7,21 a z piflohy 1 zjistime hodnotu kvantilu Chi-kvadrét x3. o5 = 5,991476 (hodnota na
ose x), coz je kritickou hodnotou pro nami zvolené a. Hodnoty y2vétsi nez tato kriticka
hodnota pfi ¢ = 5 % nam fikaji, Ze testovany soubor dat ma mensi pravdépodobnost, Ze se
bude fidit Poissonovym rozloZzenim, nez 5 %, tudiz tento soubor dat nepovazujeme za soubor
fidici se podle Poissonova rozlozeni.
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Obrazek 2.3 - distribucni funkce y2 pro riuzny pocet stuprin volnosti k [18]

I-d
F™

Jednou z dalSich metod ovéfovani Poissonova rozloZeni je metoda vychézejici ze
skutecnosti, Ze stfedni hodnota i rozptyl tohoto rozloZeni jsou stejné. Pfi této metodé se

vyuziva toho, ze vybérovy prumér (26) je nestrannym odhadem stfedni hodnoty
n

X = z iX; (26)

i=1

n
1 _
5% = — (Z X7 — nXZ) (27)
i=1

je nestrannym odhadem rozptylu. Jelikoz jsou si tyto dvé charakteristiky rovny,

a vybérovy rozptyl

princip tohoto testu vyuziva predpokladu, Ze jejich podil se bude rovnat jedné, nebo se této
hodnot¢ alespoi pfiblizovat. V praxi se ale pfimo tento podil nepouziva a misto n¢j se uvazuje
veli¢ina s Poissonovym rozlozenim, ktera kolisa okolo hodnoty n-/ a je ddna vztahem

0= ?:1(Xi— X’ (28)
X
a ta mé ptiblizné y2_, rozlozeni. Pokud dostaneme
Q<13 (1-3) nebo@ =42, (3) (29)
zamitame hypotézu H), ze testovany vybér X;, ..., X, pochazi z Poissonova rozd¢leni.

Ke shodg s limitnim rozdélenim je tieba zajistit, aby primér X nebyl pfili§ maly a mé&lo by
tedy platit X > 5.
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2.4 Konstrukce histogramu

Histogram je grafické znazornéni intervalového rozlozeni Cetnosti. Je to sloupcovy

graf se sloupci stejné Sitky, kterd vyjadiuje Sitku intervalu, a vySkou vyjadiujici Cetnost urcité

sledované veliciny v daném intervalu. Konstrukce histogramu je popsana nasledujicimi kroky:

Postup konstrukce histogramu [14]:

1.

Urceni rozpéti namérenych hodnot — R
Rozpéti vypocteme z maximalni a minimalni hodnoty naméienych dat
R = Ximin — Ximax (30)

2. Stanoveni poctu intervali (tfid) — &

Pocet a Sife intervalu ovliviluje miru ,,0strosti zobrazeni statistického
intervalu. Neni vhodné, aby pocet tfid byl piili§ maly anebo pfili§ velky. Pfi
malém poctu intervall ziskame pouze velmi hrubou piedstavu o rozlozeni dat a
naopak pfi velkém poctu intervalll se zase histogram stavd méné piehlednym.
Proto se v nékteré literatufe doporucuje, aby pocet vyslednych tiid byl 5-20
podle mnoZzstvi zobrazovanych dat. Pocet intervalli se urcuje z celkového poctu
vybranych dat » a jednim ze zptisobli urceni poctu tfid & je pomoci Sturgesova
pravidla, podle kterého plati
k=1+33logm 1)

MozZnosti urCeni poctu intervalii je vice, a podle jinych zdroji muizeme
k vypoctu poctu tiid £ pouzit napiiklad i nasledujici vzorce
k =+n (32)

k<5lom (33)

Stanoveni $ifky intervalt — A

vvvvv

h—R 34
=7 (34)

Sestaveni tabulky Cetnosti

V tomto kroku se pfipravi formuldf pro tfidéni hodnot analyzovaného
statistického souboru a zdznam dalSich potiebnych vypocta.

Stanoveni hranic intervalil

Nyni je potieba pomoci Sitky intervalli /4 stanovit horni a dolni hranici
jednotlivych intervald, musime ale zajistit, aby hodnota X,,, lezela v prvnim
intervalu a hodnota X, lezela v poslednim intervalu.

Stanovendi tfidnich znakt

Ttidni znaky zastupuji hodnoty, které jsou zatazeny do i-ho intervalu pfi
vypoctech statistickych charakteristik. Jestlize jsou hranice intervalu stanoveny
tak, jak je uvedeno v predchozim kroku 5, pak je mozné hodnotu tfidniho
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znaku vypocitat tak, Ze seCteme krajni hodnoty daného intervalu a délime
dvéma.

Ptifazeni dat intervalim

Prifazeni dat intervalim se provadi pomoci ¢arkovaci metody, kdy se ke
kazdému intervalu pfifazuje hodnota poctu vyskytu jednotlivych dat ndlezici
tomuto intervallim.

Sestrojeni vlastniho histogramu

Na osu x vyndSime hranice intervalll a jim odpovidajici zjiSténé Cetnosti
vynasime na osu y.
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3 NAVRH A REALIZACE MERENI

V nasledujici ¢asti jsou popsany principy meéfeni s ionizujicim zafenim a realizace
uloh ve formé& protokolti. Pro praktickou ¢ast této prace byly zvoleny experimenty vedouci k
urceni koeficientu utlumu ionizujiciho zafeni v zévislosti na hustoté materialti a ovéfeni jeho
pravdépodobnostniho rozloZzeni. Ulohy vychazeji z laboratornich uloh spole¢nosti PHYWE
[20], [21].

3.1 Méreni zavislosti koeficientu atlumu na hustoté

3.1.1 Zadani

1. Stanoveni zdvislosti poc¢tu pulzi jako funkci tloustky stinici pfepazky, pii
pouziti riznych materialt téchto ptepazek — sklo, tvrdy papir, lepenka, folie,
textit a sololit.

2. Stanoveni zavislosti koeficientu utlumu na hustoté pouzitych materiala

3.1.2 Teoreticky popis

K provedeni této tilohy budeme potiebovat nasledujici:
e Piipravek s GM trubici a ¢itacem
e Zdroj ionizujiciho zafeni — *°Sr, p zafi¢ X89-101 (102) — viz piiloha 2
e Vzorky stinicich pfepazek z materiali razné hustoty

Utlum proudu ¢astic ionizujiciho zéfeni je zavisly jak na tlouStce materidlu, kterym
prochazi, tak i na jeho plosné hustoté. Tento Utlum v materidlu mizeme ovéfit pomoci
detektoru zatreni (GM trubice s ¢itaCem) a materiald, jimz zafeni prochazi, a je dan vztahem

Al = Alje™ [s'm 7] (35)

kde A4l je intenzita zaifeni po pruchodu vrstvou materialu za jednotku casu
[s"'m™]

Al je intenzita zafeni bez stinici piepazky za jednotu asu [ s 'm > ]

7 je soudinitel utlumu [ m ™' ]
X je tloust’ka vrstvy absorbujiciho materidlu [ m ]
Soucinitel utlumu mizeme odvodit z (35)
1 n% -1
o= % [mm '] (36)

Zname-li tloustky a hustoty materidlu, kterym toto zafeni prochazi, lze zkoumat
zavislost

Al = AljeHm*p [s'.m™> (37)
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vychézejici z vyrazu (35). Intenzitu zafeni muzeme vyjadfit poctem impulzi N
GM trubice s citacem, takze intenzita A/ odpovida poctu pulzi N (41 hodnoté Ny). Z vyrazu
pro absorpci (37) mizeme odvodit vyraz kurceni hodnoty hmotnostniho uUtlumu pro
jednotlivé materidly, ktery ma tvar

— — Ny
AL Pt & L m’kg']  G8)
m xp xp
a z exponenttl v (35) a (37) je mozné odvodit, Ze
U _
Um = ; [m2-kg 1] (39)
Hodnoty hustot spoc¢itdme pomoci vztahu
m -3
= 40
P =l [kg.m 7] (40)

3.1.3 Postup

Sestaveni experimentu je zobrazeno na obrazku 3./. Aparatura obsahuje pfipravek
s GM trubici, k niz je ptipojen vysokonapétovy zdroj a Citac. Po zapnuti piipravku nastavime
na zdroji pfiblizné 600V a na patfi¢né misto umistime zdroj § zafeni, u kterého lze 1épe, nez u
zafeni vy, zavislost utlumu na hustoté pozorovat. V naSem piipadé byly hodnoty impulzi
méteny pfi U = 605V, doba jednoho cyklu meéteni byla 60s. Resetovanim resetovacim
tlacitkem spoustime ¢ita¢ a po ub&hnuti nastavené doby méteni odecitame hodnoty impulza.

Umisténi zafice
. wr —
v laboratornim pfipravku A—__'I

. Umisténi stinicich folii
CitaC a vysokonapétovy zdroj l

N a.bg

1+ ]
GM trubice

Pulsy:

Obrazek 3.1 - sestaveni experimentu

1. Stanoveni zavislosti poctu pulzi jako funkci tloust’ky stinici prepazky

Nejprve bylo naméfeno 150 hodnot ptirozeného radiacniho pozadi, ze kterych byl
vypocten aritmeticky pramér Np, ktery bude vyuzit pozdé¢ji. Poté byly méfeny pocty pulza N
pfi nestinéné GM trubici, tj. bez jakéhokoliv absorbujiciho materidlu. Po naméfeni téchto
hodnot byly mezi zafi¢ a detekujici trubici pfidavany stinici prepazky nejprve jednoho
materidlu a poté i ostatnich materiald. Pro jedno méfeni byly ale vzdy pouzity materidly
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jednoho druhu, pfi ¢emz se menila jeho tloustka. Jako stinici materidly byly pouzity: folie,
textit, tvrdy papir, sololit, lepenka a sklo. Pro kazdy material bylo pro vétsi pfesnost naméfeno
n = 15 hodnot, které byly zprimérovany. Hodnoty namétenych pulzii pro méfeni bez i1 se
stinicim materidlem jsou uvedeny, pro kazdy material zvlast, v ptiloze 3. V tabulce 3-1 jsou
uvedeny vypoctené primérné hodnoty pulzi a hodnoty opravené o primérnou hodnotu
radia¢niho pozadi, kterd byla Np = 22 pulzii/min. Primérny pocet pulzi pii méfeni bez

stinici pfepazky byl po opravé o radia¢ni pozadi N, = 30 657.

Vypocet opravené hodnoty N¢ pro f6lii x = 0,19 mm pro tabulku 3-1
Ne =N — Np = 25294 — 22 = 25272 pulzii/min

Jestlize hodnoty N pro jednotlivé materidly vyneseme na logaritmickou osu (osa y)
v zé&vislosti na jejich tloustkach x, ziskdme prib&hy odpovidajici obrazku 3.2, kde kazda
kiivka odpovida jednomu materialu. Prolozenim hodnot linedrni spojnici ziskdme grafické
vyjadteni rovnice (35), coz dokazuje jeji platnost. Tyto rovnice jsou uvedeny v tabulce 3-2 a
jsou setazeny od nejmensi hodnoty koeficientu po nejvetsi.

Tabulka 3-1: Prumérné hodnoty pulzi odpovidajici tloust’kam jednotlivych materiali

Folie Textit Papir
X N Nc X N Nc X N N
[ mm] [[puls/min]|[puls/min]|{[ mm ]|[puls/min]|[puls/min]|[ mm ]| [puls/min]{[puls/min]
0,19 25294 25272 0,97 8920 8898| 0,27 27 286 27 264
0,38 17797 17775] 1,94 2493 2471] 0,54 23614 23592
0,57 14521 14499 2,91 543 521] 0,81 20501 20479
0,76 12115 12 093] 3,88 136 114 1,08 18 063 18 041
0,95 10206 10184) 4,85 89 67] 1,35 16 049 16 027
1,33 8691 8 669 1,62 14 257 14 235
Sololit Lepenka Sklo
X N Nc X N Nc X N Nc
[mm] |[puls/min]|[puls/min]|[ mm ]|[puls/min]]|[puls/min]|[ mm ]| [puls/min]|[puls/min]
2,92 6013 5991 1 20837 20815| 1,05 6013 5991
5,84 850 828 2 14 066 14044 2,1 850 828
8,76 334 312 3 9426 9404] 3,15 334 312
4 6313 6291
5 4209 4187
6 2731 2709
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Zavislost poctu pulzl na tloustce stinici prepazky
1,E405
-
e e
1,E404 T R
N\ e M Folie
%, L * Textit
Ny -
« Lepenka
1,6403 >~ ,
N # e Sololit
"N - Papir
N : skio
O\
1,E402 ~
1,E401 ; -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b[mm]

Obrazek 3.2 - Graf zavislosti poctu pulzit na tloust’ce stinici piepazky

Tabulka 3-2: Rovnice spojnic trendu z grafu na obrazku

Lepenka y = 30657939
Papir y = 30657 %474
Sololit y =30657¢7 %547
Folie y = 306571174
Textit y = 306571298
Sklo y =30657¢" 16

2. Stanoveni zavislosti koeficientu utlumu na hustoté pro pouzité materialy

Exponenty v rovnicich v tabulce 3-2 urcuji sklon jednotlivych kiivek a porovnanim
téchto rovnic s vyrazem (35) je mozné si odvodit, Ze pravé tento exponent reprezentuje
hodnotu koeficientu Gtlumu x. Pro stanoveni zavislosti u = f(p) je potifeba znat i hustoty
danych materidlti. Ty mizeme odecist z tabulek, nebo si je spocitime pomoci vzorce (40) z
rozmérd a hmotnosti vzorkl. Tabulka 3-3 obsahuje zjisténé vlastnosti vzorkli a vypocitané
hodnoty hustot.
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Tabulka 3-3: Vlastnosti pouZzitych materiali

m Rozméry [ cm] p I .
Vzorek 3 2 5
[g] X h | [gem 1 [mm ]| [cm’.g]

Félie 2,96 0,019 9,86 11,82 1,337 1,174 8,783
Textit 19,64 0,097 9,98 11,93 1,701 1,298 7,633
Sololit 26,79 0,295 10,00 8,57 1,060 0,547 5,162
Lepenka 4,99 0,100 10,10 10,54 0,469 0,399 8,512
Sklo 4,84 0,105 7,60 2,60 2,333 1,600 6,859
Papir 1,74 0,027 10,50 7,78 0,789 0,474 6,008

Pro ukazku je uveden vypocet podle (39) a (40) pro vzorek textitu

19,64

m
= = =1,701 3
P h-1_0097-9,98-11,93 g/em
_B_L28 633cm?
#m—p—1’701— ,633cm=/g

Koeficient Gtlumu v zavislosti na hustoté

B [mme?]

x ¥ =0,7157x

0,8

0,4 1 X

0,2 +

plg.em?]

Obrazek 3.3 - Zavislost koeficientu utlumu na hustoté



Zavislost na obrazku 3.3 zndzorfiuje koeficient Utlumu v zavislosti na hustoté
materidlu. Faktorem umérnosti mezi x a p se nazyva hmotnostni koeficient utlumu .
Smérnice této piimky je nami hledana konstanta u,, = 7,1 cm?/g.

V literatute [21] je uveden vztah pro vypocet teoretické hodnoty g,

2
22 M

g

= 41
—W,Wm>O,SMeV (41)

Im

kde W,, je maximalni hodnota energie Castic zaieni. Ve této literatuie bylo pocitdno
s hodnotou pro radionuklid “Kr W, = 0,7 MeV, i kdyz v seznamu pouzitych pftistroji je
uveden jako zdroj radionuklid *°Sr, kterému odpovidd maximalni energie o velikosti 0,546
MeV. Po dosazeni hodnoty 0,546 MeV do zminéného vzorce ndm teoretickd hodnota
hmotnostniho koeficientu utlumu vysla u,, = 49,29 cm?/g, jejiz spravnost ale nejsme
schopni ovéfit.

3.2 Ovéreni statistickych parametra zdroji ionizujiciho zareni

Cilem tohoto experimentu je ukazat, Zze pocet pulzli vyvolanych prichodem
ionizujiciho zafeni ze zdroje s velkym poloCasem rozpadu ve fixni vzdalenosti, které jsou
detekované detektorem béhem stejnych ¢asovych usekti, odpovida Poissonovu rozdé€leni.

3.2.1 Zadani

1. Poissonovo rozlozeni radioaktivniho rozpadu
2. Gaussovo rozlozeni radioaktivniho rozpadu
3. Statistické rozloZeni radioaktivniho pozadi

3.2.2 Teoreticky popis

Pro méfeni této ulohy je potieba tohoto vybaveni:
e Piipravek s GM trubici
e Zdroj ionizujiciho zafeni — *°Sr — B zafite X89-101, X89-102 — viz ptiloha 2
e Cita¢ Agilent 53131a
e Stinici pfepazky pro utlumeni zareni

Pti priichodu zareni materialem v ptipadech malé Cetnosti pulzi (n < 20) mizeme na
Poissonovu rozdé€leni spolehlivé pozorovat asymetrii. Abychom byli schopni tuto asymetrii
pozorovat, budeme méfit v kratkych ¢asovych intervalech, které ndm zaru¢i malé hodnoty
poctt pulzt.

Nejen Poissonovo rozlozeni, ale i Gaussovo rozlozeni, které je vzdy symetricke, je
vhodné k aproximaci rozlozeni pulzii. To zavisi na hodnoté poctu pulzli a casu méfeni, za
ktery se tyto hodnoty nacitaji, a nasledujici experiment ma prave toto dokazat.

Dalsim aspektem, ktery ma vliv na statistické rozlozeni poctu pulzii za cas, je mrtva
doba detektoru. Béhem této doby detektor nedetekuje prichody c¢astic. Jestlize neni tato doba
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v poméru k primémé dobé mezi pulzy detektoru zanedbatelnd, kolisdni hodnot pulzi je
mensi, nez odpovida Poissonovu rozdé€leni. Z toho vyplyva, ze mrtva doba ovlivituje méteni.

3.2.3 Postup

Uspotadani experimentu je podobné jako v ptredeslé uloze (Obrazek 3.7), ale misto
vestavéného Citace, ktery je spolecné s GM trubici umistén v ptipravku budeme pouzivat ¢ita¢
Agilent 53131a, jehoz Kandl 1 propojime s vystupnimi svorkami citace. Celd sestava je
zobrazena na obrazku 3.4. Cita je nutné pfed méfenim spravné nastavit. Méfeni jsme
provedli pfi tomto nastaveni itace:

e Hodnota spoustéci tirovné — Trigger — (Trigger > Auto Trigger: OFF, Trigger >
Level: 0,5 V);

e nastaveni ¢itani pulzt (Other Meas > Totalize 1);

e cas mefeni (Gate&ExtArm > Time, Gate&ExtArm > Time: 1 s (0,1 s))

e 100 kHz filter: ON

Po stisknuti tlacitka Run c¢itac ¢itd pocty pulzli za nastaveny casovy usek. Na
napajecim zdroji jsme nastavili pfiblizné¢ 600 V.

Obrazek 3.4 — Zapojeni experimentu s pouZitim Citace

1. Poissonovo rozloZeni radioaktivniho rozpadu

Pro pouzity zaiic X89-101, byl pomoci dostupnych stinicich prepazek nastaven pocet
pulzti mezi 1 az 3 pulzy/s. Doba méfeni byla nastavena na 1 sekundu, s timto nastavenim
bylo zméfeno n = 500 hodnot. DalSimi kroky bylo opakovani méfeni pro hodnoty pulzi/s
priblizné 5, 10 a 20.

Na obrazku 3.5 jsou zndzornény cetnosti méfenych dat prolozené Poissonovou
kiivkou teoretickych cetnosti a znich mlzeme jasné vidét, Ze tato rozlozeni nejsou
symetricka, tj. maximum lezi nalevo mezi minimdlni a maximdalni hodnotou. DalSim
pozorovanim dojdeme k faktu, Ze asymetrie klesd se zvySovanim A. Obrazek 3.6 znazoriuje
tato stejna naméiend data, tentokrat ale prolozend symetrickou Gaussovou kiivkou. Hodnoty
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maxim Gaussovych kiivek a méfenych cetnosti jsou vzajemné posunuty a celkové méné si

vzajemn¢ odpovidaji. Z téchto dvou obrazkl je patrné, ze pii postupném zvySovani stiedni

hodnoty A se rozdily mezi Gaussovou a Poissonovou kiivkou zmensuji.
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Obrazek 3.5 — RozloZeni Cetnosti pro ruzné hodnoty A proloZené Poissonovou kiivkou
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Obrazek 3.6 - RozloZeni Cetnosti pro riizné hodnoty A proloZené Gaussovou kiivkou
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Asymetricnost ndm tedy naznacuje, Ze radioaktivni rozpad se fidi Poissonovou
statistikou, ale abychom se o tomto faktu ujistili, existuji tzv. testy dobré shody, kterymi
se zjistuje, zda veli¢ina odpovida urcitému rozlozeni. Jeden z druhii tohoto testu je popsan
v kapitole 2.3. Zda namétfené hodnoty opravdu odpovidaji Poissonovu rozlozeni, ovefime
pomoci testu Chi-kvadrat pro nezndmé parametry. Testujeme tedy hypotézu Hy, ze se pocty
impulzti generované GM trubici pifi pruletu ionizujicich castic fidi podle Poissonova
rozlozeni. Z diivodu analogického algoritmu ovéfovani je zde uveden vypocet ovéreni pouze
pro A = 1,55 a vysledky pro zbylé méfené hodnoty A. VSechna data ziskana z méfeni jsou
uvedena v priloze 3.

Nejprve si zvolime hladinu vyznamnosti a, na které budeme nase data testovat. Nejcastéji se
ovefuje s &« = 5 %, kterd byla pouzita i v této praci. Soubor namétenych hodnot poctu pulzii
je potieba rozttidit do tfid podle Cetnosti poctu pulzi, pficemz empirické Cetnosti X; jsou
uvedeny v tabulce 3-4. Pro jednotlivé cetnosti X; spocitdime podle vzorce (19) ¢ —
pravdépodobnosti odpovidajici Poissonovu rozdéleni. Pro odhad parametru pouzijeme
vybérovy pramér A, ktery je dan vzorcem (24). Jedna se v podstaté o aritmeticky pramér,
ktery v naSem piipad¢ je

1 r+k-1

A== z iX; = 1,55 pulzi/s (42)

n i=r

Podle uvedené teorie pro ovéieni Poissonova rozlozeni bychom méli dodrzet
podminku pro teoretické ¢etnosti np; = 5, coz vétSinou vede ke sluc¢ovani malo Cetnych tiid,
jejichz pravdépodobnosti jsou velmi malé, aZz nulové.

Tabulka 3-4: Tabulka hodnot pro vypocet y* pro A= 1,55

[ Xi i np;

0 125 0,212248 106,124

1 166 0,328984 164,4922

2 103 0,254963 127,4814
3 58 0,131731 65,86541

4 28 0,051046 25,52285

5 10 0,015824 7,912082
6 5 0,004088 2,043955

7 3 0,000905 0,45259

8 2 0,000175 0,087689

9 0 3,02E-05 0,015102
10 0 4,68E-06 0,002341
11 0 6,6E-07 0,00033
12 0 8,52E-08 4,26E-05
13 0 1,02E-08 5,08E-06
14 0 1,12E-09 5,62E-07
15 0 1,16E-10 5,81E-08
> 500 1 500

Z tabulky 3-4 lze vidét, Ze tuto hodnotu
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n-p; = 500-0,32898 = 164,4922 > 5 (43)

teoretické Cetnosti (soucin n.p; (43)) nespliuji hodnoty vétsi nez i = 5. Sloucenim téchto tiid
vznikne jedna tfida jiz spliiujici uvedenou podminku. Z teorie vime, ze pravdépodobnosti
novych tfid p; jsou podle vzorce (20) tvofeny z pravdépodobnosti jednotlivych Cetnosti g;.
Toto slouceni vede ke transformaci ptivodni tabulky na tabulku 3-5 s k = 6 fadky.

Pro tadek i = 1 tabulky 3-5 a tabulky 3-6 plati

(Xi—n-p)? = (166 — 164,4922)? = 2,2735 (44)

2 _ (XL — npi)z _ 2,2735
X np; 164,4922

=0,01381 (45)

Tabulka 3-5: Tabulka hodnot pro vypocet xz Tabulka 3-6: Tabulka hodnot pro

vypotet y* bez nejmensich q;

X; np; (Xi-npi)’ X X; np; (Xi-npi)? X
125| 106,1240 | 356,3039| 3,35743 125 | 106,1240 | 356,3039 | 3,35743
166 | 164,4922| 2,2735| 0,01382 166 | 164,4922| 2,735 0,01382
103 | 127.4814 | 599,3409| 4.70140 103 | 127,4814|599,3409 | 4,70140
58| 658654 | 61,8647| 0,93926 58| 65,8654 | 61,8647 0,93926
28| 255228| 6,1363| 0,24042 28| 255228| 6,1363| 0,24042
20| 10,5141| 89,9816 8,55815 10| 10,5141| 4,3594| 0,55098
> 500 500 1781048 S 490 | 497,3979 9,80331

Pokud méme hotovy vSechny pottebné vypocty, nasleduje uréeni hodnoty testovaciho
kritéria podle vzorce (25), které v tomto piipadé je y? = 17,81048 a mizeme jej vidét i v
levém spodnim rohu tabulky 3-5.

Poslednim krokem je pak porovnani této vypocitané hodnoty kritéria s hodnotou
kvantilu Chi-kvadratu pro k — 1 = 5 stupniii volnosti pro zvolenou hodnotu a, (95% kvantil
odpovida hodnoté vyznamnosti @ = 5 %) xZ,09s = 11,07048 (viz Piiloha 1). Jelikoz nami
vypo&itana hodnota kritéria je y* = 17,81048 > yZ,45 a nachézi se za kritickou hranici,
zamitdme hypotézu H, a tvrdime, ze se pocty impulzi generované GM trubici pfi priuletu
ionizujicich ¢astic nefidi podle Poissonova rozloZeni.

Pokud se ovSem pozorné podivame na jednotlivé rozdily teoretickych a empirickych
cetnosti (sloupce X; a np; v tabulce 3-4), zjistime, ze nejvétsi rozdil vznikd u velmi malych
pravdépodobnosti ¢;. Proto pokud hodnoty nebudeme zapocitavat do celkového rozlozeni, tak
se nedopustime velké statistické chyby, jelikoz ostatni Cetnosti v tomto ptipad¢ zabiraji vice
jak 99 % celkového rozlozeni. Pfi tomto postupu se zméni posledni fadek tabulky 3-5 viz
tabulka 3-6, pro niz opét spoc¢itame hodnotou kvantilu Chi-kvadratu pro k — 1 = 5. Jelikoz
nyni je y* = 9,80331 < yZ, 95, nezamitime hypotézu Hy a mizeme fict, Ze ndmi zméfené
rozlozeni pravdépodobnosti se na hladin€é vyznamnosti a = 5% fidi Poissonovym
rozdélenim. Pokud navic provedeme test Chi-kvadrat téchto dat pro Gaussovo rozlozeni,
hodnota kritéria je x* = 66,2575> x&g95, coZ nam iika, Zze se nejednd o Gaussovo

rozlozeni.
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Pro zbylé hodnoty 4, pro které jsme rozlozeni méfili, jsou vysledky nasledujici:
v pifpadé 1 = 4,71 je y* = 14,82603 < xZ5.005 = 18,30703,
pro A = 10,05 x% = 16,87332 < xZ4.005 = 23,68478,
aproA =19,18— y% = 24,46574 < x3.005 = 28,86932.
I vysledky téchto tfi testli potvrzuji hypotézu Hy a to, ze radioaktivni rozpad se fidi
Poissonovou statistikou.

2. Gaussovo rozloZeni radioaktivniho rozpadu

Zapojeni experimentu je stejné jako u bodu 1. Pfi tomto méfeni musime provést dvé
rozdilna méfeni.

Béhem prvniho métfeni nesmi hodnota pulzt ptekrocit 100 pulzl/s abychom zajistili,
ze mrtvd doba detektoru, kterda se pohybuje okolo 0,1 ms, neovliviiuje méteni. Abychom
mohli adaptovat Gaussovo rozlozeni je optimalni primérna hodnota poctu pulzl je mezi 50 a
100 pulzy/s. Ke snizeni poctu registrovanych ¢astic byl mezi zdroj a GM trubici vlozen
n¢jaky materidl, ktery toto zafeni casteCné odstinil, nebo Ize rovnéz zvétsit vzdalenost mezi
zdrojem a detektorem. Na zacatku méfeni byla tedy nastavena primérnd hodnota pulzil/s
v rozmezi 50 az 100, konkrétné 87 pulzl/s, s dobou meéteni 1s. Poté bylo zméteno 1000
hodnot (tabulka 3-7). Cetnosti jednotlivych hodnot pulzii byly vyneseny do grafu.

5% 55 60 6 M0 75 0 85 % % 00 5 10 15 10 15 130 50 % 60 6 0 75 B0 85 9% 9 100 105 110 115 10 15 10

Obrazek 3.7 — RozloZeni Cetnosti pro malé hodnoty pulziv/s (87 pulzii/Is) s adaptovanou

Poissonovou (vlevo) a Gaussovou kiivkou (vpravo)

Pro druhé méieni pottebujeme dosahnout velkého poctu pulzl/s, proto je nutné pouzit
pro toto méfeni dostatecné silny zdroj radioaktivity. Aby byl pocet méfenych pulzii co
nejvetsi a protoze plati (11), byly pouzity oba B zarice (X89-101 a X89-102), které jsme m¢éli
k dispozici. Mezi zdroj a zafi¢ nebyl umistén zadny stinici material, diky ¢emuz se zacne

Mrwe
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provedeno stejné jako v prvnim piipadé, ale s tim rozdilem, Zze doba méfeni byla 0,1s a to
proto, abychom se dostali na pfiblizné stejnou hodnotu A. Hodnota, které¢ se ndm podatfilo
dosahnout, byla 84 pulzi/0,1s. Opét bylo zméteno 1000 hodnot (tabulka 3-8).
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Obrazek 3.8 — RozloZeni Cetnosti pro velké hodnoty pulziv/s (84 pulzii/0,1s) s adaptovanou

%0

Poissonovou (vlevo) a Gaussovou kiivkou (vpravo)

Na obrazku 3.7 jsou znazornény cetnosti jednotlivych hodnot pulza, které jsou
prolozeny Poissonovou i Gaussovou kfivkou. Pfi menSich primérnych hodnotach Cetnosti
jsou tyto kiivky témét stejné, nicméné Poissonova kiivka odpovida métenym datim vice.

Jak muizeme vidéet, na toto ziskané rozdéleni mizeme adaptovat i Gaussovu kiivku.
Pro vétsi primérné hodnoty cetnosti vlivem mrtvé doby detektoru a naslednému mensimu
kolisani Cetnosti, nez je pro Poissonovo rozdéleni typicka, Poissonova kiivka neodpovida
naméfenym hodnotam, jak mizeme vidét na obrazku 3.8.

V ptipadé dostatecného poctu vzorkli miizeme tedy popsat namétfend data prolozenim
vzdy soumérnou Gaussovou kiivkou, kterd ma tvar hustoty pravdépodobnosti podle rovnice
(2). To je reprezentovano stiedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou 6. Normalni rozd€leni
zastupuje dllezitou roli pii popisu riznych ndhodnych veli¢in a co se radioaktivniho rozpadu

tyka, je odchylka, pti velkém pocétu hodnot, dana stiedni hodnotou N a pak ¢ = \/ﬁ , potom se
vyraz popisujici Gaussovo rozlozeni (2) méni na vyraz nasledujici

1 G107
P(x) = m N expl 2N

(46)

S pomoci ur€itych ukont pifi velkych hodnotdch pulzi/s se Poissonovo rozdéleni,
popsané rovnici (4) transformuje na Gaussovo rozlozeni podle vyrazu (46) pficemz A = N.
Vykreslime-li si rovnice (4) a (46) pro N = 50, jako to je na obrazku 3.9x, vidime, Ze tato
rozlozeni se vzajemné€ moc nelisi.
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0,06

P(N)

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
N

Obrazek 3.9 - Poissonovo (modie) a Gaussovo (Cervené) rozloZeni pro priimérny

pocet pulzit N = 50

Tabulka 3-7: Tabulka hodnot ¢etnosti proA=87,t=1s

[ X [ X [ Xi [ X

56 1 74 19 92 32 110 3
57 1 75 24 93 39 111 3
58 1 76 19 94 23 112 1
59 1 77 26 95 24 113 1
60 1 78 22 96 18 114 0
61 2 79 30 97 20 115 0
62 1 80 28 98 16 116 1
63 4 81 36 99 17 117 0
64 4 82 37 100 16 118 0
65 3 83 41 101 14 119 1
66 6 84 41 102 12 120 1
67 2 85 40 103 15 121 0
68 7 86 44 104 10 122 0
69 5 87 44 105 9 123 0
70 10 88 47 106 7 124 0
71 12 89 41 107 2 125 1
72 15 90 38 108 4

73 12 91 40 109 5
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Tabulka 3-8: Tabulka hodnot ¢etnosti pro A =84,t=0,1s

; X i X i X
59 1 75 17 91 47
60 0 76 26 92 41
61 0 77 43 93 20
62 1 78 37 94 12
63 0 79 36 95 16
64 0 80 40 96 10
65 2 81 59 97 10
66 2 82 67 98 9
67 3 83 45 99 3
68 4 84 49 100 1
69 7 85 54 101 1
70 13 86 52 102 1
71 17 87 60 103 2
72 11 88 46 104 0
73 20 89 43 105 1
74 28 90 43

3. Poissonovo rozloZeni radioaktivniho rozpadu

Na zavér méteni bylo jeSté ovéfeno rozlozeni 150 hodnot pfirozeného radiacniho
pozadi, které bylo méfené v predchozi tloze (kapitola 3.1) pomoci ¢itace vestavéného
v piipravku. Tabulka 3-9 obsahuje namétena data pro stfedni hodnotu A = 22 pulzii/min.

Postup ovéetovani byl stejny jako u piedeslych testd, takze budou opét uvedeny pouze
vysledky. V tabulce 3-9 mame 16 fadkl a vSechny ve sloupci n.p; obsahuji hodnoty vétsi nez
5, takZe je mozné hned piistoupit k vypoétu »°. Kvantil pro 15 stupiiti volnosti pfi @ = 5 % je
)(fs;o,gs = 24,9958 a vypoctena hodnota, jak mizeme zjistit v pravé dolni bunce tabulky 3-9,
je x? = 5,49559. Porovnanim téchto dvou hodnot je jasné vidét, Ze i zdroje piirozeného
radiacniho pozadi se fidi podle Poissonovy statistiky.

45



Tabulka 3-9: Tabulka ¢etnosti pro méreni prirozeného pozadi

Xi Pi n*p (Xi-npy)’ X

10 0,0670| 10,0449| 0,00202| 0,00020

5 0,0363 5,4475| 0,20024| 0,03676

6 0,0478 7,1650| 1,35732| 0,18944

12 0,0593 8,9006| 9,60644| 1,07931

11 0,0698| 10,4746| 0,27608| 0,02636

13 0,0781| 11,7106| 1,66263| 0,14198

9 0,0831| 12,4690|12,03374| 0,96510

14 0,0845| 12,6730| 1,76091| 0,13895

10 0,0821| 12,3204 | 5,38410| 0,43701

16 0,0765| 11,4785]20,44420| 1,78109

10 0,0684| 10,2663 | 0,07094| 0,00691

7 0,0589 8,8291| 3,34546| 0,37891

7 0,0487 7,3118| 0,09720| 0,01329

5 0,0389 5,8390| 0,70387| 0,12055

7 0,0524 7,8576| 0,73543| 0,09360

8 0,0481 7,2118| 0,62134| 0,08616

X 150 1,0000 | 149,9994 5,49559
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4 ZAVER

Hlavnim cilem této bakaldiské prace bylo ovéfit metody pro meéteni statistickych
parametri zdroji ionizujiciho zafeni a ovéieni zavislosti koeficientu utlumu na hustoté
materidlu, kterym zafeni prochdzi. Z vysledkii méfeni zéavislosti po¢tu pulzl vyplyva, ze
praktické experimenty zcela odpovidaji teorii, tudiz ze pii zvétSovani tlouStky stiniciho
mateiiho materidlu poCty Castic detekovanych GM trubici exponencidlné klesaji. Nasledné
zjistovani hmotnostniho koeficientu utlumu byl spiSe pocetni zélezitost. Nami zjisténa
vyslednd hodnota byla u,, = 7,157 cm?/g. Tato hodnota se nam bohuZel nepodafila
teoreticky ovéfit z diivodu nejasnosti pti vypoctu.

Pti ovétovani statistickych vlastnosti zdrojl ionizujiciho zéfeni jsme nejprve ovetovali
Poissonovo rozdé¢leni, které je nejlépe pozorovatelné pii malych stfednich hodnotach poctu
pulzi A. Prvnim krokem ovéfovani bylo porovnavani histogramu Cetnosti jednotlivych poctu
pulzt s teoretickou kiivkou Poissonova a Gaussova rozdéleni pro dané A. Z naméfenych
zavislosti bylo patrné, Ze data jsou vzhledem ke stfedni hodnoté uspofadana asymetricky, coz
naznacovalo zavislost na Poissonové rozdéleni. Pii zvétSujici se hodnoté A se ale Poissonovo
rozde€leni ptiblizovalo tvaru Gaussova rozlozeni. To ndm nakonec potvrdily i testy shody,
které ndm na hladin€ vyznamnosti ¢ =5% pii 41 =10,05a4 = 19,18 dokazaly, zZe
testované rozlozeni odpovida jak Poissonovu, tak i Gaussovu rozdéleni. Dal§im méfenim jsme
ovetili fakt, ze Poissonovo rozdéleni se zvySujici se sttedni hodnotou a pfispéni mrtvé doby
piechazi do Gaussova rozdéleni.

Z pocatku této prace byla zamyslena prezentace vysledki méfeni formou histogramu
s daty rozdélenymi do urcitych tiid. Pii zpracovavani jsme ale dospé€li k ndzoru, pouzité
vyobrazeni ma vétsi vypovidajici hodnotu, tudiz jsme zobrazeni pomoci tiid nepouzili.

Poslednim bodem méfeni bylo ovéfeni statistického rozlozeni ptirozeného
radioaktivniho pozadi, které jsme zméfili pii mefeni .

Dalsi pokracovani této prace by mohlo spocivat v dohledani a vysvétleni empirického
vzorce pro teoretickou hodnotu hmotnostniho koeficientu utlumu pouzitého v literatuie od
spolecnosti PHYWE [21]. Dale by bylo vhodné zjistit, pro¢ ve zminéném vzorci bylo
poéitano s maximalni energii zafeni 0,7 MeV pro radionuklid *’Kr, namisto s hodnotou
0,546 MeV, ktera odpovida zdroji *Sr uvedeném v seznamu pouZitych pristroji, piipadné
nalezeni jiného vzorce, pomoci kterého by bylo mozné tuto teoretickou hodnotu hmotnostniho
koeficientu utlumu vypocitat a tim ovéfit spravnost zmérené¢ho vysledku. DalSim navazanim
na tuto praci by mohlo byt vytvoteni softwaru pro automatizovany sbér dat a ovladani Citace
Agilent.
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Priloha 3 — Tabulky namétenych hodnot

Meéreni koeficientu utlumu

Folie
Pocet vrstev 1 2 3 4 5 6
x [mm ] 0,19 0,38 0,57 0,76 0,95 1,14
1 25153| 17620| 14437| 11846| 10050 8576
2 24779| 17512| 14287 11850| 10221 8429
3 24990| 17576| 14257| 12250| 10099 8 602
4 25153 | 17773| 14375| 12044 9888 8 609
5 25447| 17687| 14269 12085| 10084 8636
c 6 25606| 17916| 14372 12115| 10291 8 708
g 7 25220| 17817| 14669 12021| 10124 8 608
2 8 25191| 17715| 14586 12014| 10250 8 746
2 9 25253| 17863| 14511| 12170| 10342 8 604
o 10 25091| 17976| 14802 12401| 10338 8 704
11 25581| 17732| 14616| 12168| 10151 8820
12 25564| 18134| 14490 12323| 10226 8574
13 25341| 18016| 14792| 11968| 10243 8970
14 25532| 17743| 14666| 12071| 10512 8 865
15 25506| 17871| 14691| 12394| 10274 8907
N 25294| 17797| 14521 12115| 10206 8 691
Textit
Pocet vrstev 1 2 3 4 5
x [mm ] 0,97 1,94 2,91 3,88 4,85
1 8 649 2452 508 122 73
2 8713 2565 505 128 84
3 8578 2537 539 145 82
4 8788 2588 521 152 95
5 8 879 2536 528 154 93
c 6 9212 2505 552 137 92
g 7 9032 2428 529 139 90
e 8 8915 2442 547 124 85
o 9 8817 2429 560 122 99
O 10 9 083 2553 571 133 99
11 9 048 2561 549 129 77
12 8986 2 446 585 139 86
13 9129 2393 548 119 80
14 8980 2 467 551 126 109
15 8996 2486 559 165 96
N 8920 2493 543 136 89




Lepenka

Pocet vrstev 1 2 3 4 5 6
x[mm] 1 2 3 4 5 6
1 20 817 14 160 9263 6311 4 069 2610
2 20 815 13 853 9524 6214 4084 2622
3 20 837 13914 9 380 6292 4 086 2712
4 20673 13 885 9 569 6242 4147 2730
5 20736 14 077 9 366 6403 4204 2578
< 6 20914 14 207 9 348 6414 4283 2714
‘g 7 20936 14 009 9 258 6 347 4217 2713
>g 8 20 746 14 063 9625 6324 4289 2722
TC/J, 9 20 804 14 230 9243 6232 4181 2787
1Y) 10 20957 14171 9437 6 264 4097 2 802
11 21 027 14 050 9474 6314 4 406 2757
12 20 709 14 022 9376 6375 4151 2782
13 20 876 14 152 9571 6229 4093 2717
14 20904 14 200 9566 6384 4313 2904
15 20 810 13990 9 389 6354 4516 2 810
N 20 837 14 066 9426 6313 4209 2731
Tvrdy papir
\fr‘ziz\t/ 1 2 3 4 5 6
X[ mm] 0,27 0,54 0,81 1,08 1,35 1,62
1 27 145 23543 20520 18 016 15903 13945
2 27 072 23593 20402 17 871 15902 14 031
3 27 427 23531 20537 17 996 15 820 14 128
4 27 448 23963 20 258 18 011 15811 14 234
5 27 181 23 363 20112 17 819 15990 14 180
< 6 27 312 23531 20 368 17 906 16 022 14 244
\g 7 27 295 23 407 20338 18 293 16 025 14 167
’E 8 27 370 23584 20555 17 954 16 067 14 319
% 9 27 442 23416 20702 18178 16 059 14 228
O 10 27 261 23 664 20567 18 100 16 065 14 291
11 27 380 23 678 20 658 17 896 16 079 14 452
12 27 102 23762 20562 18 075 16 262 14 414
13 27 481 23 656 20546 18 044 16 265 14471
14 27 157 23701 20 604 18 275 16 305 14 375
15 27 211 23 825 20784 18 504 16 161 14 378
N 27 286 23614 20501 18 063 16 049 14 257
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Sololit

Pocet vrstev 1 2 3
x [ mm] 2,92 5,84 8,76
1 5950 906 329
2 5830 778 325
3 5794 851 394
4 5892 893 324
5 5900 779 323
= 6 6026 839 352
- 7 6 006 812 286
ig 8 6052 875 233
o 9 5894 792 258
5 10 6108 899 430
11 6048 875 412
12 6 141 964 362
13 6079 865 345
14 6 164 830 397
15 6 305 798 246
N 6 013 850 334
Sklo
oo |t |2 | 3
X[ mm] 1,05 2,1 3,15

1 4682 682 327
2 4812 738 278
3 4613 701 301
4 4731 741 301
5 4726 746 298
= 6 4 601 702 305
T 7 4623 689 321
ig 8 4759 738 308
o 9 4702 721 299
5 10 4 801 699 285
11 4760 691 291
12 4 686 711 303
13 4653 743 320
14 4 649 716 315
15 4671 771 296
N 4 698 719 303
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Meérenti statistickych parametru zdroju ionizujiciho zaieni - ¢etnosti

A=1,55

A=4,72

Xi Qi np; Xi np; (X-np)° X Xi npi (X-np)°® X

0 125| 0,212248] 106,124 125| 106,1240| 356,3039| 3,35743 125| 106,1240| 356,3039| 3,35743
1 166| 0,328984| 164,4922 166| 164,4922 2,2735] 0,01382 166| 164,4922 2,2735] 0,01382
2 103| 0,254963| 127,4814 103| 127,4814| 599,3409] 4,70140 103| 127,4814| 599,3409| 4,70140
3 58] 0,131731| 65,86541 58| 65,8654 61,8647 0,93926 58| 65,8654 61,8647] 0,93926
4 28| 0,051046| 25,52285 28| 25,5228 6,1363] 0,24042 28| 25,5228 6,1363] 0,24042
5 10| 0,015824| 7,912082 20| 10,5141| 89,9816 8,55815 10f 10,5141 4,3594] 0,55098
6 5] 0,004088| 2,043955
7 3| 0,000905f 0,45259
8 2| 0,000175f 0,087689
9 0] 3,02E-05| 0,015102

10 0] 4,68E-06| 0,002341

11 0] 6,6E-07[f 0,00033

12 0 8,52E-08| 4,26E-05

13 0f 1,02E-08| 5,08E-06

14 0| 1,12E-09| 5,62E-07

15 0| 1,16E-10| 5,81E-08
)y 500 1 500 500 | 500,0000 17,81048|x 490 497,3979 9,80331

Xi Qi np; Xi np; (X-npy)’ X Xi npi (X-npy)? X

0 9f 0,008987| 4,493393
1 27| 0,042346| 21,17287 36| 25,6663| 106,7862| 4,16057 27| 21,1729 33,9555| 1,60373
2 60| 0,099767| 49,88328 60 49,8833] 102,3481] 2,05175 60| 49,8833 102,3481| 2,05175
3 82 0,1567 78,35 82| 78,3500f 13,3225 0,17004 82| 78,3500 13,3225| 0,17004
4 87| 0,184593| 92,2963 87 92,2963] 28,0508| 0,30392 87| 92,2963| 28,0508| 0,30392
5 78] 0,17396| 86,98003 78| 86,9800 80,6410| 0,92712 78| 86,9800 80,6410| 0,92712
6 57| 0,136617| 68,30832 57| 68,3083| 127,8781| 1,87207 57| 68,3083 127,8781| 1,87207
7 42] 0,091963| 45,98126 42| 45,9813 15,8504 0,34471 42| 45,9813 15,8504 0,34471
8 17| 0,054166| 27,08296 17( 27,0830| 101,6661| 3,75388 17| 27,0830| 101,6661] 3,75388
9 13| 0,028359| 14,17943 13 14,1794 1,3911 0,09810 13| 14,1794 1,3911 0,09810

10 8| 0,013363| 6,68135 8 6,6813 1,7388| 0,26025 8 6,6813 1,7388] 0,26025

11 6| 0,005724| 2,862047 20 4,5908| 237,4437| 51,72171 6 2,8620 9,8467| 3,44046

12 5| 0,002248| 1,123831

13 3| 0,000815| 0,407345

14 2| 0,000274| 0,137101

15 2| 8,61E-05( 0,043068

16 1| 2,54E-05| 0,012684

17 1| 7,03E-06| 0,003516

18 O] 1,84E-06f 0,00092

19 0] 4,56E-07| 0,000228

20 0| 1,08E-07| 5,38E-05
)y 500 1 500 500 | 500,0000 65,66412|~ 477 493,7778 14,82603
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A=10,05

X o] np; X np; (Xi-np)° NG X np; (Xi-np))° X

0 0| 4,33E-05| 0,021636

1 1| 0,000435 0,2174

2 5| 0,002184| 1,092215

3 6] 0,007316| 3,658194

4 10| 0,018379| 9,189382 22| 14,1788| 61,1707 4,31423 10 9,1894 0,6571| 0,07151
5 24| 0,036934( 18,46698 24| 18,4670 30,6143| 1,65778 24| 18,4670 30,6143| 1,65778
6 35| 0,061852| 30,92604 35| 30,9260| 16,5972| 0,53667 35| 30,9260 16,5972 0,53667
7 40| 0,088784| 44,39212 40| 44,3921| 19,2907 0,43455 40| 44,3921 19,2907 0,43455
8 62| 0,111513| 55,7565 62| 55,7565| 38,9812| 0,69913 62| 55,7565 38,9812 0,69913
9 63| 0,124498| 62,24904 63| 62,2490 0,5639| 0,00906 63| 62,2490 0,5639| 0,00906
10 47] 0,125096| 62,54783 47 62,5478| 241,7352| 3,86480 47| 62,5478| 241,7352| 3,86480
11 49] 0,114269| 57,1346 49| 57,1346] 66,1718 1,15817 49 57,1346 66,1718 1,15817
12 41] 0,095681| 47,84071 41| 47,8407 46,7953| 0,97815 41| 47,8407 46,7953 0,97815
13 35| 0,073954( 36,97719 35| 36,9772 3,9093| 0,10572 35| 36,9772 3,9093| 0,10572
14 28| 0,053078| 26,53906 28| 26,5391 2,1344| 0,08042 28| 26,5391 2,1344| 0,08042
15 16| 0,035555| 17,77763 16| 17,7776 3,1600| 0,17775 16 17,7776 3,1600| 0,17775
16 91 0,022329| 11,16435 9 11,1644 4,6844 0,41959 9 11,1644 4,6844 0,41959
17 13| 0,013198| 6,598788 13 6,5988| 40,9755| 6,20955 13 6,5988 40,9755| 6,20955
18 5| 0,007367| 3,68359 16 7,4503| 73,0969| 9,81124 5 3,6836

19 4| 0,003896( 1,948038

20 0| 0,001957| 0,978694

21 1] 0,000937| 0,468282

22 2| 0,000428| 0,213877

23 2| 0,000187| 0,093436

24 1| 7,82E-05( 0,039119

25 0| 3,14E-05| 0,015723

26 0| 1,22E-05| 0,006076

27 0| 4,52E-06| 0,002261

28 1] 1,62E-06( 0,000811

29 0| 5,62E-07| 0,000281

30 0| 1,88E-07| 9,42E-05

31 0 6,1E-08| 3,05E-05

32 0| 1,92E-08| 9,58E-06

33 0| 5,84E-09| 2,92E-06

34 0| 1,72E-09| 8,62E-07

35 0| 4,95E-10( 2,48E-07

z 500 1 500}z 500 500,0000 30,45683|2 477 491,2438 16,40287
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A=19,18

X o] np; X np; (Xi-np)° NG X np; (Xi-np))° X

0 0| 4,68E-09| 2,34E-06

1 0| 8,98E-08| 4,49E-05

2 0| 8,61E-07| 0,00043

3 0| 5,5E-06| 0,002752

4 0| 2,64E-05| 0,013194

5 0| 0,000101| 0,050613

6 2| 0,000324| 0,161793

7 0| 0,000887| 0,443314

8 4| 0,002126( 1,062846

9 5| 0,00453| 2,265042

10 12| 0,008689| 4,34435 23 8,3444| 214,7871] 9,33857

11 101 0,01515| 7,574967 10 7,5750 5,8808| 0,58808 10 7,5750 5,8808| 0,77634
12 13| 0,024215] 12,10732 13| 12,1073 0,7969| 0,06130 13| 12,1073 0,7969| 0,06582
13 25| 0,035726| 17,86296 25| 17,8630 50,9374 2,03750 25| 17,8630 50,9374| 2,85156
14 24| 0,048945( 24,47225 24| 24,4723 0,2230| 0,00929 24| 24,4723 0,2230| 0,00911
15 29| 0,062584( 31,29185 29| 31,2919 5,2526| 0,18112 29| 31,2919 5,2526| 0,16786
16 36| 0,075022( 37,51111 36| 37,5111 2,2834| 0,06343 36| 37,5111 2,2834| 0,06087
17 39| 0,084643| 42,32136 39| 42,3214| 11,0314| 0,28286 39| 42,3214 11,0314 0,26066
18 41] 0,090192| 45,09576 41] 45,0958| 16,7752 0,40915 41] 45,0958 16,7752 0,37199
19 44] 0,091046| 45,52298 44 45,5230 2,3195| 0,05272 44 45,5230 2,3195| 0,05095
20 37| 0,087313| 43,65654 37| 43,6565| 44,3095 1,19755 37| 43,6565 44,3095 1,01496
21 35| 0,079746| 39,87297 35| 39,8730 23,7458| 0,67845 35| 39,8730 23,7458| 0,59554
22 22| 0,069524( 34,76198 22| 34,7620| 162,8681| 7,40310 22| 34,7620 162,8681| 4,68524
23 18| 0,057977| 28,98847 18| 28,9885| 120,7464| 6,70814 18| 28,9885| 120,7464| 4,16533
24 25| 0,046333| 23,16662 25| 23,1666 3,3613| 0,13445 25| 23,1666 3,3613| 0,14509
25 24| 0,035547( 17,77343 24| 17,7734| 38,7702 1,61542 24| 17,7734 38,7702 2,18136
26 7] 0,026223] 13,11132 71 13,1113] 37,3483 5,33547 7 13,1113 37,3483 2,84855
27 14| 0,018628| 9,313895 14 9,3139| 21,9596 1,56854 14 9,3139 21,9596 2,35772
28 6| 0,01276] 6,380018 6 6,3800 0,1444| 0,02407 6 6,3800 0,1444| 0,02264
29 5| 0,008439| 4,219612 5 4,2196 0,6090| 0,12180 5 4,2196 0,6090| 0,14433
30 4| 0,005395( 2,697739 23 6,6502| 267,3154| 11,62241 4 2,6977 1,6959| 0,62863
31 3| 0,003338| 1,669117 3 1,6691 1,7712 1,06119
32 4| 0,002001( 1,000427

33 4| 0,001163( 0,58146

34 1] 0,000656( 0,328012

35 3| 0,00036| 0,179751

36 1] 0,000192| 0,095767

37 2| 9,93E-05| 0,049644

38 1] 5,01E-05| 0,025057

39 0| 2,46E-05| 0,012323

40 0| 1,18E-05| 0,005909

41 0| 5,53E-06| 0,002764

42 0| 2,52E-06| 0,001262

43 0| 1,13E-06| 0,000563

44 0| 4,91E-07| 0,000245

45 0| 2,09e-07| 0,000105

46 0| 8,72E-08| 4,36E-05

47 0| 3,56E-08| 1,78E-05

48 0| 1,42E-08| 7,11E-06

49 0| 5,57E-09| 2,78E-06

50 0| 2,14E-09| 1,07E-06

)y 500 1 50012 500 500,0000 49,43341|2 461 489,3723 24,46574
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